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Introduction

La quantification est un concept issu de la mécanique quantique: elle consiste
a associer 4 une observable classique une observable quantique, les observables clas-
siques, telles I'énergie ou 'impulsion, étant des polynomes, les observables quantiques
étant quant A elles des opérateurs différentiels. Dans un tel contexte, si une observ-
able classique se représente par un polynome dépendant des variables ¢ et p, ou ¢
et p représentent respectivement la position et 'impulsion, une quantification peut
simplement consister en une substitution de la variable x & la variable g et en une
substitution de 'opérateur 5"’; a la variable p. On voit donc qu'une quantification trans-
forme un élément d’une algebre associative commutative en un élément d’une algebre
associative non commutative, ce qui fait que 'ordre dans lequel on écrit les variables
du polynome avant d’opérer la substitution a son importance; au départ, une pre-
scription d’ordre est alors simplement une indication quant a la maniere d’ordonner
des variables dans un polynome avant d’appliquer une quantification. Les observ-
ables classiques peuvent étre assimilées & des polynomes sur le fibré cotangent T*M
d’une variété M, celui-ci pouvant représenter ’espace des phases de la mécanique
hamiltonienne. Une des méthodes de quantification consiste alors en une bijection
linéaire entre, d’une part, I’espace des polynomes sur 7*M, qu’on note S(M) et qui
s’identifie & 1'espace (ST M) des champs de tenseurs symétriques contravariants
de M et, d’autre part, I'espace des opérateurs différentiels agissant sur les densités de
poids 3, qu'on note D1 (M). On reconnait la définition des observables qui sont des
opérateurs différentiels sur un espace de Hilbert, constitué par les densités de poids
3 lorsque la variété M est compacte.

Dans ce travail, si on note D(I'°(E),I'°(E")) I'espace des opérateurs différentiels
agissant entre sections de deux fibrés vectoriels E et E’ sur M, on appellera par
extension prescription d’ordre une bijection linéaire entre I'°(STM ® Hom(E, E'))
et D(I'™°(F),['*(E’)) préservant le symbole principal.

Dans le cas ou F est égal & E’ et ou F est le fibré des b-densités sur M, Fo(TM)(b €
R), si on note Dy(M) 'espace D(I'°(Fp(TM)), I°(Fy(TM))), on sait qu’il existe
de nombreux isomorphismes d’espaces vectoriels entre S(M) et Dy(M) mais aucun
d’eux n’est naturel, c’est-a-dire ne commute avec I’action des difféfomorphismes de



M. A fortiori, Dy(M) et S(M) ne sont pas isomorphes en tant que représentations de
Vect(M). Cependant, dans le cas particulier o M est I'espace euclidien R™, sim > 1,
il a été démontré que D,(R™) et S(R™) sont isomorphes en tant que représentations
du plongement projectif sl de sl(m+1,R). L'isomorphisme reliant ces deux espaces
est unique si on lui impose de préserver le symbole principal; on appelle alors cet
isomorphisme le symbole s,  1-équivariant.

Le plongement projectif sl de sl(m + 1,R) a une contrepartie sur une variété
M et une généralisation possible des résultats décrits ci-dessus dans R™ a été pro-
posée dans [8]. Inspiré par les développements mentionnés précédemment, ’auteur y
conjecture notamment 'existence d'une prescription d’ordre naturelle projectivement
invariante, c’est-a-dire d’une bijection linéaire préservant le symbole principal entre
S(M) et Dy(M) qui dépend d’une connexion V sur M mais seulement de la classe
projective de celle-ci, la naturalité de cette prescription d’ordre, que I’'on notera ici
pL[V], signifiant alors que I'application qui associe p[V] & V est naturelle. Dans une
recherche récente qui fait 'objet de ce mémoire, I'auteur de [2] démontre I'existence
de p.[V] et la détermine explicitement.

Notre travail est quant & lui constitué de six parties: la premiere, consacrée 2 la
notion de prescription d’'ordre naturelle, expose certaines notions fondamentales. La
deuxiéme développe quelques propriétés des connexions projectivement équivalentes,
c’est-a-dire des connexions possédant les mémes géodésiques A un reparamétrage pres,
tandis que la troisiéme a trait au fibré des a-densités et au fibré principal des a-
densités.

Les quatriéme et cinquieéme chapitres développent quant & eux les outils utilisés par
Martin Bordemann pour démontrer I'existence d’une prescription d’ordre naturelle
projectivement invariante. Sa méthode est basée sur I'idée de relévement: dans une
premiere étape, on construit un relévement projectivement invariant d’une connexion
sans torsion au fibré principal des a-densités qui est naturel, c’est-a-dire qui commute
avec l'action des difféomorphismes locaux. Dans une deuxieéme étape, on parvient a
relever les champs de tenseurs symétriques au fibré principal des a-densités d’une
maniere qui est également naturelle et qui ne dépend que de la classe projective de
la connexion dont dépend p.[V].

La sixieme partie du travail assemble alors les réalisations des deux chapitres
précédents pour construire p;,[V] au moyen de la prescription d’ordre standard, p;[V],
qui est décrite au début du mémoire.
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Chapitre 1

Prescriptions d’ordre naturelles

1.1 Prescriptions d’ordre

Rappelons d’abord la notion d’opérateur différentiel agissant entre sections de fibrés
vectoriels sur une variété M : si E et F’ sont deux fibrés vectoriels sur M, un opérateur
différentiel D d’ordre k € N

D :T®(E) — I'>*(E)

est une application linéaire telle que, dans tout ouvert de carte et de trivialisations
simultanées, la forme locale de D(s) soit un opérateur différentiel d’ordre k, au sens de
I'analyse, en celle de s. On notera D(I'°(E),'*(E’)) I'espace de tous ces opérateurs
différentiels.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, quel que soit p € N, on peut
identifier 'ensemble PolP(E*) des fonctions polynomiales homogenes de degré p de
E* dans R avec VPFE grace a I'isomorphisme T € VPE +— Pr € PolP(E*) défini par

Pr(z) = ’%T(:c, ...,x),Vz € E*,

Cette correspondance identifie les champs de tenseurs symétriques contravariants
d’ordre p sur M aux éléments de C*(M, PolP(T*M)). On désignera ce dernier en-
semble par SP(M) et on posera

S(M) == P s'(M).

>0
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Parallélement, on notera I'*°(SPT M) I'ensemble des champs de tenseurs symétriques
contravariants d’ordre p de M et on posera

I°(STM) := PI>(S'TM).
>0
Si E et F sont deux espaces vectoriels de dimension finie, un opérateur différentiel
d’ordre p

T : C®(R™, E) — C*(R™, F)

s’écrit toujours

[ AD*f
lai<p
ol les coefficients A, € C*°(R™, L(FE, F)) sont univoquements déterminés. On associe
a un tel opérateur I'élément P de C*(R™, VSPR™ ® L(E, F)) défini par

P(&v f)z = Z Aa,t(f)ga

lel<p

ou f désigne un élément de F. On dira que P est le polynéme symbolisant D. Cette
correspondance établit une bijection linéaire entre I’espace des opérateurs différentiels
d’ordre inférieur ou égal a p et I'espace correspondant de polynomes.

L’élément de SM ® Hom(F, E’) correspondant au polynome associé & 1’expression
locale d'un opérateur différentiel entre sections des fibrés vectoriels E et E’' sur M
dépend en général des coordonnées locales ainsi que des trivialisations considérées.
La partie homogene de plus haut degré de ce polynome a néanmoins une signification
intrinseque.

Si D est un opérateur différentiel d’ordre £ (mais non k — 1) entre deux fibrés
vectoriels (E,pg, M) et (E',pgr, M) sur M de fibres types E, et E}, on appellera
symbole principal de D I'élément de STM ® Hom(E, E') défini au point z par
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op(€)x(s) = Y 15M(®, Aaalpra o Te(s)))E%, VE € TEM Vs € E,

lod=k

si U est un domaine de carte et de trivialisations simultanées contenant z dans lequel
D admet pour expression locale

et si on appelle
e pp(U) = U x Ey

la trivialisation de E au-dessus de U et
T : P (U) = U x E}

la trivialisation de E’ au-dessus de U.

On doit évidemment vérifier que le symbole principal ainsi défini est un objet
intrinseque.

Soient donc z9 € M, sy € F,,,& € T; M, s une section de F égale & so en
et enfin u € C*(M) tel que du,, = £. Remarquons qu’en coordonnées locales au
voisinage de o,

D(e™s) = Y Aa(D*(e"s))

laj<k

Z Aa(z CPDP(e*) D> Ps).

lal<k  B<a

On a ainsi:

(DED(e™s)le=0)zn = KN Y T (@0, Aazo(Pra 0 Ta(5(20))))E%)

laj=k

= k'O’D(g)zo (SO)a

ce qui fournit une expression intrinseque pour la valeur du symbole principal de D
en .
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On est dorénavant en mesure de définir ce qu'est une prescription d’ordre. Une
prescription d’ordre est une application dépendant d’une connexion V sur M, que
Pon note p[V], qui est telle que

p[V] : T°(STM ® Hom(E, E')) — D(I(E), T(E'))

est une bijection linéaire pour toute connexion V et qui est telle que la composante
non nulle de plus haut ordre de p[V]~!(D) coincide avec le symbole principal de D
pour toute connexion V et pour tout opérateur différentiel D.

1.2 La prescription d’ordre standard

Un exemple de prescription d'ordre est donné par la prescription d’ordre standard.

Pour pouvoir la définir, rappelons tout d’abord quelques notions. Si V™ est une
connexion sans torsion dans le fibré tangent, si VZ est une connexion dans E, alors
V est la connexion dans 'espace I'*(ST*M ® E) induite par V7™ et VZ. Dans ces
conditions, la différentielle symétrique D de v € T°(S'T*M ® E) par rapport 3 V
est définie par:

1
(DX, .. X)) = T+ > (Vi Ko@), - -, Xowr),
€SI

ou Xi,..., X1+1 € POO(TM)
D’autre part, si X € Vect(M) et si v € T°(S'T*M) avec | > 0, alors #(X )7y est
I'élément de I'*°(S'~1T*M) donné par

EX)N(X, .. X)) =X, Xy .-, Xi-1),

ou Xi,...,X;-1 €T®(TM). Sil =0, alors on pose i(X)y := 0.
On peut prolonger cette définition. Si A € T°(S*T M) et si

A=XVv...VX,
avec X1,... Xix € Vect(M), alors i(A)y est donné par
i(A)yy =1i(X1)...i(Xk)y.

On peut bien évidemment étendre ce produit intérieur par linéarité et en faire une

application de I'°(ST M) x I'*(ST*M) dans I'™°(ST*M).
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Enfin, si A® ¢ € T°(STM ® Hom(E, E')) et si y® 9 € T°(ST*M ® E), alors

i(A® D) (YO Y) :=1i(A)(7) ® (V).

Dans ces conditions, la prescription d’ordre standard par rapport a4 V, qu’on note
ps|V], est application linéaire

ps[V] : T°(STM ® Hom(E, E')) — D(I*(E),T*(E"))

définie par
(ps[VI(A)) (@) := i(A)(D*y)

ot A € I'°(S*TM ® Hom(E, E")) et ¢ € I'°(E).

Soit une carte (U, (z!,...,2™)) de M qui est aussi un domaine de trivialisations
simultanées pour F et E’. On notera ey,...,ex une base locale des sections de E
et €},...,€x une base locale des sections de E'. Remarquons tout d’abord que si
A € T*(S*TM ® Hom(E, E')), A peut s'écrire sous la forme d’un polynome sur
T™M:

A(©) = ) AuL®,
la|=k
avec A, € C®°(M,L(E, E’)) pour tout o et £ € T*M ou encore sous la forme d’un
tenseur k-contravariant symétrique:

A€, ) =) Aa@Y VL VILTY(E, . .. ),

lal=k

oull,....e5€T*Metoud,,...,0H, est la base canonique de I’espace tangent associée
a (U, (z',...,2™)). Si d’autre part, y € T®(S*T*M ® E), alors i(A)vy est 'élément
de I'°(E’) égal &

Y AdY@r- By, Om,y - ., ),

o] =k

ou 0; apparait a; fois pour j = 1,...,m. Calculons & présent les différentielles
symétriques itérées D*y de i € I*°(E). Sik =0, A = A avec Ay € C®(M, L(E, E"))
et (ps[V](A))(#) est égal & Ag(v). L’application p,[V](A) est alors un opérateur
d’ordre 0. De plus, les opérateurs d’ordre 0 sont en bijection via p,[V] avec les éléments
de I'°(S°TM ® Hom(E, E')) et p,[V]~!(D) coincide avec le symbole principal de D
défini précédemment. Si £k =1, on a

(DY)(X) = V5,
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ol X € Vect(M). Deés lors, si A € T°(S'TM ® Hom(E, E')), i(A)(Dv) est égal a:

> AdVEY).
i=1
En coordonnées locales, on a
K
Y= Z W €j,
Jj=1
donc
m K

(P [VIAN @) = Y D (0" Aile;) + 7 A(VEe;).

i=1 j=1
On voit donc bien que p,[V](A) est un opérateur différentiel d’ordre 1. De plus, on
constate aisément que les opérateurs d’ordre exactement égal 4 1 sont en bijection
via ps[V] avec
®i_0S*TM ® Hom(E, E").

En outre, on s’apercoit que la composante de plus haut ordre de p,[V]~!(D) est
indépendante de la connexion choisie et coincide avec le symbole principal de D
défini auparavant.

Sik=2,ona

1
(D2¢’) (X’ Y) - §(V§V€¢ + V)E;Vfw - vg’( Y"l’ - Véyz\'w)s
donc i(A)(D%*y) est égal &

1 7 i
5D Aa(VEVEY +VEVEY -2 T4 VEY)),
jel=2 ;
ou j et k correspondent aux composantes non nulles de . En développant cette
expression en coordonnées locales, on voit que p,[V](A) est un opérateur différentiel
d’ordre 2. De plus, on constate aisément que les opérateurs d’ordre exactement égal
a 2 sont en bijection via p,[V] avec

®_0S*TM @ Hom(E, E').

En outre, on s’apercoit de nouveau que la composante de plus haut ordre de p,[V]~(D)

est indépendante de la connexion choisie et coincide avec le symbole principal de D
défini auparavant. On continue ainsi le raisonnement de proche en proche pour mon-

trer que p,[V] est bien une bijection linéaire entre STM®Hom(F, E') et D(I'°(E), [*(E"))
préservant le symbole principal.
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1.3 Prescriptions d’ordre naturelles

Afin de pouvoir définir ce qu’est une prescription d’ordre naturelle, introduisons au
préalable quelques notions.

Soit @ : M — N une immersion entre deux variétés de dimension m. Si X est un
champ de vecteurs sur N, I'image réciproque de X par I'application ® est le champ
de vecteurs *X défini sur M de la maniere suivante:

(@*X)z i= (Puz) ™" Xoe), ¥z € M.

Dans ces conditions, si V est une connexion sans torsion dans le fibré tangent de N ,
I'image réciproque de V est la connexion ®*V dans le fibré tangent de M définie de
la maniere suivante:

(®*V)xY 1= 3*(Vo.xB.Y), VX, Y € Vect(M).

Si F est un foncteur de fibrés vectoriels, si ® : M — N est une immersion entre deux
variétés de dimension m et si ¢ est une section de FN, alors I'image réciproque de
¢, qu'on note $*p, est la section de FM définie par:

(®*9)(z) == (F2®) " p(2(z)) Yz e M,

ou F;® est la restriction de F'® 4 F, M, la fibre de FM en z.
Inversement, si ¢ est une section de F M, alors on définit la section ®.p de FN
par:
@*Q(II}) = (Fd)‘l(z)@)(W(q)_.](a;)))’

our € N.
Si VFN est une connexion sur FN, alors I'image réciproque de V¥V, que 'on note
P*VFN | est la connexion sur FM définie de la maniére suivante :

(@ V™) xp 1= 8 (Vg % Dup),

ou X € Vect(M), p € I'*°(FM).
Si f € '°(STN ® FN) s’écrit

&)= s@AY V.. V(L. .. &),

e|<k
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otkeN zeN,&,...,& € T;N et ou s € '°(FN), alors I'image réciproque de f,
®* f, est 'élément de I'**(STM @ FM) défini par

O f(&r i)=Y (278)a(@B) VIV ...V (B*0m) O (Ers - ., &),
fe<k
onz €M, &,....eTrM.
Enfin, soient F” un autre foncteur de fibrés vectoriels et f € I*(STN@Hom(FN, F'N))

s’écrivant

f(gl, ‘e ’ék)m(s) = Z Aa,az(s)a;/al V...V 81\:;am (617 e agk)’
Jal<k
oukeN,zeN,&,....,& €T:N, s€ F,N et A, € C*(N,L(FN, F'N)) Va.
L’'image réciproque de f, qu'on note ®*f, est alors I'élément de I'°(STM ®
Hom(FM, F'M)) défini par

D" f &1y &k)(s) = Z (F22) ' Aao(Fe®)8)(D*01) V™ V. . V(B Bm) V" (€1, . . . &),
jaj<k
onzxeM,é&,... &€ T:M, s e F,M.

Dans ces conditions, une prescription d’ordre naturelle p[V] est une prescription
d’ordre qui ” commute avec les difféomorphismes’, i.e. qui se transforme de la maniére
suivante sous I'action de difféomorphismes locaux: si ® : M — N est une immersion
entre deux variétés M et N de dimension m (par conséquent, ® est un difféomorphisme
local), si F' et F” sont deux foncteurs de fibrés, alors p[V] est naturel si pour toute con-
nexion V dans STN ® Hom(FN, FN'), pour tous f € ['*(STN ® Hom(FN, F'N)),
p €°(FN),ona:

*((on [VIN(@)) = (pu[2°VI(2* 1))(2* ).

On vérifie aisément que la prescription d’ordre standard est bien une prescription
d’ordre naturelle.



Chapitre 2

Connexions projectivement
équivalentes

2.1 Définitions

Si M est une variété de dimension m, deux connexions V et V' dans le fibré tangent
de M sont dites projectivement équivalentes (ce que I'on note V’ ~ V) lorsqu’il existe
une 1-forme a € I'°(T* M) telle que

VY =VxY +a(X)Y +a(Y)X
quels que soient les champs de vecteurs X,Y € I'°(T M).

Il est évident que ~ est une relation d’équivalence, et on appelle la classe d’équivalence
de V la classe projective de V. Une classe d’équivalence de connexions saps torsion
est également appelée une structure projective sur M.

2.2 Interprétation géométrique

L’interprétation géométrique des connexions projectivement équivalentes est donnée
par le théoréme suivant :

Proposition 2.1 Soient V et V’ deux connexions sans torsion sur M. Alors les deux
énoncés suivants sont équivalents :

1. Les connexions V et V' sont projectivement équivalentes.

2. Les connexions V et V' ont les mémes géodésiques "4 reparamétrage prés” au
sens suivant: si z € M et si v € T, M, alors il existe £,&/ > 0, ¢,d > 0 et un

13
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difféomorphisme g : I :=] —¢,c[— I' :=] — €', tel que g(0) = 0, (£)(0) = 1
et tel que la géodésique vy : / — M par rapport & V émanant de z & vitesse
initiale v est donnée par 7/ o g ol Y est la géodésique I’ — M par rapport & V'’
émanant de z & vitesse initiale v.

Démonstration. Prouvons d’abord que I'énoncé 1 implique 1’énoncé 2. Soit S le champ
de tenseurs défini par

S(X,Y) =VyY - VxY,VX,Y € Vect(M).
Puisque V et V' sont de torsion nulle, le champ S est symétrique. En effet,
S(X,Y) =S¥, X) = (VxY = Vi X = [X,Y]) = (Vx¥Y - Vy X — [X,Y]) =0.

Soit v la géodésique correspondant & V’/ émanant de z A vitesse initiale v. On peut
toujours faire en sorte que son intervalle de définition contienne 0 et que v'(0) = z.
L’objectif est de trouver des intervalles ouverts I et I’ et une application g qui satisfont
aux conditions de 1’énoncé 2.

Passons en coordonnées locales au voisinage de z. Si les Ff; sont les symboles de
Christoffel correspondants a V', I'équation de ' est :

dy'idy'
dt2 + (o) a a0

D’autre part, si les I“" sont les symboles de Christoffel correspondants 4 V, on obtient
que

TE29) | (o (7 o gt ol dliealy
estégalé
L+ 5o D aog (1 og) ()~ (L5 @ og, Wog), (2
donca
&y v dy'd d )
R kA S PPN NI Y O Lo o

Si I'énoncé 1 est satisfait, comme 7' est une géodésique de V', il suffit pour que
7' o g soit une géodésique de V que (1) soit nul, donc que Péquation différentielle

d2 d dy'
= =25 00)
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soit vérifiée. On peut alors conclure, en sachant qu’il existe une fonction g définie au
voisinage de 0 solution de cette équation et vérifiant les conditions initiales g(0) = 0
et g(0) = 1.

Prouvons maintenant que 'énoncé 2 implique I'énoncé 1. Si I'énoncé 2 est vrai,
alors les courbes v et 7' sont des géodésiques et I'égalité (2) évaluée en ¢ = 0 indique
que S;(v,v) est proportionnel A v pour tout v € T, M puisqu’on a alors

dtov Sz(v,v) = 0 pour tout v € T, M.

On en déduit que
Sz(v,v) = a(v)v Vv e T, M,

ol a, est une application linéaire sur T, M. En effet,
Sa(cv, cv) = A8:(v,v) = o, (v)v = az(cv)ev

implique
az(cv) =ca,(v) Yv e T,M,v#0,VceR,c+#0,

donc
az(cv) =caz(v) YveT,MVYceR

par continuité de a,. D’autre part,
S:(v+v\v+v) = (v+V)w+v) W,V € TM,
S:(v—v,v—-v)=0a,(v-v)v—-2) WY, eT,M,
donc
Sz(v,v') = (am(v+v')(v+v') —az(v —v)(v—=7")) VYu,v €T, M.

11 vient alors

S:(v+v, v+ ) = a(v)v + a (V) + %(a,(u + ') (v + V') — az(v — ') (v — "))
donc
(@)~ 220Dy (o () 2Ly el ) 0l £ )y g, ey,

Si v et v sont linéairement dépendants, la relation

az (v + ) = az(v) + a(v')
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est vérifiée grace a ce que 1'on a fait auparavant tandis que si v et v’ sont linéairement
indépendants, on obtient

aa(v) az(v —1) — on() + az(v—v )’
2 2
donc
oz (v =) = 0z (v) — 2 (v'),
donc

v +17) = as(v) + au).
De 13, il vient:
Se(u+v,u +v) — Sp(u,u) — Se(v,v) = 28, (u,v) Yu,v € T, M,
- donc
Sufw,0) = gloalutv)(u+1) - ()W) — auo) )

= Ga)@) + Ga) W),

pour tous u,v € T M. Les connexions V' et V sont donc projectivement équivalentes
via la 1-forme dont la restriction & T, M est égale a o, pour tout t € M. |}

2.3 Le tenseur de courbure

Si V est une connexion sans torsion dans le fibré tangent, rappelons les définitions
du tenseur de courbure R, de la trace de la courbure ¢r R et du tenseur de Ricci Ric:

R(X, Y)Z = VxVyZ - VyVXZ - le,y"Z
(trR)(X,Y) :=trace(Z — R(X,Y)Z)
Ric(Z,Y) :=trace(X — R(X,Y)Z),

ou X,Y,Z € Vect(M).
Pour tout X,Y,Z € Vect(M), on a la premiere identité de Bianchi:

$eyz RX.Y)Z =0
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En effet,
}{ RX,Y)Z = j[ (VaVyZ — VxVY — Viyz1X)
XYZ XYZ
= § (Vxl¥.Z]- Yy X)
XYZ

= §_ X [z)=0

en utilisant le fait que la connexion V est de torsion nulle et I'identité de Jacobi. On
déduit de la premiére identité de Bianchi I'égalité suivante:

(trR)(X,Y) = Ric(X,Y) — Ric(Y, X).
En effet,

0 = tr(Z— R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y)
= r(Z— R(X,Y)Z - R(Z,Y)X + R(Z, X)Y),

donc
tr(Z — R(X,Y)Z)=tr(Z — R(Z,Y)X) —tr(Z — R(Z,X)Y).

Dans la proposition suivante, on détermine les relations existant entre un des tenseurs
définis ci-dessus & partir d’une connexion sans torsion V et le tenseur correspondant
défini & partir d’une connexion sans torsion V' projectivement équivalente 4 V.

Proposition 2.2 Soit V une connexion sans torsion dans le fibré tangent de M,
variété de dimension m, a une 1-forme et V' une connexion sans torsion dans le
fibré tangent de M qui est projectivement équivalente 4 V via a. On a les formules
suivantes qui relient les tenseurs de courbure R de V et R’ de V', les traces irR et
trR et les tenseurs de Ricci Ric et Ric :

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + a(Y)a(2)X — a(X)(Z)Y
+((Vxa)(Y) = (Vya)(X))Z 4 (Vxa)(Z)Y — (Vya)(Z)X,

trR(X,Y) =trR(X,Y) + (m+1)((Vxa)(Y) — (Vya)(X)),
Rid(X,Y) = Ric(X,Y) + (m — 1)a(X)a(Y) + (Vxa)(Y) — m(Vya)(X),
ou X,Y,Z € Vect(M).
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Démonstration. En ce qui concerne la premiére formule, on a:

R(X,Y)Z =V5xVyZ =V Vs Z ~Vixy/Z

=Vx(VyZ) + a(X)(Vy Z) + a(Vy 2) X
—(Vv(VxZ2) + a(Y)(VxZ) + (Vi Z)Y)
(Vw2 +a(X, Y)Z + a(Z)[X, Y]

=Vx(VyZ+a(Y)Z + a(2)Y)
+a(X)(VyZ + a(Y)Z + a(2)Y)
+a(VyZ +a(Y)Z +a(2)Y)X
—Vy(VxZ + ao(X)Z + a(Z)X)
—o(Y)VxZ +a(X)Z + a(Z2)X)
—a(VxZ + a(X)Z + a(2)X)Y
~VixriZ —a(X, Y)Z - a(Z)X, Y],

Dans cette somme, on peut facilement reconstituer
RX,Y)Z + ao(Y)a(Z2)X — a(X)a(2)Y

et des termes se simplifient. La somme des termes restants est alors I’expression
suivante:

Vx(@(Y))Z + Vx((Z)Y) + a(X)(Vy Z) + &(Vy Z)X — Vy(a(X)Z)
— Vy(a(2)X) —a(Vx2)Y — o([X,Y])Z - a(Z)[X, Y],

ou encore, apres développements,

Vx(@(Y))Z + (Vxa(Z2))Y + a(Z)(VxY) + a(X)(VyZ) + a(Vy Z) X
— (Vya(X))Z — a(X)VyZ — Vya(Z)X — a(Z)Vy X — a(Vx2Z)Y
—-ao([X,Y]))Z — a(Z)[X,Y].

Dans cette somme, des termes se simplifient en utilisant notamment le fait que la
connexion V a une torsion nulle, i.e. que

VxY - VyX — [X,Y] = 0VX,Y € Vect(M).
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Parmi les termes restants, on reconstitue facilement
(Vxa)(Z)Y — (Vya)(Z)X + (Vxa(Y) — Vya(X) — o([X, Y]))Z.
Pour remarquer qu’on obtient bien le membre de droite annoncé, il suffit de noter que
—o([X,Y]) = a(Vy X) — o(VxY)
puisque V est de torsion nulie.

Pour montrer la deuxiéme formule, on note d’abord que

trace(Z — (Vxa)(Y) — (Vya)(X))Z)

est évidemment égal &
m((Vxa)(Y) = (Vra)(X)).

Dans un deuxiéme temps, on remarque que

trace(Z — a(Y)a(£)X — a(X)a(Z2)Y)
est nul car égal a

a(Y) D a(@:)X7 —a(X) ) a(3)Y7,
si (01, ...,0,) représente la b;se canonique de l’es]pace tangent, donc &

a(Y)a(X) —a(X)a(Y).

Enfin, on se rend compte que

trace(Z — (Vxa)(Z)Y — (Vya)(Z)X)

est égal &

D _(Vxa) @)Y = 3 (Vya)(@) X7,

J

donc a

(Vxa)(Y) = (Vya)(X).

En ce qui concerne Ia troisiéme formule, comme on a
R(Z,Y)X = R(Z,Y)X + a(Y)a(X)Z — a(Z)a(X)Y
+((Vza)(Y) = (Vya)(2))X + (Vza)(X)Y — (Vya)(X)Z,

il suffit de noter que
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trace(Z — oY )a(X)Z — (Vya)(X)Z)
est évidemment égal &

m(a(X)a(Y) = (Vya)(X)),

que

trace(Z — —a(2)a(X)Y — (Vya)(Z2)X)
est égal a

Y —al(@)a(X)Y? - (Vya)(9;)X?,
donc a
—a(X)a(Y) — (Vya)(X)
et enfin que
trace(Z — (Vza)(Y)X + (Vza)(X)Y)
est égal &
>_(Va,@)(¥Y)X7 + (Va,a)(X)Y?,

donc a

(Vxa)(Y) + (Vya)(X). 1

2.4 Images réciproques

La proposition suivante montre que les images réciproques de connexions projective-
ment équivalentes sont projectivement équivalentes:

Proposition 2.3 Soit ® : M — N une immersion entre deux variétés de dimension
m et soient V et V' deux connexions sans torsion dans le fibré tangent de N.

Si V et V' sont projectivement équivalentes via une 1-forme a € I'°(T*N), alors
les images réciproques de ces connexions, notées respectivement $*V et ®*V’, sont
projectivement équivalentes via I'image réciproque de o, ®*a.
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Démonstration. C’est immédiat car on a successivement, pour tous X,Y € Vect(M):

(®*'V)xY

®*(V5.x2:Y)
&* (Vo.x®.Y + a(®,X)3,Y + a(3,Y)d.X)

= 9*(Ve.x2.Y) + &*(a(2.X)2.Y) + &*((D.Y)D.X)

(@*V)xY + &*(a(@,X))Y +3*(a(®.Y))X
(@*V)xY + (@) (X)Y + (@*)(V)X. §



Chapitre 3

Le fibré des densités

3.1 L’espace F,(V)

Une a-densité sur un espace vectoriel V de dimension finie m est une application
@ : AN™V\{0} — R qui est telle que

p(ul) = [ul*p(A)

pour tout u € R\{0} et tout A € A™V\{0}. On note F,(V) 'espace de toutes ces
applications. Lorsque a = 0, on peut l'identifier & R car c’est alors I'ensemble des
applications qui & tout ¢ € A™V\{0} associe un méme nombre réel puisque A™V est
de dimension 1.

Proposition 3.1 L'espace F,(V) est de dimension 1. Si w € A™V* n’est pas nul,
alors

[w|® v AL A U w0
en est une base.

Démonstration.Le fait que |w|® soit une a-densité non nulle sur V est évident.
D’autre part, A™V étant de dimension 1, si Ag € A™V est non nul, Ay est une base de
A™V. Alors, si ¢ est une densité quelconque sur V et si ¥ est une densité non nulle
sur V| il est clair que

@ = fholy,

" ¢(Ao)

ce qui acheve la démonstration. [
Les densités ont un signe, ce qui signifie que chaque densité ¢ non nylle prend
ses valeurs soit dans R* = {z € R|z > 0} soit dans R~ = —R*. Cela résulte

22
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immédiatement de la définition d’une densité. Dans le premier cas, on dira qu’elle est
positive et dans le second, qu'elle est négative.

3.2 Le fibré des densités

Si M est une variété de dimension m, on pose

F.(TM) := | | Fu(TM)
zeEM
et on note p I'application qui & ¢ € F,(T:M) associe z.

Proposition 3.2 L’ensemble F,(TM) a une structure naturelle de variété qui fait
de (Fo(T'M),p, M) un fibré vectoriel de rang 1 qu'on appelle le fibré des a-densités
de M. Si (U, (z!,...,2™)) est une carte de M alors,

o= flde' A.. . Adz™|® €Fo(TM)— (z,f) €U xR

en est une trivialisation au-dessus de U. Si a=0, F,(TM) est difféomorphe au fibré
trivial M x R.

Démonstration. Si (U,% = (z',...,2™)) est une carte de M, tout ¢ € F,(T, M)
s'écrit fldz' A...Adz™|? pour un f € R. Ceci nous améne 4 définir, pour toute carte
(U, %) de M, la carte (U, %) de F,(TM) o

U =F,(TU)
et
b : Fo(TU) = R™ : ¢ € Fo(TLU) = (¥(2), f).

Il est évident que les U recouvrent Fo(TM). En outre, si (V,0 = (%, ...,3™)) est une
autre carte de M, il vient

¢ = fI ) Dpuz'...Dyna™dy* A... Ady™|®
21 yeeerim

= f| Z sign(V) Dy z' ... Dpmz™dy' A ... A dy™|®

= fldet(® o 07N).|%|dy* A ... Ady™|°.

Par conséquent, 6 o zb*l est ’application
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(¥ (z), f) — (6(z), fldet() 0 671).]%),
ce qui montre que les cartes (U, ) et (V,8) sont compatibles.

L’application p a pour expression locale (¥(z), f) — ¥(z) et est donc de classe
C*. De plus, tout point = de la variété appartient 4 un domaine de carte U: comme
p }(U) =T, lapplication

T:p Y U)— U xR: @ €Fo(T,U) — (z, f)
est un difféomorphisme rendant prs o 7|,-1(;) linéaire et tel que pri o 7 = pl,-1(1).

Le fibré Fo(T'M) est difféomorphe au fibré trivial M x R. En effet, une 0-densité
est une fonction constante. Si on note ¢, la valeur d’une telle densité o, I'application
U :Fo(TM)— M xR: peFo(T.M) — (z,c,)
est visiblement une bijection dont I'expression locale dans une carte quelconque est

I'identité. [

On note F,(M) I'espace des sections I'*(F,(T'M)) de F,(TM). On les appellera
champs de a-densités, a-densités ou densités. En particulier, (M) s’identifie
C*(M) puisque les sections de M x R sont les fonctions réelles de classe C*® sur
M.

Nous allons maintenant définir une dérivée de Lie des champs de densités. Si E
et F' sont des espaces vectoriels de dimension m, un isomorphisme 7 de E dans F
s’étend de A™E dans A™F en posant

T(@iAN...AZp) =Tz A ... ATT00.
On peut alors définir le pull-back pour les densités de T. C’est I'application
T* :Fo(F) > Fo(E): p— poT.

Soient ej,...,en et fi,..., fi des bases de E et F respectivement. Pour tout Y €
F.(F), il vient:

(T*o)e1A...Nem) = @(TerA...ATep)
= (P( Z fnll”-irimm fix/\'“/\fim)

= QO(ZS’ign(I/)Tull---Tumm Jiho oA fin)

= det(T).fi A A L)
= |det(T)|*p(fiA... A Sfm). (1)
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On notera Vect(M) I'algébre de Lie des champs de vecteurs sur M et ;X (z) ou encore
®,(z) le flot de X € Vect(M).

Si X € Vect(M) et ¢ € Fo(TM), la dérivée de Lie de ¢ dans la direction de X,
notée Lx¢, est I'élément de F,(TM) défini par

(LXQD)z = Dt(q)t*a:)‘sodh(z)ltzo

pour tout x € M.
Pour tout z € M,

t > (Praz)* P () 2)

est une courbe de F,(T,M). Montrons qu’elle est de classe C* et que la section Ly
que nous définissons I'est également.

Soit donc x € M. Dans une carte convenable (U, 1) contenant ce point, pour
¢ suffisamment proche de 0, notons ¢; l'expression locale de ®,. Soit f 1'expression
locale de ¢ dans U (on omettra v(z) dans cette expression). La forme locale de

T (Praz)* 0o (z) st
Je=|det ¢u|®.(f 0 &)

en vertu de (1). Comme ¢, est I'identité, le déterminant de ¢y, est positif pour ¢
assez voisin de 0, de sorte que

Je = (det ¢u)%.(f o &),

ce qui assure le caractére C*° de (2).
Il vient alors

D, fi(z)i=o = D, (det ¢t*z)a|t:0-(f o ¢0)($) + (det Posz)*. Dy (fo ¢t($))|t=0
= a(det.1DX)f(z) + (X.f)(z)
= atr(DX)f(z) + (X.f)(z)

ou DX désigne la différentielle de 1'expression locale de X. Le dernier membre est
la valeur au point z de I’expression locale de Ly et montre qu'il s’agit bien d’une
section de classe C™.

Au passage, on a donc démontré la propriété suivante :

Proposition 3.3 Si, dans une carte (U, (z,...,1™)),
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el = fldz* A... Adz™]%,
ol f € C®(U), alors
Lxoly = (X.f+atr(DX) f)ldz' A ... Adz™]°. 3 B

Il est & présent immédiat de vérifier que muni de la dérivée de Lie L, F,(M) est une
représentation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs de M. En effet, Lx est
visiblement un endomorphisme de F,(M) pour tout X € Vect(M). De plus, on a
bien

Lixyip=LxoLyp—LyoLxyp

pour tous X, Y € Vect(M), pour tout ¢ € F,(M).
De fait, si dans une carte (U, (z?,...,z™)),

olu = fldz* A ... Adz™]°,
ou f € C*(U), alors
Lixyiolv = ((X,Y].f + atr(D[X, Y]))ldz' A ... Adz™[°,
donc
Lixyiply = (X.(Y.f) = YAX.[f) + atr(D[X, Y])f)ldz' A ... A dz™|",
avec

tr(DIX,Y]) = Y &[X,YT
= Y a0 XY - Yio,X)
i J
= ZXj(?ini - Yjaini.
1
D’autre part, Lx o Ly |y est égal &
(X.(Y.f +atr(DY)f) + atr(DX)(Y.f + atr(DY) f))|dz' A ... A dz™|®
et Ly o Lxp|y est égal 3
(Y(X.f +atr(DX)f) + atr(DY)(X.f + atr(DX) f))dz' A ... A dz™|?,

d’ou, apres simplifications, (Lx o Ly — Ly o Lx)p|y est égal &
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(X, Y].f + a(X.tr(DY) — Y.tr(DX))f)|dz' A ... A dz™]e,

avec
(Xtr(DY) - Yar(DX)) = > X&) oY) - Ya(d 9,X%)
i j ) 7
=y X"a,-,-yjf -Yo;x7. 1
i)
Si ¢ est une a-densité, si (U, (z!,...,2™)) est une carte et si

olv = flde* A ... Adz™|°,
ol f € C*(U), si ¢ est une b-densité telle que
Plu = gldz' A Adz™ ],
ol g € C*(U), alors ) est la (a + b)-densité qui est telle que
oYly = fgldz' A... Adz™|*b,
Dans ces conditions,
Lx () = Lx ()¢ + o Lx (¥).
En effet,
Lx(p¥)lv = (X.(f9) + (a + b)ir(DX) fg)ldz' A ... A dz™[*,
donc
Lx(p)lv = (X.N)g + f(X.g) + (a + b)tr(DX) fg)ldz' A... Adz™|%,
ce qui correspond bien & ’expression locale de
Lx(o)y +oLx(®). I
Proposition 3.4 1. Les fibrés F,(T'M) sont triviaux.

2. Le fibré Fo(T M) admet une section ¢ naturelle (i.e. telle que Lxp =0 VX €
Vect(M)) partout non nulle si et seulement si a = 0.

3. Les sections naturelles de F,(T'M) sont les fonctions constantes.
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Démeonstration. Considérons une partition de 1'unité o; subordonnée 3 un recouvre-
ment ouvert localement fini de M par des domaines de cartes U;. Notons @; le champ
de a-densités |dz' A ... A dz™|* associé aux coordonnées locales définies dans U;. Les
densités pi(x), z € U, sont toutes positives. On obtient alors un champ de a-densités

V=) g

qui ne s'annule en aucun point de M. Ceci prouve le point 1 car une trivialisation
globale de F,(T'M) est alors donnée par I'application qui & ¢ € F,(T,M ) associe le
couple formé de z et du quotient de ¢ par ¥(z), cela étant légitimé par le fait que
F.(T: M) est de dimension 1.

Supposons que les dérivées de Lie Lx d’un champ de a-densités ¢ soient nulles.
La formule (3) montre que si @, # 0, alors a = 0, ce qu’on voit en choisissant X
de telle maniére que X; = 0 et {r(DX) # 0. Les points (2) et (3) en découlent
aussitot. |

3.3 Les représentations de Vect(M)

Etudions a présent les représentations JF,(M) de l'algébre de Lie Vect(M).

Lemme 3.1 Si b # 0, toute application Vect(M)-équivariante T':
Fo(M) — Fy(M) est locale.

Démonstration. Soient un ouvert U de M et une a-densité ¢ nulle dans U. Supposons
que T'(). # 0 pour un certain point z € U. Soient X’ € Vect(M) tel que X’ = 0,
tr(DX'); # 0 et p € C*°(M) une fonction & support compact inclus dans U, valant
1 dans un voisinage de z. Posons X = pX’. On a évidemment, vu la formule (3),
(LxT(p))|ls # 0. Cependant, Lxp = 0 de sorte que, en utilisant le fait que T est
équivariant,

LxT(p) =T(Lxp) =0
et I'on aboutit donc & une contradiction. [

Proposition 3.5 Les Vect(M)-modules F,(M) et F,(M) sont isomorphes si et seule-
ment si a = b.

Démonstration. La condition est trivialement suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire :
on peut évidemment supposer que b # 0. D’aprés le lemme ci-dessus, un isomorphisme
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T: Fa(M)— Fy(M) est une application locale. D)’aprés le théoréme de Peetre, c'est
donc localement un opérateur différentiel. Nous sommes ainsi ramenés & étudier les
opérateurs différentiels T : C*°(R™) — C*(R™) vérifiant identiquement

T(X.f +atr(DX)f) = X.T(f) + btr (DX)T'(f). (4)
De fait, d’une part,
(To Lx)p = (Lx o T)p

pour tout ¢ € F, (M), pour tout X € Vect(M); d’'autre part, si f est la forme locale
de ¢, la forme locale de (T o Ly )y est donnée par

T'"(X.f +atr(DX)f)

ol 7" est un opérateur différentiel agissant entre C*°(R™) et C*°(R™) tandis que la
forme locale de (Lx o T') est donnée par

X.T'(F) + btr(DX)T'(J).

Exprimée pour des champs de vecteurs constants, la relation (4) montre que les
coefficients de T sont constants car, si X est un champ de vecteurs constant, cette
identité se réduit d’abord &

T(X.f)=X.T(f),

donc, si X a pour expression locale (c1,...,c,) ol ¢y, ..., ¢, sont des constantes et
si T s’écrit
> AD"
ou A, € C*(R™,R) pour tout o, on a
Q- AD) (D ad) =)oY A.D%),
donc
> a) (3:4.)D*) =0

et on en déduit que pour tout a, d;4, = 0 pour tout i.
Si on note Pr(£) le polynome représentant T', £ représentant les dérivées affectant
Pargument de T, la relation (4) peut se réécrire

Pr(€+n)(X, &) + aPr(§ + n)(X,n) = b(X, ) Pr(€) + Pr(§)(X, &),
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ot 7 représente les dérivées affectant X. Si on identifie dans cette égalité les termes
de degré 1 en 7, on obtient:

(njDﬁj)PT-<X1 f) + aPT(§)<X 77) = b(Xa n)PT(‘E)

Appelons S la matrice X ® 7, i.e. la matrice dont 1’élément S;: est donné par X'n;.
Nous avons tout d’abord :

(niDe;) PrAX,€) = S;&De; Pr = (£(S.)De) Pr = p(S)Pr.
Nous obtenons alors
p(S)Pr + aPr(§)(trS) = b(trS) Pr(€)
pour tout S € gl(m,R), donc en particulier:
p(S)Pr=0

pour tout S € sl(m,R), ce qui permet de conclure que Pr est sl(m, R)-invariant.
La forme générale des applications sl(m, R)-invariantes a été étudiée par H. Weyl :
si P(EW, ..., P xqy, ..., x(,) est sl(m, R)-invariant, alors il est combinaison linéaire :

1. d’expressions polynomiales en les évaluations (7, £W),i = 1,...,q,5 =1,...,p,
2. d’applications linéaires antisymétriques de degré m en les arguments de P.

Dans notre cas, les seuls termes non nuls de type (1) de Pr ne sauraient étre que des
constantes puisque Pr ne dépend que de &. De plus, si nous supposons dim M > 1,
toute application du type (2) aurait nécessairement plus d’une fois £ comme argument
puisqu’elle est de degré m. Une telle application étant antisymétrique, elle serait donc
nulle. Par conséquent, T est la multiplication par une constante non nulle. La relation
(4) se résume alors a

atr(DX) =btr(DX), VX € Vect(M),
ce qui implique a =b. |}

Proposition 3.6 Le module F;(M) est isomorphe & Q,,(M) si et seulement si M
est orientable.
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Démonstration. Si M est orienté par la forme w, alors |w| est une 1-densité de M qui
ne s’annule en aucun point. L’application 0 : fw +— fl|w|, f € C®(M), est un isomor-
phisme de Q. (M) sur F;(M). En effet, si on se place dans une carte (U, (z!,...,2™))
de M, fw est égal dans U & g.dz' A...Adx™ ol g € C®(U) et Lx(g.dz* A...Adzx™)
est égal a

(Lxg)dz' A...Adz™ + g.Lx(dz' A...Adz™),

donc &
(Lxg)-dz' A...Adz™+g.) dz' A...ALxdz'A...Adz™

et par suite a

(X.g)-dz' A...Adz™ +g()_0;X").dz' A.. . AdTI A ... Adz™,

1.7
ol dans cette somme, les dz? se trouvent a la place i. On obtient donc finalement

Lx(g.dz' A...Adz™) = (X.g +tr(DX)g).dz' A ... Adz™.

Ainsi, on a
on9=90Lx

pour tout X € Vect(M).

Inversement, soit 7" un isomorphisme de Q,,(M) dans F;(M). Des variantes immédiates
du lemme et de la proposition précédente dans lesquelles on substitue simplement
Qm(M) & FoM et F1(M) & FuM nous montrent que T est un opérateur différentiel
d’ordre 0. Soit une section partout non nulle ¢ de F;(M). La forme w = T~!(¢) ne
s'annule en aucun point de M. En effet, si elle s’annulait en a, il en irait de méme de
¢ = T(w) puisque T est d’ordre 0. |

3.4 La divergence

Fixons une section sans zéro ¢, de F;(M) A valeurs positives, comme celle construite
a la proposition 3.4. On en déduit une section sans zéro de F,(M), que I'on va noter
pp- Clest la fonction qui en z € M est égale a I'application qui & A € A™(T.M)\{0}
associe (po(z)(A))®. On en déduit ensuite une bijection 7 : f € C®(M) — fyi €
Fa(M). Explicitons maintenant la représentation X — 75! o Lx o 79 de Vect(M).
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Dans une carte (U, (z',...,2™)) de M, on a pp = u|dz' A...Adz™|, ou la fonction
u est partout positive sur U/. Dans cet ouvert, on a donc
(oo Lxom)(f) = (150 Lx)(fulldz' A ... Adz™|%)
= 7/ ((X.(fu®) + atr(DX) fu®)|dz A ... A dz™|*)
= u *(X.(fu®) + atr(DX) fu®)
= X.f+uf(Xu®) +atr(DX)f
= X.f+a(tr(DX)+u® Z X~ 10u)f

= X.f+a(tr(DX) +X.ln;)f.

Proposition 3.7 1. Il existe un 1-cocycle v : Vect(M) — C*®(M) tel que
5loLxoty: f= X.f +ay(X)f.

2. L’application X — (X)) est un opérateur différentiel de symbole & — (X £).
3. La classe de cohomologie de 7 est indépendante de y.

Démonstration. Le point 1 est clair puisque des calculs précédents ont montré que
tr(DX) était un cocycle tandis que X.Inu est un cobord.

Le point 2 est évident.

En ce qui concerne le point 3, on constate que si on remplace ¢y par ¢}, ot D
s'écrit «'|dz' A ... A dz™| dans U, alors

Y = tr(DX)+ X.lnv'
- tr(DX)+X.m(u.%)

/
= 'y(X)-i—X.ln%.

Ainsi, on a
' ul
7'=7+0In(=),
ce qui achéve la démonstration. [
La classe de cohomologie divy de 7 s’appelle la classe de la divergence, un quel-

conque de ses représentants pouvant s’appeler une divergence. On signale le résultat
suivant sans démonstration:
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Proposition 3.8 Le premier espace de cohomologie de Vect(M) 3 valeurs dans
C*®(M) vaut
H'(Vect(M),C®(M)) = Rdivy & Hbp(M). [ |

Concernant une divergence arbitraire de M, la propriété suivante peut étre utile. Elle
nécessite un lemme.

Lemme 3.2 Sj w € Q,,(M) ne s’annule pas en z, alors il existe une carte de M au
voisinage de xp dans laquelle

w=dz'A... ANdz™
Démonstration. Dans une carte quelconque de M au voisinage de xo, w s'écrit
w= fdz'A...Adz™

ou f est une fonction de classe C* qui ne s’annule pas en zo. Si F' en est une primitive
par rapport & z', alors (y' = F(z),32 = 2%,...,9™ = z™) est un nouveau systéme
de coordonnées locales de M au voisinage de x, dans lequel w prend la forme voulue.
En effet, c’est un nouveau systéme de coordonnées locales au voisinage de x, puisque
la différentielle du changement de coordonnées est égale au point z, &
f(zo) OpF(xo) -+ OpmF(xo)
0 1 - 0
: 0 . :
0 0 . 1
ou f(xo) représente la valeur de I'expression locale de f au point zo. Cette matrice
est non singuliere en x, puisque f ne s’annule pas en z,. Ensuite, si on remarque que,
d’une part, m
dy' = fde' +) 8;Fda’
=2
et que d’autre part, dy’ = dz? si j > 1, alors
m
w= fdz' A...Adz™ = (fdz +Zade:cJ')/\dx2/\.../\dxm =dy'A...Andy™. |}
j=2

Proposition 3.9 Si v est une divergence de M, alors il existe un atlas de M tel que,
dans chacune de ses cartes,

Y(X) =tr(DX), VX € Vect(M).
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Démonstration. D'apres ce qui précede, dans toute carte (U, (z,...,z™)) de M,
¥(X) =tr(DX)+ Xu, VX € Vect(M),

ot u € C*°(U). Etant donné a € U, la forme différentielle w = e*dz! A ... A dz™ ne
s’annulant en aucun point de U, on peut trouver des coordonnées locales y* dans un
voisinage de a dans lesquelles

w=dy'A.. . Ady™.

En calculant la dérivée de Lie Lxw dans les deux systémes de coordonnées, on obtient
d’une part, dans les coordonnées z,

Lxw= (X.e*+e“tr(DX))dz' A ... Adz™ = (X.u+ tr(DX))w
et d’autre part, dans les coordonnées 17,
Lyw=(X1+1tr(DX))dy' A...Ady™ = (tr(DX))w,

ol D et D représentent les dérivées selon les z* et les i respectivement. Ainsi, dans
les nouvelles coordonnées, vy a la forme indiquée. [

3.5 Divergence et connexion

Notons V une dérivée covariante de M de torsion nulle. On lui associe I'application
Div définie en coordonnées locales de la maniére suivante:

X € Vect(M) — DivX = i(dz')Vy,X.
i=1
Il vient successivement
DivX = i(dxj)(Van)
= i(de?)((0,X")0 + X'Vo,%)
e B,X i + X "l";:i
= tr(DX)+ X'T‘;’:

19

les T'}; étant les symboles de Christoffel de V. En fait, on a

DivX =trVX,
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ce qui prouve que la définition de Div est bien intrinséque. En effet, cela résulte
directement du fait que
VyX =Y'0.X +T5Y X0,
Proposition 3.10 1. L’application
w¥(X,Y) = LxDiv(Y) — LyDiv(X) — Div([X, Y])
est une 2-forme différentielle fermée.

2. Elle est nulle lorsque V est la dérivation covariante associée 4 la connexion
de Levi-Civita d’'une métrique riemannienne de M, auquel cas Div est une
divergence de M.

3. La classe de cohomologie de de Rham de wV est indépendante de V et donc
nulle.

Démonstration. Le point 1 résulte immédiatement de I'expression de Div en coor-
données locales. En fait, la forme wV s’exprime 2 I'aide de la courbure de V par la
formule

wY(X,Y)=trRV(X,Y). (5)
En effet, on a déja constaté que d(tr(DX)) = 0 tandis que

X.(T;Y7) - Y.(T;X7) - TLIX, YY)
est égal 2

X'Yjazl"fj +TLX'9Y7 — Y'X99Ts; - I, Y'9.X7 — T (X'9Y7 - Yo X7)
donc, apres développements et simplifications, a
XY (aT%, —ork).
On constate alors par un long mais simple calcul que
ow¥ =0,

Le point (2) résulte de la formule (5) et du fait que la courbure de la connexion de
Levi-Civita est & valeurs dans les applications antisymétriques, dont la trace est nulle.
De fait, on a

X.(Y.9(Z,U)) = g(Vx Vv Z,U) + g(Vy Z,VxU) + g(Vx Z, VyU) + g(Z, Vx VyU)
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ainsi que
Y(X.9(Z,U0)) = 9(VyVxZ,U) + g(VxZ,VyU) + g(Vy Z,VxU) + g(Z,VyVxU)

et
[X.Y].9(Z,U) = g(Vixy)Z,U) + 9(Z,Vix \U).

On en déduit que
g(RY(X,Y)Z,U) + g(Z,R¥(X,Y)U) =0,
donc que
RY(X,Y)' = -RY(X,Y).

Finalement, wV(X,Y’) = 0 et on peut conclure grace 4 la proposition 3.8. Le point (3)
résulte de (2) et de ce que la différence entre deux dérivations covariantes de torsion
nulle, V' et V est de la forme S(X,Y) ou1 S est un tenseur symétrique. En effet, d’une
part, on a

WwV'(X,Y) = X.(trV'Y) - Y.(trV'X) — tr(V'[X, Y])

tandis que
wY(X,Y) = X.(trVY) = Y.(trVX) — tr(V[X,Y)).

Il vient alors
WYX, Y)~wY(X,Y) = Xtr(Z — S(Y, Z))-Y.(trZ — S(X, Z))—tr(Z — S(X,Y), 7)),
donc, si on note a la 1-forme définie par

a(X)=tr(Z — S(X, 2)),

on a
/]
W' =w¥ +da.

Ainsi, la classe de cohomologie de wV est toujours nulle puisqu’au point (2), on a
trouvé une situation ol elle était nulle. |

3.6 Le fibré principal des densités

On notera dorénavant M le sous-fibré de F,(TM) dont la fibre en z € M est con-
stituée des densités positives de T, M. Ce fibré peut étre muni d’une structyre de fibré
principal :
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Proposition 3.11 Le fibré M*® muni de I'action 2 droite du groupe multiplicatif R+
donnée par

M“XIR+|—>M°:(<p,g)A—>g<p
et de la projection 7° égale a la restriction de p & M® est un fibré principal sur M a

groupe structural R*. De plus, le champ fondamental 1* de M® est égal a la restriction
du champ d’Euler £ de F,(TM) & M°.

Démonstration. 11 nous suffit de remarquer que les restrictions des cartes et des trivi-
alisations de Fo(T M) & M* fournissent des cartes et des trivialisations de M® qui en
font un fibré principal tel qu'il est décrit dans I’énoncé.

Le fait que le champ fondamental 1* de M® soit égal a la restriction du champ
d’Euler de F,(TM) & M® résulte directement de leur définition. ]

On notera & partir de maintenant (P'M,w, M, GL(m,R)) le fibré principal des
reperes linéaires. Le fibré F,(T M) posséde une structure de fibré associé & celui-ci:
F.(TM) est isomorphe en tant que fibré vectoriel au fibré E associé 3 P'M de fibre
type R ou l'action de GL(m, R) sur la fibre type est donnée par:

l:GL(m,R) xR+ R: (g,\) — |det g|®\.

En effet, si (U, (z',...,z™)) est une carte de M, notons ¢ I'application telle que sa
restriction ¢y a U soit définie de la maniére suivante:

¢v : Fo(TU) = 75" (U) : Aldz' A ... Adz™* — 7'((0y, .. . yOm), A),
ou 7’ est la projection naturelle correspondant & E. Cette définition a bien un sens:
si (V,(y',...,4™)) est une autre carte de M d’intersection non vide avec U, il vient,
si 0x représente la différentielle du changement de coordonnées locales :
dv(Aldz' A...Adz™|?) = dv(Aldet Ox|*ldy' A ... A dy™|%)
= 7((Or,...,0m), A det Ox|™*)
7!'/(((91', sy 8771’)(6}()9 /\)
= 7((B1y...,0m),A)
= ¢u(Aldz' A... Adz™]?).

L’application ¢ est visiblement une bijection. Elle est de classe C° ainsi que son inverse
si 'on prend soin de munir F de la structure de variété qui fait des applications

Vv :UxR> a5 (U): (z,A) =T ((O1y ..., 0m), )
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des difféomorphismes. Enfin, les restrictions de ¢ aux fibres de F.(TM) sont des
applications linéaires si 'on définit une structure d’espace vectoriel sur E, de la facon
suivante:

L (B vy Oy A) T ((Bhy -, Bm), XY = 7((B, - ., Bn), A+ N,
2. e (1., 0m),A) = T((Bry .. ., ), N

Dans ces conditions, I’application
E%:P'M — M°:p—7'(p,1)
est évidemment un homomorphisme de fibrés principaux sur M induisant I'homomorphisme
£ : GL(m,R) —» R* : g+ |det g|™

entre les groupes structuraux et I'application identique sur M.

Soit w une 1-forme de connexion sur P'M et V la dérivation covariante de la con-
nexion associée dans le fibré tangent. Puisque I’homomorphisme =® induit 'identité
sur la base M, on sait par la théorie des fibrés principaux qu’il existe une unique
1-forme de connexion w* & valeurs réelles sur M* telle que

ker wge(,) = =5 (kerw,)
et telle que

w%“(p) (E:pv) = E:l (wp(v))
(Idet(.)]™)sa(wp(v))
= —atr(w,(v)) Vpe P'M,v € T,P'M.

D’une part, si a # 0, =* est évidemment surjectif. D’autre part, si a # 0, =2 est
également une submersion. De fait, il suffit tout d’abord de prouver que tout vecteur
vertical de Tza;) M* est I'image par =2, d'un vecteur vertical de T,P'M car, comme
on sait par la théorie que

kerw2a,) = =3 (ker wp),

tout vecteur horizontal de Tzo(,)M* est I'image par Z4p d’un vecteur horizontal de
T,P'M. Des lors, si g € gl(m, R) et si g* est le champ fondamental correspondant
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sur P1M, il vient :

ey _ oz d
b = Eh(a pexn(th) o

!

= dit(E" (pexp(th)))|i=o
= 2= ()] det(exp(t)] o

- (%(E“(p) exp(—atr(b)t))|e=o
= (—atT (b) );a(p) )

ce qui permet de conclure.

Le sous-fibré horizontal HM® de TM¢® défini par la 1-forme de connexion w®
coincide avec la restriction du sous-fibré horizontal HF,(TM) de TF,(TM) induit
par celui défini par la 1-forme de connexion w sur P'M. En outre, les restrictions 3
M? des relévements horizontaux X" et Yh de X et Y A F, (T'M) coincident avec les
relevements horizontaux X" et Y* de X et Y a M. Il suffit pour le remarquer de
noter que I'expression locale de =* est 'application suivante:

(z,p) = (z,|det p| ™)

tandis que celle de 7’ est :

((@,p), A) = (x,| det p|~*}).

La différentielle de I'expression locale de =° en (z, 1) appliquée a un vecteur X est
donc égale a la différentielle de ’expression locale de 7’ en ((z,1),1) appliquée au
vecteur (X,0). Les relévements horizontaux et les espaces horizontaux coincident
donc en tous les points de coordonnées locales (z,1) et donc par conséquent en tous
les points de M®.

Dans la proposition qui suit, {7 R représente la trace du tenseur de courhure de V.

Proposition 3.12 Si X,Y € Vect(M), on a la formule suivante :
X", Y" = [X,Y]* + ar®* (tr R)(X, Y)E.
Démonstration. D’apres la formule

[Xh, Yh] — [X, Y]h _ Qa(.Xh, Yh)*
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ou ()* est la 2-forme de courbure de la 1-forme de connexion w?, il suffit de prouver

que
Q4(X" Y*) = —ar** (trR)(X, Y).
Soient X et Y# les relévements horizontaux de X et Y 4 P'M correspondant & w.

Les champs X et X* sont Z%-liés, i.e. que

=2 XH =X£a(p) Vpé PIM.

“pip
En effet, grace au fait que
kerwsa(,) = =5, (ker wy),
on sait que =2 ;" est un vecteur horizontal en =%(p) et en outre, celui-ci est tel que
sa projection via 77 est égale & X a(za(5)) puisque
= Ta o Ea)*pX ;1
W*pX;I

= Xagp)

—=a

a H
TaZa(p)=spip

= Xraze@)-

11 vient alors:
Q) (XY™ = duleg, (XM V") + [Wea 5y (X™), oy (V)]
= —wga(p)([X", YH)+0
= atr(w([X",Y"]))
—atr((dw)p(X ™, YH) + [wp(X ), wp(YH)))
—atr(Q,(XH?,YH))
= —a(trR)(X,Y)r()

car, si fx représente la fonction équivariante correspondant & X quand le fibré tangent
est considéré comme fibré associé au fibré des reperes, on a successivement :

foxvyz-vyvxz-vxpz = XY f2) = YH.(XH f2) - (X, Y)".f2
[XH,YH].fZ - X, Y]H.fz
= _Q(XH’ YH)*‘fZ
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et d’autre part, si p € P'M,
d
(=X, YT f2), = E(fz(pexp(—Q(X T Y1)1))) =0

_ adz exp(QUXH, YHYE)|eo f2(p)
= UXYNfz(p). 1

Soit maintenant ® : M +— N une immersion entre deux variétés de dimension m.
Définissons une application ®* de la facon suivante:

@ : M* — N : my(p, A) — iy (P'®(p), A)

ol p € P'M, X € R*. L'application ®* est évidemment une immersion et un homo-
morphisme de fibrés principaux induisant ® sur les bases M et N et I'identité entre
les groupes structuraux R* et R*.

Enfin, les deux remarques suivantes seront importantes dans la suite: tout d’abord,
sib,c € R, alors F.(T'M) est isomorphe en tant que fibré vectoriel 3 Hom(Fy(T M), Fy, (T M)).
En effet, considérons I’application

J:F(TM) — Hom(Fo(TM),Fp, (TM)) : ¢ — .,

ou, si p € Fc(T.M), . est I'application linéaire entre F;,(T, M) et F, (T, M) consis-
tant en la multiplication par ¢ telle que nous I’avons décrite auparavant. L’application

[ est visiblement une bijection. On peut évidemment placer sur Hom(Fy(T M), Fy, (T M))
la structure de variété qui fait de f un difféomorphisme. Dans ces conditions, f est

un isomorphisme de fibrés vectoriels induisant 1'identité sur la base M. Nous mettons

la deuxiéme remarque sous forme de proposition :

Proposition 3.13 Si b € R et si a # 0, Fy(T M) est isomorphe en tant que fibré
vectoriel au fibré associé au fibré principal M* A fibre type R ou I'action du groupe
structural R* est donnée par

IRt XR—R: () s)— Ass.

On notera F§(T M) ce fibré associé et 7 la projection naturelle lui correspondant.
En outre, on désignera par @ la fonction équivariante correspondant 3 la section
@ € I®(F¢(TM)). Si y € M* est fixé, en désignant l'inverse de I'application

tHﬂg(yat) =S
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de R dans la fibre F¢(T, M) part =y~ !s,on a
o(y) =y~ o(1°(y)).
Démonstration. L’application
¢ : F¢(TU) — Fy(TU) : 78y, t) — tys
est évidemment un isomorphisme de fibrés vectoriels. Son inverse est donné par

(4

—)

ol

si ¢ est non nul, tandis que si ¢ est nul, $~'(p) = 7¢(p,,0), olt p, est une densité
positive quelconque. Enfin, y € M® étant fixé, 'application ¢ — 7¢(y,t) = s de R
dans la fibre F§ (T M) est évidemment une bijection. Dans ces conditions, on a bien

¢~ : Fo(TU) - Fg(TU) : o — w3 (o8],

@ly) =y~ o(m*(¥)),
puisque la relation
T W, 6(y)) = o(7°(y))
est vérifiée par définition d’une fonction équivariante. En fait, on a évidemment :

= 2CW g



Chapitre 4

Reléevement d’une connexion sans
torsion

4.1 Définitions

Soit M une variété de dimension m et V une connexion sans torsion dans le fibré
tangent de M. Soient alors w la 1-forme de connexion correspondante dans le fibré des
repéres linéaires et w* la 1-forme de connexion induite dans M* pour a € R, a # 0.
On désignera par X" le relévement horizontal 3 M® d’un champ de vecteurs X sur
M et € symbolisera le champ fondamental 1* de M®.

Si V est une connexion sans torsion dans le fibré tangent de M, on dira qu’elle
est invariante si

(LeV)(2,2") = [€,V32) = VienZ' —V4[€, 2] =0

pour tous Z, Z' € Vect(M®).

On appellera un relévement naturel de connerions sans torsion au fibré princi-
pal M* une application Ay associant & une connexion sans torsion V sur M une
connexion sans torsion Ay (V) sur M* telle que

1. Pour toute immersion ® : M — N o dimN =m, on a
Ap(*V') = 3** An (V')
pour toute connexion sans torsion V' dans le fibré tangent de N.

2. Pour toute connexion sans torsion V dans le fibré tangent de M, Ap (V) est
invariant.
On appellera Ap(V) le relévement naturel de la connezion V & M® par rapport &
Aum.

43
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4.2 Existence de relévements naturels

Proposition 4.1 Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M et pu,v,p € R. Les
formules suivantes déterminent un relevement naturel V d’une connexion sans torsion
V dans le fibré tangent de M*:

L VxaY" = (VxY)* + 279 ((trR)(X, Y))E + ur* (Ric(X, Y) + Ric(Y, X)),
2. V€ :=vX",

3 VeXh .= vXh

4. V& := pE.

D’autre part, tout relévement naturel de connexions sans torsion est de la forme
précédente pour des nombres réels p, v, p bien choisis.

Démonstration. Soient p, ¢’ € T'®(Fo(TM)) et ¢¥, " leurs relévements verticaux.
Rappelons que si (F, p, M) est un fibré vectoriel, le relévement vertical d’une section
¢ de F est le champ de vecteurs de E défini de la maniére suivante:

#(e) = e+ tp(p(e))lo Ve € E.

C’est évidemment un champ de vecteurs vertical.
Les formules suivantes définissent une connexion V dans le fibré tangent de F,(T M) :

1. VxaYP = (VxY)h,

2. V‘vah = O,
3. Vxng"” = (Vx¢')?,
4. Vo = 0.

De fait, si ces formules définissent une connexion, elles la déterminent entierement
puisque les relévements horizontaux engendrent les espaces horizontaux tandis que
les relevements verticaux de sections engendrent les espaces verticaux. Il reste donc
a vérifier que ces égalités définissent bien une connexion. De fait, on sait que dans
un domaine de carte U de M quelconque, il existe Xj,..., X,, formant une base de
Vect(U) et ¢, section de Fo(TU), tels que Z, ..., Z, € Vect(F,(TU)) définis de la
maniere suivante:
Zi=XPi=1,...,m;Zo = ¢"

i
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forment une base de Vect(F,(TU)). Dés lors, si X,Y € Vect(U), on a tout d’abord

X = zm:fiXﬁY = ig‘Xi
i=1 i=1

pour des fonctions f*, g* € C>®(U). Il vient alors:

m m

X*=>(flop)Z:;Y" =) (¢'op)Z:

et on obtient successivement :

VinY? = Z( “op)(¢’ 0 p)Vz.Z; +Z "o p)(Z:.(¢° 0 p)) Z;

= S (fop(donVaZ;+ Z (S o D) (e Z:).4°) 0 ) Z;

ijl ijl

- Z(f o p)(¢ 0 P)Vz.Z; +Z (f o P)((Xi.g") 0 P)Z;.

i,7=1 i,j=1

Si 'on définit VziZ,- de la maniére suivante:
vZ-'ZJ' = (VX.'XJ’)hv

alors on voit que dans U :
VY = (ViY)h

D’un autre co6té, si 9 est une section de F,(TU) on a tout d’abord
b= fp

avec f € C*(U). 1l vient alors:
= (fop)Zo

et on obtient :

Vxny Z(f’OP)fop)Vz,ZﬁZ J o p)(Xi.f) 0 p) Zo.

Si I'on définit Vz,Zy de la maniére suivante:

vZ.'ZO = (vxi(p)v’
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alors on voit que dans U :
V" = (Vxi)".

Troisiémement, il vient:
VX2 =(fop) D (ffopVaZi+(for) ) (Zo(f op)Z:
=1 i=1

Si, par définition, on pose que V2, Z; est nul dans U, alors Vv X" sera également nul
dans U. Enfin, si ¥’ est une autre section de F,(TU), on a tout d’abord

o'=TJy
avec [’ € C(U). 1l vient alors:
" = (["op)Zo
et on obtient :
Vet = (f o pI(f' 0 p)VzoZo + (f © p)(Zo.(f' 0 P)) Zo.

Si, par définition, on pose que Vz,Zo est nul dans U, alors V4" sera également nul
dans UJ. Les développements précédents montrent évidemment que I'on peut définir
globalement sur F,(TM) une connexion satisfaisant aux quatre conditions annoncées.
Puisque la torsion de V s’annule, la torsion de V restreinte & M@ est déterminée par
les relations suivantes: on a tout d’abord

Tore(X2,Y?) = Vi¥VP — VynX? — [(X®, V"
X, Y]" — (X", 7"
X, Y]* - (X" Y]
= —at™({trR)(X,Y)E,

ensuite il vient

Torg(X?,¢") = Ving® = Vu X" — (X", "]
(Vx@') —0—[XP, o")
=0
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et enfin

~

Torg(¢',¢") = V" = Veni® — [0, ¢"]
= 0.

Les 2 dernicres égalités s’obtiennent en notant d’abord que si ¢ = fldz* A ... Adz™]®
dans une carte (U, (z!,...,2™)) de M ou f € C®(U), alors les composantes de ¢
dans F,(TU) sont égales &

©,...,0,f),

ce qui implique évidemment
[¢",¢"]=0.
Ensuite, comme dans U, V x¢ s’écrit de la maniere suivante:
Vxp = (X.f —alLX lde' A ... Adz™|
et comme X™ a pour composantes au point de coordonnées locales (z, f):
(X1,..., X" afTLX0),
on constate bien que
(Vxo)* = (X" ¢"].

La connexion V définie par

o < 1

VzZ' = VzZ’ - ETOTV(Zv Z')
est sans torsion. On obtient facilement les relations suivantes qui déterminent V:

1. VxaV® = (VxY)B + 272 (ir R)(X, Y)E,

2. VYR =0,
3. Vxn@ = (Vx¢'),
4. Vi = 0.

Il résulte de 2 que
VeX™ = VXt =0.

Ensuite, comme I’expression locale de £ au point de coordonnées locales (z,)) est
égale a

©,...,0,)),
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il vient
(X" =0
et donc
0= [X* €] = [XP E] = Vxn€ — VeXP = Vi€ —0= Vil
Enfin, 'égalité
Vs,vcp'” =0

implique )
Vg(p'v =0.

Par conséquent,

RS

V& = Vo — Vep' = (0%, €] = ¢".

On obtient donc finalement que
Vel =E.

La connexion V restreinte & M est ainsi déterminée par les relations suivantes:

1. VxaYh = (VxY)k + 2(r*(trR)(X, Y))E,

2. VeXh =0,
3. Vxr€ =0,
4, V€ =E.

La somme V de V et d’un champ de tenseurs 2-covariant symétrique est évidemment
une connexion sans torsion dans le fibré tangent de M. Ce champ peut étre défini

sur les champs de vecteurs X" et £. En le notant W et en le définissant de la maniere
suivante:

1. W(X* Y") = ur**(Ric(X,Y) + Ric(Y, X))€E,
2. W(XHh,E) = vXh
3. W(&,E):=(p—1)¢E,

on s'apercoit que V est une connexion sans torsion bien définie dans le fibré tangent
de M. Vérifions que cette définition est légitime: dans un domaine de carte U de M,
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on sait qu’il existe X, ..., X, formant une base de Vect(U) tels que X7, ... , Xk E
forment une base de Vect(U?). Si X,Y € Vect(M), alors

m

X=Y fX;¥Y=) gV
i=1 i=1
avec les ft, ¢ € C*°(U), donc
Xt =S"(flop XYY"= (¢ on)Y;"
i=1 i=1
Des lors, il vient :
WX Y*) =Y (fop)(d o pW(X], V)
ij=1
et si 'on définit W (X", Y*) de la maniére suivante:
WX, Y?) = pr**(Ric(X;, Y:) + Ric(Y:, X3))E,
on obtient dans U :
W (X", Y") = ur**(Ric(X,Y) + Ric(Y, X))E.

D’autre part, on a

m

W(X*, €)=Y (flop)W(X},E)

i=1

et si 'on définit W (X%, £) de la maniére suivante:
W(X?,€) = vX?,
on obtient dans U :
W(X", €)= vX*

Les remarques précédentes montrent que l'on peut définir globalement sur M?® un
champ de tenseurs W vérifiant les propriétés annoncées.

Pour montrer I'invariance de V, il suffit de vérifier que le champ de tenseurs LV
s’annule sur les relevements horizontaux et sur le champ d’Euler. Cela se remarque
facilement en notant que [£, X"] = 0 = [£,£] et que les fonctions

T*({trR)(X,Y)
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et
pt®*(Ric(X,Y) + Ric(Y, X))

s’annulent sous I'action de € car leur valeur en un point ne dépend que de la fibre a

laquelle ce point appartient.

Soient M’ une variété de dimension m et ® : M — M’ une immersion entre M
et M'. Soient enfin V' une connexion sans torsion dans le fibré tangent de M’ et
V := ®*V' l'image réciproque de V. Pour démontrer la naturalité du relévement
V — V, on observe d’abord que la différence de connexions

TV - 3V

est un champ de tenseurs symétriques. Pour vérifier qu’il s’annule, il suffira de vérifier
que

= ’ Ak T ’
1- Q*v,éaﬁxﬂ;’ @a*Y,h = @a*vléatx‘lh’ @a*y’h

2. Q*V,&awxrh’ éa*g’ = éa*ﬁéatxrh’ éa*gl

3. @*V'éa.g,&)"*g' = éa*_v_’éa.-gléa*g',
ol X’ € Vect(M'), & désigne le champ d"Euler de M"* et ot (.)*' désigne le relévement
horizontal correspondant & V’. De fait, notons que 'on a

g =¢
et
e X" = (d* X'

ot ()" désigne le relevement horizontal correspondant & V. En effet, si y € Me, il

existe un voisinage de y tel que d° constitue un difféomorphisme entre ce voisinage
et son image. Si ¢ est suffisamment proche de 0, on a alors

yexp(t) = 9*'(*(y) exp(t)),

ce qui fait que
d Fa /
Sy = ay exp(t)|t=o = Qi:‘(y) (8 (i,a(y)).

D’autre part, la relation

VxY =& (V} x8.Y) VX,Y € Vect(M)



CHAPITRE 4. RELEVEMENT D’UNE CONNEXION SANS TORSION 51

nous montre que
X fy = (@.X)" fo.y)oP'®
= ((@.X)" . (fy o (P'®)™))o P'®
= ((P'®)71(®.X)").fr VXY € Vect(M),

donc
(P'®), X" = (8, X)" VX € Vect(M).

On obtient alors
@.X) = =X(@.X)"
= =%o(P'®), X"
= (@2o=nX"
= X" VX € Vect(M).

En outre, le tenseur de courbure R de V est égal a 'image réciproque ®* R’ du tenseur

de courbure R’ de V'’ puisque

(‘I’*R')(X, Y,Z) = @*(V;_XVQ,‘YQ*Z - V:b.th,b.XCD*Z - Vf@.X,@_Y]CI’*Z)
= & (Ve.x®:(Vy2) — Vo.y 8. (VxZ) — 0.(Vixv12))
= R(X,Y,Z).

Il en va de méme pour le tenseur ¢r R et le tenseur Ric:
(@*trR)(X,Y) = tr(®.Z — R(2.X,2.Y)d.2)

= (trR)(X,Y),

(®*Ric)(Z2,Y) = tr(®.X — R(9.X,2.Y)d.2)
= tr(®. X — 9. (R(X,Y)Z))
= Ric(Z,Y).
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En notant X I'image réciproque de X', Y I'image réciproque d’un autre champ de
vecteur Y’ sur M’ et 7 la projection M' * s M’, on a alors d'une part:

— ~ ’ J—
@ *v,(.pan th' @a* Y’h — VXh Yh

— (VxY)" + %(T“*(trR) (X, Y))E + pr**(Ric(X,Y) + Ric(Y, X))€
et d’autre part
(BT g e BV = 394 (T e YY)
= d (Vi Y)Y + (7 (tr R)(X', Y")E)
+uder (e (Rid (X', Y') + Rid (Y', X")E")
= (@ (Vi X)) + §7°4(@* ((rR)(X, Y))3E
+ure®* (Rid (X', Y") + Rid (Y', X)) €’
= (VxY)* + 2(r**(trR)(X, Y))€ + pr**(Ric(X, Y) + Ric(Y, X))E.

Ensuite, on obtient

Q*Vl(ia*xlh’ éa*gl = thg
= pXh

tandis que

(V' xmE")
— (ia*(Vth')

— V((I)*X,)h

(8 V) gau e DE’

Enfin, on a:
BV 500 d*E = Vi€

tandis que
(&)a*ﬁ)émgléa* g = ('I')a* (VEI 8/)
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= &(pf)
= g,

ce qui démontre que V — ¥V est un relevements naturel de connexions quels que
soient les réels p, v, p.

Réciproquement, nous allons montrer que tout relevement naturel de connexions a
la forme indiquée dans I'énoncé de la proposition. On sait que toute autre connexion
sans torsion V° sur M® qui définit un relévement naturel de connexions est égal a
la somme de V et d’un champ de tenseurs symétriques que nous allons noter C. 1l
suffit de définir C sur les relevements horizontaux et le champ d’Euler, C devant
étre invariant. Si on note G; le flot du champ d’Euler et si Z, 7' sont des champs de
vecteurs invariants sur M, I'invariance de C signifie

(£.C)2,2") = [€,C(Z, 2N -C(€,2),2") - C(Z,[€, 7')=[€,C(2,2")] =0,
donc
Gt*yCy(Zya Z;) = Cye‘ (Gt*yZyv Gt*yZ;) = Cye‘ (Zye‘v Z;,,e') (1)

pour tous y € M¢, t € R. De fait, comme Z est invariant, on a:
d -
EZG_“ZG‘(y) =0 Wye Me Vi,
donc

G_vZyet = Z, Vy€ MV,

donc
Zyet = GruyZy Yy € M VL.

On obtient de la méme fagon que
Zty = GuyZy Vy € M°Vi

et que

Cyet (Zyet, 22 u) = GuyCy(Zy, Z3)) Yy € MO, V.
Si on applique 77, .. a I'équation (1), on voit que la valeur de 7%,Cy(Zy, Z,) ne dépend
que de la fibre & laquelle le point y appartient. On peut ainsi définir un champ de
tenseurs C1[V] appartenant & I°(TM ® S*T*M) de la maniére suivante:

C1[V]ra()(Xragyys Yeor) 1= 78,Cy( Xy, ¥y)-
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On peut de méme définir un champ de tenseurs Ca [V] appartenant a T**(Hom(T M, TM)):

Ca[V]ra(y) (Kraqy) 1= 70,Cy(X5, E)

et un champ de vecteurs C3[V] sur M:
Cs[V]ray) = T, Cy(€, E).
Les champs de vecteurs
C(X"Yh) — (Gi[VIX, V),
C(X",€) - (Ca[VI(X))"

et
C(E,€) - G V]*

sont des champs de vecteurs verticaux invariants, ce sont donc des multiples de £
par des fonctions invariantes que I'on va noter respectivement g, g et gs. Comme
g1(y), 92(y) et gs(y) ne dépendent que de la fibre a laquelle y appartient, on peut
définir une 2-forme symétrique Cy[V] appartenant & [*°(S?T*M), une 1-forme C; V]
appartenant & ['°(T* M) et une fonction Cs[V] appartenant a C*°(M, R) de la facon
suivante:

Ca[Vrow)(Xrow) Yrow) = 91(%),
C5[V]rag)(Xra(y) = 92(v),
Cs[Vlra(w) := 93(¥)
En résumé, la connexion V° est de la forme suivante:
SnYh =V VP + (CLVIX, V) + 7 Ca[VI(X, Y)E,
9w = V2Xt = V& + (Co[VI(X))* + 7 C5[VI(X)E,
9E = V€ + C3[V|* + 7 Cs[VIE.

Grace 3 la naturalité des relevements V — V° et V — V, les applications V — Ci[V],
1 < 1 < 6, définissent des opérateurs naturels

Cy:Q,P'—T®ST, Cb:Q.P'— Hom(T,T), C3:Q.P'—T,

Ci: QP — ST, C5:Q.P'—T* Cs: Q. P! — S°T*.
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A partir de 13, on peut démontrer grace 3 des considérations un peu techniques
atilisant la théorie des opérateurs naturels que C1[V], Cs[V] et C5[V] sont nuls, que
Co[V](X) = vX, que C4[V] est proportionnel a la partie symétrique du tenseur
de Ricci et que Cg[V] = p (v et p étant des constantes réelles). Le lecteur intéressé
trouvera de plus amples informations dans [5]. On note d’abord que tous les opérateurs
Cy, (1 €1 < 6) sont d’un ordre fini que I’on désignera par 7. Le foncteur Q.P'M étant
d’ordre 2, les foncteurs T ® S*T*, Hom(T,T), T, S2T*, T* et SOT* étant d’ordre 1,
on sait que C; (1 < I < 6) est déterminé par une application f; de J *Q,P'R™ dans un
GL(m,R)-module V; qui est G} 2_¢quivariante, f; étant appelée 'application associee
A C;. Les GL(m,R)-modules sont ici donnés par

Vi =R™ @ S*R™, V,=Hom(@R™ R™), V3=R",
‘/4 — S2Rm#’ V5 =Rm*’ V6 =R.

L’équivariance des f; par rapport a l'action des matrices de la forme s1 € GL(m,R)
(s € R) nous donne

fl(SFOy S2Fl, o 'asr+lr1') = Sa’fl(PO7Fl7 .o 'iPT)7

ouT, € R™ ®@ S?R™ ® S*R™* (0 < s < 7). Les nombres a; sont évidemment donnés
par
a1=1, a2=0, 03=—1,

a4=2, a5=1, 0,6‘:0.

Dans les cas [ = 2 et | = 6, on obtient d’apres le théoréme de la fonction homogene
que Cy[V](X) = vX et que Cs[V] = p (v et p étant des constantes réelles). En vertu
du méme théoreme, on obtient trivialement que C3(V] = 0. Dans les cas [ = 1 et
| = 5, on obtient r = 0, ce qui fait que f et f5 sont linéaires. Grace & I'invariance
de f; et de fs par rapport a l'action du nilradical du groupe G2, il s’ensuit que
fi(To) = fi(0) = 0 pour tout I'o € R™ ® S2R™ pour [ = 1 et pour [ = 5. On a donc
C1[V] =0et Cs[V] =0.

En ce qui concerne Cy, le théoréme de la fonction homogene nous renseigne tout
d’abord sur le fait que f4 est un opérateur du premier ordre. On sait que les opérateurs
du premier ordre tels que f4 sont en bijection avec les applications G} -équivariantes
de 'espace K dans S°R™*, K étant égal & I'ensemble des éléments W de R @R™ ®
A2R™* qui sont tels que

Wia + Wi + Wi = 0.

J
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Si g est I'application correspondant & f, alors fa = goC, ou C est l'opérateur de
courbure. L’équivariance de g par rapport aux homothéties donne tout d’abord

kK*g(W) = g(K*W)

pour tous Kk € R, W € R"@R™ ® A2R™ ce qui fait que g est linéaire. Con-
sidérons I'inclusion i : K — R"@@3R"*. Puisque R @ ®@R™* est un G L(m)-module
completement réductible, il existe une projection équivariante p: R™ ® *R™ — K
vérifiant po i = idk. Par le théoréme du tenseur invariant, toutes les applications
linéaires G. -équivariantes de R™ @ ®®R™ dans S?R™ forment une famille a 3
paramétres. Leurs restrictions 4 K donne la famille & 1 parametre k d’applications
associant 3 un tenseur W de K le tenseur de S?R™* dont la composante ij est donnée
par:
k(WE; + W)

J

On obtient donc que C4[V] est proportionnel & la partie symétrique du tenseur de
Ricci.

Tout relevement naturel de connexions sans torsion est ainsi de la forme indiquée
dans 1'énoncé de la proposition. B

4.3 Unicité d’un relévement naturel projectivement invari-
ant

Nous allons maintenant montrer l'existence et 'unicité d’un relévement naturel de
connexions sans torsion qui ne dépend que de la classe projective de V.

Proposition 4.2 Soit a un nombre réel non nul et m un entier positif tel que m > 1.
Il existe un unique relevement naturel de connexions sans torsion V — V qui est tel
que V = V' si V et V' sont projectivement équivalentes. Le relevement V est donné
par les formules suivantes:

~a

VYR = (VY + 2 (((rR)(X, Y))E — 2287 Ric( X, Y) + Ric(Y, X)),

2m-—1
¥ I | h
2. Vxn€ = a(m+l)'X ,
VeXh.=_L _Xxh
3. Ve ' a(m+1) ’
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Démonstration. D’aprés la proposition précédente, il suffit d’étudier la famille de
connexions qui y est mentionnée. Soit M une variété de dimension m, V et V’ deux
connexions dans le fibré tangent de M projectivement équivalentes via une 1-forme
a. On a donc

Y =VxY +aX)Y +aY)X VX,Y € Vect(M).

Nous noterons X"’ le relévement horizontal du champ de vecteurs X sur M a M®
correspondant & V’. On désignera par w® la 1-forme de connexion sur M? corre-
spondant 3 V et par w™ la 1-forme de connexion sur M correspondant & V', Si 6y
est la 1-forme canonique sur P'M 3 valeurs dans R™, rappelons qu’on a la formule
suivante:

W (0)(X) = wp(@)(X) + (") (V)X + fa(P)(X)0Mp(v) (1)

oup€ P'M,veT,P'M,X € R™ et ou f, est la fonction équivariante correspondant
4 o quand T*M est considéré comme un fibré associé & P! M. En effet, on a:

ViY = VxY +a(X)Y +a(Y)X VX,Y € Vect(M),

donc
X5 fr = X" fy + faxyy + faryx VX, Y € Vect(M).

Pour tout p € P'M, si A est la matrice dont I'élément Ajj est donné par X*a;, ol
X* est la composante i de X selon le repére p et ou o est la composante j de a selon
le repere p, on a d’'une part :

faryx(p) = Afy(p)
= %exp(tA)lgzon(P)

= — LI pepA)]m
= (_A*-fY)p'

D’autre part, on obtient que

faxxyy(p) = a(X)fr(p)
= a(X) 5 ep(tD)]ofy (p)
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= —a(X) % v (pexp(t)]co
(~a(X)L".fy)p.

I

Cela implique:
X fy =X fy —a(X)1*.fy — A*.fy VXY € Vect(M),
donc
X = X" —a(X)1* — A* VX € Vect(M).

Il vient alors:
v — w;(v)* =y — wp(v)* — (W*a)p(v)l* _ A'*,

pour tous p € P!M, v € T,P'M, si A’ est la matrice dont ’élément Aj; est donné
par (Oump(v))'a;, donc

Wy (v) = wp(v) + (1), (v)1+ A" Vpe P'M, Vv eT,P'M,

ce qui montre que I'égalité (1) est vraie.
Il vient alors, pour tous p € P!M,v € T,P'M:

w;_"a(P)(E“,,pv) = —atr(w,(v))
—air(wp(v)) — a(m*a)p(v)tr (1) — a(fa(p), Ory(v))

= Wi, (ELY) —a(m + 1) (1% )z (E5,0),

donc
'}

w®=w—a(m+1)7"a.
On obtient des lors pour tout X € Vect(M*):
X —w(X)" = X —*(X)" +a(m+1)((r™a)(X))",
donc, en particulier, si X € Vect(M):
X¥ = X" + a(m + 1)7* (a(X))E.

Essayons maintenant de déterminer les valeurs de p,p et v pour que V — V soit
projectivement invariant: tout d’abord, la formule

Ve€ = p€
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n’apporte évidemment aucune contrainte sur ces valeurs. Ensuite, comme 1’on a:

VieXt = V(XY —a(m + 1)7°*(a(X))E)
= vX" - pa(m + )7 (a(X))E
= vX" - (p—v)a(m + 1) (a(X))E
= VeX* —(p—v)a(m + 1)7** (a(X))E,

il faut que p = v. Remarquons que dans ce calcul, on a utilisé le fait que
E(a(X)) =0.

De fait, si p € M, J
Ep = E(w exp(t))le=o

et 1l vient alors

Er @XMy = F@Dm(peaporhes

d
= C-lz(a(X ))ra(e)lt=0

= 0.

Notons que I'égalité
Vi€ = vX*

amene exactement la méme condition que la relation précédente. Enfin, il vient suc-
cessivement :

VixnYh = V~,X"'—a(m+l)'r“‘(a()\'))g(yh, —a(m + 1)7**(a(Y))E)

= (Vi Y) + 8ra((trR)(X, Y))E + pre*(Ric (X, Y) + Ric (Y, X))€
—a(m + 1)7** (X (a(Y)))€ — va(m + 1)7**(a(Y)) X"
—va(m + 1)7**(a(X))Y" + pa®(m + 1)*7** (a(X)a(Y))E

= (VxY)* + &r**((¢rR)(X, Y))E + ur®*(Ric(X,Y) + Ric(Y, X))E
+a(m + )7 (a(VxY))E
+7**(a(X))Y" + a(m + 1)7* (a(X)a(Y))E
+7**(a(Y)) X" + a(m + 1)7** (a(Y) (X)) E
+3(m + 1) ((Vxa)(Y) — (Vya)(X))E
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+pu(m — 1)7**(2a(X)a(Y) — (Vxa)(Y) — (Vya)(X))E
—a(m + 1)1**((Vxa)(Y) + a(VxY))E
—va(m + 1)(7**(a(Y)) X* + 7%*(a(X))Y")
+a*(m+ 1)2(p — W) (a(X)a(Y))E,
donc

V~'thh = ?x;.Y"
+(1 = va(m + 1))(r**(a(Y)) X* + 72*(a(X))YH)
—(§(m +1) + p(m — 1))r**((Vxa)(Y) + (Vya)(X))E
+(2a(m + 1) 4+ 2u(m — 1) + (p — 2v)a*(m + 1)*)7** ((X)a(Y))E.

Cette égalité améne 3 nouvelles contraintes sur les valeurs de p, v et p qui, jointes

3 la condition p = v, montrent que le relevement V — V est projectivement invariant
si et seulement si

am+1 1 1

2m -1’ Vza(m+1)’ p=a(m+1)’ i



Chapitre 5

Relevement des champs de
tenseurs symétriques

5.1 Définitions

Soit M une variété différentiable, V une connexion sans torsion dans le fibré tangent
de M et A un champ de tenseurs dans I'°(F.(TM) ® S*TM). On rappelle que
F (T M) est isomorphe en tant que fibré vectoriel 3 Hom(Fy(T'M),Fy,.(TM)). Dans
ce chapitre, nous allons relever A & M* (ol a # 0) d’une fagon qui ne dépend que de
la classe projective de V.

Pour tout entier positif k et pour tout y € M?, on définit d’abord un relévement
horizontal () de Fe(Tra(yyM) ® S*Tra(yM dans S*T,M® de la maniére suivante: si
V1y..., U € T.,-a(y)M et sis € FC(TTa(y)M), alors

(s®(m V...V vk));‘ = (y"ls)(v{‘y V...V v,':y) € ST, M°.
Il en découle ainsi un relevement horizontal A — A" des sections A appartenant a

[°(F(TM) ® S*TM) ot A" est un élément de I'°(S*TM*).

Dans la suite, on notera r le multiple suivant de la partie symétrique du tenseur
de Ricci Ric de V:

1
X,Y)i=—<
rXY) =
ou X,Y € Vect(M). D’autre part, on peut étendre la définition de 'application Div
rencontrée au chapitre 3 & STM en posant qu’en coordonnées locales:

(Ric(X,Y) + Ric(Y, X)),

m

Div(A) = ) i(dz?)(V5,A).

=1

61
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Cette définition est bien intrinséque: de fait, si dz’',...,dz™ et a,...,0., sont
d’autres bases locales des fibrés respectivement cotangent et tangent, alors, si dx
représente la différentielle du changement de coordonnées locales, il vient :

m m m m

Y ide?)(VaA) = ZZZi(@X)idxk)(V(ax-l);a,A)
=1 =1 k=1 1=1

= ) i(dz')(VaA).

=1

Pour tout entier positif £ et pour tous réels a, ¢ tels que a # 0, on définit I (S*T'M?)~4
comme le sous-espace vectoriel de toutes les sections (—<)-équivariantes B appar-
tenant & [°(S*T'M®), i.e. qui satisfont & la condition suivante:

C
LeB=-=B. (1)

En outre, on notera I'°(S*TM' “);ﬁ le sous-espace vectoriel de I'™°(S*T'M*)~% formé
des sections B qui sont telles que

DivB =0,
ot Div désigne la divergence covariante calculée par rapport a V.
Lemme 5.1 Si A € T°(F(TM)® S*TM), A" est =*-équivariant :
LpA* = —= A"

Démonstration. En utilisant I'invariance des relévements horizontaux des champs de
vecteurs de M, comme on peut supposer que A s’écrit localement sous la forme

suivante:
A=s50(v1 V...Vw),
ol s est une c-densité locale et ou vy,...,v; sont des champs de vecteurs locaux de
M, il vient:
d _
(Le(s® (1 V...V o)), = E(ye') ]s|t=o(vi‘y V...V 'vify)
= o€ atyo(y ]s)(vly V...V v;;y)

C sh
= _EA”' B
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5.2 Calcul de Div

La proposition qui suit nécessite un lemme:

Lemme 5.2 Si A € I'*(F.(TM)® S‘TM), A peut s’écrire localement sous la forme
d’une combinaison linéaire de termes de la forme

p® XY,
ol ¢ est une c-densité locale et ou X est un champ de vecteurs local.

Démonstration. De fait, en utilisant la correspondance tenseurs-polynomes, il suffit
pour démontrer cela de montrer que si V est un espace vectoriel de dimension m,
tout polynéme homogeéne de degré j sur V* s’écrit comme une combinaison linéaire de
polynomes de la forme (31, 7'€;)?, o € € V* et ot £ € R™. Cela revient évidemment
a démontrer que si = € (Pol?(V*))*, alors

2()_2'¢))=0 VzeR"=>E=0.
i=1

Une base de Pol?(V'*) est constituée par les 6“ ou a est tel que |a| = j; la base
duale correspondante est alors constituée des <. 8i E € (Poli(V*))*, = s’écrit alors
sous la forme

ou les =, € R. Le fait que
=) _#&)y)=0 VzeR™
i=1

se traduit alors par le fait que

1]
:a” =0 VzeR™
a.

le|=3

En faisant agir successivement sur cette égalité les opérateurs 02, avec |a| = j, on en
déduit que tous les coefficients =, sont nuls. [

Proposition 5.1 Soient j,/, deux entiers positifs et soit A € I'°(F.(TM)® S'TM).
On a la formule suivante:
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Div(A" v V) = (DivA) v EV! — 2a(m + 1)(i(r) A)* v EVEHD
+l(2j+l+m—(m+l)c) Ah v gV(l—l)'

a(m+1)
Démonstration. 11 suffit de démontrer cette égalité localement: soit dy,...,0, une
base locale du fibré tangent de M et soit dz!,...,dz™ sa base duale. Par définition
d’une 1-forme de connexion, nous avons tout d’abord w®(8%) =0 pour i = 1,...,m

et ensuite w?(€) = 1 puisque £ = 1*. En vertu du lemme, on peut supposer que A

s’écrit sous la forme:
A=pR XY

ol ¢ est une c-densité locale et ou X est un champ de vecteurs local. On 3 donc:
Ah — (ﬁ Xth

Dans ces conditions, il vient

DivA = Z i(dz*)Va,(p ® X7)

i=1
m

Z i(dﬂ'f'i)(Va,-Cp ® XVi +jo® Va,.X Vv Xv(j—l))
i=1

= jVxp® XU D + jo® (DivX) vV XV0=D 4 j(j — 1) ® (VxX) VXVU2.(2)

En utilisant la base locale (8%,...,0",£) de TM¢ et la base duale correspondante
(r**dz!,...,7**dz™, "), on peut calculer Div en notant tout d’abord que

Vand = 0.3 = Voo
et que c
Veg =£.6=—(-)p.
Dans ces conditions, si on pose @ := a(m + 1),
Div(4k v EVY) = T i(r*dat) (Va0 X" V EVI 4 j3(Va X )k v XEVUD v gVt
+i@T (2 (trR)(8:, X) — ar(8:, X)) XYY v gV
+ L pXM v o v £VI-D)

a(m+1)

i) (e X v £V
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= (VxeX*UV + jip(re* (DivX)) v XWO
+i(G = DB(Vx XYt v XRU) v v
—3( = apr (X, X)) X0 v gveey
4 Mgtm) @thj v EVE-1) 4 WiH=(mid)e) @Xh\’j v EVE-1),

a(m+1) a(m+1)

11 suffit pour conclure de tenir compte de 'équation (2) et de remarquer que

i(r) XY = wr(X , X)XV,

De fait, si
r= Z i dz' V dz*,
ik
alors

XY = Z rai(ds’ Vv dz*) XV
ik
= Z rai(dz’) (G XXV
ik
= Y rai(i - DX XEXVE)
ik

= Z r,-k](]—z_lz(dxi Vv dzF) (X, X)X V-2
ik

= LDy xxon. g

5.3 Relevement naturel projectivement invariant

Lemme 5.3 Pour tout entier positif k£ et tous réels a, c (avec a # 0), on peut définir
une application R-linéaire ¥ de I'°(S*TM?)~< dans I°(F.(TM) ® S*TM) de la
maniere suivante:

(\IIB)T“(y)(:Bls XX ’ﬁk) = e (¥, By((T:y)*ﬁl, ceey (T:y)*ﬂk))s
avecy € M et B1,...,85 € TryM.

Démonstration. De fait, il suffit de prouver que la valeur de 72 (y, B, ((72,)*A, .. ., (Tfy)*ﬁ"))
ne dépend que de la fibre 3 laquelle le point y appartient. D’une maniere équivalente,
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il suffit de montrer que

Wz(yet’ Byet((T:ye‘)*ﬂl’ fre (Tfye‘)*ﬁk)) = W:(ya By((T:y)*:BIa LR (Tfy)*l@k))

pour tout ¢ € R ou ce qui revient au méme, que
€' Byet (T8ye)* By, (T8)"B%) = By((12)' B, ..., (12)* ")
pour tout £ € R. Cela se remarque facilement en notant que
d Ct

_63

* a * c C,\ ¢ a * a *
dt Byet ((Tfyet) lBla ey (T*yef) ﬂk) = (; - a)eatBye‘((T*ye‘) ﬂl7 RN (T*ye‘) ﬂk)

= 0,

en utilisant (1). De fait, si 4,..., 8% sont des champs de 1-formes sur M, on a:

(LeB)(r2)B', ., (1)) = —B(a)B',.., (r2)'BY)
= EB()B..., (2 )

car, pour tout { compris entre 1 et k, si Y € Vect(M®) et si f€ désigne la composante
verticale de Y avec f € C*(M*), il vient

(Le((@)BNEY) = E(FBIY) - (72 BY(E, Y))
= Ex(BY(rY)) = (7)) BYE, (YY) — ((r2)*BY(E, fE))
= 0,

puisque le crochet de 2 champs de vecteurs verticaux est vertical, puisque les relevements
horizontaux de champs de vecteurs sont invariants et puisque 7°*(8'(72Y’)) est une
fonction dont la valeur ne dépend que de la fibre 3 laquelle son argument appartient.

On a alors
iB a * 2l a * nk _ iB a *,81 a * 0k
dt yet((T*yet) ﬁ yeeey (T*ye’) ﬂ ) = dt’ yetﬂ,((T*ye'*") gaeey (T*ye“"") IB )Itlzo

= (E.B((r8)*6L,. .., (T:)*ﬂk))yet

= Bul(the) B, (T5) ' B).
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Il suffit pour conclure d’observer que
By((5,)*B', ..., (15,)*B%)
est la valeur en 0 de
e By (Toye) "B, (120)AY).

Proposition 5.2 Soient k et m deux entiers positifs et a,c € R (avec a # 0). On
suppose que m > 1 et que

¢{J+k+m

Soit enfin M une variété de dimension m.

7jeN e 0<ji<k-1}.

1. Pour toute connexion sans torsion V, la restriction de 'application ¥ & I'*°(S*T M’ “),5_5
est une bijection sur I'°(F.(TM) ® S*TM). Une section A appartenant i
I'°(F.(TM) ® S*T M) aura comme image par la bijection inverse un élément
qu’on notera A[V].

2. Soit V' une connexion sans torsion dans le fibré tangent de M qui est projec-
tivement équivalente & V. On a alors

A[V] = AV
pour tout A € I'°(F.(TM) ® S*TM).
3. Soit N une variété de dimension m et & : N — M une immersion. On a alors
& (A[V]) = $*A[3*V)]

pour tout A € I'°(F.(TM) ® S*T M) et pour toute connexion sans torsion V
dans le fibré tangent de M.

On appellera fi[V] le relevement naturel projectivement invariant de A correspondant
aV.

Démonstration. Soit une connexion sans torsion V dans le fibré tangent de M.
Démontrons la surjectivité de la restriction de I'application ¥ en procédant tout
d’abord a I'analyse de la question. Soit Ax € I'°(F.(TM) ® S*T M) et supposons
qu’il existe B € 1"°°(S’°TM“)V° tel que Ay = ¥B. D’aprés le lemme 5.1, la section
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A}, est aussi un élément de I'°(S*T'M?)~< et, par définition du relévement horizontal
des champs de tenseurs, on a WA} = Ay, donc ¥(B — A?) = 0, donc, pour tout
y € M, il vient

(B — AT B (ra)"B) =0 (%)

pour tous A,...,8F € T:c(y)M. Siy e M et siles champs de vecteurs &, ...,0n,
forment une base du fibré tangent de M au voisinage de 7%(y), les champs de vecteurs
O%,...,0" et € forment une base du fibré tangent de M® au voisinage de y. Dans ce
voisinage, B — A s’écrit

Y Fal@)V VLV (Bl Vem v gVann

lod=k
ou les fo sont des fonctions C* définies localement ; la relation (*) implique que
B — A} sy réécrit
(Y fa@) v v @)y evemnh) v e,

jal=k,am+17#0

Puisque le champ d’Euler est invariant et ne s’annule jamais sur M?, il existe alors
une unique section By_; € ['°(S*~1TM?)~< telle que

B=A!+ B VE.

Si I'on pose Ax_; := UBj_; et si l'on itére le raisonnement ci-dessus, on trouve une
unique section Bi_o € ['°(S*~2T'M°)~2 telle que

Bio1= A} _ 4+ BiaVE.

En continuant ce procédé de proche en proche, on obtient une suite de sections
Agy Ag-1,...,Ag ot A; € T®(F(TM) ® S’TM) pour tout j telles que

B=At+ A} (VE+ AL ,VEV 4. .+ APV EVED 4 A v EVE,

Exprimons maintenant le fait que la divergence de B est nulle. Pour ce faire, calculons
DivB en utilisant la formule de la proposition 5.1 (on posera @ := a(m + 1) et
m:=m—(m+1)c):
DivB = 3¢ Div(4r_, v EV)

= DivAr + 5 ((DivAi_)* Vv V! — 28(i(r) Ap_i)? Vv EVE+D
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+lg2k;_l+m2 A;:_l Vv gv(l—l))
= (DivAy)k + 2R AR
- . o= —l—147m)
+Zf=11 (DlVAk_l 2az(r)Ak_(1_1) + (Hl)(%al Lt Ak_(1+1))h \Y gvl).
On en déduit que les équations suivantes sont satisfaites (1 <1<k —2):

( Ak—l = —ﬁﬁDiVAk

¢ A1) = — Tmee sy (PivA— — 28i(r) Ax—g-1)) (%)

Ao = — i (DivA; — 2ai(r)Ay).

\

De fait, on a tout d’abord

—1 m
(DivA)" + %%AZ—I =

car si ce n'était pas le cas, il existerait y € M° tel que

. 2k—-1+m
((DivAy + =48 ), #0,

donc il existerait 81, ..., 35! € T*M® tels que
y

(DivA)* + 2’“‘%

Az—l)y(ﬂly sy ﬁk_l) # 0.
Considérons alors une base locale 7*dz!,...,7**dz™,w"* du fibré cotangent de M®
au voisinage de y. Comme on a
3= Z al (r*dz') + bu®
1=1

pour 1 <j<k—1,oub etles a{ sont des réels, on aurait que 'application de

(DivAy)" + -2k++m

A1)y

aux arguments
m
D di(rda') (1<j<k-1)
I=1
serait non nulle, ce qui est impossible puisque 'application des autres termes com-
posant DivB A ces mémes arguments I’est.
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On peut alors "mettre en évidence” £ dans la somme des termes restants qui
composent Div B et le "simplifier”. On montre alors par un raisonnement exactement
analogue a celui qui vient d’étre exposé que

2(2k — 2 + )
a

(DiVAk_l — ZEz(r)Ak + Ak_g)h

est nul et on itére ainsi le processus de proche en proche.

Grace a la condition de 1'énoncé de la proposition, tous les dénominateurs des
relations composant le systeme (**) sont non nuls. Toutes les sections Az_;,1 < j <
k, sont donc univoquement déterminées par la section Aj. Si la restriction de ¥ 3
T (S*T M “),\77§ est bien surjective, elle sera donc en outre bijective. Procédons alors
a la synthese. Les sections Aj_y,..., Ao solutions du systéme (**) sont telles que
I'image par ¥ de

AR+ AR VE+ AL ,VEV £ 4 APV EVERD 4 v EVE

est égale & A, la divergence de cet élément est nulle par construction et tous les ter-
mes qui le composent appartiennent & ['°(S*T'M*)~% grace A I'invariance du champ
d’Euler et a cause du lemme 5.1. La restriction de l'application ¥ est donc surjective
et par la méme occasion bijective, vu les développements précédents. L’énoncé (1) est
ainsi démontré.

D’autre part, 'espace I'°(S*T M “)_5 dépend de la connexion V qui ne dépend que
de la classe projective de V. Dans ces conditions, la restriction de ¥ & I'*°(S*T Mf “) .
ainsi que l'application inverse A — A[V] ne dépendent que de la classe projective de
V, ce qui démontre (2).

En ce qui concerne la naturalité du relévement, on note d’abord que pour tout
B € T°(S*TM*), on a

& Div($* B) = **(DivB)

en utilisant ce qui a été fait dans la proposition 4.1, ce qui montre que $** envoie
les éléments de I‘°°(S‘TM“)-“ dans I‘°°(S’°TN“) : . En notant 7 la projection
correspondant & N* et U’ le pendant de l’apphcatlon \I' pour la variété N, on a pour
tout 3’ € N° et pour tous A7,...,4% € YagyN:

(U@ B) oy (B, ... ., B%)
= 1) Bao)(B8) T (rg)* B, . ., (B2,) T (1i3)*6%))
=T, (y B@a(yl)(( *Q(r'ﬂ(y')))*((p*'r’“(y'))_l*ﬂ’]’ ooy (T:q)(_r/a(y,)))*(¢*rla(yr))—l*ﬂ’k))
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= (Q*‘PB)TIO(yr)(ﬂ’I, sy ﬂlk),

donc, en particulier

V(@ A[V]) = ®*(VA[V]) = 8* A4,

ce qui fait que I'égalité
d**(A[V]) = $*A[3*V]

est démontrée. |}
5.4 Formules explicites

La proposition suivante détermine la forme explicite des sections A;_; apparaissant
dans le systéme d’équations (**).

Proposition 5.3 En se plagant dans les conditions de la proposition précédente, on
définit tout d’abord une application ry pour j compris entre 0 et & :

riCji= M+ k+j — 1)(k — j + 1)2i(r)(C})

ou C; € S'TM ® F.(TM). On a alors, si 1 <1< k:

_ (<) ~(Div + 1,
Sl ) i} Sy T l)Deg"(Z(Dlv )’ A,

=0
ot le symbole Deg_, désigne la projection sur 'opérateur de degré —! dans la somme.

Démonstration. On procéde par récurrence sur [: si [ = 1, la formule annoncée est
évidemment vraie. Supposons alors la formule vraie pour des valeurs de ! inférieures
ou égales a n et démontrons-la pour ! = n+ 1. En utilisant I'hypothése de récurrence,
on obtient facilement :

— (=@ !
Ak—(n+1) T DI (2ktm—1)..(2k+m—(n+1))

(DivDeg_,(3_7_o(Div + rx)) Ak + riDeg_(, 1,37 (Div + r)9) Ay).

J

Remarquons ensuite qu'on a évidemment

DivDeg_,(} "(Div + ')A = Deg_(,.,,Div(} _(Div + ri}) As

=0 =0
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ainsi que
n—1 n—1
rkDeg_(,,_l)(Z(Div +1t)')Ar = Deg_, +1)(rk(Z(Div +ri)’))Ax.
3=0 =0

En outre, il vient
Deg_,1)(rr(Div +11)") = 0.

72

De fait, (Div + r)" est un polynome de degré n en Div et r; dont un mondme

renferme une puissance d de Div et une puissance r de r, la somme de d et de r
étant égale a n, ce qui fait que le degré d’un monéme de ry(Div + ;)" est égal &

—2—d—2r = =2 —r —n qui est toujours strictement inférieur & —(n + 1). Dans ces

conditions,

n n—1
DivDeg__, (Z(Div + 1)) A + rkDeg_(ﬂ_l)(Z(Div + 1)) Ar
=0 J=0
est égal a

n-1

Deg_(n+1)DiV(Z(DiV + rk)j)Ak + Deg_(nH)(rk(Z(DiV + rk)j))Ak,

=0 =0

donc a

Deg_(n+1)Div(Z(Div + 1)) Ar + Deg_, . 1)(rx (Z(Div + 1)) Ag,

j=0 J=0

donc a
n+1l

Deg_(ny1y(D_(Div + 1)) Ay,

J=0

ce qui acheve de démontrer la proposition. [

5.5 Un cas particulier

Si ¢ = 0, alors les hypotheses de la proposition 5.2 sont satisfaites pour tout m > 1
et pour tout k. Si k = 1, le relévement naturel d’un champ de vecteurs X sur M est

égal a
X[V] = X" — a(DivX)E.
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Ce champ de vecteurs ne dépend pas de la connexion V; en fait, il correspond au
relevement canonique de X & M?®, dont la valeur en d € M? est:

~ d .
Xa= &((P—ttcpt(x)) d't:Oa

ou ; représente le flot de X. De fait, dans une carte (U, (z!,...,2™)) de M contenant
le point z, sid = Aldz! A...Adz™|* avec A > 0, 'expression locale de la courbe

(‘P-t*cpz(x))*d
est donnée par
(((pt(x))lv ey ((pt(x))m’ I det (p—t*tpt(x)la’\)!
donc les composantes dans la base locale du fibré tangent de M° de
d '
%((p—t*cpg(z)) d|t=0

sont données par
(Xa,..., X, —atr(DX)N).

D’un autre c6té, on sait qu’on a:
X" —a(DivX)E = X" — a(tr(DX) + X'T%)E.
Les composantes dans la base locale du fibré tangent de M° de
—a(DivX)E
au point d sont donc données par
0,...,0,—a)(tr(DX) + X"I‘%))
et il suffit donc pour conclure de montrer que les composantes de X sont égales 3
(X2,..., X" aAXTL).

De fait, les composantes du relevement horizontal de X & P'M en le repére de coor-
doonées locales (z,1) sont données par:

(XL,....,X™, A),

ou A est la matrice telle que A = —TI'i;X*. Comme I'expression locale de =* est
I'application suivante:

(z,p) — (z,|det p| ™),
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sa différentielle en (z,1) transforme le vecteur
(X2, X2, A)
en le vecteur
Xz, .., X7 —atr(4)),

donc le relévement horizontal de X au point |dz! A ... A dz™|* de M a pour com-
posantes

(X;,..., X7, aTLX"Y),
ce qui fait que le relevement horizontal de X au point d de M* a pour composantes

(X3, XD, AT XY)

et I’on peut donc conclure.

5.6 Relévement des champs de tenseurs symétriques covari-
ants

Sib € R, on peut définir de maniére totalement analogue 4 ce qui a été fait précédemment
un relevement ()! de Fy(Tra(,)M) ® S*T?.,yM dans S*TM pour tout y € M en
posant :
(s@(B'V...VB))y = s)((re)"B' V...V (12.)*B").

Il en découle ainsi un relévement v — v* des sections de Fy(TM) ® I'°(S*T*M) o
Y" est un élément de ['*°(S*T* Af2).

On note I'™°(S*T*M*)~: le sous-espace de I'°(S*T*M*) formé des sections (
—;—"-équivariantes, i.e. telles que )

LeC = ¢

On peut de nouveau définir une application R-linéaire ¥ de F“(SkT*M")‘% dans
I'°(Fy(TM) ® S*T*M) de la maniere suivante:

(lIJC)T"(y)(vI’ ey 'Uk) = ﬂg(yv Cy(v{lys ey 'U;’:y))
pour tous vy,..., U € Tre(y)M. On peut démontrer de maniere totalement similaire
a ce qui a été fait pour les champs de k-vecteurs que si ¢ € T°(S*T* M ")‘5 et si
Y = ¢, alors il existe des sections ; € I**(F,(TM) ® ST*M), ou j est compris

entre 0 et k¥ — 1, univoquement déterminées par ¢, telles que

C= A+ VA o+ w™ D gtV



Chapitre 6

Existence de p;[V]

6.1 Résultats préliminaires

Lemme 6.1 Soient v € I'°(Fy(TM) ® S’T*M) et X un champ de vecteurs sur M.
Si on pose b := (m + 1)b, alors on a les formules suivantes :

1. Vyny" = (Vxy)h = 1t v (i(X )y

2. 65’7" = —%1’7"

3. Vxnw® = —2(i(X)(trR))* +a((X)r)*
4. 65(4}“ = —aéwa.

Démonstration. Il suffit de vérifier ces formules localement : pour des raisons enticrement
analogues a celles qui sont exposées dans le lemme 5.2, on peut supposer que 7 est
de la forme ¢ ® 3Y7 ol  est une b-densité locale et 3 est une 1-forme locale sur
M. Soient X3,...,X; des champs de vecteurs locaux sur M®. En ce qui concerne la
premiere formule, il vient tout d’abord :

(Vs (X1, X5) = (Van(@8V))(X,..., X;)
= (X~P)(B")(X1,..., X)) + (V) Xy, ..., X;)
= (Vxp)(B")(X1,..., X;) + ¢V v Vin @) (X, ..., X;),

qui est égal a

(’a;;)(ﬂhvj)(xli e 7XJ) +¢(] ;7 1)' ZﬁhV(j_l)(Xo(l)a s 7Xa(j—l))(6xhﬁh)(X0‘(j))1

75
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oll on somme sur les permutations o de {1,..., j}. Si Xo(j) se décompose localement
en une somme de champs de vecteurs locaux, I'un vertical et 'autre horizontal, de la

maniere suivante:
Xo) = foi)€ + (T Xa))",

ol fo(;) est une fonction C* définie localement sur M?, alors on remarque que:
(VxrB) Ko@) = X"5"(Xoiz) — B (Vi Xogs)

= (XBE X)) — BV xn X))

= (XBEIXo()) = B (Vxr(fohE + (T2 Xo)))
(XBrEX o)) = X" Lo + LZDXM 1 (Vi (r2 X, )))

= (XBI o) — E2B(X) — BV x(r2 X))

D’autre part, il vient :

(VxN)*" (X1, X5) = (Vxe) © B + 0 ® (§8Y9-D v Vi B)H (X, ... , X5)
= (Vx@)(B™) Xy, ..., X;5) + G5B~V v (VB (X, ..., X;)

avec
Gi(BVI v (Vi (X, ..., X;)

égal a

PG P Ko Xotg-0) (VB (Koty)

tandis qu’'on a

(VxB) " Xo) = (VxB)TXo(z)):
= (XL Xein))t — (B(VXTEX o))"

Enfin, il vient successivement :

(—%w"v(z'(X)y)")(Xl,...,X,-) = —ﬁZw“(Xam)(i(X)“/)"(Xa(l),---,Xa(j—l))

T a(g 1_ 1)! Z Jot G(X) (0 ® B (Xoqr), - - s Xo(-1))
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1 .
Ca-1)! D L ®i(X)BYY Xy, - ., Xog—1y)

1 G- s
B _mzfomw(ﬂiv" DViXOB Koy, -+ s Xo-1)

1 - i—
= TG > Fe@IBX) BV (X, .., Xos)-

En ce qui concerne la deuxi¢me formule, notons que
(657h)(X1, R 9Xj) = (vb'((ﬁﬂhvj))(le s 7Xj)
= DB X1, .., X5) + @(Vep™) (X1, ..., X;)
b. : L . -
= —=g(B")(X1,..., X5) + gV V Ve (X, ., X;),

alors que
(ﬁ(jljh\/(j_l) \ Vgﬁh)(Xl, ceey X])
est égal & .
P 2 B Koty X (T Kuty)
tandis que

(VeB)(Xoi)) = EB"Xois) — B (VeXoisy)
1
= —5"(5(73 o))"

1
= —5ﬂ"(Xa(j))'

Pour la troisieme formule, si Y est un champ de vecteurs local sur M® et si Y se
décompose localement en une somme de champs de vecteurs locaux vertical et hori-
zontal de la maniére suivante:

Y = fE+ (r2Y)",
ol f est une fonction C* définie localement sur M*, alors on remarque que:

(Vxrw)(Y) = X"(@*(Y)) - w*(VxnY)
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= XM.f —u*(Vxn(fE + (12Y)H)

_ _gr"*((trR)(X YY) + Am—1)

ol

T (Ric(X, 10Y) + Ric(2Y, X)).

Enfin, la quatriéme formule s’obtient trés facilement :

(Vew*)(Y) = E(*(Y)) —w(VeY)
= £ —w*(VeJE)
_ 8.f—w“(£€+(8.f)£)

1
= _a:f

1a
= = ™). 1

Proposition 6.1 Avec les notations précédentes, on a la formule suivante pour la
différentielle symétrique sur M® calculée par rapport a la connexion V :
Jj+1

N, avl hy avl h —7. ,av(i-1) h
D(w*™ v 4" (l+j+1)w V (D) +( )(2alw V(rvy)

[+j7+1

2j+1+b
. ]+5+ w“v(“'l)\/’yh).

Démonstration. 11 suffit de nouveau de démontrer cette égalité localement. Soit
donc 3y, ...,0m une base locale du fibré tangent de M et soit dz!,...,dz™ sa base
duale. Par définition de la différentielle symétrique, on a

D™V o) =

WV (Ve@™ V) + 3 da™ v (Tap(w™ v 7).

=1

1
I+j+1

En utilisant le lemme précédent, on obtient la formule annoncée. De fait, D(wv'v+h)
est donc égal &

(wav(§8wavtv7h+wawv§ﬂh)+z dxihV(@a?wavlv,yh+wavlvﬁa‘b7h)),
i=1

I+j+1

donc &

((__%)wav(l+l)v,yh+wav(l+l)v(_(%),yh)_l_z da:""vlw“v("”\/(—%i(a,-)(trR))"+E(z’(8,-)r)"v'y"

i=1
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1

- ih avi h _ l a (0. h
# 3oV (o) = 2V GO ()
Pour conclure, il suffit de noter que, d’une part,
Z dzi" v wt (—%w" Vv (i(8)7)h) = —%w“v(”l) Y, (Z dz* v (i(9;)7))",
=1 i=1

tandis que

Y (dat v (@I (X, X) = Y (j—;l)'(z Xiv(@ X1,y Koy X3)(G = 1))
i=1 i=1 tol=1

- ﬁ(j!‘r(Xx,m,Xj))
= ]7(X1, e ,Xj).

D’autre part, |
3 datv (—%z’(@i)(tr}i’) +@i(d;)r) = 2ar

i=1

car on a
-gg"; WV ORI, X) = =53 XirR@ Xo) + Xi(erR) (2, X)

= ‘g((trR)(Xl,Xz) + (trR)(Xs, X1))
=0

et
(D _de’ vai@)r) (X, Xa) = Y Xiar(d, Xz) + Xiar(d, X:)
i=1 t=1

= a(r(Xy, X2) + r(Xs, X1))
= 25!'(X1,X2)' l

Par récurrence, on aboutit au résultat suivant:



CHAPITRE 6. EXISTENCE DE p; [V 80

Proposition 6.2 Soit ¢ € I'°(F,(TM)) et k € N. Dans ces conditions, si k > 1,
D*G est de la forme suivante:
k-1
D6 = (D*0)* + Y Biot v (D)
1=0
ol les By_; sont des sections invariantes de I'°(S*~'T* Af¢). En outre, elles sont toutes
des sommes de termes de la forme

1 avwr
)‘r(—gwa)v VBroi,
oir € N0 <7 < k-1, le nombre réel \, ne dépendant pas de @, la section
Bi-1—~ appartenant & I'°(S*~"-"T* M) étant une combinaison linéaire 3 coefficients

rationnels de produits symétriques de différentielles symétriques itérées du tenseur r,
les coefficients de cette combinaison ne dépendant également pas de @.

Démonstration. La formule est vraie pour k = 1 car

5= (D) — gw“ V",

Montrons maintenant que si D¢ a la forme indiquée, alors D**1@ I'a également.
Nous avons tout d’abord :

N , 2k +b
D((Drg)") = (D) — =~

ak+ Y v (D*e)"

et ensuite, si [ < k — 1,

D(BeaV (D'9)") = BV DD + D(Biy) V (D)

20 +b ~
= BV (Do) - Z0F l)w" V (D'9)*) + D(Bit) V (D'p)",
tandis que
k—1
D(Z Ar —W“)V’ V Bioi-r)
est égal &
k—1
r -7 + 1 aVr h 1 —. .. aV(r—1) h
TZ_%/\ (—) l ] V (DBi-t—r)" + =77 1 (2arw V(rV Bi-ir)
_2(k—l—r)+r+51

e AT T}
On peut alors se rendre compte que ﬁ"“cﬁ a la forme prescrite. [}
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6.2 Existence de p.[V]

Proposition 6.3 Soit m un entier positif, m > 1, soient b, c € R tels que

1{-

Dans ces conditions, il existe une prescription d’ordre naturelle pL projectivement
invariante lorsque les fibrés vectoriels E et E’ au-dessus d’une variété M de dimension
™ sont respectivement Fy,(TM) et Fy, (T M). On a méme une formule explicite pour

L. sik €N, AcI°(F(TM)® S*TM), si V est une connexion sans torsion dans
le fibré tangent de M et ¢ une b-densité sur M, alors, si a € R \ {0}, on a pour tout
ye Me:

J+

717 € N}.

(pL[VI(A) @) re) = 71 (v, (s VI(A[V])(2))y)

ou p, désigne la prescription d’ordre standard. La prescription d’ordre pL ne dépend
pas de a.

Démonstration. D’aprés le lemme 5.1, la fonction ¢ est (——) -équivariante tandis
que la connexion V est invariante par construction. Il s’ensuit que les différentielles
symétriques itérées DF3 de @ par rapport 3 V sont des champs de tenseurs (—3)-
équivariants. Montrons cela par récurrence sur k. Si k = 0, le résultat est vrai. Sup-
posons maintenant que le résultat est vrai pour des valeurs de k inférieures ou égales
a4 n et démontrons-le pour £ = n + 1. Remarquons tout d’abord que:

(Lf(@xﬁn(ﬁ))(xla ses aXﬂ) = (ﬁX(LEﬁné))(Xla ey Xn)+(v[€,X]ﬁn¢)(X11 ‘e ’Xn)‘
De fait, on a d’une part:
(Le(VxD"@)( X1, ..., Xn) =
E(VxD")( X1, .-, Xn)) = Tr (VxD*@) (X, ..., [€, X, - .., Xn)
=E(X.(D"@)(X1,..., X)) = Tr, DX, ..., VX, ..., X0))
- (XD Xy, .., 6, X, X)
- = IJ#D cp(Xl, Vx j,...,[S,Xi],...,XH)
—D"G(X1,...,Vx[E, X, ..., X))

D’autre part, il vient:
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(Vx(LeD"@)) (X, ..., Xn) =
XA(LeD @) (X1, ..., Xn)) — Sr (LeD"@)(Xns - .., Vi Xiy .., Xo)
= X.(E(D"G) (X, Xn) - T, DX, .. [E, Xy, X))
~ Y (ED" (X .., VX, ..., Xa)
— Y DE(Xn e L X VX X X
—D"o( X1y, [E,VxXi), ..., Xn)).

Pour conclure, il suffit d’utiliser le fait que
(E,V2Z) = VienZ —V3E,Z'] =0

pour tous Z, Z' € Vect(M %) et de remarquer que si un des arguments d’une différentielle
symeétrique est nul, alors celle-ci est nulle.
Dans ces conditions, comme la différentielle symétrique a pour expression en co-

ordonnées locales :
m-1

~ 1 . .
= — J .
A P 1(jE=1 dr’ v (VaJA))

si A € T°(S*T*M?*), il vient:
m+1

(B"19) = —=(3 ds? v (75,0"9))

j=1

et on a alors, en utilisant ’hypothése de récurrence:

. _ 1 m+1 .
Le(D™'g) = — Z(Lgdxf) V (Ve,D"¢) +(d2?) V (Le(Va, D7)

m+1

= ((dxm“) V (Vo D"@) + ) (dz?) V (Vo (LeD"P) + Vi 0,,D"3))
=1

b m+1

= — l(da:"‘“ V (VonD"p) — =D da? V (Vo,D"¢) +dz™' v V_s,,,D9)
] 1

— _Z(Pn+l

= a(D @)-

D’autre part, le relevement A[V] de A est (—£)-équivariant d’aprés sa construction
dans la proposition 5.2 qui est rendue possible grace 4 la condition de I'dnoncé de
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cette proposition. Puisque, par définition,
ps[VI(AIV))(@) = i(A[V]))D*p,

il vient que p,,[@](/i[V])((é) est (—%<)-équivariant. De fait, par linéarité, il suffit de
le vérifier dans le cas oi A[V] s’écrit localement

AV]=X,V...V Xy,

ou Xjy,..., Xy sont des champs de vecteurs locaux et dans le cas ou 15’“45 s’écrit
localement
ﬁkt,b:'ylv...v'yk,
ot v1,..., 7" sont des 1-formes locales. Il vient alors:
AV(D*E) =X V...V Xi) (D*@) = D*@(Xa,..., X))
et il vient successivement :

Le(D*p(Xi,.... X)) = EDG(Xis.... X1)

k
= (LeD*@) Xy, X0) + > DF@( X, .., [E, X5, ., X)

=1

b .
= —EDAQO(Xk,...,Xl) +(L5(XkV VXl))(’)/I,...,’)’k)

b, .
= —ED"cp(Xk,...,Xl)—E(ka...VXl)('yl,...,'yk)

= YEepesix,.. X)),

a

Par un raisonnement analogue & celui tenu dans le lemme 5.3, on s’apercoit que
pL[V](A)(¢) est une (b-+ c)-densité bien définie. En outre, la différentielle symétrique
D*@ contient une seule fois le terme (D*p)* d’apres la proposition 6.2 et des termes
(Do) de degré | < k. Le développement de A[V] commence par le terme A" d’apres
la formule obtenue dans la proposition 5.2. Le symbole principal de p.[V](A) est
alors égal au symbole principal de I'opérateur différentiel qui a la section ¢ associe la
section égale en 7%(y) &

e (¥ (i((A™)(D*0)™),),

c’est-a-dire a o
Torc(, (I(A)Dro),),
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donc a
(i(A)D*9)ray).

L’opérateur différentiel p,[V](A4) a donc A pour symbole principal, ce qui prouve
que py, est bien une prescription d’ordre. De plus, connaissant les développements
explicites de A[V] et D*®, on se rend compte que la dépendance en @ dans I’expression
de p;, disparait. En effet, si 0 < j < k, les seuls termes éventuellement non nuls de

7(Ak—] gvj)(ﬁké)
sont donnés par

vV (D'p)"),

(AL, VENO(~20) v B,
o1 0 <! <k,si0<j<k—I Ladépendance en @ dans ces expressions, connaissant
la forme explicite de A[V], est enti¢rement contenue dans (—ay et (—iw*)Y7, donc
elle disparait.

Par construction, la connexion V et A[V] ne dépendent que de la classe projective
de la connexion V. La prescription d’ordre p;, est donc projectivement invariante.

Soient N une variété de dimension m, ® : N — M une immersion, Yy € N° et
LA N xR — Fy,c(TN) la projection naturelle correspondant au fibré associé
Fu.c(TN). En tenant compte de la naturalité des relevements V — V et (4, V) —
A[V] et de la naturalité de p;, il vient:

(pLI@*VI(@* A)(@*9))rety) = Tt (0:[@* V(@ A[D*V])(3*0))y)
= i, (0:[3 V(@ (AIV]) (@ %))y)
= re(ts (0 [VI(AIV)(B))5e(yy)
= (@ (oL [VI(A)(®)) ey

ce qui prouve que py, est naturelle. [

6.3 Une formule explicite

Si M est munie d’une connexion sans torsion V qui est telle que la partie symétrique
du tenseur de Ricci est nulle, on peut obtenir une forme encore plus explicite de p,:
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Proposition 6.4 Soit M une variété de dimension m > 1, soient b,c € R tels que
la condition de la proposition 6.3 soit satisfaite. Si V est une connexion sans torsion
dans le fibré tangent de M qui est telle que la partie symétrique du tenseur de Ricci
s'annule, alors on obtient la forme explicite suivante pour py, V]:

kg Jl(k J+(m+1)b)
pLIVI(A)(p) = Z(;l_ [T, (2k — j +m — (m + 1)c)

ps(Div'(4))(p)

pour tous A € I'°(F.(TM) ® S*TM) et o appartenant & I'°(F,(TM)), si on pose
que les numérateurs et dénominateurs de la fraction figurant dans la formule sont
égaux a 1 lorsque ! = 0.

Démonstration. D’apres la formule de la proposition 5.3, on a

— Divi(4),
UTL=1(2k = 5 +m — (m + 1)c)

A =

avec 0 <! <k, en posant que le dénominateur de la fraction figurant dans la formule
est égal a 1 si l = 0. Par ailleurs, on sait d’apres la proposition 6.2 que D*@ est de la
forme suivante:

Do = Zufkk MV (D),

ol les u(k) sont des nombres réels. La formule de la proposition 6.1 nous donne la

relation suivante entre les coefficients u( ).

®k+1) _ k) k=141 2k—1+14+(m+1) (*)
w = () k+1 -1

si 1 <1< k. De fait, on a d’une part:

k+1
Dk+l(p Z (k+l)( )Vlv(Dk+1 -1 )h’

1=0

tandis que d’autre part:
D(D*¢) = Ti_ow D)V (D))

— Z:c ol k)( 1) (k—l+1 avl \/ (Dk—l+1(p)h

k41

2R+ av(1+1) s (Dk—1p)h)

a(k+1)
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= S louf) (Al (=) v (DRHI-Lp)h

k+1 (k — —wt -
+Zl +1 ul( )1 2k kl;rll+b)( w )vlv(DL 1+1 )

: . . . . k
Cette relation nous donne par récurrence la forme explicite suivante des u,( ).

u® = T H(k Jj+ (m+ 1)b).

J.—.
En effet, on a tout d’abord

u =1, ul) = 1; ul) = (m+1)b

et si on suppose que pour tout k inférieur ou égal A n, la formule est vraie pour tout
! compris entre 0 et k, il vient, si 1 <[ < n,
(n-H)

Y i (n =+ (m+ 1)b) (k)

+(2"-’+,1’;§’"“"’) oy =) (= 3 + (m + 1)b)

= IImi (0 — 5+ (m+ 1b)((n — L+ (m + 1)b)2sbtl 4 (Ze=bili(mibby))

= %Hj=l(n+1 — 3+ (m+1)b).

(n+1)

Il suffit alors de noter que ug"” "’ =1 et que

(n+1) _ n+(m+1)b1
Unsl” = n+1

,H(n i+ (m+1)b)

n+1
= mg(n+l—j+(m+ 1)b).

Enfin, pour obtenir la formule annoncée, on remarque que

k
i(A) (D) = v:(ZAz_,veV')(ﬁ*’@)

= z(ZAk_vEV‘)(Z H(k Rt (m o+ DB V (D))
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k l

= Z%,H(k—j + (m + 1)b)i(AL_, v £V (=L )V’v (D* )k
1=0 " j=1
k !

= lei H(’” —Jj+(m+ 1)b)l'(—)li(Ak (D )"

_ [[iei(k— G+ (m+1)b) fl;l/

= Z DTk T rm s g OV . N
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