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[∇]→ P 7→ M
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ωu : TuP 7→ g bijection ∀u ∈ P

T → p∗T ∈ C∞(P,V )H

avec H = G0 o G1, h = g0 ⊕ g1

g = g−1 ⊕ h, g−1 ∼= Rm

ω → ∇ω(ei ) = Lω−1(ei ), ei ∈ g−1

f G0-équivariant⇒ ∇ωf
G0-équivariant

f G1-équivariant; ∇ωf
G1-équivariant
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ω → Divω =
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i i(ε
i )Lω−1(ei )

Condition : Lh∗Q(p∗S)(p∗f ) = 0 ∀h ∈ g1

〈p∗S ,∇ωk

s p∗f 〉 pas G1-équivariant !

On ajoute des termes d'ordres inférieurs en p∗f ...

On trouve alors :

QM(∇, S)(f ) = p∗
−1

(
∑k

l=0
Ck,l 〈Divω

l
p∗S ,∇ωk−l

s p∗f 〉),

avec Ck,l =
(λ+ k−1

m+1
)···(λ+ k−l

m+1
)

γ2k−1···γ2k−l

(
k

l

)
,∀l ≥ 1, Ck,0 = 1
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Υ→ σΥ : P1M 7→ P

σΥ → τ : P 7→ g1

∇ωl

s (p∗f ) =
∑l

t=0
τ t ∨ At , où At est égal à :(

l

t

) t∏
j=1

(−λ(m + 1)− l + j)p∗(πl−t(
l−t∑
j=0

(∇s + T1)j)f ),

si T1|S jT∗M⊗Fλ(M) = (−λ(m + 1)− j)(j + 1) ∨ r

Divω
l
(p∗S) =

∑l
t=0
〈τ t ,Bt〉, où Bt est égal à :(

l

t

) t∏
j=1

(γ2k−1(m + 1)− l + j)p∗(πl−t(
l−t∑
j=0

(Div + T2)j)S),

si T2|S jδ(M)
= ((m + 1)γ2k−1 − k + j)(k − j + 1)i(r)



Quanti�cations
naturelles

projectivement
équivariantes

Fabian Radoux

Introduction

Fibrés et
connexions de
Cartan

Le cas des
densités

Une formule
explicite

Non-unicité de la
quanti�cation

Autres
opérateurs
di�érentiels

•Formule explicite : Υ→ σΥ : P1M 7→ P

σΥ → τ : P 7→ g1

∇ωl

s (p∗f ) =
∑l

t=0
τ t ∨ At , où At est égal à :(

l

t

) t∏
j=1

(−λ(m + 1)− l + j)p∗(πl−t(
l−t∑
j=0

(∇s + T1)j)f ),

si T1|S jT∗M⊗Fλ(M) = (−λ(m + 1)− j)(j + 1) ∨ r

Divω
l
(p∗S) =

∑l
t=0
〈τ t ,Bt〉, où Bt est égal à :(

l

t

) t∏
j=1

(γ2k−1(m + 1)− l + j)p∗(πl−t(
l−t∑
j=0

(Div + T2)j)S),

si T2|S jδ(M)
= ((m + 1)γ2k−1 − k + j)(k − j + 1)i(r)



Quanti�cations
naturelles

projectivement
équivariantes

Fabian Radoux

Introduction

Fibrés et
connexions de
Cartan

Le cas des
densités

Une formule
explicite

Non-unicité de la
quanti�cation

Autres
opérateurs
di�érentiels

•Formule explicite : Υ→ σΥ : P1M 7→ P

σΥ → τ : P 7→ g1

∇ωl

s (p∗f ) =
∑l

t=0
τ t ∨ At , où At est égal à :(

l

t

) t∏
j=1

(−λ(m + 1)− l + j)p∗(πl−t(
l−t∑
j=0

(∇s + T1)j)f ),

si T1|S jT∗M⊗Fλ(M) = (−λ(m + 1)− j)(j + 1) ∨ r

Divω
l
(p∗S) =

∑l
t=0
〈τ t ,Bt〉, où Bt est égal à :(

l

t

) t∏
j=1

(γ2k−1(m + 1)− l + j)p∗(πl−t(
l−t∑
j=0

(Div + T2)j)S),

si T2|S jδ(M)
= ((m + 1)γ2k−1 − k + j)(k − j + 1)i(r)



Quanti�cations
naturelles

projectivement
équivariantes

Fabian Radoux

Introduction

Fibrés et
connexions de
Cartan

Le cas des
densités

Une formule
explicite

Non-unicité de la
quanti�cation

Autres
opérateurs
di�érentiels

•Formule explicite : Υ→ σΥ : P1M 7→ P

σΥ → τ : P 7→ g1

∇ωl

s (p∗f ) =
∑l

t=0
τ t ∨ At , où At est égal à :(

l

t

) t∏
j=1

(−λ(m + 1)− l + j)p∗(πl−t(
l−t∑
j=0

(∇s + T1)j)f ),

si T1|S jT∗M⊗Fλ(M) = (−λ(m + 1)− j)(j + 1) ∨ r

Divω
l
(p∗S) =

∑l
t=0
〈τ t ,Bt〉, où Bt est égal à :(

l

t

) t∏
j=1

(γ2k−1(m + 1)− l + j)p∗(πl−t(
l−t∑
j=0

(Div + T2)j)S),

si T2|S jδ(M)
= ((m + 1)γ2k−1 − k + j)(k − j + 1)i(r)



Quanti�cations
naturelles

projectivement
équivariantes

Fabian Radoux

Introduction

Fibrés et
connexions de
Cartan

Le cas des
densités

Une formule
explicite

Non-unicité de la
quanti�cation

Autres
opérateurs
di�érentiels

•Formule explicite : Υ→ σΥ : P1M 7→ P

σΥ → τ : P 7→ g1

∇ωl

s (p∗f ) =
∑l

t=0
τ t ∨ At , où At est égal à :(

l

t

) t∏
j=1

(−λ(m + 1)− l + j)p∗(πl−t(
l−t∑
j=0

(∇s + T1)j)f ),

si T1|S jT∗M⊗Fλ(M) = (−λ(m + 1)− j)(j + 1) ∨ r

Divω
l
(p∗S) =

∑l
t=0
〈τ t ,Bt〉, où Bt est égal à :(

l

t

) t∏
j=1

(γ2k−1(m + 1)− l + j)p∗(πl−t(
l−t∑
j=0

(Div + T2)j)S),

si T2|S jδ(M)
= ((m + 1)γ2k−1 − k + j)(k − j + 1)i(r)



Quanti�cations
naturelles

projectivement
équivariantes

Fabian Radoux

Introduction

Fibrés et
connexions de
Cartan

Le cas des
densités

Une formule
explicite

Non-unicité de la
quanti�cation

Autres
opérateurs
di�érentiels

Formule :

QM(∇, S)(f ) =∑k
l=0

Ck,l 〈πl (
∑l

j=0
(Div + T2)j)S , πk−l (

∑k−l
j=0

(∇s + T1)j)f 〉.



Quanti�cations
naturelles

projectivement
équivariantes

Fabian Radoux

Introduction

Fibrés et
connexions de
Cartan

Le cas des
densités

Une formule
explicite

Non-unicité de la
quanti�cation

Autres
opérateurs
di�érentiels

•Non-unicité de la quanti�cation :

Non-unicité ↔ Applications naturelles projectivement

invariantes de Skδ (M) dans Sk−lδ (M)

ω → Ω = dω + 1

2
[ω, ω]→ κ(., .) = Ω(ω−1(.), ω−1(.))

κ→ κ0 ∈ C∞(P,∧2Rm∗ ⊗ Rm∗ ⊗ Rm)H

κ0 → Tenseur de Weyl

W (u)(ei1 , . . . , ei2j ) :=∑
ν

∑
r1,...,rj

κ0(u)r1iν(1)iν(2)rσ(1)
. . . κ0(u)

rj
iν(2j−1)iν(2j)rσ(j)

S 7→ p∗
−1

(
∑l−2j

r=0
Ck,l ,r 〈Divω

r
p∗S ,∇ωl−r−2j

s W 〉)
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Casimir :

Opérateurs di�érentiels entre E1(M) et E2(M)

Cas �plat� Cas �courbe�

Quanti�cation a�ne : �Quanti�cation a�ne� :

Si S(x , ξ) =
∑
|α|=k Cα(x)ξα, Qω(S)(f ) = 〈S ,∇ωk

s f 〉

QA� (S) =
∑
|α|=k Cα(x) ◦ ( ∂

∂x )α

Application γ : Application γ :

γ : g→ gl(S(Rm),S(Rm)) : Lh∗Qω(S)(f )− Qω(S)(Lh∗ f )

h 7→ γ(h) = LXh − LXh = Qω((Lh∗ + γ(h))S)(f )
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Casimirs : �Casimirs� :

C |Ek,s
= αk,s IdEk,s

Cω(S) = αk,sS si S ∈ C∞(P, Ik,s)

C = C + 2
∑

i γ(εi )LX ei Cω = Cω − 2
∑

i γ(εi )Lω−1(ei )

Quanti�cation : Quanti�cation :

QA� (Q(S)), Q(S) tel que Qω(Q(S)), Q(S) tel que

si C (S) = αS , alors si Cω(S) = αS , alors

C(Q(S)) = αQ(S) et Cω(Q(S)) = αQ(S) et

�tête� de Q(S) = S �tête� de Q(S) = S

Alors : Alors :

L ◦ Q = Q ◦ L car (Lh∗ + γ(h)) ◦ Q = Q ◦ Lh∗ car

[C,L] = 0 et [C , L] = 0 [Cω, Lh∗ + γ(h)] = 0 et

[Cω, Lh∗ ] = 0
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