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Chapitre 1Propriétés physiques du hampgravitationnel1.1 IntrodutionLa théorie de Newton généralise habilement la notion d'énergie inétique pour rendreompte de l'interation de la matière ave le hamp de gravitation : 'est le oneptd'énergie potentielle. Dans le as de deux partiules de masses respetives M1 et M2 sépa-rées par une distane d, elle vaut
E = −G M1M2

d
. (1.1)La loi de onservation de l'énergie totale, inétique plus potentielle, permet de rendreompte de ertains phénomènes plus ou moins ompliqués : par exemple, omment évoluela vitesse relative des deux partiules en fontion de leur distane.Dans les présentations modernes, on remplae le onept d'énergie potentielle des par-tiules par elui d'énergie du hamp ~g, dé�nie omme suit :

E =
−1

8π G

∫

V∞

|~g (x, y, z)|2 dxdy dz. (1.2)Pour deux partiules, ~g est la somme des hamps ~g1 et ~g2 générés respetivement parhaun des deux orps, et le alul de (1.2) restitue le résultat (1.1). 1Cependant, s'il possède de l'énergie, le hamp newtonien ne peut pas en transférer d'unendroit à l'autre. Cei résulte du aratère instantané de la transmission de la gravitation.Ainsi, le hamp, dont l'énergie ne onstitue qu'une tradution mathématique de l'énergiepotentielle des partiules, reste antonné dans un r�le d'intermédiaire passif, utile pour lealul des fores gravitationnelles mais sans dynamique véritable.Dans la théorie lassique des hamps, dont relève la relativité générale, eux-i sontdotés de propriétés physiques au même titre que les partiules. Dans e hapitre, nousallons envisager la notion d'énergie du hamp gravitationnel relativiste. Comme l'énergieest liée à la quantité de mouvement, nous aborderons naturellement es deux oneptsensemble. Ensuite sera traitée la question du moment inétique.Mais tout d'abord, démontrons la relation (1.2).1. A stritement parler, il faut retirer de l'intégrale (1.2) l'énergie d'auto-interation des partiulespontuelles (in�nie mais onstante au ours d'un mouvement).



2 Chapitre 1. Propriétés physiques du hamp gravitationnel1.2 L'énergie du hamp newtonienThéorème 1.1 On peut réinterpréter l'énergie potentielle gravitationnelle omme énergieintrinsèque du hamp : si µ désigne la masse volumique, Φ le potentiel et ~g = −−→∇Φl'aélération gravi�que, on a
1

2

∫

V
µ(P )Φ(P ) dxdy dz =

−1

8πG

∫

V∞

|~g (P )|2 dxdy dz.Commentaire. L'intégrale de gauhe se rapporte uniquement aux points P où se trouve lamatière tandis que elle de droite se rapporte à tout l'espae. Ainsi, seule l'énergie totale duhamp gravitationnel newtonien (l'intégrale) est bien dé�nie : il serait arti�iel de herherà la loaliser en attribuant un sens physique à l'intégrand. On retrouve ette situation enéletrostatique.Démonstration. Tenant ompte de
−→∇ · ~g (P ) = −4πGµ(P ),on peut érire

1

2

∫

V
µ(P )Φ(P ) dxdy dz =

1

2

∫

V∞

µ(P )Φ(P ) dxdy dz

=
−1

8πG

∫

V∞

Φ(P )
−→∇ · ~g (P ) dxdy dz.L'identité

Φ(P )
−→∇ · ~g (P ) =

−→∇ · [Φ(P )~g (P )]−−→∇Φ · ~g (P )
=

−→∇ · [Φ(P )~g (P )] + |~g (P )|2permet d'érire e résultat sous la forme
1

2

∫

V
µ(P )Φ(P ) dxdy dz =

−1

8πG

∫

V∞

|~g (P )|2 dxdy dz− 1

8πG

∫

V∞

−→∇·[Φ(P )~g (P )] dxdy dz.Le théorème de Gauss permet de transformer la deuxième intégrale du membre de droiteen une intégrale de surfae qui s'annule à l'in�ni, étant donné que le potentiel Φ(P ) varieomme l'inverse de la distane et le hamp ~g (P ) omme l'inverse du arré de la distane.Le théorème est démontré.
21.3 Le pseudo-tenseur d'énergie-impulsion1.3.1 IntrodutionEn relativité générale, la loi de onservation de l'énergie et de la quantité de mouvements'érit sous la forme

(T µν);ν = 0. (1.3)



1.3 Le pseudo-tenseur d'énergie-impulsion 3La dérivée ovariante rend ompte de l'existene d'un hamp de gravitation dont les pro-priétés sont exprimées au travers de l'utilisation d'un espae-temps ourbe. Mais etteprofonde originalité de la théorie, qui onsiste à fondre la gravitation dans la struturede l'espae-temps, ne permet pas, au premier abord, d'expliiter les quantités onservées,omme en életromagnétisme où la ontribution de la matière se distingue alors de elledu hamp. Au demeurant, le prinipe d'équivalene ruine tout espoir de dérire le hampgravi�que seul au moyen de quantités tensorielles.En 1947, les physiiens soviétiques L. Landau et E. Lifhitz ont obtenu une formu-lation des équations (1.3) où le point-virgule est remplaé par une virgule, omme dansl'espae-temps eulidien, et où apparaît, à �té de T µν , une quantité nouvelle non tenso-rielle, le pseudo-tenseur d'énergie-impulsion du hamp gravitationnel tµν . En utilisant lethéorème de Gauss, il est alors possible d'érire expliitement des quantités onservées.Cette approhe mutile en quelque sorte l'idéal de ovariane générale. Cependant, ellepermet d'érire les équations d'Einstein sous une forme plus onforme aux habitudes depensée héritées de l'életromagnétisme, et ouvre notamment la piste à la théorie des ondesgravitationnelles.1.3.2 Raisonnement dans un as partiulierDans un premier temps, nous allons utiliser un système de oordonnées où toutes lesdérivées premières du tenseur métrique s'annulent en un point donné de l'espae-temps. (Iln'est pas néessaire que le tenseur métrique soit réduit à la forme anonique de Minkowski.)D'après les équations d'Einstein, on a
T µν =

c4

8πG
(Rµν − R

2
gµν)où

Rµν = gµαgνβ Rαβ

R = gαβ Rαβave
Rαβ = gρσ Rρασβ

=
1

2
gρσ (gρβ,ασ + gασ,ρβ − gρσ,αβ − gαβ,ρσ).Don

T µν =
c4

16πG
(gµαgνβgρσ − 1

2
gαβgρσgµν)(gρβ,ασ + gασ,ρβ − gρσ,αβ − gαβ,ρσ).Or,

gαβgρσgασ,ρβ = gαβgρσgρβ,ασ

gαβgρσgαβ,ρσ = gαβgρσgρσ,αβdon
T µν =

c4

16πG
gµαgνβgρσ(gρβ,ασ+gασ,ρβ−gρσ,αβ−gαβ,ρσ)−

c4

16πG
gαβgρσgµν(gρβ,ασ−gρσ,αβ).



4 Chapitre 1. Propriétés physiques du hamp gravitationnelLa relation
gρβ,α = −gργ gβδ gγδ,αvalable dans tout système de oordonnées, implique
gρβ,ασ = −gργ gβδ gγδ,ασvalable dans le système de oordonnées adopté ii. En l'utilisant dans haque terme de

T µν , on trouve
16πG

c4
T µν = −gµα gνβ gρσ gργ gβδ gγδ,ασ − gµα gνβ gρσ gαγ gσδ g

γδ
,ρβ

+gµα gνβ gρσ gργ gσδ g
γδ

,αβ + gµα gνβ gρσ gαγ gβδ g
γδ

,ρσ

+gαβ gρσ gµν gργ gβδ g
γδ

,ασ − gαβ gρσ gµν gργ gσδ g
γδ

,αβ

= −gµα gνσ,ασ −gνβ gµρ,βρ

+gµα gνβ gρσ g
ρσ

,αβ + gρσ gµν,ρσ
::::::::::

+gµν gασ,ασ
::::::::::

− gµν gαβ gρσ g
ρσ

,αβ.Or, dans tout système on a
g,α = g gρσ,α g

ρσ

= −g gρσ,α gρσ.Don, dans notre système de oordonnées partiulier, on peut érire
gρσ g

ρσ
,αβ = −g,αβ

g
.Ainsi (les termes soulignés se orrespondent),

16πG

c4
T µν = gµν,αβ g

αβ

::::::::::

+ gµν gαβ,αβ
::::::::::

−gµα,αβ gνβ −gµα gνβ,αβ

+
g,αβ
g

(gµν gαβ − gµα gνβ)

=
(

gµνgαβ − gµαgνβ
)

,αβ
+
g,αβ
g

(

gµνgαβ − gµαgνβ
)

.En onlusion,
(−g)T µν =

c4

16πG

[

(−g) (gµνgαβ − gµαgνβ)
]

,αβ
. (1.4)1.3.3 Raisonnement dans le as généralPosons

λµναβ =
c4

16πG
(−g) (gµνgαβ − gµαgνβ) (1.5)et

hµνα =
∂λµναβ

∂xβ
. (1.6)



1.3 Le pseudo-tenseur d'énergie-impulsion 5Ces deux quantités sont antisymétriques sur les indies ν et α. La relation (1.4) s'érit
(−g)T µν = hµνα,α.Elle n'est valable que si les dérivées premières du tenseur métrique sont nulles au pointonsidéré. Dans un système de oordonnées quelonques, on pose

(−g) (T µν + tµν) = hµνα,α. (1.7)Cei dé�nit les quantités tµν , dont on peut déjà dire qu'elles sont symétriques sur leurs deuxindies µ et ν, et qu'elles doivent s'annuler dans un système de oordonnées où gαβ,γ = 0.On trouve leur expression en érivant
tµν = −1

g
hµνα,α − T µν

= −1

g

c4

16πG

[

(−g) (gµνgαβ − gµαgνβ)
]

,αβ
− T µν (1.8)

=
c4

16πG

{

1

g

[

g (gµνgαβ − gµαgνβ)
]

,αβ
− 2Rµν +Rgµν

}

. (1.9)Le alul est e�etué en détail dans l'annexe A. On obtient :
16πG

c4
tµν =

(

2Γσ
αβ Γ

ρ
σρ − Γσ

αρ Γ
ρ
βσ − Γρ

αρ Γ
σ
βσ

)(

gµαgνβ − gµνgαβ
)

+ gµαgρσ
(

Γξ
αξ Γ

ν
ρσ + Γν

αξ Γ
ξ
ρσ − Γξ

αρ Γ
ν
σξ − Γν

αρ Γ
ξ
σξ

)

+ gναgρσ
(

Γξ
αξ Γ

µ
ρσ + Γµ

αξ Γ
ξ
ρσ − Γξ

αρ Γ
µ
σξ − Γµ

αρ Γ
ξ
σξ

)

+ gαβgρσ
(

Γµ
αρ Γ

ν
βσ − Γµ

αβ Γ
ν
ρσ

)

. (1.10)Les symboles de Christo�el sont tensoriels pour les transformations linéaires de oordon-nées. Aussi les tµν héritent-ils de ette propriété : on dit qu'ils onstituent les omposantesd'un pseudo-tenseur.Vu l'antisymétrie des hµνα sur les deux derniers indies, la dé�nition (1.7) implique
[(−g) (T µν + tµν)],ν = 0 . (1.11)Cette équation doit être onçue omme une nouvelle forme de la loi de onservation (1.3).L'appliation du théorème de Gauss à l'équation (1.11) donne la relation

∮

(−g) (T µν + tµν)nν dV = 0, (1.12)où l'on intègre sur une hypersurfae fermée de normale unitaire nν . Il y a don onservationdes quantités
Pµ =

1

c

∫

(−g) (T µν + tµν)nν dV. (1.13)Cei justi�e le nom, donné à l'objet t, de � pseudo-tenseur d'énergie-impulsion � du hampgravitationnel.La relation (1.8) permet d'érire les équations d'Einstein sous la forme
[

(−g) (gµνgαβ − gµαgνβ)
]

,αβ
=

16πG

c4
(−g) (T µν + tµν) . (1.14)Les lois de onservation (1.11) en déoulent automatiquement. Insistons sur le fait que etteformulation est exate, 'est-à-dire obtenue sans la moindre approximation. Ces onsidé-rations serviront de point de départ à la théorie de l'émission des ondes gravitationnelles.



6 Chapitre 1. Propriétés physiques du hamp gravitationnel1.4 Energie et quantité de mouvement totalesDans (1.12), hoisissons omme hypersurfae un � parallélipipède � dont les deux bases
B1 et B2 sont réalisées par l'espae spatial aux instants respetifs x0 et x′ 0, et les deux�tés latéraux L1 et L2 limitent asymptotiquement l'espae tridimensionnel entre es deuxinstants (�gure 1.1). L'intégration sur les surfaes latérales donne 0 si l'on suppose que

Figure 1.1: Pour érire les lois de onservation de l'énergie et de la quantité de mouvement,il est ommode d'utiliser l'hypersurfae � parallélipipédique � ii représentée. Les lignes deoordonnées x2 et x3 ne sont pas indiquées. Les deux bases B1 et B2 représentent l'espaespatial aux instants respetifs x0 et x′ 0. Les omposantes de la normale unitaire y prennentrespetivement les valeurs (−1, 0, 0, 0) et (1, 0, 0, 0). Les hypersurfaes latérales L1 et L2 sontrejetées à l'in�ni spatial.les soures ont une extension spatiale limitée (T µν = 0 à l'in�ni, espae-temps asymptoti-quement eulidien) et si l'on y utilise des oordonnées artésiennes (auquel as tµν = 0 àl'in�ni). On obtient alors
1

c

∫

B2

(−g)
(

T µ0 + tµ0
)

dx1 dx2 dx3 − 1

c

∫

B1

(−g)
(

T µ0 + tµ0
)

dx1 dx2 dx3 = 0.Cei établit la onstane au ours du temps des quantités
Pµ =

1

c

∫

(−g)
(

T µ0 + tµ0
)

dx1 dx2 dx3, (1.15)représentant l'énergie et la quantité de mouvement totales (matière et hamp).L'intégrand dans (1.13) ou (1.15) n'est pas tensoriel. En e�et, tµν est un pseudo-tenseur et peut toujours être annulé loalement, onformément au prinipe d'équivalene.En d'autres termes, l'énergie et la quantité de mouvement du hamp gravitationnel ne



1.4 Energie et quantité de mouvement totales 7sont pas loalisables. Cependant, elles peuvent être dérites globalement par des quantitésgéométriques, omme le montre leThéorème 1.2 L'intégrale Pµ onstitue un veteur libre, dé�ni dans l'espae-temps a-symptotique, pour le groupe de Lorentz.Commentaire. En pratique, on intègre sur une hypersurfae temporelle se réduisant asymp-totiquement à un hyperplan dans l'espae-temps de Minkowski. On hoisit les oordonnéespour que l'hypersurfae ait pour équation x0 = onstante, auquel as les Pµ sont alu-lables par (1.15). Ces nombres représentent en quelque sorte le �ux d'une ertaine quantité(non tensorielle) au travers de l'hypersurfae. Le théorème a�rme qu'ils onstituent lesomposantes d'un veteur assoié à ette hypersurfae, 'est-à-dire qu'ils se transformentselon la loi vetorielle lorsque, dans un deuxième système de oordonnées relié au pre-mier par une transformation de Lorentz, on intègre la quantité en question sur la mêmehypersurfae. Répétons-le, il est essentiel que l'espae-temps soit asymptotiquement plat(soures isolées) et rapporté aux oordonnées de Minkowski. Ainsi, auune dé�nition lairede la quantité de mouvement et de la masse ne s'impose dans le ontexte osmologique, nid'ailleurs elle du moment inétique qui sera étudié plus loin. 2Démonstration. Montrons d'abord que les Pµ relatifs à une hypersurfae donnée nedépendent que du hoix du système de oordonnées artésiennes asymptotiques. Pour ela,supposons que l'espae spatial soit rapporté à deux systèmes de oordonnées quelonquesmais raordés au même système de oordonnées artésiennes à l'in�ni. Imaginons untroisième système de oordonnées raordé asymptotiquement à es mêmes oordonnéesartésiennes et oïnidant ave le premier système à l'instant x0 et ave le deuxième systèmeà l'instant x′ 0. La onstane de (1.15) prouve que l'intégrale alulée dans le premiersystème (elle-même onstante temporellement) est identique à l'intégrale alulée dans ledeuxième système (elle aussi onstante).Dès lors, puisque tµν se transforme omme un tenseur pour le groupe des transfor-mations linéaires dont elui de Lorentz, qui par ailleurs préserve (−g), les quantités Pµ,dé�nies par (1.13), sont vetorielles pour e groupe. Le théorème est démontré.
2On peut évaluer e veteur à l'aide d'une intégrale sur une 2-surfae purement spatiale.En e�et, d'après (1.7),

(−g)
(

T µ0 + tµ0
)

= hµ0α,α

= hµ0k,k.En injetant e résultat dans (1.15) et en utilisant le théorème de Gauss, on obtient
Pµ =

1

c

∮

hµ0k nk dS. (1.16)Un hoix judiieux de la surfae permet de simpli�er onsidérablement les aluls, parexemple une 2-sphère asymptotique.2. Voir par exemple C.W. Misner, K.S. Thorne, J.A. Wheeler, Gravitation, Freeman, 1973, pp. 462-463.



8 Chapitre 1. Propriétés physiques du hamp gravitationnel1.5 Appliation à la métrique de ShwarzshildLa métrique de Shwarzshild, exprimant le hamp engendré par une distribution dematière stationnaire à symétrie sphérique de masse M , peut s'érire en oordonnées iso-tropes sous la forme (10.12)
ds2 = −

[

1−GM/(2rc2)

1 +GM/(2rc2)

]2

c2dt2 +

(

1 +
GM

2rc2

)4

(dx2 + dy2 + dz2) (1.17)où x, y, z sont des oordonnées artésiennes et r =√x2 + y2 + z2.On alule failement :
g = −1− 4GM

rc2
+O

(

1

r2

)

gµ0 = δµ0
(

−1− 2GM

rc2

)

+O

(

1

r2

)

gkl = δkl
(

1− 2GM

rc2

)

+O

(

1

r2

)

,don
hµ0k = λµ0kν , ν

= λµ0kl, l

=
c4

16πG

[

(−g)(gµ0gkl − gµkg0l)
]

,l

=
Mc2

4πr2
δµ0 nk +O

(

1

r3

)

.Utilisant (1.16), on en déduit
P 0 =Mc, P i = 0. (1.18)Ce résultat était prévisible puisque les soures sont immobiles autour de l'origine des oor-données. Conformément au prinipe d'équivalene, 'est bien l'expression de la masse gra-vi�que qui intervient dans la omposante 0 du quadriveteur énergie-impulsion du hamp.1.6 Energie totale de la matière et d'un hamp stationnaireEn 1930, R. Tolman a donné une formulation générale de l'énergie pour n'importe quellemétrique stationnaire, 'est-à-dire indépendante de la oordonnée temporelle x0. Calulonsd'abord (les termes soulignés en ondulé s'annulent) :

R0
0 = g0αRα0

= g0αRβ
αβ0

= g0α(Γβ
α0,β − Γβ

αβ,0
:::::

+ Γβ
ρβ Γ

ρ
α0 − Γβ

ρ0 Γ
ρ
αβ)

= g0α Γβ
α0,β + g0α Γρ

βρ Γ
β
α0 − g0ρ Γβ

α0 Γ
α
ρβ

= g0α Γβ
α0,β + g0α Γρ

βρ Γ
β
α0 − (g0ρ Γβ

α0 Γ
α
ρβ + gαρ Γ0

ρβ Γ
β
α0

:::::::::::

) + gαρ Γ0
ρβ Γ

β
α0

:::::::::::



1.6 Energie totale de la matière et d'un hamp stationnaire 9
= g0α Γρ

βρ Γ
β
α0 − (g0ρ Γβ

α0 Γ
α
ρβ + gαρ Γ0

ρβ Γ
β
α0) + g0α Γβ

α0,β + gαρ Γ0
ρβ Γ

β
α0

=
g,β
2g

g0α Γβ
α0 + g0α,β Γ

β
α0 + g0α Γβ

α0,β + gαρ Γ0
ρβ Γ

β
α0,en utilisant les égalités

Γρ
βρ =

g,β
2g

et g0ρ Γα
ρβ + gαρ Γ0

ρβ = −g0α,β.Ainsi,
R0

0 =
1√−g

(√−g g0α Γβ
α0

)

,β
+ gαρ Γ0

ρβ Γ
β
α0

=
1√−g

(√−g g0α Γβ
α0

)

,β
+

1

2
gαρ Γ0

ρβ Γ
β
α0 +

1

2
gαβ Γ0

ρβ Γ
ρ
α0

=
1√−g

(√−g g0α Γk
α0

)

,k
− 1

2
Γ0
ρβ g

βρ
,0

::::puisque
gαρ Γβ

α0 + gαβ Γρ
α0 = −gβρ,0.En onlusion, pour une métrique stationnaire,

R0
0 =

1√−g
(√−g g0α Γk

α0

)

,k
(1.19)et don

∫

R0
0

√−g dx1 dx2 dx3 =

∮ √−g g0α Γk
α0 nk dS. (1.20)Or, en première approximation, toute métrique stationnaire se réduit à la métrique deShwarzshild (1.17) si l'on se plae su�samment loin des soures. Plus préisément, onpeut érire

√−g = 1 +O

(

1

r

)

g00 = −1 +O

(

1

r

)

Γk
α0 =

GM

r2c2
δα0 nk +O

(

1

r3

)

.En exploitant (1.20) sur une sphère de rayon in�niment grand, on trouve ainsi
∫

R0
0

√−g dx1 dx2 dx3 =
−4πGM

c2
. (1.21)Comme, en vertu des équations d'Einstein,

R0
0 =

4πG

c4
(T 0

0 − T 1
1 − T 2

2 − T 3
3 ), (1.22)on obtient une expression générale donnant l'énergie totale (matière plus hamp) d'unesolution stationnaire quelonque :

Mc2 =

∫

(−T 0
0 + T 1

1 + T 2
2 + T 3

3 )
√−g dx1 dx2 dx3. (1.23)



10 Chapitre 1. Propriétés physiques du hamp gravitationnel1.7 Cas partiuliersSi les soures sont onstituées d'un �uide parfait, on a
T µν =

1

c2
(ρ+ P )UµUν + P gµν .Si, de plus, le �uide est statique,
Uk = 0.De la ondition UαUα = −c2, il résulte alors

U0 =
c√−g00

, U0 = −c√−g00.Dès lors,
T 0
0 = −ρ, T 1

1 = T 2
2 = T 3

3 = P.Pour un �uide parfait statique, on trouve ainsi
Mc2 =

∫

(ρ+ 3P )
√−g dx1 dx2 dx3. (1.24)La solution obtenue historiquement par Shwarzshild pour un astre de rayon R sta-tique et à symétrie sphérique, postule l'équation d'état d'un �uide inompressible, 'est-à-dire d'énergie volumique ρ homogène. Dans les oordonnées (ct, r, θ, ϕ), on alule

(ρ+ 3P )
√−g dx1 dx2 dx3 = ρ r2 sin θ dr dθ dϕ

Mc2 = ρ

∫ R

0
4πr2 dr (1.25)

=
4

3
πR3 ρ. (1.26)Ce résultat n'est pas aussi évident qu'il peut paraître à première vue. On savait déjà qu'enrelativité restreinte, la masse propre n'est pas additive. En relativité générale, on peutintuitivement a�rmer que la masse d'un système de partiules en interation gravitation-nelle doit être inférieure à la somme des masses individuelles ar l'énergie d'interation estnégative. Autrement dit, la relation (1.26) est paradoxale.Voii l'expliation. En fait, le volume physique dV de la oquille sphérique ompriseentre les oordonnées radiales r et r+dr n'est pas donné par la relation dV = 4πr2dr maisbien par

dV =
√

grr(r) 4πr
2dr

=
4πr2dr

√

1− 8πGρr2/3c4
.Dans les onditions newtoniennes (énergie interne thermique négligeable et hamp faible),la quantité µ = ρ/c2 représente la masse volumique propre et l'on peut érire

dV ≃ 4πr2 (1 + 4πGµr2/3c2) dr

4πr2 dr ≃ dV − 4πr2
4πGµr2

3c2
dr.



1.8 Le �ux de quantité de mouvement 11Par onséquent, la relation (1.25) peut se lire sous la forme
M ≃ M+

∆

c2où
M = µ

∫ R

0
4πr2 drest la masse e�etive totale ;

M = µ

∫

dVreprésente la masse totale au sens newtonien, 'est-à-dire dé�nie omme somme des massespropres ; et
∆ =

∫ R

0
− 4πr2µ

4πGµr2

3
dr

=
−3GM2

5R

≃ −3GM2

5Rn'est autre que l'énergie gravitationnelle d'une sphère newtonienne homogène de rayon R.La di�érene entre le volume-oordonnée et le volume physique engendre don le termed'énergie de liaison gravitationnelle.En résumé, on est autorisé à onlure que la quantité (1.26) onstitue en fait l'énergietotale (de masse propre, interne thermique et du hamp). Remarquons, une fois de plus,ave quel naturel et quelle simpliité e terme supplémentaire issu du hamp gravitationnelest intégré dans l'appareil géométrique de la théorie.1.8 Le �ux de quantité de mouvementCalulons la dérivée temporelle de la relation (1.16).
dPµ

dt
=

∮

hµ0k,0 nk dS

=

∮

hµαk,α nk dS −
∮

hµlk,l nk dS

= −
∮

hµkα,α nk dS −
∫

hµlk,lk dx
1 dx2 dx3.Le seond terme est nul ar hµlk = −hµkl. En tenant ompte de (1.7) on a don, dans unerégion loin des soures où T µk = 0 :

dPµ

dt
= −

∮

(−g) tµk nk dS. (1.27)Ce résultat peut sembler en ontradition ave la onstane du veteur Pµ, établie dansl'équation (1.15). En fait, pour démontrer (1.16) on introduit une intégrale surfaique surla � frontière � de l'espae spatial in�ni, e qui n'a guère de sens. En pratique don, onse ontente d'intégrer sur une surfae �nie mais arbitrairement éloignée : le résultat est



12 Chapitre 1. Propriétés physiques du hamp gravitationnelle veteur Pµ orrespondant à e volume très grand mais borné. On peut onlure quetoute variation de Pµ, dans un volume donné loin des soures, résulte d'un �ux du pseudo-tenseur d'énergie-impulsion au travers de la surfae délimitant e volume. Dans le as d'unemétrique stationnaire, les symboles de Christo�el varient omme 1/r2, le pseudo-tenseuromme 1/r4 [vu la relation (1.10)℄, et l'intégrale (1.27) vaut zéro. Par ontre, si le pseudo-tenseur varie omme 1/r2, alors (1.27) est non nulle, e qui signi�e que de l'énergie et dela quantité de mouvement s'éoulent hors du volume. On renontre ette situation dans lathéorie des ondes gravitationnelles.1.9 Le moment inétique du hamp gravitationnelLes relations
[

xα(−g)(T βν + tβν)− xβ(−g)(Tαν + tαν)
]

,ν
= 0,qui résultent de (1.11) et de la symétrie de T µν + tµν , impliquent

∮

[

xα(−g)(T βν + tβν)− xβ(−g)(Tαν + tαν)
]

nν dV = 0.Il y a don onservation des quantités
Lαβ =

1

c

∫

[

xα(−g)(T βν + tβν)− xβ(−g)(Tαν + tαν)
]

nν dV

=

∫

(

xα dP β − xβ dPα
)

. (1.28)Ce moment du quadriveteur énergie-quantité de mouvement d'un système gravitationneldé�nit tout naturellement son moment inétique. (L'intégrand n'est pas invariant de jaugemais l'intégrale restaure le aratère tensoriel de la quantité évaluée. Cette situation a déjàété renontrée dans la dé�nition du quadriveteur Pµ.) Si l'on intègre sur tout l'espae àun temps donné x0, on peut érire
Lαβ =

1

c

∫

[

xα
(

T β0 + tβ0
)

− xβ
(

Tα0 + tα0
)

]

(−g) dx1 dx2 dx3

=
1

c

∫

(

xα hβ0ν,ν − xβ hα0ν,ν

)

dx1 dx2 dx3

=
1

c

∫ [

(

xα hβ0ν
)

,ν
− δαν h

β0ν −
(

xβ hα0ν
)

,ν
+ δβν h

α0ν

]

dx1 dx2 dx3

=
1

c

∫
[

(

xα hβ0ν − xβ hα0ν
)

,ν
+ hα0β − hβ0α

]

dx1 dx2 dx3

=
1

c

∫
[

(

xα hβ0k − xβ hα0k
)

,k
+
(

λα0βξ − λβ0αξ
)

,ξ

]

dx1 dx2 dx3

=
1

c

∫ [

(

xα hβ0k − xβ hα0k
)

,k
+ λα0ξβ,ξ

]

dx1 dx2 dx3

=
1

c

∫
[

(

xα hβ0k − xβ hα0k
)

,k
+ λα0kβ,k

]

dx1 dx2 dx3

=
1

c

∫

(

xα hβ0k − xβ hα0k + λα0kβ
)

,k
dx1 dx2 dx3

=
1

c

∮

(

xα hβ0k − xβ hα0k + λα0kβ
)

nk dS.



1.10 Métriques stationnaires au deuxième ordre 13Dans es transformations suessives, on notamment a utilisé l'antisymétrie de h sur sesdeux derniers indies et elle de λ sur les deux indies du milieu.On peut ainsi aluler le tenseur exprimant la quantité de moment inétique, ontenuedans tout l'espae en un temps x0 donné, d'une on�guration physique quelonque, à l'aided'une intégrale sur une surfae spatiale fermée asymptotique de normale unitaire nk. Ilsu�t don de onnaître le hamp gravitationnel loin de ses soures. Si on se limite auxomposantes spatiales de e tenseur, on obtient :
Lij =

1

c

∮

(

xi hj0k − xj hi0k + λi0kj
)

nk dS (1.29)où, pour mémoire :
λi0kj =

c4

16πG
(−g) (gi0gkj − gikg0j) (1.30)

hαβγ = λαβγµ,µ. (1.31)Généralement, le moment inétique est présenté omme un pseudo-veteur ~L, via lesrelations
Li =

1

2
ǫijk L

jk. (1.32)On peut en donner une formulation générale assez simple :
Li =

ǫijk
2c

∮

(

xj hk0l − xk hj0l + λj0lk
)

nl dS

=
ǫijk
2c

∮

(

xj λk0lµ,µ − xk λj0lµ,µ + λj0lk
)

nl dS

=
ǫijk
c

∮

xj λk0lµ,µ nl dS +
c3

16πG

∮

(−g)ǫijk
2

(

gj0glk − gjlg0k
)

nl dS

=
ǫijk
c

∮

xj λk0lµ,µ nl dS +
c3

16πG

∮

(−g)ǫijk gj0glk nl dS

=
ǫijk
c

∮

xj λk0lµ,µ nl dS +
c3

16πG

∮

(−g)ǫijk
(

gj0glk − gl0gjk
)

nl dS

=
ǫijk
c

∮

(

xj λk0lµ,µ + λj0kl
)

nl dS. (1.33)Il possible de aluler expliitement le moment inétique dans le as d'une métriquestationnaire quelonque, solution des équations d'Einstein dans le vide, en hoisissant poursurfae d'intégration dans l'expression (1.29) une sphère de oordonnée radiale r grandepar rapport à la dimension aratéristique des soures, 'est-à-dire telle que r ≫ GM/c2.Comme l'élément de surfae est proportionnel à r2, il faut pour ela onnaître l'expressiondu tenseur métrique jusqu'aux termes en 1/r2 inlus. C'est l'objet de la setion suivante.1.10 Métriques stationnaires au deuxième ordre1.10.1 Tenseur de Rii le plus général au deuxième ordreSupposons le tenseur métrique développable en série de puissanes d'une petite quantitéet limitons-nous aux termes jusqu'à l'ordre deux inlus :
gµν = ηµν + hµν +Hµν +O(3),



14 Chapitre 1. Propriétés physiques du hamp gravitationneloù hµν se rapporte aux termes d'ordre 1 et Hµν à eux d'ordre 2. Alors, 3
gµν = ηµν − hµν −Hµν + hµα h

αν +O(3).On alule, sans di�ulté notoire,
Rµν = R(1)

µν +R(2)
µν +O(5),ave 4

R(1)
µν =

1

2
ηαβ (hµα,νβ + hνα,µβ − hµν,αβ − hαβ,µν)

R(2)
µν =

1

2
ηαβ (Hµα,νβ +Hνα,µβ −Hµν,αβ −Hαβ,µν)

−1

2
hαβ (hµα,νβ + hνα,µβ − hµν,αβ − hαβ,µν)

−1

2

(

hαβ,α − 1

2
ηρσ h β

ρσ,

)

(hβµ,ν + hβν,µ − hµν,β)

+
1

4
hαβ,µ h

αβ
,ν +

1

2
hαµ,β h

β
αν, − 1

2
hβµ,α h

α
ν,β.1.10.2 Méthode de alul d'un hamp stationnaire à grande distaneConsidérons la métrique de Shwarzshild, exprimant le hamp engendré par une distri-bution de matière stationnaire à symétrie sphérique de masse M , en oordonnées isotropessous la forme (1.17). La quantité 1/r va assumer le r�le de la petite quantité du paragraphe1.10.1. A grande distane des soures, un hamp stationnaire quelonque est donné, enpremière approximation, par la solution à symétrie sphérique, don par la métrique deShwarzshild. Les hµν orrespondent ainsi aux quantités d'ordre 1 dans la solution (1.17),'est-à-dire

hS00 =
2GM

rc2

hSij =
2GM

rc2
δij . (1.34)Ces termes annulent exatement le tenseur de Rii au premier ordre, omme il se doit :

R(1)
µν (h

S
αβ) = 0.Pour onnaître la métrique stationnaire générale à l'ordre 2, il faut résoudre les équations

R
(2)
µν = 0, linéaires en les quantités Hµν : leur solution générale est don la solution généralede l'équation homogène plus une solution partiulière. Or, elle-i doit dépendre de M , via3. Dans e hapitre, les indies des quantités perturbées seront désormais levés ou abaissés à l'aide dutenseur de Minkowski. La variane des indies spatiaux est don sans importane.4. Ii omme ailleurs, sont réputés � d'ordre 2 � les termes linéaires en H ou quadratiques en h. Cevoabulaire est un peu ambigu dans la mesure où le tenseur de Rii s'exprime en fontion des dérivéesseondes du tenseur métrique : 'est pourquoi les termes négligés ontiennent, en fait, la puissane inquièmede la quantité 1/r.



1.10 Métriques stationnaires au deuxième ordre 15les hSµν : on peut ainsi s'attendre à e que le termes du deuxième ordre dans la solution(1.17), 'est-à-dire
HS

00 =
−2G2M2

r2c4

HS
ij =

3G2M2

2r2c4
δij , (1.35)onstituent une solution partiulière exate ; e que on�rme un alul simple :

R(2)
µν (h

S
αβ ,H

S
αβ) = 0.En résumé, la métrique stationnaire la plus générale est donnée par

gµν = ηµν + hSµν +HS
µν +HG

µν +O(1/r3), (1.36)où HG
µν est la solution générale de la partie homogène de l'équation R(2)

µν = 0, i.e. satisfait
1

2
ηαβ

(

HG
µα,νβ +HG

να,µβ −HG
µν,αβ −HG

αβ,µν

)

= 0. (1.37)1.10.3 Solution générale pour les termes du deuxième ordrePosant
Ψµν = HG

µν −
1

2
ηαβHG

αβ ηµν , (1.38)équivalent à
HG

µν = Ψµν −
1

2
ηαβΨαβ ηµν (1.39)et travaillant dans la jauge de Lorenz 5 où

Ψµν
,ν = 0, (1.40)on réduit (1.37), dans le as stationnaire, à l'équation de Laplae

∇2 Ψµν = 0. (1.41)La solution générale, variant omme 1/r2, de l'équation ∇2 Ψ = 0 est donnée par
Ψ = ~a · −→∇ 1

rave ~a onstant. En e�et,
∇2

[

~a · −→∇ 1

r

]

= ~a · −→∇ ∇2 1

r
= 0.Introduisant le veteur unitaire

nk =
xk

r
, (1.42)5. Les hangements de jauge ont ii pour objetif de simpli�er les quantités Ψµν , d'ordre 1/r2. Ils semanifestent, dans la métrique, par des modi�ations d'ordre 2 seulement, qui n'a�etent pas les quantités

hS
µν du premier ordre. De plus, l'équation R

(2)
µν = 0 est invariante de jauge, don la solution partiulière

HS
µν est préservée.



16 Chapitre 1. Propriétés physiques du hamp gravitationnelon a don
Ψ00 =

Bk nk
r2

(1.43)
Ψ0i =

Bik nk
r2

(1.44)
Ψij =

Bijk nk
r2

(1.45)où tous les oe�ients sont onstants. Les onditions de jauge (1.40) imposent
Bkk − 3njnkBjk = 0 (1.46)
Bikk − 3njnkBijk = 0 (1.47)Or, un tenseur Bik peut toujours se déomposer en une trae B, une partie symétriquesans trae Sik et une partie antisymétrique Aik :

Bik = B δik + Sik +Aik, Skk = 0.La ondition (1.46) implique
Sik = 0,don

Bik = B δik +Aik, Aik = −Aki. (1.48)De même, en dimension 3, un tenseur Bijk symétrique sur ses deux premiers indies peutse déomposer omme suit :
Bijk = Ak δij + C(i δj)k + ǫmk(iEj)m + Sijkoù les parenthèses onstituent le symbole de symétrisation ; Ejm est symétrique et sanstrae :

Ejm = E(jm), Emm = 0;et Sijk est symétrique et sans trae :
Sijk = S(ijk), Siik = Skjk = Sikk = 0.(En e�et, les 3 quantités Ak, les 3 Ci, les 5 Ejm [6 nombres liés par une ontrainte,don 5 quantités indépendantes℄ et les 7 Sijk [10 nombres liés par 3 ontraintes℄ peuvents'exprimer linéairement et univoquement en fontion des 18 quantités Bijk.) La ondition(1.47) implique
Cj = −2Aj , Ejm = 0, Sijk = 0,don

Bijk = Ak δij −Ai δjk −Aj δik. (1.49)Remplaçant les résultats (1.48) et (1.49) dans (1.43), (1.44) et (1.45), on obtient
Ψ00 =

Bk nk
r2

Ψ0i =
B ni +Aik nk

r2
, Aik = −Aki

Ψij =
Ak nk δij −Ai nj −Aj ni

r2



1.10 Métriques stationnaires au deuxième ordre 17don, par (1.39), la solution générale de l'équation homogène pour les termes du deuxièmeordre dans la jauge de Lorenz :
HG

00 =
(Ak +Bk)nk

2 r2
(1.50)

HG
0i =

B ni +Aik nk
r2

, Aik = −Aki (1.51)
HG

ij =
(Ak +Bk)nk δij

2 r2
− Ai nj +Aj ni

r2
. (1.52)1.10.4 Expression de la métrique stationnaire la plus généraleOn peut simpli�er onsidérablement les résultats en exploitant les libertés résiduellesdans le hoix du système de oordonnées. Le hangement de jauge xα = xα + ξα, où

ξ0 =
B

r

ξi =
Ai

r
,préserve les onditions de Lorenz (1.40), puisque ∇2 ξα = 0, et induit dans le tenseurmétrique des modi�ations d'ordre 1/r2. Tenant ompte de

1

r
=

1

r
+O(1/r3),on alule failement les quantités HGnew

µν = HGold
µν − ξµ,ν − ξν,µ :

HGnew
00 =

(Ak +Bk)nk
2 r2

HGnew
0i =

Aik nk
r2

, Aik = −Aki

HGnew
ij =

(Ak +Bk)nk δij
2 r2

.Laissant tomber les indiations � new � et les barres, et ombinant e résultat ave (1.34),(1.35) et (1.36), on a don
g00 = −1 +

2GM

rc2
− 2G2M2

r2c4
+

(Ak +Bk)nk
2 r2

+O(1/r3)

g0i =
Aiknk
r2

+O(1/r3), Aik = −Aki

gij =

[

1 +
2GM

rc2
+

3G2M2

2 r2c4
+

(Ak +Bk)nk
2 r2

]

δij +O(1/r3).En�n, en modi�ant omme suit l'origine des oordonnées spatiales :
xi = xi +

c2

4GM
(Ai +Bi),il vient

1

r
=

1

r
− c2

4GM

(Ak +Bk)nk
r2

+O(1/r3)

nk
r2

=
nk
r2

+O(1/r3).



18 Chapitre 1. Propriétés physiques du hamp gravitationnelEn supprimant à nouveau les barres, on obtient ainsi la valeur du tenseur métriquepour le hamp gravitationnel stationnaire à grande distane des orps qui le génèrent etjusqu'au deuxième ordre inlus en 1/r :
g00 = −1 +

2GM

rc2
− 2G2M2

r2c4
+O(1/r3) (1.53)

g0i =
Aiknk
r2

+O(1/r3), Aik = −Aki (1.54)
gij =

(

1 +
2GM

rc2
+

3G2M2

2 r2c4

)

δij +O(1/r3). (1.55)1.11 Moment inétique d'un système stationnaire1.11.1 Signi�ation des omposantes non diagonales du tenseur mé-triqueNous allons appliquer la relation (1.29) pour aluler le moment inétique d'un systèmegravitationnel dans le as stationnaire. D'après (1.54), on a
gj0 =

Ajm nm
r2

+O(1/r3).Dans les relations (1.30) et (1.31) on peut don, dans un alul à l'ordre 2 inlus, seontenter d'érire
g = −1 +O(1/r), gkl = δkl +O(1/r).En utilisant l'antisymétrie du tenseur Aij et la dé�nition (1.42) du veteur unitaire nk, ontrouve ainsi

λi0kj =
c4

16πG

Aim nm δkj − δik Ajm nm
r2

(1.56)
hj0k = λj0kl,l

=
c4

16πG

(

Ajm nm
r2

δkl − δjk
Alm nm
r2

)

,l

=
c4

16πG

(

Ajm
δmk − 3nmnk

r3

)

. (1.57)Injetons es résultats dans (1.29) et intégrons sur une sphère de rayon r. On obtient
Lij =

c3

16πGr3

∮

[

xiAjm(δmk − 3nmnk)− xj Aim(δmk − 3nmnk)
]

nk dS

+
c3

16πGr2

∮

(Aim nm δkj − δik Ajm nm)nk dS (1.58)où dS = r2 sin θ dθ dϕ. Compte tenu des relations xk = r nk et
∮

ni nj sin θ dθ dϕ =
4π

3
δij , (1.59)les deux termes du membre de droite de (1.58) valent respetivement

c3

3G
Aij et

c3

6G
Aij .



1.11 Moment inétique d'un système stationnaire 19On en déduit le sens physique des termes 0i dans le tenseur métrique (1.54) :
Aij =

2G

c3
Lij. (1.60)Compte tenu de (1.32), on a don

A12 =
2G

c3
L3, A13 = −2G

c3
L2, A23 =

2G

c3
L1. (1.61)1.11.2 La métrique de KerrNous allons appliquer les résultats de la setion préédente à la métrique de Kerr(déouverte en 1963), à propos de laquelle Chandrasekhar a érit : 6� In my entire sienti� life, extending over forty-�ve years, the most shattering experienehas been the realization that an exat solution of Einstein's equations of general relativity,disovered by the New Zealand mathematiian, Roy Kerr, provides the absolutely exatrepresentation of untold numbers of massive blak holes that populate the universe. Thisshuddering before the beautiful, this inredible fat that a disovery motivated by a searhafter the beautiful in mathematis should �nd its exat replia in Nature, persuades me to saythat beauty is that to whih the human mind responds at its deepest and most profound. �Dans les oordonnées utilisées par R. Boyer et R. Lindquist en 1967, ette solution exatedes équations d'Einstein dans le vide prend la forme

ds2 = −
(

1− 2GMR

Σ c2

)

c2dt2 − 4GMRa sin2 θ

Σ c2
dϕcdt

+
Σ

∆
dR2 +Σ dθ2 +

(

R2 + a2 +
2GMRa2 sin2 θ

Σ c2

)

sin2 θ dϕ2, (1.62)ave
∆ = R2 − 2GMR

c2
+ a2, Σ = R2 + a2 cos2 θ.Le hangement de variables

R =
GM

c2
+ r +

G2M2 − a2 c2

4 r c2
(1.63)permet d'érire l'élément de longueur sous la forme isotrope :

ds2 = −
(

1− 2GMR

Σ c2

)

c2dt2 − 4GMRa sin2 θ

Σ c2
dϕcdt

+
Σ

r2
(

dr2 + r2 dθ2
)

+

(

R2 + a2 +
2GMRa2 sin2 θ

Σ c2

)

sin2 θ dϕ2, (1.64)où R et Σ doivent être exprimés en fontion de r.On peut en aluler les deux premiers termes du développement en série de puissanesde 1/r :
g00 = −1 +

2GM

rc2
− 2G2M2

r2c46. S. Chandrasekhar, Truth and Beauty, University of Chiago Press, 1987.
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g0φ =

−2GMa

c2
sin2 θ

(

1

r
− GM

r2c2

)

grr = 1 +
2GM

rc2
+

3G2M2

2r2c4
+

a2

2r2
(

1− 2 sin2 θ
)

gθθ = r2 grr

gϕϕ = r2 sin2 θ grr + a2 sin4 θ. (1.65)Dans les oordonnées artésiennes
x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ,on trouve
g01 =

2GMan2
r2c2

+O(1/r3)

g02 =
−2GMan1

r2c2
+O(1/r3)

gij =

(

1 +
2GM

rc2
+

3G2M2

2 r2c4

)

δij +Hij +O(1/r3)ave
H12 =

a2

2 r2

[

(1− 2 sin2 θ)n1n2 +
1− 2 sin2 θ

sin2 θ
n1n2n

2
3 −

1

sin2 θ
n1n2

]

H13 =
a2

2 r2

[

(1− 2 sin2 θ)n1n3 −
1− 2 sin2 θ

sin2 θ
n1n3(n

2
1 + n22)

]

H23 =
a2

2 r2

[

(1− 2 sin2 θ)n2n3 −
1− 2 sin2 θ

sin2 θ
n2n3(n

2
1 + n22)

]

H11 =
a2

2 r2

[

(1− 2 sin2 θ)n21 +
1− 2 sin2 θ

sin2 θ
n21n

2
3 +

1

sin2 θ
n22

]

H22 =
a2

2 r2

[

(1− 2 sin2 θ)n22 +
1− 2 sin2 θ

sin2 θ
n22n

2
3 +

1

sin2 θ
n21

]

H33 =
a2

2 r2

[

(1− 2 sin2 θ)n23 +
1− 2 sin2 θ

sin2 θ
(n21 + n22)

2

]

.On peut véri�er que H satisfait les équations (1.37). Autrement dit, il s'agit d'un termeparasite qui peut être annulé en passant dans la jauge de Lorenz (voir note 5).En omparant es résultats ave (1.54) et (1.61), on arrive à la onlusion
~L = (0, 0, M a c). (1.66)La quantité a c, qui possède les dimensions d'une longueur, représente don le momentinétique par unité de masse d'un orps sphérique en rotation.Si on limite les termes diagonaux au premier ordre en 1/r et si on pose L = Mac, onobtient la métrique de Lense-Thirring : 7

ds2 = −
(

1− 2GM

rc2

)

c2dt2 − 4GL

r2c3
(n1 dy − n2 dx) cdt

+

(

1 +
2GM

rc2

)

(

dx2 + dy2 + dz2
)

.7. J. Lense et H. Thirring, Über den Ein�uss der Eigenrotation der Zentralkörper auf die Bewegung derPlaneten und Monde nah der Einsteinshen Gravitationstheorie, Physikalishe Zeitshrift 19 pp. 156-163(1918). Traduit en anglais dans General Relativity and Gravitation, 16, pp. 727-741 (1984).



1.12 Le �ux de moment inétique 211.12 Le �ux de moment inétiqueLes aluls e�etués sur la métrique de Kerr montrent que un orps sphérique en rota-tion uniforme onserve son moment inétique. Il n'en est rien dans les as plus généraux :la matière peut éder du moment inétique au hamp, qui l'emporte sous la forme d'ondesgravitationnelles. Comme en méanique du point matériel, le hamp possède un momentinétique par rapport à une origine donnée si sa quantité de mouvement n'est pas radiale.Intuitivement, on peut évaluer le �ux de moment inétique par le raisonnement suivant.Le �ux de la k-ème omposante de quantité de mouvement du hamp gravitationnel autravers d'un élément de surfae d'aire dS et de normale unitaire nl, est égal à
Φk = −g tkl nl dS.A l'extrémité du veteur ~r situé à grande distane des soures, il y orrespond un �ux demoment inétique donné par

~rΛ ~Φ.La perte de moment inétique par unité de temps est l'intégrale de ette quantité sur unesphère de rayon r entrée sur les soures. On doit don avoir
dLi

dt
= −ǫijk

∮

xj (−g) tkl nl dS. (1.67)Nous allons retrouver e résultat à partir de la relation (1.33). On a
dLi

dt
= ǫijk

∮

(

xj λk0lµ,µ0 + λj0kl,0

)

nl dS

= ǫijk

∮

(

xj λkαlµ,µα − xj λkmlµ
,µm + λj0kl,0

)

nl dS.On peut rérire le premier terme en tenant ompte de la dé�nition (1.31) et les deux autresen exploitant le théorème de Gauss :
dLi

dt
= ǫijk

∮

xj hkαl,α nl dS + Fioù
Fi = ǫijk

∫

(

−xj λkmlµ
,µm + λj0kl,0

)

,l
dx1 dx2 dx3

= ǫijk

∫

(

−λkmjµ
,µm − xj λkmlµ

,µml + λj0kl,0l

)

dx1 dx2 dx3

= ǫijk

∫

(

λjmkµ
,µm − xj λkmlµ

,µml + λj0kµ,0µ − λj0k0,00

)

dx1 dx2 dx3.Le premier terme a été transformé en jouant sur l'antisymétrie en j et k du tenseur de Levi-Civita. Le deuxième terme est nul ar λ est antisymétrique sur les indiesm et l par rapportauxquels on dérive. Le quatrième est nul également ar il résulte du produit ontraté dutenseur de Levi-Civita, antisymétrique en j et k, par une expression symétrique sur esdeux indies. Il reste
Fi = ǫijk

∫

λjνkµ,µν dx1 dx2 dx3
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= ǫijk

∫

hjνk,ν dx1 dx2 dx3

= −ǫijk
∫

hjkν,ν dx1 dx2 dx3

= −ǫijk
∫

(−g)
(

T jk + tjk
)

dx1 dx2 dx3,vu la dé�nition du pseudo-tenseur d'énergie-quantité de mouvement. Les quantités Fi sontdon nulles, omme produit ontraté d'une quantité antisymétrique par une quantitésymétrique sur les indies j et k. On a don
dLi

dt
= ǫijk

∮

xj hkαl,α nl dS

= −ǫijk
∮

xj hklα,α nl dS

= −ǫijk
∮

xj (−g)
(

T kl + tkl
)

nl dS

= −ǫijk
∮

xj (−g) tkl nl dS,omme annoné en (1.67), si l'on intègre sur une sphère en dehors des soures matérielles.



Chapitre 2La génération des ondesgravitationnelles2.1 Le développement en série des potentiels multipolairesSoit un point P de oordonnées artésiennes ~r = (x, y, z). Nous nous proposons d'yétudier le potentiel gravitationnel newtonien Φ généré par une soure sphérique de masse
M plaée en un point ~r0 = (x0, y0, z0). On sait que

Φ(~r) = − GM

|~r − ~r0|
.Posons r = |~r|, r0 = |~r0|. La méthode dite de développement en série des potentiels multipo-laires est une ingénieuse tehnique permettant de aluler e potentiel de façon approhéemais faile à exploiter. Elle onsiste à déomposer le potentiel en une série :

Φ(~r) =
+∞
∑

l=0

Φ(l)(~r) (2.1)dont haque terme Φ(l) varie omme (r0/r)l+1, et qui don onverge rapidement si r0 ≪ r.Par le théorème de Taylor, on peut en e�et érire
Φ(l) = −GM

∑

α1+α2+α3=l

(−x0)α1

α1!

(−y0)α2

α2!

(−z0)α3

α3!

(

∂l

∂xα1 ∂yα2 ∂zα3

1

|~r − ~r0|

)

~r0=0

= (−)l+1GM
∑

α1+α2+α3=l

(x0)
α1

α1!

(y0)
α2

α2!

(z0)
α3

α3!

∂l

∂xα1 ∂yα2 ∂zα3

1

r
. (2.2)Il est aisé de aluler les premiers termes de e développement. On a

1

|~r − ~r0|
=

1

r
+
~r0 · ~n
r2

+
3(~r0 · ~n)2 − ~r0 · ~r0

2r3
+O(1/r4), (2.3)en notant

~n =
~r

r
(2.4)le veteur radial unitaire au point P . La quantité Φ(0) est ainsi égale au potentiel générépar une seule soure sphérique de masse M plaée à l'origine :

Φ(0)(x, y, z) = −GM
r
.



24 Chapitre 2. La génération des ondes gravitationnellesLe deuxième terme du développement, appelé potentiel dipolaire, est donné par
Φ(1)(x, y, z) =

−GM
r2

~r0 · ~n.Le troisième terme a reçu le nom de potentiel quadrupolaire et vaut
Φ(2)(x, y, z) =

−G
2 r3

3
∑

i=1

3
∑

j=1

Qij ni njoù
(Q) =M





3x20 − r20 3x0 y0 3x0 z0
3x0 y0 3 y20 − r20 3 y0 z0
3x0 z0 3 y0 z0 3 z20 − r20



 (2.5)est un tenseur d'ordre deux appelé moment quadrupolaire généré par la partiule de masse
M . Il existe une autre façon d'érire les divers moments multipolaires Φ(l), fondée sur lathéorie des harmoniques sphériques. Si (θ0, ϕ0) et (θ, ϕ) désignent les angles sphériques desveteurs ~r0 et ~r, respetivement, dans les axes artésiens utilisés, on a

1

|~r − ~r0|
=

+∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

rl0
rl+1

4π

2l + 1
Y m ∗
l (θ, ϕ)Y m

l (θ0, ϕ0) (2.6)don
Φ(l) =

G

rl+1

l
∑

m=−l

√

4π

2l + 1
Y m ∗
l (θ, ϕ)Mm

l (2.7)où les 2l + 1 quantités
Mm

l = −M rl0

√

4π

2l + 1
Y m
l (θ0, ϕ0) (2.8)onstituent le moment 2l-polaire engendré par la masse M . On retrouve les résultats ob-tenus i-dessus pour Φ(0), Φ(1), Φ(2) en notant que

Y 0
0 (θ, ϕ) =

1√
4π

Y ±1
1 (θ, ϕ) = ∓

√

3

8π
sin θ e±iϕ

Y 0
1 (θ, ϕ) =

√

3

4π
cos θ

Y ±2
2 (θ, ϕ) =

√

15

32π
sin2 θ e±2iϕ

Y ±1
2 (θ, ϕ) = ∓

√

15

8π
sin θ cos θ e±iϕ

Y 0
2 (θ, ϕ) =

√

5

16π
(3 cos2 θ − 1).De tout ei en déduit le potentiel engendré par un système de deux orps à symétriesphérique 1 et 2, de masses respetivesM1 etM2, et qui nous servira d'exemple à plusieurs



2.1 Le développement en série des potentiels multipolaires 25reprises au �l de et exposé. Si auune fore extérieure n'agit sur e système, son entrede masse � que nous noterons O � se meut en translation retiligne et uniforme parrapport à l'espae absolu et des axes artésiens (Ox,Oy,Oz) déterminent un repère inertiel.Appelons ~r1 = (x1, y1, z1) les oordonnées de la soure 1 et ~r2 = (x2, y2, z2) elles de lasoure 2 (�gure 2.1). Soit r1 = |~r1| et r2 = |~r2|. Les partiules 1 et 2 sont séparées par une

Figure 2.1: Calul, au point P , du potentiel engendré par deux partiules 1 et 2.distane
d = r1 + r2. (2.9)Dans la théorie de Newton, le potentiel gravitationnel engendré par une distributionde partiules est égal à la somme des potentiels individuels (ette propriété résulte de lalinéarité de la théorie). La quantité Φ(0) est don égale au potentiel généré par une seulesoure sphérique de masse M1 +M2 plaée à l'origine :

Φ(0)(x, y, z) = −G(M1 +M2)

r
.Le potentiel dipolaire est donné par

Φ(1)(x, y, z) =
−G
r2

~D · ~noù
~D =M1 ~r1 +M2 ~r2 (2.10)est le veteur moment dipolaire du système des deux partiules, alulé par rapport àl'origine O. Or, nous avons situé elle-i au entre de masse : la quantité ~D est don nullepar dé�nition.Le potentiel quadrupolaire vaut

Φ(2)(x, y, z) =
−G
2 r3

3
∑

i=1

3
∑

j=1

Qij ni nj



26 Chapitre 2. La génération des ondes gravitationnellesoù le moment quadrupolaire Q du système est la somme des moments quadrupolairesrelatifs à haune des deux partiules, donnés par (2.5).En résumé, on a
Φ(x, y, z) = −G(M1 +M2)

r
− G

2 r3

3
∑

i=1

3
∑

j=1

Qij ni nj +O(1/r4). (2.11)Nous allons traiter deux exemples onrets en supposant que les deux partiules étudiéesplus haut se trouvent, soit reliées par un ressort de longueur au repos L et de onstante deraideur k (mouvement harmonique ; l'interation gravitationnelle entre les deux partiulesest négligeable, ainsi que la masse du ressort), soit en mouvement irulaire uniforme autourde leur entre de masse. On obtient le potentiel newtonien de haun de es systèmes enérivant simplement, dans la relation (2.11), le moment quadrupolaire orrespondant, 'est-à-dire
(Q) =

M1M2

M1 +M2





− [A sin(ωt) + L]2 0 0

0 − [A sin(ωt) + L]2 0

0 0 2 [A sin(ωt) + L]2



(2.12)pour deux partiules reliées par un ressort le long de l'axe des z, où A désigne l'amplitudedu mouvement et où la vitesse angulaire est donnée par
ω =

√

k (M1 +M2)

M1M2
; (2.13)et

(Q) = (M1 r
2
1 +M2 r

2
2)





3 cos2(ωt)− 1 3 sin(ωt) cos(ωt) 0
3 sin(ωt) cos(ωt) 3 sin2(ωt)− 1 0

0 0 −1



 (2.14)pour deux partiules en rotation dans le plan (x, y), si l'on mesure les angles à partir del'axe x. Le paramètre ω est quelonque si l'on onsidère le hamp généré par une haltèreen rotation (deux masses sans interation gravitationnelle reliées par un barreau de massenégligeable) et vaut
ω =

√

G (M1 +M2)

(r1 + r2)3
(2.15)si la rotation résulte de l'interation gravitationnelle entre les deux orps.2.2 Approhe heuristiqueLa théorie newtonienne repose sur l'idée d'une gravitation universelle, de portée et devitesse de propagation in�nies : tous les orps s'attirent selon une loi unique valable surla Terre omme dans les ieux, et toute modi�ation survenue à l'un d'entre eux quelquepart à un moment donné, se fait ressentir immédiatement et partout dans l'espae. Ainsi,de partout dans l'espae et à tout instant, les lignes de hamp pointent en diretion d'unesoure pontuelle, quel que soit son mouvement.Newton avait remarqué le aratère irrationnel d'une ation à distane instantanée maisil s'en aommodait : � hypotheses non �ngo �, ommenta-t-il, � je ne forge pas d'hypo-thèses �. Sa théorie, non seulement se trouvait en aord ave l'observation, mais aussi a



2.2 Approhe heuristique 27permis de prévoir quantité de phénomènes terrestres et astronomiques. C'est d'ailleurs bienle moins que l'on puisse attendre d'une leture sienti�que du monde. Cependant, peut-ona�rmer omprendre e que l'on n'est même pas apable d'imaginer ? En fait, l'être humainne peut onevoir que des interations de ontat se propageant de prohe en prohe, et ilparaît plus naturel de supposer qu'un � message � se déplae à une vitesse �nie de mesure
c, pour � informer � progressivement tout l'espae d'une modi�ation survenue au niveaudes soures.Par dé�nition, ette hypothèse dégage la plae néessaire à la possibilité d'une pro-pagation de la gravité par ondes. Nous allons tenter d'en onstruire une image mentalesimple mais aussi pertinente que possible, en développant une argumentation heuristiquebasée sur l'életromagnétisme de Maxwell, théorie ohérente où le hamp életrique jouele r�le et possède, en première approximation, les propriétés que nous allons attribuer auhamp gravi�que. Certes, elles-i résultent, en dé�nitive, de la relativité générale. Maisnotre objetif, dans ette setion, est d'induire les propriétés ondulatoires de la gravitationen partant de la théorie de Newton, et pas de les déduire d'une théorie ahevée.A la lumière de e nouveau postulat, onsidérons alors la situation suivante. Une par-tiule pontuelle, initialement au repos à l'origine O des oordonnées, prend soudain autemps t = 0 une aélération a pendant un bref instant ∆t qui l'amène au point O′, etpoursuit ensuite sa route en mouvement retiligne et uniforme ave la vitesse aquise, quenous supposerons beauoup plus petite que c :

∆V = a∆t ≪ c. (2.16)Pour �xer les idées, supposons l'aélération dirigée vers la droite le long d'un axe hori-zontal. Quel est l'aspet des lignes de hamp au temps t > 0 ?Dans les régions de l'espae situées en-dehors d'une sphère S de entre O et de rayon
r = ct,l'information onernant l'aélération n'est pas enore parvenue et les lignes de hampontinuent à onverger vers l'origine.Entre la sphère S et une deuxième sphère S′ de rayon

r′ = c(t−∆t)entrée sur O′, se trouve l'information � la partiule aélère �. Si
∆t≪ t, (2.17)on peut onsidérer que S′ est également entrée sur l'origine : pratiquement, la régionentre les deux sphères est alors une ouronne sphérique entrée sur l'origine, de rayon r etd'épaisseur c∆t.Pour visualiser e qui se passe à l'intérieur de S′, il faut e�etuer la remarque impor-tante suivante : si une partiule soure se déplae en mouvement retiligne et uniforme parrapport à l'espae absolu, les lignes de hamp la suivent en ontinuant à onverger verselle, omme si la vitesse de propagation de la gravitation était in�nie ! En quelque sorte,le hamp antiipe la position d'une soure possédant une vitesse onstante. En e�et, dansle référentiel onomitant de la partiule, elle-i se trouve au repos et engendre des lignesde fore statiques et radiales ; et d'après le prinipe de relativité de Galilée et Desartes,



28 Chapitre 2. La génération des ondes gravitationnellesette propriété doit rester vraie quel que soit le référentiel inertiel dans lequel on l'envi-sage. 1 Ainsi, à l'intérieur de S′ les lignes de hamp suivent instantanément la partiule entranslation uniforme.En raordant ontinûment les lignes de hamp d'une région à l'autre on obtient la�gure 2.2.

Figure 2.2: En t = 0 une partiule de masse M , initialement immobile en O, est aéléréehorizontalement vers la droite pendant un bref instant ∆t, e qui l'amène en O′. L'onde gra-vitationnelle est réée pendant ette phase d'aélération : au temps t, elle se trouve loaliséeentre une sphère S de rayon r = ct et une sphère S′ de rayon r′ = c(t − ∆t). En-dehors deette oquille, les lignes de hamp possèdent la struture � en forme d'oursin � évoquant unhamp statique. (Adapté du livre de H.C. Ohanian, Classial Eletrodynamis, Allyn and Baon,1988.)Au temps t≫ ∆t, les entres des deux � pelotes d'aiguilles � sont séparés, approxima-1. L'aélération est en e�et vetorielle pour le groupe de Galilée : il en va don de même pour le hampgravi�que newtonien. Dans une théorie omplète, il faudrait s'inquiéter des onséquenes de l'hypothèsede la �nitude de la vitesse c de propagation de la gravitation, sur la nature du groupe de transformationspermettant de passer d'un référentiel inertiel à un autre. En életromagnétisme, il s'agit du groupe deLorentz : il en résulte, pour les lignes de hamp életrique, la propriété mentionnée dans le texte, à lanuane près que le hamp n'est plus isotrope pour des vitesses de l'ordre de c. Nous n'envisageons pas iil'équivalent d'un hamp magnétique, pourtant essentiel dans la théorie de Maxwell ar il ontribue pourmoitié à l'énergie émise sous forme ondulatoire.



2.2 Approhe heuristique 29tivement, par la distane ∆V t = ∆V r/c, et omme ∆V ≪ c on a
∆V t≪ r.Les lignes de hamp émanant de haun de es deux entres dans la diretion θ sont alorsdistantes de

∆V t sin θ = ∆V/c r sin θ ≪ r.La ligne de gauhe intersete la ouronne de rayon r perpendiulairement sur sa surfaeextérieure S et elle de droite, perpendiulairement (moyennant les approximations e�e-tuées i-dessus) sur sa surfae intérieure S′. On peut onsidérer qu'elles sont toutes les deuxorthogonales à S et S′. Dans la diretion θ, une ligne de hamp pénétrant à l'intérieur dela ouronne subit un déalage latéral égal à ∆V/c r sin θ pour un déalage radial égal à c∆t(�gure 2.3). La densité des lignes de hamp à l'intérieur d'un faiseau mine de diretion
θ se trouve ainsi multipliée par a sin θ r/c2.

Figure 2.3: La ouronne sphérique d'épaisseur c∆t, où se trouvent loalisées les lignes dehamp générées lors de l'aélération d'une partiule de masse M , pour r grand et dans ladiretion déterminant ave l'horizontale un angle θ. En gris on a représenté un tube ontenantune quantité donnée de lignes de hamp. En pénétrant à l'intérieur de la ouronne, elles su-bissent, dans la diretion perpendiulaire au rayon, un déalage linéaire égal à ∆V/c r sin θ,formant ainsi un oude d'angle π/2 − α où α = c2∆t/(∆V r sin θ) est un angle petit si rest su�samment grand. La diretion du hamp gravitationnel orrespondant, don de l'onde,est ainsi transversale et son intensité vaut g(r, θ) = 1/α GM/r2 = a sin θ GM/rc2, où
a = ∆V/∆t désigne l'aélération de la partiule. On doit e raisonnement à J.J. Thomson.Or, l'intensité du hamp gravi�que varie proportionnellement à la onentration deslignes de hamp. C'est évident dans le as d'une seule partiule : le nombre de lignes parunité de surfae sphérique entrée sur la soure, déroît omme l'inverse du arré de sonrayon. Il s'agit là d'une propriété généralisable à des soures quelonques (�gure 2.4). Enun point P donné, soit une petite surfae d'aire dA perpendiulaire à un ertain nombre de



30 Chapitre 2. La génération des ondes gravitationnelleslignes de hamp. Celles-i renontrent perpendiulairement, en un point P ′ situé plus loin,une autre surfae d'aire dA′. On peut démontrer que l'intensité du hamp varie omme ladensité des lignes :
g(P )

g(P ′)
=

dA′

dA
. (2.18)Cette onséquene du théorème de Gauss n'est orrete que si le � tube � analisant les

Figure 2.4: Soure onstituée de deux sphères de masses identiques. Par symétrie, le hampdoit être nul au milieu du segment de droite qui les relie, et e�etivement dans son voisinageles lignes de hamp se raré�ent onsidérablement.lignes ne ontient auune soure.Revenons à la �gure 2.3. Juste en-dehors de la ouronne, le hamp prend la valeur
g = GM/r2. Par onséquent, pour r su�samment grand, à l'intérieur de la ouronne lanorme du veteur ~g, aratérisant l'onde gravitationnelle, est donnée par

g(r, θ) =
a sin θ r

c2
GM

r2

=
a sin θ GM

rc2
.Elle varie omme l'inverse de la distane à la soure : asymptotiquement, le hamp del'onde domine le hamp statique. De plus, sa diretion est alors orthoradiale.Résumons les hypothèses de travail utilisées pour parvenir à ette onlusion. Posant

d = ∆V∆t et λ = c∆t, les onditions (2.16) et (2.17) s'érivent, respetivement,
d ≪ λ (mouvements lents) (2.19)
λ ≪ r (observateur éloigné). (2.20)



2.3 La nature quadrupolaire des ondes gravitationnelles 31En�n, pour que la ontribution de l'onde domine le hamp statique radial en étant elle-même transversale, 'est-à-dire pour que l'angle α tende vers 0 dans la �gure 2.3, il faut
λ2 ≪ r d. (2.21)Nous supposerons que notre raisonnement reste valable si la soure e�etue un mouve-ment périodique de période T , d'amplitude aratéristique d et de vitesse aratéristique

V ∼ d/T . (T assumera désormais le r�le de ∆t i-dessus, V elui de ∆V , et la quan-tité λ = cT portera le nom de longueur d'onde.) Les hypothèses (2.19), (2.20) et (2.21)déterminent la zone dite radiative :
r

λ
≫ λ

d
≫ 1. (2.22)Dans es onditions, une partiule de masseM soumise à une aélération ~a émet un hampd'ondes gravitationnelles dont la valeur, à grande distane r et dans la diretion de veteurunitaire ~n, est donnée par

~g (t) =
GM

rc2
[

~nΛ~a (t ′)
]

Λ~n. (2.23)Le symbole t ′ porte le nom de temps retardé et exprime le fait qu'une onde parvenant àla distane r au temps t, résulte d'une aélération survenue à l'origine r/c seondes plust�t : on a don
t ′ = t− r/c. (2.24)2.3 La nature quadrupolaire des ondes gravitationnellesLa situation que nous venons de dérire n'est pas réaliste ar une partiule seule ne peutaélérer spontanément. Pour �xer les idées en raisonnant sur un as onret, onsidérons,en gardant les notations de la �gure 2.1, un système de deux orps en interation, loalisésà l'intérieur d'une sphère de diamètre donné d ontenant l'origine des oordonnées. D'après(2.23) ils émettent, au total, le hamp d'ondes

~g (t) =
G

rc2
[

~nΛ (M1 ~a1 +M2 ~a2) (t
′)
]

Λ~n. (2.25)Or, la quantité M1 ~a1 +M2 ~a2 est nulle en vertu de la loi de onservation de la quantitéde mouvement dans un système isolé. Elle est d'ailleurs égale à la dérivée deuxième, parrapport au temps, du moment dipolaire ~D du système [voir (2.10)℄. Pour ette raison, ondit qu'une onde gravitationnelle ne présente pas de omposante dipolaire. 2Faut-il en onlure qu'un système de deux masses ne peut rayonner ? Certainementpas, pour la raison suivante : les deux masses ne sont pas à distane égale de l'observateur
P , aussi les informations relatives à leurs aélérations mettent-elles, en fait, des tempsdi�érents pour y parvenir. La grossière relation (2.24) doit être remplaée par

t ′1 = t− |~r − ~r1(t
′
1)|

c
, t ′2 = t− |~r − ~r2(t

′
2)|

c
, (2.26)respetivement pour haune des deux soures, et la relation (2.25) devient

~g (t) =
G

rc2
{

~nΛ [M1 ~a1(t
′
1) +M2 ~a2(t

′
2)]
}

Λ~n. (2.27)2. En életromagnétisme, l'équivalent de e terme est non nul si la rapport de la harge à la massen'est pas le même pour toutes les partiules.



32 Chapitre 2. La génération des ondes gravitationnellesLes équations (2.26) expriment les temps retardés t ′1 et t ′2 impliitement en fontionde t et sont di�iles à résoudre. Mais les hypothèses (2.22) permettent de poursuivre letraitement analytique des aluls.
• L'observateur est très éloigné de l'origine par rapport à la dimension aratéristique dessoures, 'est-à-dire d≪ r.On peut alors érire
|~r − ~r1(t

′
1)| = r − ~n · ~r1(t ′1) +O(

d2

r
), |~r − ~r2(t

′
2)| = r − ~n · ~r2(t ′2) +O(

d2

r
), (2.28)don, vu (2.26) :

t ′1 ≃ t− r

c
+
~n · ~r1(t ′1)

c
, t ′2 ≃ t− r

c
+
~n · ~r2(t ′2)

c
. (2.29)

• Les vitesses des soures sont largement inférieures à la vitesse de propagation de lagravitation, 'est-à-dire |~V1| ≪ c, |~V2| ≪ c ou enore, d≪ λ.De (2.29), il déoule ainsi
~r1(t

′
1) ≃ ~r1(t− r/c) +O(r1)

~V1(t− r/c)

c
≃ ~r1(t− r/c)

~r2(t
′
2) ≃ ~r2(t− r/c) +O(r2)

~V2(t− r/c)

c
≃ ~r2(t− r/c). (2.30)On obtient �nalement une approximation de (2.26) pour la valeur des temps retardés, plussatisfaisante que la relation (2.24) : posant toujours t ′ = t− r/c, on a

t ′1 ≃ t ′ +
~n · ~r1(t ′)

c
, t ′2 ≃ t ′ +

~n · ~r2(t ′)
c

. (2.31)Il est faile d'interpréter es résultats si le point d'observation P se trouve dans le plan del'orbite des deux orps (�gure 2.5).On peut maintenant érire, en notant par un point les dérivées temporelles :
~a1(t

′
1) ≃ ~a1(t

′) + ~̇a1(t
′)
~n · ~r1(t ′)

c
(2.32)

~a2(t
′
2) ≃ ~a2(t

′) + ~̇a2(t
′)
~n · ~r2(t ′)

c
. (2.33)Le deuxième terme onstitue bien une petite orretion apportée au premier. En e�et, dansle as d'un mouvement borné de vitesse angulaire typique ω ≃ V/r, on a |~̇a| ≃ ω|~a| et ledeuxième terme est de l'ordre de aV/c≪ a. 33. Il faut faire ii une remarque tehnique. En életromagnétisme, le hamp d'ondes en 1/r généré parune partiule de harge Q, soit l'équivalent de la relation (2.23), est donné par

~E =
Q

4πǫ0 rc2
~nΛ [(~n− ~V (t ′)/c) Λ~a(t ′)]

(1− ~n · ~V (t ′)/c)3
+O(V 2/c2).Il ontient des termes en a V/c, qui peuvent être négligés pour l'étude du rayonnement dipolaire mais sontdu même ordre de grandeur que les deuxièmes termes du développement en série dans (2.32) et (2.33),et doivent don être pris en ompte à partir de e niveau d'approximation. Le raisonnement intuitif etapprohé onduisant à (2.23) ne mène pas à dégager de tels termes. C'est la raison pour laquelle, en fait,une partie seulement du moment quadrupolaire apparaît dans les équations (2.34) et (2.35).
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Figure 2.5: Si l'observateur P est situé dans le plan de l'orbite des deux orps à une distane
r de leur entre de masse O telle que r ≫ r1, r ≫ r2, alors les veteurs ~r − ~r1 et ~r − ~r2 sontà peu près parallèles à OP . Dès lors, |~r− ~r1| ≃ r− r1 cos θ et |~r− ~r2| ≃ r+ r2 cos θ. Commeon peut prendre les positions des deux soures à l'instant t ′ = t− r/c, les temps retardés sontdonnés par t ′1 = t ′ + r1(t

′) cos θ(t ′)/c et t ′2 = t ′ − r2(t
′) cos θ(t ′)/c.Dès lors,

M1 ~a1(t
′
1) +M2 ~a2(t

′
2) ≃M1 ~̇a1(t

′)
~n · ~r1(t ′)

c
+M2 ~̇a2(t

′)
~n · ~r2(t ′)

c
.Ce veteur est non nul en général. Le hamp d'ondes observé dans la diretion ~n est alorsdonné par la relation (2.27).Notamment, lorsque deux partiules osillent, le long de l'axe des z, aux extrémitésd'un ressort de longueur propre L et de onstante de raideur k, on obtient

M1 ~a1(t
′
1) +M2 ~a2(t

′
2) =

−1

c
Akω n3 [A sin(ωt ′) + L] cos(ωt ′) (0, 0, 1)

~g(t) ∼ G

rc3
[~nΛ

d3 ~Q(t ′)

dt′3
] Λ~n (2.34)où

Qi =

3
∑

j=1

Qij nj.Ainsi, le hamp se alule à partir de l'expression (2.12), en dérivant trois fois le momentquadrupolaire des deux partiules vibrant aux extrémités du ressort. Pour ette raison, onpeut quali�er l'expression (2.34) de omposante quadrupolaire de l'onde gravitationnelle.Si deux soures gravitent l'une autour de l'autre en mouvement irulaire uniforme dansle plan (x, y) à des distanes respetives r1 et r2 de l'origine, on obtient, dans la diretion
~n = (1, 0, 0) (voir �gure 2.6) :
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Figure 2.6: Soit deux partiules soures de masses respetives M1 et M2, en mouvementirulaire uniforme de vitesse angulaire ω. On a θ(t ′) = ωt ′. Les veteurs M1~a1 et M2~a2s'annulent mutuellement à tout instant (il n'existe pas d'onde gravitationnelle dipolaire). Maisla variation du premier entre les temps retardés t ′ et t ′1 > t ′ possède la même diretion et lemême sens que la variation du seond entre les temps retardés t ′ et t ′2 < t ′. Ces deux termes(veteurs tangents aux erles, en gras) s'additionnent pour générer la première ontributionnon nulle à l'émission de rayonnement gravitationnel, dite quadrupolaire.
M1 ~a1(t

′
1) +M2 ~a2(t

′
2) =

1

c
(M1 r

2
1 +M2 r

2
2)ω

3
[

sin(ωt ′) cos(ωt ′), − cos2(ωt ′), 0
]

~g (t) ∼ [0,
G

rc3
d3Q12(t

′)

dt′3
, 0], (2.35)où apparaît ette fois la dérivée troisième du moment quadrupolaire de deux partiules enrotation, déduite de l'expression (2.14).2.4 Le point de vue de la relativité généraleLe prinipe de ovariane générale onfère à la gravitation un statut privilégié qui ladistingue fondamentalement des autres interations et rend parfois déliate l'intégrationde ertaines habitudes de pensée féondes dans d'autres domaines. Expliquons-nous parun exemple. Le onept de houle est pertinent pare que les mouvements se réfèrent tou-jours à la surfae de l'oéan en l'absene de toute perturbation, et on rend naturellementompte des osillations d'un bouhon de liège sur l'eau par rapport à e référentiel pri-vilégié. Mais l'onde n'apparaît évidemment pas dans le référentiel du bouhon, immobile



2.4 Le point de vue de la relativité générale 35par rapport à lui-même. Or, d'après le prinipe de ovariane générale, pour étudier l'e�etd'une onde gravitationnelle sur une partiule il est parfaitement légitime de raisonner dansle référentiel attahé à ette partiule. On se heurte don à de sérieux problèmes dès qu'ils'agit, par exemple, de dérire des �ux d'énergie. Auun tenseur ne peut en rendre omptepuisque e �ux peut toujours être annulé par un hangement de oordonnées ; et si untenseur est nul dans un système de oordonnées, il doit l'être dans tous les systèmes. End'autres termes, dans l'esprit de la relativité générale on ne peut onevoir une perturba-tion gravitationnelle se propageant dans un adre d'espae-temps prédéterminé puisque,en fait, toute solution des équations d'Einstein détermine les propriétés de l'espae-tempslui-même. Cette partiularité de la théorie a donné ours à d'âpres débats et l'existenemême des ondes gravitationnelles fut ontestée pendant des années.Cependant, le onept de propagation de la gravitation par ondes peut s'avérer féondsi l'on aepte de sari�er la philosophie générale de la théorie en masquant la nature tenso-rielle des équations d'Einstein et en privilégiant arti�iellement la solution de Minkowski. 4Partons des équations d'Einstein exates érites sous la forme (1.14)
[

(−g) (gµνgαβ − gµαgνβ)
]

,αβ
=

16πG

c4
(−g) (T µν + tµν)et posons 5 √−g gµν = ηµν − ~

µν . (2.36)Le membre de gauhe prend la forme
[

(ηµν − ~
µν) (ηαβ − ~

αβ)− (ηµα − ~
µα) (ηνβ − ~

νβ)
]

,αβ'est-à-dire
(

−ηµν~αβ − ηαβ~µν + ηµα~νβ + ηνβ~µα
)

,αβ
+
(

~
µν
~
αβ − ~

µα
~
νβ
)

,αβ
.Dans la jauge de Lorenz où nous travaillerons désormais, 'est-à-dire un système de oor-données où

~
µν

,ν = 0, (2.37)4. K. Thorne, Multipole expansions of gravitational radiation, Reviews of Modern Physis 52, 2, pp.299-339, � V (1980) ; K. Thorne, The theory of gravitational radiation : an introdutory review, publiédans Gravitational radiation, éditeurs N. Deruelle et T. Piran, North Holland, Amsterdam, 1983, pp. 1-55,�3-1-3.5. Dans le as de la théorie linéarisée, ~µν oïnide ave la quantité habituelle hµν − h/2 ηµν . En e�et,
g = −1 + h00 − h11 − h22 − h33 +O(2)

= −1− h0
0 − h1

1 − h2
2 − h3

3 +O(2)

= −(1 + h) +O(2)
√−g = 1 + h/2 +O(2)don
~
µν = ηµν −√−g gµν

= ηµν − (1 + h/2)(ηµν − hµν) +O(2)

= hµν − h/2 ηµν +O(2).



36 Chapitre 2. La génération des ondes gravitationnellese terme vaut ainsi
−2 ~

µν + ~
µν

,αβ ~
αβ − ~

µα
,β ~

νβ
,α.Les équations d'Einstein exates s'érivent alors

2 ~
µν = −16πG

c4
τµν (2.38)où le � tenseur � d'énergie-impulsion e�etif de la matière et du hamp gravitationnel estdonné par

τµν = −g (T µν + tµν) +
c4

16πG

(

~
µα

,β ~
νβ

,α − ~
µν

,αβ ~
αβ
)

. (2.39)Remarquons que
τµν,ν = 0. (2.40)En e�et, la divergene du premier terme de (2.39) s'annule en vertu de (1.11). Quant à ladivergene du seond terme, elle vaut

(

~
µα

,β ~
νβ

,α − ~
µν

,αβ ~
αβ
)

,ν
= ~

µα
,βν ~

νβ
,α + 0− 0− ~

µν
,αβ ~

αβ
,ν

= 0,les aluls étant toujours e�etués dans la jauge de Lorenz. Cette propriété est d'ailleursbien ompatible ave la jauge, puisque
(2 ~

µν),ν = 2

(

~
µν

,ν

)

= 0.La théorie des distributions permet d'érire une solution partiulière de (2.38) sous laforme d'une intégrale retardée :
~
µν(t, ~x) =

4G

c4

∫ τµν
(

t ′ = t− |~x−~x ′|
c , ~x ′

)

|~x− ~x ′| d~x ′. (2.41)La �gure 2.7 en explique la signi�ation physique. Quelques-unes de ses propriétés sontexposées en annexe B.2.5 Approximations pour le alul de l'intégrale retardéeEn fait, l'expression (2.41) onsiste en une ériture, assez formelle, des équations d'Ein-stein sous forme d'équation intégrale plut�t qu'une solution, ar ~µν apparaît expliitementdans τµν . Cependant, quelques approximations vont nous permettre d'en déduire des so-lutions pour ~µν . Elles reposent toutes sur l'idée de développer l'intégrand en série, e quipeut être réalisé de trois façons di�érentes : par rapport à la distane |~x − ~x ′| entre lessoures et l'observateur ; par rapport à la vitesse des soures (plus préisément, il s'agit alorsde développer en série l'argument de τµν , e qui revient à faire apparaître les puissanessuessives de 1/c) ; ou par rapport à l'intensité du hamp (on développe alors ~µν en sériede puissanes de la onstante de Cavendish G). Bien entendu, on peut ombiner es déve-loppements pour étudier, par exemple, un hamp fort doté de vitesses importantes. Nousallons détailler es propos, en préisant d'emblée que le but à atteindre est l'approximationla plus basse ompatible ave l'existene des ondes gravitationnelles.
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Figure 2.7: Un observateur de oordonnées (ct, ~x) (plaé ii à l'origine) perçoit l'in�uened'une soure donnée lorsqu'elle se trouve au point (ct ′, ~x ′), ave ct ′ = ct − |~x − ~x ′|. Le� temps retardé � t ′ est déterminé par l'intersetion de la ligne d'univers de la soure ave le�ne de lumière passé de l'observateur, mise ii en relief par un petit erle en gras. Le domained'intégration est onstitué par l'ensemble des oordonnées spatiales ~x ′ de es intersetions.Comme d'habitude, on �xe l'origine des oordonnées au sein des soures. Plus préi-sément, on travaille dans le référentiel de entre de masse, où la quantité de mouvementspatiale totale est nulle :
∫

T 0j d~x′ = 0et l'on �xe l'origine des oordonnées spatiales au entre de masse :
∫

T 00 x′j d~x′ = 0.Moyennant une première hypothèse : d≪ r, on peut alors développer |~x− ~x ′| en sériede puissanes de d/r. La relation (2.3)
1

|~x− ~x ′| =
1

r
+
~x ′ · ~n
r2

+
3(~x ′ · ~n)2 − ~x ′ · ~x ′

2r3
+

1

r
O(d/r)3 (2.42)permet de développer le dénominateur de l'intégrale retardée.Son inverse

|~x− ~x ′| = r − ~x ′ · ~n+
~x ′ · ~x ′ − (~x ′ · ~n)2

2r
+ r O(d/r)3 (2.43)apparaît dans l'argument de τµν . Mais on ne peut y négliger d devant r, et e�etuer ainsiun développement en série de puissanes de d/r, sans prendre une nouvelle préaution,ar il ne s'agit plus ette fois de omparer les valeurs relatives de es deux quantités, mais



38 Chapitre 2. La génération des ondes gravitationnellesbien de savoir si τµν varie peu durant l'intervalle de temps d/c. Or, l'ordre de grandeur dutemps au ours duquel varie notablement une soure de mouvement périodique, est égal àla période T , orrespondant à un rayonnement émis de longueur d'onde λ = cT . Ainsi, ilfaut adopter une deuxième hypothèse : d/c ≪ T , 'est-à-dire d ≪ λ. Cette ondition estertainement réalisée si le mouvement des soures n'est pas relativiste. En e�et, la vitesse 6d'une partiule animée d'un mouvement harmonique de période T et d'amplitude d estdonnée par V ∼ d/T = c d/λ, don V/c≪ 1 est équivalent à d≪ λ.Cei étant, si le retard r/c est lui-même négligeable par rapport à la période T dumouvement, 'est-à-dire si r ≪ λ, alors
τµν

(

t− r

c

)

≃ τµν(t)et le hamp est quasi-statique. L'expression (2.41) ne peut don dérire un phénomèneondulatoire que si λ≪ r.En résumé, pour un observateur situé dans la zone dite radiative : d ≪ λ ≪ r, lasolution (2.41) des équations d'Einstein peut s'érire sous la forme
~
µν(t, ~x) =

4G

rc4

∫

τµν
[

t− r

c
+
~x ′ · ~n
c

− ~x ′ · ~x ′ − (~x ′ · ~n)2
2rc

+ . . .

]

d~x ′

+
4G

r2c4

∫

τµν
[

t− r

c
+
~x ′ · ~n
c

− ~x ′ · ~x ′ − (~x ′ · ~n)2
2rc

+ . . .

]

(~x ′ · ~n) d~x ′

+
2G

r3c4

∫

· · ·où il s'agit de développer en série la fontion τµν au voisinage du temps t − r/c. Maispour onnaître l'ordre de grandeur des termes négligés en tronquant la série, il faut enorepréiser les hypothèses retenues i-dessus. En e�et, le développement du premier intégrandfournit des termes dont les ordres de grandeur, par ordre roissant, sont respetivementégaux à (rappelons que ∂τµν/∂tn ∼ ωnτµν)
Gτµν

rc4

(

1,
d

λ
,
d2

λ2
,
d2

λr
,
d3

λ2r
, · · ·

)

;tandis que dans le seond intégrand ils sont du même ordre, multiplié par d/r. Mais om-ment omparer d/r à d2/λ2 ? Le premier est négligeable devant le seond si λ/r ≪ d/λ.Cette troisième hypothèse qui, ave les deux autres, rend la relation (2.22) :
r

λ
≫ λ

d
≫ 1, (2.44)permet de omparer entre eux tous les termes issus du développement omplet de l'inté-grand τµν/|~x − ~x ′| et don, de maîtriser la tronature. Par exemple, si l'on adopte l'hy-pothèse de travail onsistant à négliger, dans la première intégrale, les puissanes de dstritement supérieures à 2, don de onserver les termes en

Gτµν

rc4

(

1,
d

λ
,
d2

λ2
,
d2

λr

)

,6. Compte tenu de l'invariane lorentzienne, il est lair que, par � vitesses �, il faut entendre � vitessesrelatives des partiules onstituant la soure �. C'est bien le as si l'on travaille dans le référentiel du entrede masse.



2.5 Approximations pour le alul de l'intégrale retardée 39on doit garder, dans la seonde, eux en
Gτµν

rc4

(

d

r
,
d2

λr

)

.La troisième intégrale et les suivantes peuvent alors être négligées et on peut érire, toujoursdans la zone radiative,
~
µν(t, ~x) =

4G

rc4

∫

T1 d~x
′ +

4G

r2c4

∫

T2 d~x
′ +

G

r3c4

∫

O(τµνd2) d~x ′ (2.45)où
T1 = τµν(t− r/c) +

(

∂τµν

∂t

)

t−r/c

~x ′ · ~n
c

+

(

∂2τµν

∂t2

)

t−r/c

(~x ′ · ~n)2
2c2

(2.46)
T2 = τµν(t− r/c)(~x ′ · ~n) +

(

∂τµν

∂t

)

t−r/c

3(~x ′ · ~n)2 − ~x ′ · ~x ′

2c
. (2.47)Il reste à préiser τµν et le domaine d'intégration. A priori, elui-i ne se limite pasà la région de l'espae-temps où se trouvent les soures matérielles ('est-à-dire, où letenseur d'énergie-impulsion di�ère de zéro), ar le hamp gravitationnel agit sur lui-mêmeet ontribue à l'intégrand. C'est d'ailleurs e qu'exprime la présene du pseudo-tenseurd'énergie-impulsion tµν aux �tés de T µν dans l'expression (2.39).Raisonnons dans la zone prohe, dé�nie par r ′ ≪ λ. Le hamp y est quasi-statique,omme nous l'avons rappelé i-dessus, et on peut négliger la dérivée temporelle des dixpotentiels relativistes par rapport à leurs dérivées spatiales. Or, l'hypothèse des soureslentes implique un hamp faible. 7 On sait que, dans es onditions, le hamp gravitationnelest dérit à l'aide d'un seul potentiel Φ véri�ant l'équation de Poisson et don, newtonien.Du point de vue géométrique, il est assoié à la métrique

ds2 = −
(

1 +
2Φ

c2

)

c2 dt2 +

(

1− 2Φ

c2

)

(

dx2 + dy2 + dz2
)

avec |Φ/c2| ≪ 1. (2.48)7. L. Landau et E. Lifhitz, Physique théorique, Tome 2, Théorie des hamps, Mir, 1989, � 87. Dansla géométrie de Shwarzshild, soit une partiule de masse propre m0 et lâhée sans vitesse initiale depuisla oordonnée radiale r0. Son énergie, mesurée par un observateur statique de oordonnée radiale r, estdonnée par les relations (10.32) et (10.33)
E = m0c

2

√

1− 2GM/r0c2
√

1− 2GM/rc2
.La partiule ne peut être relativiste que si r atteint des valeurs de l'ordre de 2GM/c2, as extrême oùl'astre à symétrie sphérique tend vers un trou noir, arhétype du � hamp fort �.Dans la zone prohe, il est faile de retrouver a posteriori la propriété des mouvements lents dansle ontexte de la théorie newtonienne : la vitesse de libération d'un astre sphérique de masse M et derayon R est donnée par √2GM/R et n'est relativiste que si l'astre est omparable au trou noir laplaien,'est-à-dire un objet newtonien dont la masse est ontenue dans une sphère de rayon R = 2GM/c2, où

|Φ/c2| = 1. D'autre part, si une partiule de masse M se déplae ave une vitesse ~V non relativiste, ladérivée temporelle du potentiel newtonien qu'elle engendre est bien négligeable par rapport à ses dérivéesspatiales. En e�et,
Φ(t, ~x) = − GM

|~x− ~x ′(t)|
∂Φ(t, ~x)

c∂t
= − GM

c|~x− ~x ′(t)|3 [~x− ~x ′(t)] · ~V (t) =
−→∇ Φ(t, ~x) ·

~V

c
∣

∣

∣

∣

∂Φ

c∂t

∣

∣

∣

∣

∼
∣

∣

∣

∣

∂Φ

∂xi

V

c

∣

∣

∣

∣

≪
∣

∣

∣

∣

∂Φ

∂xi

∣

∣

∣

∣

.



40 Chapitre 2. La génération des ondes gravitationnellesLe pseudo-tenseur d'énergie-impulsion (1.10) d'un tel hamp faible et quasi-statiques'obtient en estompant les dérivées temporelles devant les dérivées spatiales et en négligeantles termes d'ordre 3 en Φ ou ses dérivées spatiales :
t00 = − 7

8πG

∑

Φ,lΦ,l

t0j = 0

tjk =
1

4πG

(

Φ,jΦ,k −
1

2
δjk
∑

Φ,lΦ,l

)

. (2.49)Dans la partie de la zone prohe où r ′ ≫ d, on peut onsidérer que les soures sontpontuelles. Dès lors Φ ≃ −GM/r ′, où M mesure la masse totale des soures, et on a
t00 ∼ GM2

r ′4

t0j ∼ 0

tjk ∼ GM2

r ′4
.Ces termes, qui déroissent omme 1/r ′4, ne ontribuent pas à l'intégrale (2.41). De plus,le tenseur d'énergie-impulsion est nul. En�n, en notant que la seule quantité non nulleparmi les ~

µν est ~00 = −4Φ/c2, on alule que le seond terme du membre de droite de(2.39) vaut également zéro. En onlusion, la seule partie de la zone prohe qui ontribueà l'intégrale (2.41), est la � zone profonde � Z dé�nie par r ′ . d≪ λ.Cei dit, remarquons que la zone radiative elle-même peut ontribuer à la valeur del'intégrale retardée : l'équation d'onde linéarisée 2~
µν = 0 admet des solutions du type

~
µν(t, ~x ′) =

f(r ′ − ct)

r ′dont les dérivées par rapport à ct sont du même ordre de grandeur que les dérivées spatiales.Ainsi, le pseudo-tenseur d'énergie-impulsion ou enore, la quantité ~
00

,0~
00

,0 − ~
00

,00~
00 yvarient omme 1/r ′2. Ces termes apportent don une ontribution non négligeable à l'in-tégrale retardée, même à grande distane. Cependant, ils ne font que traduire l'interationde l'onde ave elle-même (l'onde ourbe l'espae-temps sur lequel elle est amenée à évo-luer : enore une fois, il s'agit là d'une manifestation de la non-linéarité de la gravitationrelativiste). Ils a�etent la propagation des ondes gravitationnelles mais ne onernent pasle proessus de génération que nous voulons étudier ii.Pour terminer ette setion, nous allons établir la valeur de τ00 en première approxi-mation dans la zone prohe. On a

τ00 ≃ µ c2. (2.50)Pour justi�er ela, on utilise les relations (2.39) et (2.49) :
τ00 = −g (T 00 + t00) +

c4

16πG

(

~
0α

,β ~
0β

,α − ~
00

,αβ ~
αβ
)

= −g
(

T 00 − 7

8πG
|−→∇Φ|2

)

+
1

πG

[

(Φ,0)
2 − Φ,00Φ

]

+O(3).Le terme (Φ,0)
2 est négligeable par rapport à |−→∇Φ|2. D'autre part, le hamp newtonien estassoié au tenseur d'énergie-impulsion d'un �uide parfait non relativiste ave T 00 = µc2. Le



2.5 Approximations pour le alul de l'intégrale retardée 41déterminant du tenseur métrique (2.48) vaut g = −1+4Φ/c2+O(2). Or, d'après l'équationde Poisson, la quantité µΦ est d'ordre 2 (ar µΦ ∼ ∇2Φ Φ/πG) et domine le terme Φ,00Φ(ar |Φ,00Φ| ≪ |∇2ΦΦ| ∼ πGµ |Φ|). Il vient
τ00 = µc2 − 4µΦ− 7

8πG
|−→∇Φ|2 +O(3).En�n, d'après le théorème 1.1 on a (V désigne le volume des soures matérielles)

∫

V
−4µ(~x ′)Φ(~x ′) d~x ′ =

1

πG

∫

V∞

|~g (~x ′)|2 d~x ′

≃ 1

πG

∫

Z
|~g (~x ′)|2 d~x ′don

∫

Z
τ00(~x ′) d~x ′ =

∫

V
µc2 d~x ′ +

1

8πG

∫

Z
|~g (~x ′)|2 d~x ′.Remarquons que le seond terme du membre de droite est égal à l'opposé de l'énergie deliaison gravitationnelle. Si M désigne la masse totale des soures, sa valeur est de l'ordrede GM2/d (f. setion 1.7), négligeable par rapport à la valeur Mc2 du premier terme,étant entendu que GM/dc2 ≪ 1. Cei ahève de justi�er la relation (2.50).Exerie 2.1 8 Soit une soure newtonienne solide à symétrie sphérique et en rotationuniforme. Les omposantes dominantes du tenseur d'énergie-impulsion sont

τ00 = µ c2 et τ0j = µ cV j,ave ~V (~x ′) = ~ωΛ ~x ′. Pour �xer les idées, on supposera que la vitesse angulaire ~ω est diri-gée selon l'axe z. En développant en série le dénominateur de la solution (2.41) jusqu'audeuxième terme onformément à la relation (2.42), montrer que l'on retrouve asymptoti-quement la métrique de Lense-Thirring étudiée dans la setion 1.11.2 :
~
00 =

4GM

rc2

~
01 =

−2GyL

r3c3
~
02 =

2GxL

r3c3
~
03 = 0

~
jk = 0,ave pour valeur du moment inétique :

L = ω

∫

V
µ (x′2 + y′2) d~x ′.Pour rappel, ette solution hautement symétrique est stationnaire et il n'y a pas d'émissiond'ondes.8. J.B. Hartle, Gravity, An introdution to Einstein's general relativity, Addison Wesley, 2003, p. 497.



42 Chapitre 2. La génération des ondes gravitationnelles2.6 La solution quadrupolaireDéomposons la loi de onservation (2.40) en ses omposantes temporelle et spatiales :
τ00,0 + τ0l,l = 0 (2.51)
τ j0,0 + τ jl,l = 0. (2.52)Multiplions (2.51) par x ′jx ′k et intégrons dans tout l'espae :

∂

∂x ′0

∫

τ00(t ′, ~x ′)x ′j x ′k d~x ′ = −
∫

∂τ0l

∂x ′l
x ′j x ′k d~x ′

= −
∫

∂(τ0lx ′jx ′k)

∂x ′l
d~x ′ +

∫

(τ0j x ′k + τ0k x ′j) d~x ′

= −
∮

τ0l x ′j x ′k dS ′
l +

∫

(τ0j x ′k + τ0k x ′j) d~x ′.Le premier terme de la dernière ligne est égal à zéro ar τ0l s'annule à l'in�ni (rappelonsque, en pratique, tout se passe omme si τµν était nul en-dehors de la zone � profonde �
Z). On a don

∂

∂x ′0

∫

τ00 x ′j x ′k d~x ′ =

∫

(τ0j x ′k + τ0k x ′j) d~x ′. (2.53)Mutiplions maintenant (2.52) par x ′k et intégrons à nouveau dans tout l'espae :
∂

∂x ′0

∫

τ j0 x ′k d~x ′ = −
∫

∂τ jl

∂x ′l
x ′k d~x ′

= −
∫

∂(τ jlx ′k)

∂x ′l
d~x ′ +

∫

τ jk d~x ′

= −
∮

τ jl x ′k dS ′
l +

∫

τ jk d~x ′

= 0 +

∫

τ jk d~x ′.En permutant les indies j et k dans la relation ainsi obtenue et en e�etuant la demi-somme, on obtient
∫

τ jk d~x ′ =
1

2

∂

∂x ′0

∫

(τ j0 x ′k + τk0 x ′j) d~x ′. (2.54)De (2.53) et (2.54) il résulte
∫

τ jk d~x ′ =
1

2

∂2

(∂x ′0)2

∫

τ00 x ′j x ′k d~x ′.En pratique, pour obtenir la solution ondulatoire la plus simple il faut utiliser l'approxi-mation la plus basse pour tous les développements en série : le dénominateur de l'intégraleretardée vaut alors 1/r, le temps retardé vaut t ′ = t− r/c (soures lentes) et il faut poser
τ00 = µc2 (hamp faible). Le domaine d'intégration Z se réduit ainsi au volume V oupépar les soures matérielles et on a

~
jk(t, ~x) =

2G

rc4

[

∂2

∂t ′2

∫

V
µ(t ′, ~x ′)x ′j x ′k d~x ′

]

t ′=t−r/c

.



2.7 Rayonnement d'énergie 43Introduisons le seond moment de la distribution de masses des soures
Ijk(t) =

∫

V
µ(t, ~x ′)x ′jx ′k d~x ′ , (2.55)dont la partie sans trae est le tenseur des moments quadrupolaires

Qjk(t) =

∫

V
µ(t, ~x ′)

(

3x ′j x ′k − ~x ′ · ~x ′ δjk
)

d~x ′ (2.56)
= 3 Ijk −

(

I11 + I22 + I33
)

δjk. (2.57)On onlut que, dans la zone radiative, les omposantes spatiales de la métrique prennent,dans la jauge de Lorenz, les valeurs
~
jk(t, ~x) =

2G

rc4

[

∂2

∂t ′2
Ijk(t ′)

]

t ′=t−r/c

. (2.58)Elles portent le nom de solution quadrupolaire. Insistons sur le fait que elle-i véri�eidentiquement l'équation de d'Alembert, omme toute fontion du type f(r − ct)/r, etonstitue don une solution exate des équations d'Einstein (2.38) dans le vide.Les onditions de jauge (2.37) permettent le alul des autres omposantes du tenseurmétrique. De
~
j0

,0 + ~
jk

,k = 0on déduit
~
j0(t, ~x) =

2G

rc4

∑

k

(

Ïjk nk

)

t ′
+

2G

r2c3

∑

k

(

İjk nk

)

t ′
(2.59)et

~
00

,0 + ~
j0

,j = 0fournit
~
00(t, ~x) =

2G

rc4

∑

jk

(

Ïjk njnk

)

t ′
+

2G

r2c3

∑

jk

(

Q̇jk njnk

)

t ′
+

2G

r3c2

∑

jk

(

Qjk njnk

)

t ′
.(2.60)Ii enore, il s'agit de solutions exates des équations du hamp, omme le montre unsimple alul de l'opérateur de d'Alembert. Les termes en 1/r3 sont négligeables devanteux en 1/r2, eux-mêmes négligeables par rapport à eux en 1/r. En e�et, ∂I/c∂t ∼ I/λet 1/r ≪ 1/λ, omme l'imposent les relations (2.44).Ces résultats sont ompatibles ave les relations (2.45) à (2.47).2.7 Rayonnement d'énergieL'énergie transportée par l'onde quadrupolaire peut être alulée à l'aide de la ompo-sante temporelle de la relation (1.27) hangée de signe :

dE

dt
=

∮

c (−g) t0k nk dS.On l'évalue en intégrant sur une sphère S de rayon r, pour laquelle dS = r2 sin θ dθ dϕ.Il su�t don de aluler les termes en 1/r2 apparaissant dans (−g) t0k. Pour ela, il est



44 Chapitre 2. La génération des ondes gravitationnellesjudiieux d'utiliser la forme (A.4) du pseudo-tenseur d'énergie-impulsion, où l'on peut selimiter aux termes en 1/r dans l'expression des quantités ~µν et égaler le tenseur métriqueau tenseur de Minkowski. On onstate que seul ontribue le terme
1

4
gµα gνβ (2 gγδ gρσ − gδρ gγσ) ~

γσ
,α ~

δρ
,β.L'intégrand s'exprime simplement en fontion des dérivées troisièmes du moment quadru-polaire des soures et vaut

G sin θ

36πc5





1

4





∑

ij

d3Qij

dt3
ninj





2

+
1

2

∑

ij

d3Qij

dt3
d3Qij

dt3
−
∑

ijk

d3Qij

dt3
d3Qik

dt3
njnk



 dθ dϕ.(2.61)Cette relation exprime la puissane émise dans la diretion ~n à l'intérieur de l'angle solide
dΩ = sin θ dθ dϕ.L'intégrale sur la sphère s'e�etue sans di�ulté en utilisant les identités

∮

S
ni nj sin θ dθ dϕ =

4π

3
δij

∮

S
ni nj nk nl sin θ dθ dϕ =

4π

15
(δij δkl + δik δjl + δil δjk).On obtient la relation déouverte par Einstein en 1918 :

dE

dt
=

G

45c5

∑

ij

d3Qij

dt3
d3Qij

dt3
. (2.62)Bien entendu, le membre de gauhe doit, en fait, être évalué à l'instant t et elui de droiteà l'instant retardé t′ = t− r/c.Ainsi que nous l'avions annoné dans la setion 2.3, on remarquera l'intervention desdérivées troisièmes du moment quadrupolaire. Mais si notre théorie newtonienne modi�éepermettait de rendre ompte qualitativement des résultats de la relativité générale, elle endi�ère ependant dans ses détails quantitatifs.2.8 Rayonnement de moment inétiqueLe �ux de moment inétique est donné par la relation (1.67) hangée de signe. Dans l'ex-pression de −g tkl, il su�t de aluler les termes en 1/r3, puisque xj dS ∼ r3 dθ dϕ. 9 Pourmaîtriser la situation, regardons l'allure et les ordres de grandeur des termes intervenantdans la relation (A.4). D'après les relations (2.58) à (2.60), on a

~
ij
,0 ∼ O

(

G

rc5
d3I

dt3

)

~
0ν

,0 ∼ ~
µν

,i ∼ O

(

G

rc5
d3I

dt3

)

+O

(

G

r2c4
d2I

dt2

)

+O

(

1

r3

)

.9. Le alul montre l'annulation du terme en 1/r2. Si e n'était pas le as, le �ux de moment inétiquedivergerait omme r.



2.9 La réation radiative : interprétation newtonienne 45Dans −g tkl, les termes en ~
λµ

,α ~
νξ

,β ontenant le fateur 1/r3 sont don d'ordre
c4

G

G2

r3c9
d3I

dt3
d2I

dt2
=

G

r3c5
d3I

dt3
d2I

dt2
. (2.63)On peut dès lors égaler le tenseur métrique au tenseur de Minkowski. En e�et, les termes(2.63) en 1/r × 1/r2, issus d'une expression du type ~

λµ
,α ~

νξ
,β , dominent les termes en

1/r × 1/r × 1/r issus de gρσ~λµ,α ~νξ,β ou de gρσ~λµ,α ~νξ,β, ar es derniers sont d'ordre
c4

G

G

rc4
d2I

dt2
G

rc5
d3I

dt3
G

rc5
d3I

dt3
=

G

r3c5
d3I

dt3
d2I

dt2
G

c5
d3I

dt3
,'est-à-dire l'ordre de grandeur de (2.63) multiplié par

G

c5
d3I

dt3
∼ GMd2

c2λ3
=
GM

c2d

(

d

λ

)3

.Or, ette quantité est beauoup plus petite que 1 ar le hamp gravi�que des soures estnewtonien (GM/c2d≪ 1) et leurs vitesses sont faibles (d/λ ≪ 1).Le alul donne
dLi

dt
=

2G

5c5

∑

jkp

εijk
d2Ijp

dt2
d3Ikp

dt3
,résultat qui peut être exprimé en fontion du moment quadrupolaire :

dLi

dt
=

2G

45c5

∑

jkp

εijk
d2Qjp

dt2
d3Qkp

dt3
. (2.64)2.9 La réation radiative : interprétation newtonienneComme les setions préédentes le montrent, un système physique dissipe de l'énergieet du moment inétique si son moment quadrupolaire varie au ours du temps (plus pré-isément, seulement si les dérivées temporelles troisièmes de e moment sont non nulles).Les trajetoires des soures s'en trouvent modi�ées. Pour un système animé d'un mouve-ment périodique, il est possible de traduire quantitativement es résultats dans un langagepurement newtonien : tout se passe omme s'il existait une fore de frottement, don uneaélération ~a, que l'on peut quali�er d'� aélération de réation radiative � et dont nousallons établir la valeur. 10Soit V le volume oupé par les soures et µ la masse volumique d'un élément dematière de vitesse ~V . On doit avoir (le symbole <> désigne la moyenne temporelle)

〈

dE

dt

〉

=

〈∫

V
µ~a · ~V d~x

〉

. (2.65)Or, par (2.62),
〈

dE

dt

〉

= − G

45c5

∑

ij

〈

d3Qij

dt3
d3Qij

dt3

〉10. L. Landau et E. Lifhitz, op. it., problème 3 p. 461.
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= − G

45c5

∑

ij

〈

d

dt

(

d2Qij

dt2
d3Qij

dt3

)

− d2Qij

dt2
d4Qij

dt4

〉

= − G

45c5

∑

ij

〈

d

dt

(

d2Qij

dt2
d3Qij

dt3

)

− d

dt

(

dQij

dt

d4Qij

dt4

)

+
dQij

dt

d5Qij

dt5

〉

.Dans le as d'un mouvement périodique, la moyenne des dérivées totales par rapport autemps est nulle, don
〈

dE

dt

〉

= − G

45c5

∑

ij

〈

dQij

dt

d5Qij

dt5

〉

= − G

45c5

∑

ij

〈∫

V
µ
(

6V ixj − 2~x · ~V δij
)

d~x
d5Qij

dt5

〉

, (2.66)vu la dé�nition (2.56). Le seond terme du membre de droite fait intervenir la trae dutenseur moment quadrupolaire, qui est nulle. En omparant (2.65) et (2.66), on obtientdon
〈∫

V
µ~a · ~V d~x

〉

= − 2G

15c5

∑

ij

〈∫

V
µxj

d5Qij

dt5
V i d~x

〉

.On en déduit
ai = − 2G

15c5

∑

j

d5Qij

dt5
xj.Ce résultat peut s'érire sous la forme

~a = −−→∇ΦR,où le � potentiel de réation radiative � ΦR est donné par
ΦR =

G

15c5

∑

ij

d5Qij

dt5
xi xj. (2.67)Attention, il ne faut pas onlure que l'on peut simuler tous les e�ets de la relativitégénérale, simplement en ajoutant e terme à la théorie de Newton. Ainsi, la préessiondu périhélie des planètes onstitue un e�et plus important que l'amortissement de leurmouvement. 11L'interprétation, en termes de fore de frottement, de l'e�et de réation à l'émissiond'ondes gravitationnelles se trouve renforée par le fait que

〈

d~L

dt

〉

=

〈∫

V
~xΛµ~ad~x

〉

. (2.68)En e�et,
〈∫

V
~xΛµ~ad~x

〉

i

=

〈

∫

V
µ
∑

jk

εijk x
j ak d~x

〉11. Pour une analyse des e�ets post-newtoniens jusqu'à la réation radiative inluse, voir par exempleS. Chandrasekhar et F.P. Esposito, The Astrophysial Journal 160, p. 154 (1970).
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=

〈

−
∫

V

2Gµ

15c5

∑

jk

εijk x
j
∑

p

d5Qkp

dt5
xpd~x

〉

= − 2G

45c5

〈

∫

V
µ
∑

jk

εijk
∑

p

d5Qkp

dt5

(

3µxjxp−~x · ~x δjp
:::::::::

)

d~x

〉(l'adjontion du terme souligné en ondulé ne hange rien ar εijk est antisymétrique en lesindies j, k tandis que Qkj est symétrique). Don
〈∫

V
~xΛµ~ad~x

〉

i

= − 2G

45c5

∑

jkp

〈

εijk
d5Qkp

dt5
Qjp

〉

= − 2G

45c5

∑

jkp

〈

εijk





d

dt

(

d4Qkp

dt4
Qjp

)

:::::::::::::::::

− d4Qkp

dt4
dQjp

dt





〉

= − 2G

45c5

∑

jkp

〈

εijk



− d

dt

(

d3Qkp

dt3
dQjp

dt

)

::::::::::::::::::::

+
d3Qkp

dt3
d2Qjp

dt2





〉

= − 2G

45c5

∑

jkp

〈

εijk
d3Qkp

dt3
d2Qjp

dt2

〉 (2.69)(haun des termes soulignés en ondulé est nul, omme moyenne de la dérivée totale parrapport au temps d'une fontion périodique). De la omparaison de (2.69) et (2.64) résultela relation (2.68).2.10 La jauge TTDans le adre de l'approximation linéaire de la relativité générale ('est-à-dire, dans eontexte, en se limitant dans le tenseur métrique aux termes du premier ordre en 1/r), onsait qu'un hangement de jauge du type
xµ = xµ + ξµpermet de générer, à partir de quantités ~

old µν , de nouvelles quantités ~
µν véri�ant laondition de jauge de Lorenz (2.37) : pour ela, il faut que

2ξµ = ~
old µν

,ν . (2.70)On dispose ependant d'une ertaine marge de man÷uvre dans la détermination des ξµ : lasolution générale de l'équation (2.70) est onstituée d'une solution partiulière de l'équationinhomogène, plus la solution générale de l'équation homogène. On peut don passer à unsystème de oordonnées
xα = xα + πα(~x) (2.71)

= xα + ξα(~x) + πα[~x(~x)]dans lequel
g
µν

= ηµν + hnewµν
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hnewµν = holdµν − (ξµ + πµ),ν − (ξν + πν),µ +O(2)

= hµν − πµ,ν − πν,µ +O(2)

~
new
µν = ~µν − πµ,ν − πν,µ + ηµν π

α
,α +O(2) (2.72)sans perdre le résultat ~new µν

,ν = 0, pour autant que
2πα = 0. (2.73)Une telle liberté résiduelle dans le hoix de la jauge peut être exploitée a�n de simpli�erl'expression des quantités ~

new
µν . On utilise habituellement un système de oordonnées,appelé en anglais Transverse-Traeless gauge et noté TT, dans lequel

hTT µν
,ν (t, ~x) = 0 (condition de Lorenz) (2.74)

hTT µ0 (t, ~x) = 0 (transverse) (2.75)
hTT µ

µ (t, ~x) = 0 (trace nulle), (2.76)aux termes d'ordre 1/r2 près. Signalons dès à présent que, ompte tenu de l'annulation dela trae, les quantités hTT
µν sont identiques aux ~

TT
µν .Pour prouver l'existene de la jauge TT, supposons que les soures soient animées d'unmouvement périodique de période T = 2π/ω0. On a, d'après le théorème de Fourier :

µ(t′, ~x ′) =

+∞
∑

n=−∞

An(~x
′) exp(−inω0t

′),don, par (2.58),
~
jk(t, r) =

2G

rc4

∞
∑

n=−∞

−n2ω2
0

∫

V
An(~x

′)x′jx′k d~x ′ exp[−inω0(t− r/c)]

=
2G

rc4

∞
∑

n=−∞

Hjk
n exp[ikn(r − ct)]où lesHjk

n sont des onstantes et kn = nω0/c. Il est alors possible de satisfaire aux exigenes(2.74), (2.75) et (2.76) en posant dans (2.71) 12
πα(~x) =

1

r

∞
∑

n=−∞

Bα
n (~x) exp[ikn(r − ct)]où les Bα(~x) varient lentement, 'est-à-dire |Bα

,µ /B
α| ≪ 1. Vu le aratère additif detoutes les manipulations et l'indépendane linéaire des fontions exponentielles, nous sous-entendrons désormais la sommation et l'indie n.Remarquons tout d'abord que

2πα = 2

[

Bα(~x)
exp[ik(r − ct)]

r

]

≃ Bα(~x)2

[

exp[ik(r − ct)]

r

]

,12. B. Shutz, A �rst ourse in general relativity, Cambridge University Press, 1985, exerie 9.29 p. 248.



2.10 La jauge TT 49puisque les Bα varient lentement. Or, le membre de droite est nul ar l'opérateur ded'Alembert est appliqué à une fontion du type f(r − ct)/r. La relation (2.73) est ainsivéri�ée, don la ondition (2.74).Nous pouvons maintenant déterminer les fontions Bα permettant de réaliser les équa-tions (2.75) et (2.76). L'équation (2.72) permet d'érire 13
hTT jk = ~

jk − πj,k − πk,j + δjk
(

π0,0 + πs,s
)

=

(

2G

c4
Hjk − ikBjnk − ikBknj − δjk ikB0 + δjk ikBsns

)

exp[· · ·]
r

, (2.77)en négligeant les dérivées des Bα et les termes d'ordre 1/r2. D'autre part, vu (2.59) et(2.60) respetivement,
~
j0 = ~

jk nk +O(2)

~
00 = ~

jk njnk +O(2).On en déduit, toujours en négligeant les termes d'ordre 2,
hTT j0 = ~

j0 + πj,0 − π0,j

= ~
jk nk + πj,0 − π0,j

=

(

2G

c4
Hjk nk − ikBj − ikB0nj

)

exp[ik(r − ct)]

r

= hTT jk nk (2.78)
hTT 00 = ~

00 + 2π0,0 − πα,α

= ~
jk njnk + π0,0 − πs,s

=

(

2G

c4
Hjk njnk − ikB0 − ikBsns

)

exp[ik(r − ct)]

r

= hTT jk njnk. (2.79)L'annulation des hTT j0 implique don elle de hTT 00. Ainsi, les (apparemment) inq rela-tions (2.75) et (2.76) se réduisent aux quatre onditions
hTT jk nk = 0 (2.80)
∑

j

hTT jj = 0, (2.81)'est-à-dire
2G

c4
Hjknk − ikBj − ikB0nj = 0 (2.82)

2G

c4

∑

Hjj + ikBjnj − 3ikB0 = 0. (2.83)En multipliant (2.82) par nj et en additionnant ave (2.83), on obtient
B0 =

G

2ikc4





∑

j

Hjj +Hjk njnk



 . (2.84)13. Rappelons que l'on élève et abaisse les indies à l'aide du tenseur de Minkowski. La position desindies spatiaux (latins) n'a don guère d'importane.



50 Chapitre 2. La génération des ondes gravitationnellesDès lors, on tire de (2.82)
Bj =

iG

2kc4

(

∑

s

Hss +Hsk nsnk

)

nj − 2iG

kc4
Hjk nk. (2.85)Comme requis, les quantités Bα(~x) varient lentement : d'une part, elles ne dépendent pasdu temps ; et d'autre part, omme

ns,p =
δsp − nsnp

r
,on a bien |Bα,p/Bα| ∼ 1/r → 0 à grande distane r.En�n, le remplaement dans (2.77) des résultats (2.84) et (2.85) permet de aluler lavaleur de hTT

jk . En rétablissant le développement en série de Fourier sur n, on obtient
hTT
jk = ~jk −

1

2

∑

s

~ss δjk +
1

2
~
sp nsnp δjk +

1

2

(

∑

~ss + ~
sp nsnp

)

njnk

−~js nkns − ~ks njns +O(2).Ce résultat peut s'exprimer sous la forme
hTT
jk =

3
∑

ab

(

Pja Pbk −
1

2
Pjk Pab

)

~ab +O(2), (2.86)où P onstitue l'opérateur de projetion dans le plan perpendiulaire au veteur ~n :
Pab = δab − nanb. (2.87)Or, on véri�e failement que la projetion du tenseur de Kroneker est nulle :

∑

ab

(

PjaPbk −
1

2
PjkPab

)

δab = 0.Compte tenu de (2.58) et de (2.57), on peut ainsi érire
hTT
jk (t, ~x) =

2G

3rc4

[

∂2

∂t ′2
QTT

jk (t ′)

]

t ′=t−r/c

+O(2) (2.88)en notant
QTT

jk =
∑

ab

(

PjaPbk −
1

2
PjkPab

)

Qab. (2.89)L'intérêt de ette ériture réside dans le fait que, en théorie newtonienne de la gravitation,le moment quadrupolaire est aessible à l'observation, ainsi que nous l'avons montré dansla setion 2.1.2.11 Les modes de polarisation de l'onde gravitationnelleComme nous l'avons vu dans la setion préédente, les six omposantes hTT
jk sont liéespar les quatre ontraintes (2.80) et (2.81). Elles peuvent ainsi s'exprimer à partir de deuxfontions seulement, notées h+ et h× et traduisant la répartition de l'onde selon deux modes



2.11 Les modes de polarisation de l'onde gravitationnelle 51de polarisation. Leur signi�ation géométrique apparaît lairement dans la base normaliséedes oordonnées sphériques (don orthonormée)
~er

′ = ~er, ~eθ
′ =

~eθ
r
, ~eϕ

′ =
~eϕ

r sin θ
. (2.90)En e�et, le tenseur hTT y prend la forme (hTT ′) = J̃ (hTT )J , où

J =









1 0 0 0
0 sin θ cosϕ cos θ cosϕ − sinϕ
0 sin θ sinϕ cos θ sinϕ cosϕ
0 cos θ − sin θ 0









. (2.91)Les seules omposantes non nulles sont
hTT ′
22 = hTT

11 cos2 θ cos2 ϕ+ hTT
22 cos2 θ sin2 ϕ+ hTT

33 sin2 θ

+2hTT
12 cos2 θ sinϕ cosϕ− 2 sin θ cos θ (hTT

13 cosϕ+ hTT
23 sinϕ)

hTT ′
23 = cos θ sinϕ cosϕ (hTT

22 − hTT
11 ) + cos θ cos(2ϕ)hTT

12 + sin θ sinϕhTT
13

− sin θ cosϕhTT
23

hTT ′
33 = hTT

11 sin2 ϕ+ hTT
22 cos2 ϕ− 2hTT

12 sinϕ cosϕ.A l'aide des relations (2.80) et (2.81) on véri�e que la trae de ette matrie est bien nulle,'est-à-dire que hTT ′
33 = −hTT ′

22 . En dé�nitive, on a montré que
(

hTT ′
αβ

)

=









0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 h+ h×
0 0 h× −h+









(2.92)où les deux degrés de liberté ont pour expression
h+ = −hTT

11 sin2 ϕ− hTT
22 cos2 ϕ+ 2hTT

12 sinϕ cosϕ (2.93)
h× = cos θ sinϕ cosϕ (hTT

22 − hTT
11 ) + cos θ cos(2ϕ)hTT

12 + sin θ sinϕhTT
13

− sin θ cosϕhTT
23 . (2.94)Lorsque l'onde gravitationnelle atteint une partiule non relativiste, 'est-à-dire de vi-tesse largement inférieure à c, elle-i est soumise à l'équation de mouvement
d2xi

dt2
+

3
∑

j=1

ḣTT
ij

dxj

dt
= 0. (2.95)Dans le référentiel TT, une partiule de vitesse initiale nulle demeure don immobile àtout instant ! En fait ependant, l'onde gravitationnelle déforme l'espae-temps et la dis-tane physique entre deux partiules A et B s'en trouve a�etée (elle peut être mesuréeà partir du temps néessaire à la lumière pour parourir l'aller-retour ABA). L'e�et dela omposante h+ est le suivant : dans le plan sous-tendu par les veteurs ~eθ ′ et ~eϕ ′, unanneau de partiules-test, initialement au repos, se déforme en une ellipse d'axes dirigésselon es veteurs. Plus préisément, la distane physique entre deux partiules donnéesest multipliée par 1 + h+/2 selon ~eθ ′, et par 1− h+/2 selon ~eϕ ′. L'e�et de la omposante

h× est identique mais tourné de π/4 (�gure 2.8). Comme le plan est perpendiulaire à ladiretion de propagation de l'onde, elle-i est dite transversale.
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Figure 2.8: Les deux modes de polarisation d'une onde gravitationnelle atteignant un anneaude partiules-test à grande distane des soures (onde plane) lorsque h+ = h× = A sin(ωt′).En absisse, le veteur ~eθ ′ ; en ordonnée, le veteur ~eϕ ′. En haut, le mode h+ ; en bas, le mode
h×. De gauhe à droite, ωt′ prend suessivement les valeurs 0, π/2, π, 3π/2. D'après C.W.Misner, K.S. Thorne, J.A. Wheeler, Gravitation, Freeman, 1973, �gure 35.2.2.12 Energie émise selon haque mode de polarisationAppelons Q3 la matrie symétrique 3 × 3 ontenant les dérivées troisièmes des om-posantes du tenseur moment quadrupolaire en oordonnées artésiennes, et n la matrie
3× 1 onstituée des omposantes du veteur ~n. La relation (2.61), exprimant la puissanerayonnée dans la diretion ~n, peut s'érire sous la forme

dE

dtdΩ
=

G

36πc5

[

1

4
(ñQ3n)2 +

1

2
tr(Q̃3Q3)− ñQ̃3Q3n

]

.Cette expression tensorielle garde la même forme lorsque l'on passe dans la base normalisée(2.90) des oordonnées sphériques (bien que elle-i ne soit pas assoiée à un système deoordonnées : il ne s'agit pas d'une base naturelle), ar la transformation est assurée parla partie spatiale de la matrie J , qui est orthogonale [relation (2.91)℄. Don
dE

dtdΩ
=

G

36πc5

[

1

4
(ñ′Q3′n′)2 +

1

2
tr(Q̃3

′
Q3′)− ñ′Q̃3

′
Q3′n′

]ave n′1 = 1, n′2 = 0, n′3 = 0. En tenant ompte de l'annulation de la trae de Q3′, on peutainsi érire
dE

dtdΩ
=

G

36πc5

[

1

4

(

d3Q′
22

dt3
− d3Q′

33

dt3

)2

+

(

d3Q′
23

dt3

)2
]

. (2.96)On alule
Q′

22 −Q′
33 = Q11 (cos

2 θ cos2 ϕ− sin2 ϕ) +Q22 (cos
2 θ sin2 ϕ− cos2 ϕ) +Q33 sin2 θ

+2Q12 sinϕ cosϕ (1 + cos2 θ)− 2 sin θ cos θ (Q13 cosϕ+Q23 sinϕ)

Q′
23 = cos θ sinϕ cosϕ (Q22 −Q11) + cos θ cos(2ϕ)Q12 + sin θ sinϕQ13

− sin θ cosϕQ23. (2.97)



2.13 Barre homogène en rotation 53D'autre part, en utilisant (2.89) on remarque que
Q′

22 −Q′
33 = QTT ′

22 −QTT ′
33

Q′
23 = QTT ′

23 .Don, en vertu de (2.88) on obtient
dE

dtdΩ
=

G

36πc5
9r2c8

4G2

[

1

4

(

dhTT ′
22

dt
− dhTT ′

33

dt

)2

+

(

dhTT ′
23

dt

)2
]

.En utilisant (2.92), on obtient la répartition de la puissane surfaique rayonnée dans ladiretion (θ, ϕ) selon haun des deux modes de polarisation :
dE

dt r2dΩ
=

c3

16πG

(

ḣ2+ + ḣ2×

)

. (2.98)Don, dans le membre de droite de (2.96), le premier terme est relatif au mode + et leseond terme, au mode ×. En pratique, on utilisera dès lors les relations
dE+

dtdΩ
=

G

144πc5

(

d3Q′
22

dt3
− d3Q′

33

dt3

)2 (2.99)
dE×

dtdΩ
=

G

36πc5

(

d3Q′
23

dt3

)2 (2.100)où les termes entre parenthèses sont alulés via la relation (2.97). Rappelons que, pouronnaître les membres de gauhe au temps t, il faut évaluer les membres de droite au tempsretardé t′ = t− r/c.2.13 Barre homogène en rotationD'un point de vue tehnique, l'évaluation du taux d'émission d'ondes gravitationnellesdans l'approximation quadrupolaire ne présente guère plus de di�ultés que le alul dumouvement d'un solide en méanique newtonienne. Le premier demande la onnaissanedu tenseur des moments quadrupolaires tandis que le seond requiert le alul du tenseurd'inertie, et l'on sait que es deux tenseurs sont intimement liés. On peut don appliquerà une grande variété de situations les relations démontrées plus haut.En guise de premier exemple, onsidérons un barreau ylindrique de masse volumiquehomogène µ, rayon R et longueur L. Son entre de masse est plaé à l'origine des oor-données artésiennes (x, y, z) et le barreau tourne dans le plan (x, y) autour de l'axe des zave une vitesse angulaire ω. Pour aluler le tenseur des moments quadrupolaires, il su�tde aluler à l'aide de (2.56) le moment QF d'un barreau �xe dirigé selon l'axe des x, puisde passer dans le référentiel tournant autour de l'axe des z ave la vitesse angulaire −ω.On a ainsi
Q = J̃ QF Jave [passer aux oordonnées polaires dans le plan (y, z)℄

Qjk
F = µ

∫ L/2

−L/2
dx

∫ R

0
r dr

∫ 2π

0
[3xjxk − (r2 + x2) δjk] dϕ
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J =





cos(ωt) sin(ωt) 0
− sin(ωt) cos(ωt) 0

0 0 1



 .En notant M = µπR2L la masse du barreau, on obtient
(QF) =

M (3R2 − L2)

12





−2 0 0
0 1 0
0 0 1



 (2.101)
(Q) =

M (3R2 − L2)

12





1− 3 cos2(ωt) −3 sin(ωt) cos(ωt) 0
−3 sin(ωt) cos(ωt) 1− 3 sin2(ωt) 0

0 0 1



 . (2.102)Par onséquent,
d3Q11

dt3
= −M (3R2 − L2)ω3 sin(2ωt)

d3Q12

dt3
= M (3R2 − L2)ω3 cos(2ωt)

d3Q22

dt3
= M (3R2 − L2)ω3 sin(2ωt).Les relations (2.99) et (2.100) permettent de aluler la puissane rayonnée par unitéd'angle solide selon haque mode de polarisation. On alule

dE+

dtdΩ
=

G

144πc5
M2(3R2 − L2)2ω6 (1 + cos2 θ)2 sin2(2ωt− 2ϕ) (2.103)

dE×

dtdΩ
=

G

36πc5
M2(3R2 − L2)2ω6 cos2 θ cos2(2ωt− 2ϕ). (2.104)Les moyennes temporelles émoussent la dépendane en longitude, omme il se doit :

〈

dE+

dtdΩ

〉

=
G

288πc5
M2(3R2 − L2)2ω6 (1 + cos2 θ)2

〈

dE×

dtdΩ

〉

=
G

72πc5
M2(3R2 − L2)2ω6 cos2 θ.En sommant es deux quantités et en intégrant sur la sphère, ou bien en utilisant direte-ment (2.62), on en déduit la puissane rayonnée totale :

dE

dt
=

2GM2 (3R2 − L2)2 ω6

45 c5
. (2.105)On alule le taux de ralentissement de la barre en utilisant la relation donnant l'énergieinétique d'un ylindre solide newtonien 14 homogène de longueur L tournant autour deson entre de masse :

E =
1

2

ML2

12
ω2.Il s'ensuit

dω

dt
= −24GM (3R2 − L2)2 ω5

45L2 c5
(2.106)14. Ainsi que nous l'avons remarqué dans la setion 2.9, les relations (2.62) et (2.64) sont ompatiblesave la méanique newtonienne.



2.14 Deux masses aux extrémités d'un ressort 55(le signe négatif provient du fait qu'il faut hanger de signe dans la relation (2.105) puisquele système en rotation perd de l'énergie). On retrouve e résultat en érivant l'équation(2.64) du moment inétique véhiulé par l'onde :
dL

dt
=

2GM2 (3R2 − L2)2 ω5

45 c5
(2.107)puis en la ombinant ave la relation newtonienne

L =
ML2

12
ω.L'équation (2.106) permet d'évaluer la période T1 = 2π/ω1 d'un système de période initiale

T0 = 2π/ω0 au terme d'un temps τ :
T1 =

4

√

T 4
0 +

GM (3R2 − L2)2 τ

270L2c5π4
. (2.108)2.14 Deux masses aux extrémités d'un ressortSoit deux orps de masses respetivesM1 etM2 reliées, le long de l'axe z, par un ressortde longueur au repos égale à L et de onstante de raideur k. Les omposantes du tenseurdérivant l'onde gravitationnelle émise sont les suivantes :

hTT
11 =

K

r

[

A cos(2ωt′)− L sin(ωt′)
]

(n41 − n21 + n22 + n21n
2
2)

hTT
22 =

K

r

[

A cos(2ωt′)− L sin(ωt′)
]

(n21 + n42 − n22 + n21n
2
2)

hTT
33 =

K

r

[

A cos(2ωt′)− L sin(ωt′)
]

(−n41 − n42 − 2n21n
2
2)

hTT
12 =

K

r

[

A cos(2ωt′)− L sin(ωt′)
]

n1n2 (n
2
1 + n22 − 2)

hTT
13 =

K

r

[

A cos(2ωt′)− L sin(ωt′)
]

n1n3 (n
2
1 + n22)

hTT
23 =

K

r

[

A cos(2ωt′)− L sin(ωt′)
]

n2n3 (n
2
1 + n22)ave

K =
−2GAk

c4
, ω =

√

k (M1 +M2)

M1M2
, ~n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ).A l'aide de (2.94), on véri�e aisément que le mode h× est nul. L'onde émise par un ressortest don omplètement polarisée. Les �gures 2.9 et 2.10 montrent la omposante h+ pourdiverses valeurs du temps.A l'aide de (2.12), (2.62) et (2.64), on alule

dE

dt
=

4Gk3(M1 +M2)(4A
4 +A2L2)

15c5M1M2
(2.109)et

dL1

dt
=

dL2

dt
=

dL3

dt
= 0. (2.110)
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Figure 2.9: Représentation, dans un plan vertial, de la omposante h+ émise par un ressortvertial plaé au entre. Dans les unités géométriques c = G = 1, on a hoisi M1 = M2 =
2, A = 0.2, L = 1, k = 1. Dans es onditions, la période du mouvement harmonique vaut
T = 2π et la dimension aratéristique du ressort d = 1.2. La vitesse des soures est de l'ordrede d/T , raisonnablement inférieure à 1 omme les approximations de la setion 3 l'exigent. Lafenêtre a pour dimensions 20×20, e qui permet d'observer à des distanes grandes par rapportà d, onformément à es approximations. L'intensité de l'onde est traduite par un dégradé de gris(noir si h+ ≤ −0.05 ; blan si h+ ≥ 0.05), suessivement aux temps t = 0, π/4, π/2, 3π/4.Programme érit par Pierre-Guillaume Sprimont, Université de Liège, 2006.2.15 Système de deux orps en interation gravitationnelle2.15.1 Cas généralLe mouvement d'un système de deux orps pontuels de masses respetives M1 et
M2 liés par interation gravitationnelle est un problème lassique de la méanique new-tonienne. Il se réduit à l'étude du mouvement d'une seule partiule de masse e�etive
m =M1M2/(M1+M2) dans le hamp de gravitation engendré par une masseM =M1+M2immobile à l'origine des oordonnées. Dans le as d'un mouvement borné, la solution est

1

r
=

1 + e cosψ

(1− e2) a
(2.111)où r désigne la distane entre les deux orps, e ∈ [0, 1[ l'exentriité de la trajetoireelliptique, a son demi grand axe et ψ l'angle dérit à partir du périhélie. L'énergie totale
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Figure 2.10: Même légende que pour la �gure 2.9, aux temps t = π, 5π/4, 3π/2, 7π/4.possède la valeur onstante
E = −GM m

2 a
(2.112)et on dispose de l'intégrale première

r2
dψ

dt
=
√

(1− e2) aGM. (2.113)En�n, la période de révolution est donnée par
T = 2π

√

a3

GM
. (2.114)On hoisit les axes artésiens de sorte que x = r cosψ, y = r sinψ et z = 0. Le aluldu moment quadrupolaire ne pose auun problème :

(Q) = mr2





3 cos2 ψ − 1 3 sinψ cosψ 0
3 sinψ cosψ 3 sin2 ψ − 1 0

0 0 −1



 (2.115)don
Q11 = m

(1− e2)2 a2

(1 + e cosψ)2
(3 cos2 ψ − 1)
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Q22 = m

(1− e2)2 a2

(1 + e cosψ)2
(3 sin2 ψ − 1)

Q33 = −m (1− e2)2 a2

(1 + e cosψ)2

Q12 = 3m
(1− e2)2 a2

(1 + e cosψ)2
sinψ cosψ.Dès lors, la relation (2.62) permet de aluler la puissane perdue instantanément :

dE

dt
=

8G4M2
1 M

2
2 (M1 +M2)

15 a5 c5 (1− e2)5
(1 + e cosψ)4 [12 (1 + e cosψ)2 + e2 sin2 ψ]. (2.116)La puissane perdue moyenne se alule omme suit :

〈

dE

dt

〉

=
1

T

∫ T

0

dE(t)

dt
dt

=
1

T

∫ 2π

0

dE[t(ψ)])

dt

1

ψ̇
dψ.En exploitant l'équation de onservation du moment inétique (2.113), on trouve

〈

dE

dt

〉

=
32G4M2

1 M
2
2 (M1 +M2)

5 a5 c5
√

(1− e2)7

(

1 +
73

24
e2 +

37

96
e4
) (2.117)qui orrespond à la puissane perdue par le système. L'équation de onservation de l'énergie(2.112) permet d'en déduire la variation du demi grand axe :

〈

da

dt

〉

= −64G3M1M2 (M1 +M2)

5 a3 c5
√

(1− e2)7

(

1 +
73

24
e2 +

37

96
e4
)

. (2.118)L'évolution moyenne de la période de révolution résulte de (2.114) et vaut
〈

dT

dt

〉

= −192πM1M2

5 c5

√

G5 (M1 +M2)

a5 (1− e2)7

(

1 +
73

24
e2 +

37

96
e4
)

. (2.119)L'équation (2.64) de transfert du moment inétique s'applique aisément : la seule om-posante non nulle est
dL3

dt
=

2G7/2M2
1 M

2
2

√
M1 +M2

45 c5 a7/2 (1− e2)7/2
[144 (1 + e cosψ)6 − 144 e cos ψ (1 + e cosψ)5

−72 e cosψ (1 + e cosψ)4 − 72 e2 (1 + e cosψ)4 + 36 e2 (1 + e cosψ)3

+36 e2 cos2 ψ (1 + e cosψ)3 + 72 e3 cosψ (1 + e cosψ)3]. (2.120)D'où la variation moyenne, en raisonnant omme pour l'énergie i-dessus :
〈

dL3

dt

〉

=
(1− e2)3/2

2π

∫ 2π

0

dL3

dt

1

(1 + e cosψ)2
dψ

=
32

√
G7M2

1 M
2
2

√
M1 +M2

5 c5
√
a7 (1− e2)2

(

1 +
7

8
e2
)

. (2.121)



2.15 Système de deux orps en interation gravitationnelle 59Cette relation permet de aluler la variation temporelle de l'exentriité. En e�et,
L3 =M1M2

√

(1− e2) aG

M1 +M2
,don

dL3

dt
=M1M2

√

G

M1 +M2

[

−e de
dt

√

a

1− e2
+

1

2

da

dt

√

1− e2

a

]

.Remplaçant < dL3/dt > à l'aide de (2.121) hangée de signe (puisque le moment inétiqueemporté par les ondes est enlevé au système des deux masses orbitantes) et tenant omptede la valeur de < da/dt > donnée par (2.118), on en déduit
〈

de

dt

〉

= −304G3M1M2 (M1 +M2) e

15 a4 c5
√

(1− e2)5

(

1 +
121

304
e2
)

. (2.122)Comme le membre de droite est négatif, l'exentriité des orbites tend vers zéro et don,les trajetoires tendent vers des erles. Le temps d'e�ondrement d'un système double parémission d'ondes gravitationnelles peut être alulé en ombinant (2.118) et (2.122).2.15.2 Le as partiulier des orbites irulairesDans le as des deux orps de masses respetives M1 et M2 gravitant en mouvementirulaire uniforme dans le plan (x, y) à des distanes de l'origine respetivement égales à
r1 et r2, on obtient :

hTT
11 =

K

2r
cos (2ωt′)

[

(1− n21)
2 − n21n

2
2 + n23

]

− K

r
sin (2ωt′)n1n2(1− n21)

hTT
22 =

K

2r
cos (2ωt′)

[

−(1− n22)
2 + n21n

2
2 − n23

]

− K

r
sin (2ωt′)n1n2(1− n22)

hTT
33 =

K

2r
cos (2ωt′)

[

n21 + n21n
2
3 − n22 − n22n

2
3

]

+
K

r
sin (2ωt′)n1n2(1 + n23)

hTT
12 =

K

2r
cos (2ωt′)n1n2(n

2
1 − n22) +

K

r
sin (2ωt′) (n23 + n21n

2
2)

hTT
13 =

K

2r
cos (2ωt′)n1n3(n

2
1 − n22 − 2) +

K

r
sin (2ωt′)n2n3(n

2
1 − 1)

hTT
23 =

K

2r
cos (2ωt′)n2n3(n

2
1 − n22 + 2) +

K

r
sin (2ωt′)n1n3(n

2
2 − 1)ave

K = −4G2M1M2

c4 d
, ω =

√

G (M1 +M2)

d3
, d = r1 + r2.Quelques représentations des modes h+ et h× sont proposées en �gures 2.11 et 2.12.En posant e = 0 dans (2.121), on obtient

dL1

dt
= 0,

dL2

dt
= 0,

dL3

dt
=

32
√
G7M2

1M
2
2

√
M1 +M2

5 c5
√
d7

. (2.123)La répartition de la puissane rayonnée selon haun des deux modes de polarisation estdonnée par un alul analogue à elui de la setion 2.13, vu l'égalité formelle entre les
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Figure 2.11: Représentation, dans le plan z = 0, de la omposante h+ émise par deux orpsen rotation dans e plan, aux temps t = 0 et t = 2π. En unités géométriques, M1 = M2 =
2, d = 4. La période du mouvement vaut 8π et elle de l'onde est égale à 4π. La fenêtre apour dimensions 40× 40. Noir si h+ ≤ −0.5, blan si h+ ≥ 0.5.

Figure 2.12: Représentation, dans le plan x = 0, de la omposante h× émise par deux orpsen rotation dans le plan z = 0, aux temps t = 0, π/2, π, 3π/2. Mêmes paramètres que pourla �gure 2.11.
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〈

dE+

dtdΩ

〉

=
G4M2

1M
2
2 (M1 +M2)

2π c5 a5
(1 + cos2 θ)2

〈

dE×

dtdΩ

〉

=
2G4M2

1M
2
2 (M1 +M2)

π c5 a5
cos2 θ.En sommant et en intégrant sur la sphère, on retrouve la relation (2.117) partiularisée à

e = 0 :
dE

dt
=

32G4M2
1M

2
2 (M1 +M2)

5 c5 d5
. (2.124)Ces relations sont appliables au système Terre-Soleil, dont les orbites sont quasimentirulaires. On trouve un rayonnement gravitationnel de 200W et une perte de momentinétique égale à 109 kgm2/s2 (es deux quantités sont d'ailleurs liées dans le as des orbitesirulaires).Le rapprohement des deux orps résulte de (2.118). En sous-entendant les moyennes,on a

da

dt
= −64G3M1M2 (M1 +M2)

5 a3 c5
. (2.125)On en déduit le temps de hute τ des deux astres l'un vers l'autre : en e�et,

∫ τ

0
a3

da

dt
dt =

∫ τ

0
−64G3M1M2 (M1 +M2)

5 c5
dt.Or, le membre de gauhe est égal à −a40/4, en notant a0 la distane initiale entre les deuxastres. Don,

τ =
5 c5 a40

256G3M1M2 (M1 +M2)
. (2.126)La Terre devrait s'e�ondrer sur le Soleil, si elui-i existait toujours, dans ent mille mil-liards de milliards d'années.
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Annexe AExpression du pseudo-tenseurd'énergie-impulsionOn alule tµν à partir de (1.9). Compte tenu des relations
g,α = g gρσ gρσ,α = 2g Γρ

ρα

gρσ,α = −Γρ
ξα g

ξσ − Γσ
ξα g

ρξ ,on a suessivement :
[

g (gµνgαβ − gµαgνβ)
]

,αβ
=

[

g,α (g
µνgαβ − gµαgνβ)

]

,β

+
[

g (gµν,αg
αβ + gµνgαβ,α − gµα,αg

νβ − gµαgνβ,α)
]

,β

1

g

[

g (gµνgαβ − gµαgνβ)
]

,αβ
=

1

g

[

2g Γρ
ρα(g

µνgαβ − gµαgνβ)
]

,β

+
g,β
g

(gµν,αg
αβ + gµνgαβ,α − gµα,αg

νβ − gµαgνβ,α)

+gµν,αβg
αβ + gµν,αg

αβ
,β + gµν,βg

αβ
,α + gµνgαβ,αβ

−gµα,αβgνβ − gµα,αg
νβ

,β − gµα,βg
νβ

,α − gµαgνβ,αβ.Regroupons les termes pour maintenir visible la symétrie entre µ et ν. Le membre de droiteprend la forme
4Γσ

σβΓ
ρ
ρα (g

µνgαβ − gµαgνβ) + 2Γρ
ρα,β (g

µνgαβ − gµαgνβ) + 4Γρ
ρα(g

µν
,βg

αβ + gµνgαβ,β)

−2Γρ
ρα (g

µα
,βg

νβ + gνα,βg
µβ + gµαgνβ,β + gναgµβ,β)

+gµν,αβg
αβ + gµν,αg

αβ
,β + gµν,βg

αβ
,α + gµνgαβ,αβ

−gµα,αgνβ,β − gµα,βg
νβ

,α − gµα,βαg
νβ − gνα,βαg

µβ'est-à-dire
4Γρ

ραΓ
σ
σβ (g

µνgαβ −gµαgνβ) + 2Γρ
ρα,β (g

µνgαβ − gµαgνβ)−2Γρ
ρα (Γµ

ξβ g
ξν + Γν

ξβ g
ξµ) gαβ

:::::::::::::::::::::::::::::::

−2Γρ
ρα (Γ

µ
ξβ g

ξν + Γν
ξβ g

ξµ) gαβ − 4Γρ
ρα g

µν (Γα
ξβ g

ξβ+Γβ
ξβ g

ξα)

+2Γρ
ρα (Γ

µ
ξβ g

ξα

:::::::

+ Γα
ξβ g

ξµ) gνβ + 2Γρ
ρα (Γ

ν
ξβ g

ξα

:::::::

+ Γα
ξβ g

ξν) gµβ
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+2Γρ

ρα g
µα (Γν

ξβ g
ξβ+Γβ

ξβ g
ξν) + 2Γρ

ρα g
να (Γµ

ξβ g
ξβ+Γβ

ξβ g
ξµ)

−(Γµ
ξα g

ξν + Γν
ξα g

ξµ),β g
αβ + (Γµ

ξα g
ξν + Γν

ξα g
ξµ)(Γα

πβ g
πβ + Γβ

πβ g
πα)

+(Γµ
ξβ g

ξν + Γν
ξβ g

ξµ)(Γα
πα g

πβ + Γβ
πα g

πα)− gµν (Γα
ξα g

ξβ + Γβ
ξα g

ξα),β

−(Γµ
ξα g

ξα + Γα
ξα g

ξµ)(Γν
πβ g

πβ + Γβ
πβ g

πν)− (Γµ
ξβ g

ξα + Γα
ξβ g

ξµ)(Γν
πα g

πβ + Γβ
πα g

πν)

+(Γµ
ξβ g

ξα + Γα
ξβ g

ξµ),α g
νβ + (Γν

ξβ g
ξα + Γα

ξβ g
ξν),α g

µβ .Dans ette expression, les termes soulignés de façon identique s'annulent mutuellement.En ontinuant à développer, on trouve (même prinipe pour les termes soulignés)
Γρ
ρα,β g

µνgαβ + Γρ
ρα,β (g

µνgαβ − 2 gµαgνβ) −Γρ
ρα Γ

µ
ξβ g

ξνgαβ − Γρ
ρα Γ

µ
ξβ g

ξνgαβ

−Γρ
ρα Γ

ν
ξβ g

ξµgαβ − Γρ
ρα Γ

ν
ξβ g

ξµgαβ −Γρ
ρα Γ

α
ξβ g

µνgξβ
::::::::::::::::

− Γρ
ρα Γ

α
ξβ g

µνgξβ

−2Γρ
ρα Γ

α
ξβ g

µνgξβ + 2Γρ
ρα Γα

ξβ g
ξµgνβ + 2Γρ

ρα Γ
α
ξβ g

ξνgµβ + Γρ
ρα Γ

ν
ξβ g

µαgξβ
:::::::::::::::

+Γρ
ρα Γ

ν
ξβ g

µαgξβ + Γρ
ρα Γ

µ
ξβ g

ναgξβ
:::::::::::::::

+ Γρ
ρα Γ

µ
ξβ g

ναgξβ−Γµ
ξα,β g

ξνgαβ

::::::::::::::

−Γν
ξα,β g

ξµgαβ

::::::::::::::

+Γµ
ξα (Γ

ξ
πβ g

πν

:::::::

+ Γν
πβ g

πξ) gαβ + Γν
ξα (Γ

ξ
πβ g

πµ

:::::::

+ Γµ
πβ g

πξ) gαβ + Γµ
ξα Γ

α
πβ g

ξνgπβ

:::::::::::::::

+Γν
ξα Γ

α
πβ g

ξµgπβ
:::::::::::::::

:::::::::::::::

+ Γµ
ξα Γ

β
πβ g

ξνgπα + Γν
ξα Γ

β
πβ g

ξµgπα + Γµ
ξβ Γ

α
πα g

ξνgπβ
:::::::::::::::

+Γν
ξβ Γ

α
πα g

ξµgπβ
:::::::::::::::

+ Γµ
ξβ Γ

β
πα g

ξνgπα + Γν
ξβ Γ

β
πα g

ξµgπα−gµν Γα
ξα,β g

ξβ

−gµν Γβ
ξα,β g

ξα + gµν Γα
ξα (Γ

ξ
πβ g

πβ

:::::::

+ Γβ
πβ g

πξ) + gµν Γβ
ξα (Γ

ξ
πβ g

πα + Γα
πβ g

πξ)

−Γµ
ξα Γ

ν
πβ g

ξαgπβ −Γµ
ξα Γ

β
πβ g

ξαgπν
:::::::::::::::::

−Γα
ξα Γ

ν
πβ g

ξµgπβ
:::::::::::::::::

− Γα
ξα Γ

β
πβ g

ξµgπν

−Γµ
ξβ Γ

ν
πα g

ξαgπβ −Γµ
ξβ Γ

β
πα g

ξαgπν

:::::::::::::::::

−Γα
ξβ Γ

ν
πα g

ξµgπβ

:::::::::::::::::

− Γα
ξβ Γ

β
πα g

ξµgπν

+Γµ
ξβ,α g

ξαgνβ

::::::::::::

+ Γα
ξβ,α g

ξµgνβ + Γν
ξβ,α g

ξαgµβ

::::::::::::

+ Γα
ξβ,α g

ξνgµβ

−Γµ
ξβ (Γ

ξ
πα g

πα

:::::::

+ Γα
πα g

πξ

:::::::

) gνβ − Γν
ξβ (Γ

ξ
πα g

πα

:::::::

:::::::

+ Γα
πα g

πξ

:::::::

) gµβ

−Γα
ξβ (Γ

ξ
πα g

πµ + Γµ
πα g

πξ) gνβ − Γα
ξβ (Γ

ξ
πα g

πν + Γν
πα g

πξ) gµβ . (A.1)D'autre part,
−2Rµν +Rgµν = (−2gµαgνβ + gαβgµν)(Γγ

αβ,γ − Γγ
αγ,β + Γγ

ξγΓ
ξ
αβ − Γγ

ξβΓ
ξ
αγ)

= −2 gµαgνβ Γγ
αβ,γ + 2 gµαgνβ Γγ

αγ,β + gαβgµν Γγ
αβ,γ − gαβgµν Γγ

αγ,β

−2 gµαgνβ Γγ
ξγΓ

ξ
αβ + 2 gµαgνβ Γγ

ξβΓ
ξ
αγ

+gαβgµν Γγ
ξγΓ

ξ
αβ − gαβgµν Γγ

ξβΓ
ξ
αγ . (A.2)



65Pour aluler le pseudo-tenseur d'énergie-impulsion, il faut additionner les expressions(A.1) et (A.2) :
Γρ
ρα,β (g

µνgαβ
:::::::

−2 gµαgνβ)− Γρ
ρα Γ

µ
ξβ g

ξνgαβ − Γρ
ρα Γ

ν
ξβ g

ξµgαβ −Γρ
ρα Γ

α
ξβ g

µνgξβ

::::::::::::::::

−2Γρ
ρα Γ

α
ξβ g

µνgξβ + 2Γρ
ρα Γα

ξβ g
ξµgνβ

::::::::::::::::

+ 2Γρ
ρα Γ

α
ξβ g

ξνgµβ + Γρ
ρα Γ

ν
ξβ g

µαgξβ

+Γρ
ρα Γ

µ
ξβ g

ναgξβ + Γµ
ξα Γ

ν
πβ g

πξ gαβ + Γµ
ξβ Γ

β
πα g

ξνgπα + Γν
ξβ Γ

β
πα g

ξµgπα

−gµν Γβ
ξα,β g

ξα + gµν Γα
ξα Γ

β
πβ g

πξ + gµν Γβ
ξα (Γ

ξ
πβ g

πα

:::::::

:::::::

+ Γα
πβ g

πξ)

−Γµ
ξα Γ

ν
πβ g

ξαgπβ − Γα
ξα Γ

β
πβ g

ξµgπν −Γα
ξβ Γ

β
πα g

ξµgπν
:::::::::::::::::

+ Γα
ξβ,α g

ξµgνβ

+Γα
ξβ,α g

ξνgµβ − Γα
ξβ (Γ

ξ
πα g

πµ + Γµ
πα g

πξ) gνβ − Γα
ξβ (Γ

ξ
πα g

πν

:::::::

+ Γν
πα g

πξ) gµβ

−2 gµαgνβ Γγ
αβ,γ + 2 gµαgνβ Γγ

αγ,β + gαβgµν Γγ
αβ,γ −gαβgµν Γγ

αγ,β
::::::::::::::

−2 gµαgνβ Γγ
ξγ Γ

ξ
αβ

::::::::::::::::::

+ 2 gµαgνβ Γγ
ξβ Γ

ξ
αγ

:::::::::::::::::

+ gαβgµν Γγ
ξγ Γ

ξ
αβ

:::::::::::::::

−gαβgµν Γγ
ξβ Γ

ξ
αγ

:::::::::::::::::

:::::::::::::::::

.Don,
16πG

c4
tµν = gµνgαβ(−2Γρ

ρσ Γ
σ
αβ + Γρ

βρ Γ
σ
ασ + Γρ

βσ Γ
σ
αρ)

−gµαgνβ(−2Γρ
ρσ Γ

σ
αβ + Γρ

αρ Γ
σ
βσ + Γρ

σβ Γ
σ
αρ)

+gµαgρσ(−Γξ
ξρ Γ

ν
ασ + Γξ

ξα Γ
ν
ρσ + Γν

αξ Γ
ξ
ρσ − Γξ

σα Γ
ν
ρξ)

+gναgρσ(−Γξ
ξρ Γ

µ
ασ + Γξ

ξα Γ
µ
ρσ + Γµ

αξ Γ
ξ
ρσ − Γξ

σα Γ
µ
ρξ)

+gαβgρσ(Γµ
σα Γ

ν
ρβ − Γµ

αβ Γ
ν
ρσ).On obtient ainsi la relation (1.10) :

16πG

c4
tµν =

(

2Γσ
αβ Γ

ρ
σρ − Γσ

αρ Γ
ρ
βσ − Γρ

αρ Γ
σ
βσ

)(

gµαgνβ − gµνgαβ
)

+ gµαgρσ
(

Γξ
αξ Γ

ν
ρσ + Γν

αξ Γ
ξ
ρσ − Γξ

αρ Γ
ν
σξ − Γν

αρ Γ
ξ
σξ

)

+ gναgρσ
(

Γξ
αξ Γ

µ
ρσ + Γµ

αξ Γ
ξ
ρσ − Γξ

αρ Γ
µ
σξ − Γµ

αρ Γ
ξ
σξ

)

+ gαβgρσ
(

Γµ
αρ Γ

ν
βσ − Γµ

αβ Γ
ν
ρσ

)

. (A.3)Il est possible d'exprimer e résultat en fontion des quantités ~µν dé�nies par (2.36) :
16πG

c4
(−g) tµν = ~

µν
,α ~

αβ
,β − ~

µα
,α ~

νβ
,β +

1

2
gµν gαβ ~

αγ
,δ ~

δβ
,γ

− gµα gβγ ~
νγ

,δ ~
βδ

,α − gνα gβγ ~
µγ

,δ ~
βδ

,α + gαβ g
γδ

~
µα

,γ ~
νβ

,δ

+
1

8

(

2 gµα gνβ − gµν gαβ
)

(2 gγδ gρσ − gδρ gγσ)~
γσ

,α ~
δρ

,β . (A.4)
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Annexe BPropriétés de l'intégrale retardéeB.1 Véri�ation de la solutionMontrons d'abord que
~
µν(t, ~x) =

4G

c4

∫ τµν
(

t′ = t− |~x−~x′|
c , ~x′

)

|~x− ~x′| d~x′ (B.1)est bien solution des équations du hamp (2.38). Pour ela, il faudrait utiliser la théoriemathématique des distributions, essentiellement pare que la fontion |~x − ~x′| n'est pasdérivable en ~x = ~x′. Mais nous allons ontourner et appareil formel pour obtenir le résultatde manière un peu plus intuitive.
• Supposons d'abord ~x 6= ~x′. On alule (le point désigne la dérivée par rapport à t′) :

∂τµν(t′, ~x′)

∂t
= τ̇µν(t′, ~x′) (B.2)

∂τµν(t′, ~x′)

∂xk
= τ̇µν(t′, ~x′)

∂

∂xk

(

t− |~x− ~x′|
c

)

= −1

c
τ̇µν(t′, ~x′)

xk − x′k

|~x− ~x′| (B.3)don
∂

∂xk
τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| = −1

c
τ̇µν

xk − x′k

|~x− ~x′|2 − τµν(xk − x′k)

|~x− ~x′|3
∂2

(∂xk)2
τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| =
1

c2
τ̈µν(xk − x′k)2

|~x− ~x′|3 − 1

c

τ̇µν

|~x− ~x′|2 +
2

c

τ̇µν(xk − x′k)2

|~x− ~x′|4

+
1

c

τ̇µν(xk − x′k)2

|~x− ~x′|4 − τµν

|~x− ~x′|3 + 3
τµν(xk − x′k)2

|~x− ~x′|5

∇2 τ
µν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| =
1

c2
τ̈µν

|~x− ~x′| . (B.4)Ainsi, pour ~x 6= ~x′, 'est-à-dire si ~x n'est pas situé dans les soures, on a
2
τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| = 0
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2 ~

µν(t, ~x) = 0. (B.5)
• Le point déliat est don d'évaluer le d'alembertien de l'intégrale (B.1) lorsque ~x setrouve dans les soures. Pour ela, il est raisonnable d'admettre que la ontribution del'intégrand est négligeable dans une sphère Vǫ entrée sur ~x et de rayon ǫ su�sammentpetit 1 :

∫

V

τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| d~x′ = lim
ǫ→0

∫

V−Vǫ

τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| d~x′,en notant V le volume total des soures. Mais il ne faudrait pas en déduire que le résultat(B.5) est maintenu, ar il s'agit de dériver une intégrale évaluée sur un domaine qui dépenddes quantités xk par rapport auxquelles on dérive. Appelons Sǫ la frontière de Vǫ et ~n′ =
(~x′ − ~x)/|~x − ~x′| la normale unitaire de Sǫ (au sens de la géométrie eulidienne), dirigéevers l'extérieur. D'après le théorème de dérivation des intégrales paramétriques, on a

∂

∂xk

∫

V−Vǫ

τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| d~x′ =

∫

V−Vǫ

∂

∂xk
τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| d~x′ −
∫

Sǫ

τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| n′k dS′. (B.6)Le seond terme du membre de droite s'annule. En répétant l'opération, on obtient
∇2

∫

V−Vǫ

τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| d~x′ =

∫

V−Vǫ

∇2 τ
µν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| d~x′ −
∑

k

∫

Sǫ

∂

∂xk

[

τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′|

]

n′k dS′et
∇2

∫

V

τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| d~x′ = lim
ǫ→0

∫

V−Vǫ

∇2 τ
µν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| d~x′

− lim
ǫ→0

∑

k

∫

Sǫ

∂

∂xk

[

τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′|

]

n′k dS′. (B.7)Or, par (B.4) et par (B.3), respetivement,
∫

V−Vǫ

∇2 τ
µν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| d~x′ =
1

c2

∫

V−Vǫ

τ̈µν

|~x− ~x′| d~x
′

−
∑

k

∫

Sǫ

∂

∂xk

[

τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′|

]

n′k dS′ = −1

c

∫

Sǫ

τ̇µν

|~x− ~x′| dS
′ −
∫

Sǫ

τµν

|~x− ~x′|2 dS′don
lim
ǫ→0

∫

V−Vǫ

∇2 τ
µν(t′, ~x′)

|~x− ~x′| d~x′ =
1

c2

∫

V

τ̈µν

|~x− ~x′| d~x
′ (B.8)

− lim
ǫ→0

∑

k

∫

Sǫ

∂

∂xk

[

τµν(t′, ~x′)

|~x− ~x′|

]

n′k dS′ = 0− 4π τµν(t, ~x). (B.9)Rassemblant les résultats (B.1), (B.2), (B.7), (B.8) et (B.9), on obtient
2 ~

µν(t, ~x) = −16πG

c4
τµν(t, ~x). (B.10)1. R. Simon, Méanique rationnelle, Première Partie, Derouaux, 1972, pp. 351-357.



B.2 Véri�ation de la ondition de jauge 69B.2 Véri�ation de la ondition de jaugeLa solution (B.1) satisfait bien la ondition de jauge de Lorenz.
~
µν

,ν =
1

c

∂~µ0

∂t
+
∂~µk

∂xk

c4

4G
~
µν

,ν =
1

c

∫

τ̇µ0

|~x− ~x′| d~x
′ − 1

c

∑

k

∫

τ̇µk(xk − x′k)

|~x− ~x′|2 d~x′ −
∑

k

∫

τµk(xk − x′k)

|~x− ~x′|3 d~x′.En utilisant la relation (2.40)
∂τµν(t′, ~x′)

∂x′ν
= 0, (B.11)on peut érire

c4

4G
~
µν

,ν = −
∑

k

∫
[

∂τµk

∂x′k
1

|~x− ~x′| +
1

c

τ̇µk(xk − x′k)

|~x− ~x′|2 +
τµk(xk − x′k)

|~x− ~x′|3
]

d~x′

= −
∑

k

∫

d

dx′k
τµk(t′, ~x′)

|~x− ~x′| d~x′où le symbole d désigne la dérivée totale. Par le théorème de Gauss, on a
c4

4G
~
µν

,ν = −
∑

k

∮

τµk(t′, ~x′)

|~x− ~x′| n′k dS
′.Cette quantité est nulle : pour s'en onvainre, il su�t d'intégrer sur une sphère de rayonsu�samment grand et de rappeler que, dans es onditions, l'intégrand varie omme l'in-verse du ube de la distane (voir hapitre 2).


