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L’homme raisonnable s’adapte au monde; 'homme déraiddana
s’obstine a essayer d’adapter le monde a lui-méme.

Tout progres dépend donc de ’'homme déraisonnable.

Georges Bernard Shaw
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Chapitre 1

Position du probleme

Depuis la nuit des temps, 'homme optimise : que ce soit pooélérer une
technique de fabrication, pour minimiser le colt d’'une ¢tartdion ou pour ne pas
payer plus d'imp6t qu’il n’en faut. Il doit cependant tenarapte des contraintes
externes pour parvenir a ses fins : accélérer une fabricdtibaisser inchangée
la qualité du produit, minimiser le colt d’'une constructi@doit pas pousser a
I'inaction (la construction la moins chére étant celle geixiste pas) et le calcul
de I'imp6t doit répondre aux prescrits Iégaux et fiscaux.

Il convient d’abord de choisir sur base de quel(s) critgresobjet peut étre
considéré comme meilleur qu’un autre. La meilleure voitese-elle la moins
chére sur le marché ? Auquel cas I'épreuve de sélectionlast/eznent simple :
il suffit de comparer les prix des différents modéles. Mais&lleure peut aussi
étre la plus sdre et, dans ce cas, une série d’expériencag@sisaire. Des di-
zaines d’autres criteres sont possibles : espace disgorit#sse, consommation
de carburant, etc. Mais la définition de I'optimum peut ausdsulter d’'une com-
binaison de ces différents critéres : le rapport qualibé/pst la plus célebre de
ces combinaisons.

Les techniques d’optimisatiosont des procédés systématiques permettant

d’approcher, voire de trouver la technique de fabricateoplus rapide, le colt

le plus bas ou I'imp0t le plus juste. La technique d’optinimala plus simple est
sans conteste celle deesai-erreur Il suffit de faire varier quelques paramétres
et de conserver le candidat des que celui-ci, tout en rempiglets contraintes du
probleme, s’avere meilleur que le modéle le plus perforraahiellement dispo-
nible. Avec un peu d’habitude, d'intuition ou de chance, anglioration peut
étre obtenue. Mais s’agit-il vraiment d’wptimunt?

Les techniques plus sophistiquées, dont celles que pefderd travail, ont
recours a unérmulation mathématique

17



18 CHAPITRE 1. POSITION DU PROBLEME

1.1 Formulation mathématique.

La formulation mathématique d’un probleme d’optimisatitwit en identifier
I'objectif, les variables et les contraintes. Cette foratign est la plus importante
— et souvent la plus difficile — des étapes. De cette formutatie présent travalil
ne parle pas : nous partirons d’'une formulation mathématigunérale.

La premiere étape consiste a identifier Vesiablesd’'un probleme. Les va-
riables sont les éléments sur lesquels nous avons la passibagir directement
pour en modifier les valeurs. Les variables sont généraleamalgamées dans
un vecteux.

L'étape suivante consiste a définirféaction objectif fx). La fonction objec-
tif mesure la quantité a minimiser ou a maximiser. Sauf noentontraire, dans le
reste de ce travail, nous nous concentrerons sur les prebldeminimisationde
f(x), un probléeme de maximisation pouvant étre facilement atine cherchant
a minimiser 'opposé de la fonctiof(x).

Il convient enfin d’identifier legonctions de contraintes (x). Les contraintes
peuvent étre de deux natures : nous avons, d’'une part, lésodas d’égalité et,
d’autre part, les contraintes d’inégalité.

Plus formellement, le probleme général que nous trait@gis’

minimiser f(x),
s.c. ¢j(x)=0 pourjez, (1.1)
Cj(x) <0 pourjer

ou £ etr sont, respectivement, les ensembles disjoints des indesontraintes
d’égalité et d'inégalité. Les fonctionk et ¢; sont supposees continment déri-
vables. On désigne p&, I'ensemble admissihlee sous-ensemble d&" ou les
contraintes sont satisfaitass.

Q= {xeR"|cj(x)=0pourj ez etcj(x) <Opourjer}. (1.2)

Pour certains problémes, les variables n’ont un sens qcardition d’étre
choisies dans un ensemble de valeurs discrétes. |l s’afjibimisation discréte
a opposer a Bptimisation continuele présent travail ne traitera pas de I'optimi-
sation discreéte.

1.2 Conditions d’optimalité.

Les solutions les plus intéressantes d’un probléme d’agétion sont lesni-
nima globauxc’est a dire I'ensemble des argumertgour lequel la fonctiorf
atteint sa plus petite valeur dans 'ensemble admisdiele,

f(x") < f(x) vx e Q. (1.3)
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Le minimum global est généralement difficile a trouver carvaleurs des fonc-
tions f(x) etcj(x) ne sont generalement pas connues en tous les points de I'en-
semble admissible. La plupart des algorithmes se contedtart de trouver un
minimum local

On dit que la fonction objectif présente arinimum localen un pointx* si la
fonction f (x*) est la plus petite valeur dans un voisinage de ce pdiet X est
un minimum local s'il existe un voisinagé(x*) tel que

fx)<f(x)  YxeQNV(x). (1.4)

Le minimum local est district si 'inégalité peut étre remplacée par une inégalité
stricte.

Heureusement, cette définition ne constitue pas la seul@&neaste détermi-
ner si un poinx* est oui ou non un minimum local. Il serait en effet impossible
d’explorer tout les points du voisinage gepour étre sar que la fonction objectif
n'est pas supérieure &x*). Lorsque le probleme est suffisamment régulier, des
moyens beaucoup plus efficaces existent. Par exempleutadonctionf est
deux fois continlment dérivable, les critéres d’optingasibnt bien connus (voir,
par exemple, Fletcher [31]). Dans un probléme non-cortraisuffit que legra-
dientde f au pointx* soit nul

Of(x) =0 (1.5)

et que sorHessienaussi appelénatrice hessiennejyf (x*) soit définie positive
pour quex* soit un minimum local dd .

La littérature fait aussi grand usage dmmditions nécessairasoptimalité.
La condition du premier ordre est tout simplement

Gf(x) =0. (1.6)

Les points répondant a cette propriété sont appadéss stationnairesu points
critigues du premier ordrelLa condition nécessaire du second ordre se formule

O f (X*) semi-définie positive (1.7)

Pour les problémes contraints, I'établissement d’une timmdhécessaire de-
mande de faire quelques hypotheses sur la régularité désicnes. Ces condi-
tions de régularité sont généralement connues sous le najnaldication des
contraintes Il existe plusieurs hypotheses de qualification des comés; nous
n'aborderons que la plus simple et la plus connue (voir, pamgle, Noce-
dal et Wright [80]) : lacondition d’'indépendance linéaire de qualification des

1Un voisinageV (x) dex est un ensemble contenant un ouvert conterant



20 CHAPITRE 1. POSITION DU PROBLEME

contraintes Pour satisfaire cette condition, il suffit que les gradiéft;(x*) des
contraintes activésau pointx* soient linéairement indépendants. Dans ce cas,
nous avons les célébres conditions nécessaires du pramchierde Karush—Kuhn—
Tucker [59]

D(f(x*)-i—_ > AjHci(x) = 0, (1.8)
jeEUr
cj(x*) = 0 pourjez,
cj(x') < 0 pourjer,
Aj > 0 pourjer,
Ajcj(x’) = 0 pourjeEUI.

Les paramétrel;]‘ sont lesmultiplicateurs de Lagrangdu probléme.
En régle générale, il n’est pas possible de déterminer siinmmam local est
le minimum global du probleme.

1.3 Taux de convergence.

Les différentes techniques d’optimisation se distingibét entendu par leurs
performances. Une des mesures de la performance d’untaigerest ldaux de
convergenceil s’agit d’'une mesure de la vitesse de convergence. Les@dex de
convergence les plus utilisés sont définis comme suit (pairexemple, Nocedal
et Wright [80]).

Soit une suite d'itérésx¥} deR" qui converge vers*. On dit que le taux de
convergence edinéaire s'il existe une constantec |0, 1| telle que

Hx(k—i-l) . X*H
X =]

Cela signifie que I'écart entre l'itéré et la solution détmi moins, a chaque
itération, d’un facteur constant La convergence esuperlinéairesi

<r pourk suffisamment grand. (1.9)

_ ||X(k+1) _X*H
im-—Fn—— = 1.10
koo [|x(K) — x| ( )
Une convergencgquadratiquese définit quant a elle par
XD — x| -
——— <M pourk suffisamment grand, (1.12)
X0 —x2

ou M est une constante positive. Cela signifie que I'écart aveollaion décroit
guadratiquement au fil des itérations.

2Une contrainte; (x) est diteactiveau pointx* si cj(x*) = 0.
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1.4 Objet et apport de ce travail.

Ce travail porte sur une classe particuliere de techniqlggstiohisation : il
s'intéresse aux problémes non-linéaires, contraints atcootraints. Les me-
thodes envisagées sdtératives: elles construisent, au fur et a mesure des ité-
rations, une suit¢x®} qui — du moins nous I'espérons — convergera vers un
minimum localx*. Un point de déparx© pour les paramétres & optimiser est
arbitrairement choisi et la fonction objectffx?)) ainsi que les fonctions de
contraintescj(x(9)) sont évaluées. Pour chaque it&f€ ces mémes fonctions
seront également évaluées. Notre travail s’inscrit dapgtadigme ou le temps
nécessaire pour évaluer celles-ci s’averent extrémeraegtgar rapport aux cal-
culs nécessaires a I'algorithme lui-méme. Plus formellggreette hypothese peut
s’exprimer comme Ssuit.

Hypothése 1.1Le temps nécessaire au calcul de l'itéf&hd) & partir de la va-
leur de la fonction objectif (), des fonctions de contrainteg(g)) et/ou de
leurs dérivées au point® est négligeable par rapport au temps nécessaire a
I’évaluation de ces derniéres.

Ceci signifie que notre priorité, en terme de performandeq és diminution
du nombre total d’itérations engendrées par I'algorith@e paradigme présente
'avantage que la mesure de performance ne dépend ni duepmelgnvisagé ni
de la puissance de calcul utilisée. Cette hypothese esstecat utile : pensons
par exemple aux modéles numérigues complexes utilisés &foméogie ou en
aéronautique. Comme toutes les hypothéses, celle-ci énséessl: en particulier
lorsque nous avons affaire a des problémes de grande taiBgye le nombre
d’opérations de calcul causé par I'algorithme lui-mémétagénéralement expo-
nentiellement avec le nombre de parameétres de la fonctigtimiser.

La premiere partie du travail, incluant le présent chapfai office d'intro-
duction générale aux méthodes par régions de confiance etilés#tion d’'ap-
proximations locales quadratiques. Le chapitre 2 portelgi@rentes techniques
de globalisation et sur celle qui hous intéressera toutagl die ce travail : la mé-
thode ditedes régions de confiancEn quelques mots, elle consiste a considérer
que les fonctiond (x) et cj(x) peuvent étre remplacées par umgproximation
locale, plus facile a utiliser, dans une certaine zone de confiant®iade l'itéré
courantx®). La question du choix de I'approximation locale la plus ampiée
est abordée au chapitre 3. Plusieurs types d’approxinslmales sont dévelop-
pées en détail mais I'essentiel de notre travail se conesutrles approximations
guadratiques. Les approximations de Newton, Newton medifiquasi-Newton
sont abondamment utilisées dans la suite du travail. Leittkap aborde, avec
de nombreux détails, les aspects théoriques de converglirae des méthodes
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par régions de confiance. Les hypotheses nécessairestdisgtment des théo-
remes de convergence vers des points critiques du premiker tcond ordre y
sont exposées. Nous y traitons également de la forme dessidé confiance et
des critéres de convergence pour des problémes non-diifdées.

Le premier de ces problemes fait I'objet du chapitre 5 : ilraleda question de
I"identification paramétriquéou lacalibration) d’'un modele dynamiquear rap-
port a des mesures expérimentales. Cette identificationgieiexprimée sous
la forme d’un probléme d’optimisation non-contraint etd&ervabilité des para-
metres a identifier peut étre discutée au moyen dexpgérience jumelleMais
c’est surtout la question de la différentiation de la fometobjectif (et donc du
modele sous-jacent) qui est discutée en détail : son colesmources informa-
tiques est en effet un facteur-clé pour mener a bien la caidor.

Le chapitre 6 développe en détail I'algorithmast et ses différentes variantes
pour I'optimisation non-contrainte. Il s’agit la d’'une in@nentation particuliére
de la méthode des régions de confiance. Elle utilise des sppaiions locales
guadratiques de type quasi-Newton. Nous abordons, dankagstre, la ques-
tion du choix de la méthode de différentiation de la fonctutnectif et son in-
fluence sur la vitesse de convergence de I'algorithme ditupétion servant a la
calibration. Un exemple éloquent sur un simple modéle ppodelateur de Lotka—
\olterra est ensuite présenté et discuté. C’est un des @ppajeurs de ce travail
qui fait par ailleurs I'objet d’'une publication (Walmag eelbez [101]).

Le chapitre 7 est le deuxieme apport majeur de ce travaitéBgnte une stra-
tégie nouvelle de mise a jour dayon de confianceLe rayon de confiance est
un parametre des méthodes par régions de confiance; il mdligfendue de la
dite région autour de l'itér&®). Traditionnellement, I'étendue de cette zone de
confiance est maintenue constante si elle méne a des résdtafaisant, dimi-
nuée si ceux-ci sont médiocres et augmentée s’ils sont bmss entendons par
« résultat», la diminution effective de la fonction objectif. La nouveé intro-
duite ici invite a se méfier des trop bons» résultats, c’est-a-dire des itérations
menant a une réduction de la fonction objectif bien plus irtgyde que prévue
par I'approximation locale. Dans ce cas, la logique proposgt de maintenir
guasi-constant le rayon de confiance. Cette simple précaatnéliore les per-
formances de l'algorithme et cette amélioration est carsiole lorsqu’elle est
cumulée avec une stratégie intelligente de mise a jour ggiximation qua-
dratique. Les profils de performances des différenteségfies ont été compareés
et validés sur nombre de problémes-tests et cette partiedailtfait €galement
I'objet d’'une publication (Walmag et Delhez [100]).

La troisiéme partie du travail aborde la question de I'ofation contrainte.
Le chapitre 8 trace les grandes lignes desthodes quadratiques séquentielles
(SQP) conjuguées avec une globalisation par régions deacaefi: cette tech-
nigue bien connue, et plus particulierementdesrections du second ordrser-
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viront de base au chapitre suivant.

Le chapitre 9 présente un algorithme complet et efficace siduton d'un
sous-probleme convexguadratique a contraintes quadratiqueSette méthode
originale se base sur une fonction de pénalité de #ipecelle-ci présente la
particularité de ne pas étre différentiable. L'algorithtine profit d’'une décompo-
sition de I'espace des variable®n trois sous-espaces orthogonaux : un premier
permettant de gérer des contraintes de bornes, un deuxamdatjuel la fonction
objectif est continment dérivable et un troisieme ou etésspnte des cassures
de pente». Le principe du nouvel algorithme est de construire uneégia de
recherche de direction de descente successivement suoisesols-espaces. Les
performances de cet algorithme sont encore amélioréesmpldmentation d’'un
mode rapidequi tire profit des corrections du second ordre utilisées des me-
thodes SQP et par une méthode de recherche unidimensepaeiiculierement
bien adaptée.

Le chapitre 10 aborde I'utilisation de I'algorithmi&/QCQP élaboré au cha-
pitre précédent dans le cadre de la résolution de probleoresiméaires et non-
convexes. L'approche envisagée est celleadgsrithmes séquentiels de program-
mation quadratique a contraintes quadratiqueses avantages sont abordés rapi-
dement par I'entremise de quelques exemples. Quelgussia@stiériques ont été
effectués et sont encourageants.

Enfin, la quatrieme et derniere partie (chapitre 11), tiseclenclusions et dé-
gage les perspectives futures.
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Chapitre 2

Methodes de globalisation en
optimisation

Le domaine de I'optimisation non-contrainte a vu I'émeiggde nombreuses
méthodes et algorithmes. Il est vain de vouloir tous lesgim&s aussi nous con-
tenterons-nous, dans les deux chapitres qui suivent, litéep quelques caracté-
ristiques principales des différentes familles d’aldamies.

Ce chapitre traite d’abord des méthodes diesées sur le gradientl aborde
ensuite succinctement la famille des méthodes dités-heuristiques

Les méthodes basées sur le gradient sont itératives. Elfeardent en un point
de dépark? et générent une suitex¥)} qui est interrompue lorsque plus aucun
progrés ne peut étre fait ou lorsqu’une solution sembleratéi approchée avec
une précision suffisante. Pour décider comment passer #éxik au suivant,
ces méthodes se basent sur des informations localesahtenues au point®)
et éventuellement aux points précédents : elles consiituise approximation
locale m¥(x) plus ou moins sophistiquée de la fonction objectif (plusléaa
traiter que la fonction objectif elle-mériequi est utilisée pour résoudre un pro-
bléme local et trouver un nouvel itéx&*+2) pour lequel la valeur de la fonction
objectif sera moindre. D’une fagon ou d’'une autre, ces #lyoes doivent revenir
régulierement a laéritablefonction objectiff (x) et ne peuvent indéfiniment trai-
ter avec I'ersatz qu’est(¥)(x) au risque de se fourvoyer dangereusement. Cette
étape qui consiste a repasser du probléme local vers legpnebglobal est ap-
peléeglobalisation Deux méthodes de globalisation sont abordées en détal dan
les section suivantes : I'approche pacherche linéaireet celle parégions de
confiance Une troisieme méthode de globalisation dite hint proximalsera
rapidement évoquée dans un souci de complétude de I'exposé.

ILe choix de ces approximations locales est traité au cleaitr

25
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2.1 Globalisation par recherche linéaire.

Dans I'approche par recherche linéaire, whieection de descentel est
construite et une recherche est effectuée le long de cedetidn en partant de
x(K) pour trouver un nouvel itéré dont la valeur de la fonctioneobf est plus
petite. La directiord® est une direction de descente s'il exi6te- 0 tel que

f(xM +ed®) < £(x¥), ve < C, (2.1)
ce qui devient simplement, dans le casfoest dérivable er®,
dWTEf(x®) <o. (2.2)

La distance dont I'algorithme avance dans la directiét est appelée Ipas de
progressionet peut étre trouvée en résolvant un probleme unidimensiaha
recherche linéaire l'itérationk. Il s’agit de calculer — éventuellement de fagon
approchée — le pask) & parcourir le long de la direction de descetifte afin de
minimiser la fonction objectifi.e. trouver

¢ = arg ming €) (2.3)

oup(g) = f(x¥ +£dX).
La nouvelle approximation de la solution sera alors obtgrawda mise a jour

xk+D) — xk 4 gk gk (2.4)

En résolvant exactement le probléme (2.3), nous tirerionbénéfice maximal

de la directiond®. Mais une minimisation exacte est cependant trés codteuse e
n'est généralement pas nécessaire. Il est donc trés fréedqaemir les méthodes

de recherche linéaire dispensées de trouver le minimunt eleas la direction

de descente. Le plus frequemment, la recherche est arrésegutline diminu-
tion suffisante de la fonction objectif est constatée (vair @xemple [80]). On
demande généralement le respect dsoladition d’Armijo

F(x9 4+ £MdM) < £(x9) 4 ¢, WA T (x) (2.5)

pour une constante donnéec@; < 1. En pratique, cette constarteest généra-
lement choisie assez petite (de I'ordre de4)0 Cette condition de décroissance
n’est cependant pas suffisante pour garantir une progresatsfaisante de I'al-
gorithme; la condition (2.5) autorise en effet des pas dgnession extrémement
petits. Pour s’en prémunir, on introduitdandition de courbure

dOT G (x4 £ dM) > 6 d®T g f (x0) (2.6)
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avecc) < ¢ < 1. Pour éviter d’obtenir des pas de progression trop diftSre
de (2.3), la condition (2.6) est parfois modifiée selon

|d(k)T&f(X(k) +E(k)d(k)>| < c2|d(k)TEJ(f(x(k))|. (2.7)

Les conditions (2.5) et (2.6) sont appeléesclesditions de Wolfeandis que (2.5)
et (2.7) sont lexonditions fortes de WolfeNotons qu’il est toujours possible
de trouver un minimun& ¥ répondant aux conditions de Wolfe ¢ est une
direction de descente. Comme nous le verrons plus tard,acehtions peuvent
s’averer particulierement utiles dans le cadre des méthoeléype quasi-Newton
(voir section 3.2.3).

Parallelement aux conditions de Wolfe, lesnditions de Goldsteimem-
plissent une fonction similaire

F(x 4 g0
F(x 4 gk

(X)) + (1= ¢) EMdMT G f (xM) (2.8)

> f
< F(x®) 1 cERdMTf(xM) (2.9)
avec 0< c< % Il n’est cependant pas possible de garantir I'existenaa diini-
mum&® répondant & ces conditions.

Il existe plusieurs méthodes de minimisation pour le pnoigéinidimension-
nel (2.3) que nous classerons ici suivant le nombre de pointse évaluation de
la fonction et, parfois, de ses dérivées est nécessaires Rasuite de I'expose,
nous supposerons que la fonctip(g) est deux fois contindment dérivable.

Le lecteur cherchant des précisions a propos des méthode®mppées dans
cette section est invité a consulter 'ouvrage de Stoer gtdgh [95] par exemple.

2.1.1 Méthodes a un point.

Les méthodes itératives a un point cherchent a annuler ieégépremiere en
utilisant les informations disponibles en un point. Un @sgus itératif de type
Newton—Raphson peut étre utilisé afin d’identifier un zéréad#érivée dap(g).
Considérons I'approximation de Taylor limitée au premigire de cette dérivée
autour d’'un poing,

WET) =W (&) +u'(E)E-9). (2.10)

Annulant la valeur de la dérivée au pofit qui deviendra l'itéré suivant, on ob-
tient la formule d’actualisation du probleme de recherahédire

E*zi—%. (2.11)
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SiY(&) est deux fois différentiable et si sa dérivée secapltig ) est continue au
sens de Lipschifzdans un voisinage d’une solutigf, on peut montrer que cette
méthode présente un taux de convergence quadratique eh qoaergence est
assurée verg* si le point de départ est suffisamment proche dévoir [80] par
exemple). Outre le fait qu'il est difficile de s’assurer qeepbint de départ est
« suffisamment proche de la solutiong*, cette méthode nécessite le calcul de
la dérivée seconde de la fonction objectif le long de la dioacde descente. La
dérivée seconde n’est malheureusement pas toujours dipon
La méthode de la cordg’inspire de la méthode de Newton—Raphson et ap-
proche l'inverse de la dérivée secondeldé&) par une constant®
1
1" ~
Pr(g) ~ o (2.13)
et la formule d’actualisation est dés lors

" =&-my'(g) (2.14)

L'ordre de convergence est affecté par cette approximatipasse de quadratique
alinéaire.

Ces deux méthodes a un point ont cependant un défaut magurcdnver-
gence globale vers une solutigh n'est assurée que dans des conditions plutot
restrictives, ce qui en fait de piétres instrumentghtidalisationpour des fonc-
tions objectifs tout a fait générales.

2.1.2 Méthodes a deux points.

Les méthodes a deux points utilisent les informations ex geints et néces-
sitent dés lors une procédure spécifique pour obtenir les pleumiers points.

Tout d’abord, laméthode de la corde classigaénspire de la méthode de la
corde mais approche la dérivée seconde g par une différence finie

W) -wE)
2.15
- (213)
ou & désigne l'itéré courant €& celui qui le précéde. Le processus itératif com-
plet s’écrit donc

qJ//(E> ~

-
W& —w(E)
2Pour rappel, une fonctiorigx) : » C R — R est continue au sens de Lipschitz s'il existe une

constant telle que, pour tout,y € D,

[T(X) = f(y)] <K[x=Yy]. (2.12)

£ =¢ W' (€) (2.16)
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De facon assez surprenante, on peut montrer que le taux dergence de ce

processus est lgombre d’or”T\@. Malheureusement, la convergence globale ne
peut étre établie, cette méthode est donc rarement utibiéequelle.

Cette difficulté a propos de la convergence globale peutrég@lue en uti-
lisant une méthode aventervalle L'idée de base est de trouver un intervalle
[&1,&2] tel que la dérivée soit négative au poftet positive au poing,. Vu le
caractére continu de la fonctiap cette condition assure la présence d’'un mini-
mum a l'intérieur de I'intervalle. L'algorithme tente atode réduire celui-ci, tout
en conservant la condition sur les dérivées aux bornes dgielmouvel intervalle.
Pour ce faire, un nouveau point appartenant a l'intervallesiéré, noté s, est
calculé selon une formule du type

&3=E&—p(&2—¢&1). (2.17)

Le calcul de la valeur du parametpec [0,1] a partir des résultats obtenus aux
extrémités de l'intervallég 1, &2 dépend de la méthode de résolution choisie. En-
suite, aprés calcul de la dérivée en ce point, I'algorithgduit I'intervalle. Si
Y (&3) est négatif, l'intervallggs, &,] est utilisé pour l'itération suivante et, dans
le cas contraire, I'algorithme utiligé&1, &3).

Parmi les méthodes utilisant un intervalle,neéthode de la bisectiosst la
plus simple : & chaque itération I'intervalle obtenu ests#ivn deux parties égales
(p=1/2). L'équation (2.17) devient alors

g3 = 61262_ (2.18)

Cette méthode n’utilise cependant aucune des informasanges valeurs des
dérivéeap(&1) etW(&) alors que celles-ci sont disponibles et ont été évaluées au
cours des itérations précédentes. La convergence peutédianaméliorée sans
co(t supplémentaire, c’est la raison pour laquelle la nuhie la bisection n’est
gue rarement utilisée en pratique.

La méthodeegula falsise base sur la formule d’actualisation de la méthode a
un point de Newton—Raphson, considérée au gginCependant, afin d’éviter le
calcul de la dérivée second€ (&), celle-ci est approchée par différences finies
sous la forme

&2—&1
pour obtenir la formule de mise a jour
S S LR - ) (2.20)

W(&2) —W(&)
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Il est possible de montrer que, si pour une itération quejaenla dérivée troi-
sieme de la fonction objectif existe et est positive damddtivalle[§1,&2], le taux
de convergence de cette méthode est linéaire (voir [95]).

La méthode a deux point la plus populaire est sans conteledeel’inter-
polation cubiquequi approche la fonctio(¢) par un polyndme du troisiéme
degré erg a partir des valeurs d@(€1), W(&2), W (1) et W' (&) calculées lors
des itérations précédentes. La nouvelle approximatioregwoptimak; est alors
choisie comme le minimum de cette interpolation cubiquéle@s est calculée
grace a I'équation (2.17) ou la valeur dest donnée par

V(&) +S+R
T &) v v 2s (2.21)
ou
s = ¥R VE Ly 4y 2.22)
§2— &1
R = /- WEW (). 2.23)

Cette méthode est tres utilisée en raison de son taux dergemee quadratique et
de sa propriété de convergence globale indépendante dideoileépart (voir [82,
95]).

2.1.3 Méthode a trois points.

Considérons maintenant un ensemble de trois valeurs aressdu pas, soit
&1 < & < &3, ou les valeurs de la fonction objectjf(§) sont évaluées. Le mi-
nimum¢é, de linterpolation quadratiqugpassant par ces trois points est ajouté a
'ensemble ordonné

1 bpaP(&a) + P31 P(&2) +b12W(&s)

b4 = 2 ap3P(&1) +az1P(€2) +a2P(&3)

(2.24)

ouajj =& —&; ethjj; = Eiz —EJZ. Il convient alors d’exclure de 'ensemble ordonné
&1 ou &3 (celui dont la valeur de la fonction objectif est la plus gtanet de
recommencer I'opération avec les trois valeurs restateie méthode a trois
points présente I'avantage d’avoir un taux de convergeneglmgtique et de ne
pas nécessiter le calcul des dérivées.

Dans le cas de fonctions non-convexes, il peut arrivegueappartienne pas
a lintervalle [§1,&3]. Dans ce cas I'algorithme est redémarré avec, par exemple,
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les trois points

€@ 8 siuE) < i)
(Ez,EZZE?’,Eg) sinon. (2.25)

2.2 Globalisation par régions de confiance.

Les méthodes d’optimisation par régions de confiance senbaseune idée
simple : & chaque itérationgpproximation local@m® (x) est considérée comme
fiable dans un domaine de validité déterminé, une région déacwe, dont la
taille est adaptée au fur et a mesure des itérations. Moy¢mneelques hypo-
théses, la convergence globale de cette approche vers imumidocal peut étre
rigoureusement établie (voir Conn, Gould et Toint [20]).

A chaque itération, I'algorithme définit une approximatiocalem® (x) dont
le but est d’approcher la fonction objectif dans une régiercahfiance

309 — {xemn: ||x—x(k)||k§A(k)} (2.26)

ou AN est lerayon de confiancet ou ||-||, est une norme dépendant éventuel-
lement de l'itération. Un pas de progress#fi est alors calculé en résolvant le
probleme

minimiser m® (x® +s)
sc.  |s|lk<a®

ou, a tout le moins, en assurant une réduction suffisantapperbximation locale
tout en satisfaisant la contrainte.
La fonction objectiff (%K) est calculée apoint de test

g = x® 4 s (2.27)

et comparée a la valeur prédite par I'approximation looafe(x)). Si une réduc-
tion suffisante de la fonction objectif est obtenue, le pt@st est accepté comme
itéré suivant et le rayon de confiance est augmenté ou maioterstant. Dans le
cas contraire, le point-test est rejeté et la région de aucdi@st contractée, dans
I'espoir de voir 'approximation locale donner de meillesiprédictions sur une
région plus petite [20]. Formellement I'algorithme pewésire

3La littérature spécialisée parle plus volontiers druadéle i) (x).



32 CHAPITRE 2. METHODES DE GLOBALISATION EN OPTIMISATION

Algorithme 2.1 Soit un point de départX, un rayon de confiance initidl©) et
les constantegs, N2, Y1, Y2 qui satisfont aux conditions

O0<nNi<n<l et O<y1<y2< 1l (2.28)

Calculer f(x(9)) et initialiser k= 0.

Etape 1 : Définition de I'approximation locale. Choisir la norme|-||, et définir
une approximation locale fi danss ),

Etape 2 : Calcul d’un pas de progression.Calculer un pas & réduisant suffi-
samment I'approximation localek et tel quex¥) = x®) sk ¢ g K.

Etape 3 : Acceptation ou rejet du point-test. Evaluer (%K) et définir le rap-
port

(2.29)

o) — F(x¥) — £ (%)
k

— mk(x®) —mk) (xk)
Sip® > nq, définir Xkt = % : dans le cas contraire, &) = x®).
Etape 4 : Mise & jour du rayon de confiance.Choisir

IAK | 4o sip® >npy,
A(k+1) c [VZA(k) , A(k)] Si p(k) c [r]]_7 nz[, (230)
V1AM yon®] sip® <.

Augmenter ensuite k d’'une unité et retourner a I'étape 1.

Les itérations pour lesquellg@s®) > n1 sont appelées dérations réussies
(« succesful iterations), et nous notons I'ensemble de leurs indices par le sym-
boles, i.e.

s={k=0[pM>n}. (2.31)

A l'opposé, nous définissons I'ensemble digsations infructueusef« unsuc-
cessful iterations)

ru:{k20|p(")<r]1}. (2.32)

De la méme maniere, nous posons
v ={k=0[p% >n,| (2.33)

'ensemble destérations tres réussiet very successful iterations). Notons
que? C§.

Cet algorithme de base laisse, pour l'instant, quelqueszdiombre : le choix
de I'approximation localen®, de la norme|-||, , la méthode employée pour cal-
culers¥ ainsi que la signification exacte de la périphraseéduisant suffisam-
ment I'approximation localen® » et, enfin, la mise & jour pratique du rayon de
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confiance. On peut remarquer que I'algorithme tel que décdessus ne com-
porte pas de critéere d’arrét; nous supposons donc qu’utie mifinie d’itérés
{xK1 est générée

2.3 Globalisation par point proximal.

Nous devons également mentionner qu'il existe d’autresnigaes de glo-
balisation a c6té de la recherche linéaire et des régionsulgance. Parmi ces
techniques, celles dites qhwint proximalsont tres proches, dans leur esprit, des
régions de confiance. Les méthodes dites proximales sanpdésentes dans la
these de Martinet [70] mais I'algorithme du point proxintaluve ses pleins fon-
dements dans les travaux de Rockafellar [89].

Dans toute sa généralité, cet algorithme est développérpoercher un zéro
d’un opérateur maximal monotone, un de ses nombreux ca@dslidation étant
I'optimisation convexe Dans ce contexte, I'algorithme du point proximal est ca-
ractérisé par une itération de base de la forme

1
&) — argmi k= xkD 2| gk
X = argmin f(x)+u(k) [Xx—=x" "7 +e (2.34)

ot ek est introduit pour prendre en charge, d’un point de vue théer les er-
reurs liées au calcul numérique approché. Le terme de distst introduit en vue
derégulariserla fonction convexd (x) et ainsi assurer I'existence et I'unicité du
minimumx¥). La convergence de I'algorithme est assurée moyennarstiwest
hypothéses. Parmi celles-ci, on trouve cependant I'hygsatlide convexité qui af-
faiblit sérieusement le résultat.

Fin des années 1980, I'essor de la théorie de la convergen@ionnelle
a permis d’introduire, dans l'algorithme de base, la notierperturbation: la
fonction f(x) était remplacée, a l'itératiok, dans le probléme (2.34), par une
autre fonctionf (¥ (x), la suitef %) devant converger veris Cette approche facilite
grandement la prise en charge de contraintes via I'expiloitales fonctions de
pénalisation(voir par exemple [63, 98]).

Parallelement, d’autres auteurs se sont plutdt penchda sétriqueexploi-
tée dans l'algorithmei,e. sur la distance utilisée dans (2.34). C’est ainsi qu'ap-
paraissent, d’'une part, des métriques variant d’itéragioiération (voir [17, 18,
6, 88]) et, d’autre part, une métrique fixe non-linéaire baaé une méthode dite
entropique(voir [16, 26, 55]). Bien entendu, les couplages entres d&rehtes
approches ont initié de nouvelles recherches (voir [2, 7]).

4En pratique, un critére d’arrét doit naturellement étrecij# Celui-ci doit stoppe le pro-
gramme aussitdt que I'itépéX) satisfait I'utilisateur. La plupart des programmes spénifégale-
ment un nombre maximal d’itérations.
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Plus récemment, Cartist al. [13, 14] ont développé une méthode appelée
« adaptive cubic overestimation (ACO). Celle-ci présente des caractéristiques
semblables a la méthode du point proximal.

Algorithme 2.2 Soit un point de départ®, un rayon de confiance initidl(? et

les constanteq, N, Y1, Y2 qui satisfont aux condition&.28) Calculer f(x(9))

et initialiser k= 0.

Etape 1 : Calcul d’un pas de progression.Calculer un pas & réduisant suffi-
samment I'approximation locale

1 11
(K) (x(K) — f(x®) 4+ &' M) 4 ZsTH®s+ =~ g3
mY (x" +s) = f(x) +s' G f(x )+25H s+3“(k)||s||

ou H® est une approximation de la matrice hessiengé (x).
Etape 2 : Acceptation ou rejet du point-test. Evaluer f(X¥)) avec

29 — k) gk

et définir le rapport

Sip® > nq, définir Xkt = % : dans le cas contraire, &) = x®).
Etape 3 : Mise & jour du paramétre. Choisir

1 10, 1/u] sip >y,
pe €y W W9, ya/uM) sip® € na.ngl,
[ye/HY, y2/u] sip < ny.

Augmenter ensuite k d’une unité et retourner a I'étape 1.

Nous pouvons constater une certaine similarité entre léisodés proximales
et les régions de confiance : les premiéres pénalisentdiéonent entre deux ité-
rés successifs alors que les secondes confinent it€rautour dexk-1 grace a
une contrainte (la région de confiance). La ou, d’'une pantghsité de la péna-
lité est gouvernée par le paraméf® qui s’adapte d'itération en itération, nous
avons, d’autre part, un rayon de confia®é® variant également au cours des ité-
rations qui détermine la taille de la région deonfinements. De petites valeurs
de p® provoquent une pénalité forte dont les effets sont singifair une région
de confiance de faible rayax¥). La régularisation des méthodes proximales agit
comme une pénalisation +e. une forme de contrainte faible — alors que les
régions de confiances utilisent une contrainte forte, imdinégssable. Au vu de sa
parenté avec les régions de confiance, cette techniqueloiighttion ne sera plus
évoquée par la suite.
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2.4 Globalisation par méta-heuristiques.

Le termeméta-heuristiquecaractérise une approche générale plutdt qu’'une
méthode a part entiére. Les méthodes méta-heuristiquescessitent aucun cal-
cul de dérivée, mais uniqguement des évaluations de la tamctbjectif en dif-
férents points. Elles n'utilisent pas véritablement diapgmations locales. Cer-
taines de ces méthodes ont fait leur preuves dans le domaitiepdimisation
combinatoireetdiscrétemais peuvent également étre utilisées pour des probléemes
d’optimisation continus et ont I'avantage de pouvoir étikag¢e pour la recherche
d’'un minimumglobal de la fonction objectiff. Il convient néanmoins de se gar-
der d'un enthousiasme excessif, ces méthodes reposeneswandlogies avec
des mécanismes présents dansdtureou sur des considérations géométriques
et ont une base théorique relativement mince et partielar kitesse de conver-
gence laisse également a désirer et le nombre d’évaluatelasfonction objectif
est énorme en comparaison des méthodes basées sur desrappooxiocales.
Parmi les méthodes rencontrées dans la littérature, neasciterons que deux :
la méthode duecuit simulé(simulated annealing) et ledgorithmes génétiques

2.4.1 Recuit simulé.

La méthode du recuit simulé [83, 85] a déja été utilisée, pample, pour
des identifications paramétriq@gg 1, 104]. Son principe est relativement simple
et se base sur une analogie entre la minimisation d’uneitonet le refroidisse-
ment d’un métal en fusion. Quand un métal en fusion est difgiffisamment
lentement, il tend a se solidifier dans un état d’énergie mmimn. C’est le méme
principe qui gouverne le recuit simulé : au début, presque tes mouvements
(i.e. nimporte quelle point dans le voisinage de I'itéré coureft) sont accep-
tés comme itéré suivant. Ceci permet d’explorer I'espacestéutions. Ensuite,
graduellement, la température diminue et, avec elle, &xdaoke de I'algorithme.
Et, finalement, seuls les mouvements entrainant une déammis de la fonction
objectif sont acceptés.

Synthétiquement, I'algorithme le plus commun fonctionmenme suit. La
méthode est itérative. A l'itératiok, la solution courante est®) et la valeur de
la fonction objectiff (xK)). Un pointxtX) est alors choisi aléatoirement dans le
voisinage dex™ : si f(%¥) < f(x®)) le mouvement est acceptéi(tt) = x¥) et
on passe a l'itération suivante. Dans le cas contraire, leveroent a une certaine
probabilitéP(%*) k) d’étre accepté et une probabilité-P(XK k) d'étre rejeté,
auquel cas(k+D) = x(¥ et on passe a I'itération suivante. La probabif&®) k)

SLe concept ddentification paramétriquest développé au chapitre 5.
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FiGc. 2.1— Lois de refroidissement de la méta-heuristique du recoukd. La figure
du dessus représente I'évolution (2.36) de la températufer @t a mesure des itéra-
tions. La figure du dessous représente la probabilité d@atien (2.35) en fonction
de la température et de la valeur de la différeade= f (%) — f(xX)).
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d’acceptation de® & l'itérationk est calculée selon la formule suivante

P(X®) k) = exp [— ford )T?mf (X(k)>] (2.35)

ot T® est un paramétre nomniémpératuredécroissant avec les itérations. Le
schéma usuel de décroissanceld8 du type

TH = gkdvlb 1 (2.36)

ol 0< a < 1 est letaux de refroidissementy > 0 la température initialeet

L > 0 un entier appeléongueur des paliefs Ce sont les paramétres du schéma
de refroidissement. Les lois de refroidissement (2.35286) sont représentées
sur la figure 2.1 1l convient bien entendu d’adjoindre a cgbathme un critére
d’arrét.

2.4.2 Algorithmes génétiques.

Les méthodes génétiques [57, 83] sont également des méthede&cessitant
pas d’évalutation des dérivées de la fonction objectiegtie basent sur une sé-
lection, puis une éventuelle amélioration, des meilleuesntores parmi un large
échantillon de points, s’'inspirant de la théorie de I'étioin de Darwin. Le vo-
cabulaire utilisé est celui de I'étude des populations, aepdepopulation(en-
semble de points) constituéermtiividus(un point de cet ensemble) eux-mémes
caractérises par dgenegles valeurs des parameétres de cette solution).

Aprés avoir généré une population initiale, chaque itérefpugénération se
compose des étapes suivantes :

1. Evaluation de la fonction objectif pour chaque (houvedjividu de la po-
pulation.

2. Sélection des parents dans la population. Ceux-ci stattsmnés aléatoi-
rement avec une plus forte probabilité pour les meilleudsvidus (ceux
dont la valeur de la fonction objectif est la plus faible).

3. Recombinaison des parents. Sélectionnés a I'étapedaétes ceux-ci sont
croisés (avec un opérateur adéquat) afin de former de nauveambres
de la population (les enfants) qui viennent s’ajouter adécedents.

4. Amélioration locale des enfants. Ceux-ci sont évendnedint améliorés par
une technique de recherche locale.

8 opérateur div désigne la division entiére.
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5. Mutation de certains individus dans la population. Ig#ae créer de nou-
veaux membres par de Iégéres perturbations aléatoiregdes de certains
individus.

6. Survie des plus aptes au sein de la population. Certaihsdns sont sélec-
tionnés aléatoirement dans la population et sont élimieésetle-ci. La sé-
lection aléatoire s’effectue suivant une probabilité quidrise les meilleurs
individus.

Il convient naturellement d’ajouter un critére d’arrét aschéma, le plus simple
étant d’arréter le processus lorsque la différence ensredkeurs de fonction ob-
jectif entre le meilleur et le pire individu de la populatiest inférieur a un seuil
fixé.

2.4.3 Propriétés générales.

Les méthodes méta-heuristiques présentent I'avantage pasnécessiter de
calcul des dérivées de la fonction objectif. Aucun codt gfiémentation ni de cal-
cul du gradient de la fonction objectif n’est donc engen@es méthodes ont éga-
lement la propriété intéressante de pouvoir étre dirigéeleaninimum global du
probleme et non vers un minimum local comme les méthodeslidB@upérieur.

Toutefois, des applications numériques montrent que césatés demandent
un nombre d’évaluation de la fonction objectif trés impott@1]. Généralement
le surcroit de temps de calcul engendré est prohibitif ggwae aux autres tech-
niques de globalisation.

2.5 Conclusion.

Dans ce chapitre nous avons essentiellement présentéuesatdniques de
globalisation les plus courantes : les méthodes avec reluhdéinéaire et les algo-
rithmes avec régions de confiance. Les globalisations ptradé de type proxi-
mal et les méthodes méta-heuristiques n’y sont que suecieeit évoquées dans
un soucis de complétude.

L'étude systématique et compléte de toutes les méthodestappnt aux deux
familles principales sort du cadre de ce travail. Certateebniques d’optimisa-
tion unidimensionnelle sont présentées ici pour servimé’part, de source d'ins-
piration pour le développement d’autres algorithmes dfpjsiation et, d’autre
part, de points de comparaison. Le présent chapitre fasintairement 'impasse
sur les approximations locales nécessaires au calcukstgpment, de la direc-
tion de recherche et du pas de progression au sein de la rdgioonfiance. Le
chapitre suivant est entierement consacreé a ces questions.



Chapitre 3

Approximations locales en
optimisation mathématique

Ce chapitre traite du choix d’une approximation locale adég pour le cal-
cul d’'une direction de descente, dans le cas d’'une glob@lispar recherche
linéaire, ou d’'un pas de progression, dans le cas d'un alfgoe avec régions de
confiance. Les approximations locales développées darfsapitie peuvent étre
utilisées pour approcher la fonction objectif mais aussinsde cas de problémes
contraints, les contraintes. Les différentes combinasanire les techniques de
globalisation et les approximations locales pour la farctbjectif et pour les
contraintes constituent autant de méthodes différentedal@pées dans la littéra-
ture.

3.1 Approximations locales linéaires.

3.1.1 Meéthode de la plus grande pente.

L'approximation locale la plus simple est sans contestgpfaximation li-

néaire
mi (x® 4+ 5) = £(xK) 4 sTg® (3.1)

ou g est le gradienty f (x¥) de la fonction objectif au point®) (ou éventuel-
lement une estimation de celui-ci).

Cette approximation locale donne naturellement naissaneeméthode de
la plus grande penteC’est une méthode avec recherche linéaire qui consiste a
choisir, & chaque itération, la direction de descelfftequi présente la plus grande
pente, c'est-a-dire 'opposé de I'estimation du vectgli, i.e.

d® = gk, (3.2)

39
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La méthode de la plus grande pente est globalement convergeson ordre
de convergence est linéaire. Cependant la vitesse de gemoer s’avere tres
faible aussitét que la fonction objectif présente une foamisotropei.e. lorsque
les valeurs propres du Hessien a I'optimum sont tres diftéseles unes des autres
(voir par exemple [80]) .

3.1.2 Geénéralisation au cas non-différentiable.

Une généralisation de la méthode de la plus grande pentedfreubbtenue
pour des fonctions objectifs non-différentiables. Natareent, le gradient de la
fonction objectif n’est alors pas défini en tout point du domeanais il est tout de
méme possible de définir et d’utiliser des généralisatippsapriées.

Commencons par rappeler les concepts de base associésnatiarfe non-
différentiables. Nous ne nous attarderons que sur le cafodeons continues,
finies et convexes. Notons qu’une fonctibnR" — R est diteconvexesi

f1OX+ (1—0)y] < B8f(x)+ (1—8)f(y), ¥x,y € R". V0 € [0,1], (3.3)

chaque fois que le second membre de cette inégalité est.défini
La dérivée unidirectionnellef}(x), de f au pointx dans la directiord est
définie par

100 = fim T —FO0.

t—0t+ t (34)

L'existence de cette dérivée est assurée pour une fondtioonvexe et finie.
Lorsquef est contindment différentiable dans un voisinage deus avons éga-
lementf)(x) = [Gf (x)]T d. Le sous-differentied f (x) de f enx est 'ensemble

f(x) ={geR":g"d < fj(x),vd e R"} (3.5)

et chaque élément du sous-différentielfden x est appelé usous-gradientle f
enx. Nous pouvons constater quefsst continlment dérivable dans un voisinage
dex, le sous-différentiel dé enx se réduit a un singleton ne comprenant que le
gradient[ f (X). Le sous-différentiel peut également étre écrit sous laéor

0f(x) ={geR": f(x)+g'd < f(x+d),vd e R"}. (3.6)

Une généralisation simple de la méthode de la plus grande pstlaméthode
du sous-gradientll suffit de prendre pour direction de descente I'opposénd’u
élément quelconque du sous-différentiel

g e af (xk). (3.7)
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Mais cette technique s’avére plutét inefficace en pratiguges exemples pour
lesquels I'algorithme ne converge pas peuvent facilenteat®nstruits (voir par
exemple [31]). Pour obtenir un algorithme globalement eogent, il faut pous-
ser plus avant I'analogie avec la méthode de la plus grande ¢ prendre¥
comme 'opposé du sous-gradient de plus grande pente quépelcaractérisée
mathématiquement par

g =arg mir(1k)) ll9l|2- (3.8)

geof(x

En effet, lorsque la dérivée existe, la direction (unifaite plus grande pente
est en fait la solution du probleme d’optimisation suivant

arg maxd g® (3.9)
deRn

s.c. ||d|l2=1, (3.10)
d"g® <o0. (3.11)

La condition (3.10) impose une valeur finie (unitaire) a lame de la direction
et la condition (3.11) restreint quant a elle 'espace daeszhe aux directions de
descente. Sachant que la pente est nécessairement négapivebleme peut étre
reformulé plus simplemeht

arg mind"g® (3.12)
deRn
s.c. |[d|l2=1, (3.13)

dont la solution-g® /||g®||» est bien un multiple de (3.2).
Par analogie, dans le cas non-différentiable, le souserade plus grande
pente est la solution du probleme d’optimisation

ar max mind’ 3.14
J gedf (xK)deR" g ( )
s.c. ||d|l2=1. (3.15)

Le minimum ded" g soumis a la contrainte (3.15) s’obtient pour

d=—g/llgll2, (3.16)

quelle que soig. La valeur du minimum est done||g||2 et nous obtenons ainsi
la formulation (3.8).

L1 suffit simplement d'utiliser I'équivalence entre les dgaroblémes max(x) et min— f (x)].
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3.2 Approximations locales quadratiques.

Pour améliorer 'adéquation entre la fonction objectif’approximation lo-
cale, il parait naturel d’augmenter I'ordre de I'approxtioa et de passer a des
approximations locales quadratiques de la forme

ml(x® 1+ 5) = £(x®) +sTg® + % sTH®s, (3.17)

Dans cette section nous considérerons, sauf indicatiomaios que
g = g f(x). (3.18)

L'approximation est donc au moins du premier ordre.

3.2.1 Meéthode de Newton.

L'approximation locale la plus immédiate est obtenue padéveloppement
limité du second ordre de la fonction objectif

f(x® 4+5) = f(x®0) +sT g —i—%sT Dot (X)) s+ 0(||s]I®) (3.19)

etla matriceH K de I'approximation quadratique (3.17) est simplement Isdin
de la fonction objectif. Elle donne naissance anéthode de Newton

Dans la méthode de Newtgoure et simplele pass¥) est calculé & chaque
itération pour minimiser (3.17) et on pos&td = x& + sk, Notons quem®
ne posséde un minimum unique queHsk) est définie positive, la minimisation
échouant dans les autres casH8i est définie positives¥) est tel que

Gm®(x® +sK) =0, i.e. HWsK = _g®. (3.20)

et nous constatons que la direct®fi ainsi obtenue est une direction de descente
car
gTsk = —sWT 3, f(x®)sk <0 (3.21)

lorsque la matrice hessienne est définie positive.

La méthode de Newton converge au second ordre, ce qui lanedttractive.
Elle présente cependant de périlleux désavantages. Talbml, rien ne garantit
gue la matrice hessienne soit définie-positive pour towdgsstérations. Méme
s'il est possible de montrer sous de trés |égéres hypothgeseta matrice hes-
sienne est définie positive dans un voisinage d’un minimualj@ncore faut-il
gue l'algorithme aboutisse dans ce voisinage. D’autre padnd bien méme la
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matriceH K s’avérerait définie positive & chaque itérafiola convergence glo-
bale ne serait pas garantie. En effets&i est bel et bien une direction de des-
cente, rien ne permet d’affirmer quiéx 4 sK) < £(xX). Différents exemples
de comportements problématiques peuvent étre trouvéslddittgerature (voir
par exemple [82]).

Le diagnostic a poser sur cette méthode est simple : aucutimdeédeglo-
balisationn’est utilisée. A aucun moment I'algorithme ne vérifie la déssance
des valeurs de la fonction objectif originelléx()) aux itérés successifs. Une pre-
miere variante, lanéthode de Newton avec recherche linéagféectue donc une
recherche linéaire dans la direction

d — —[H (k)]—lg(k)‘ (3.22)

Cette direction n’est toutefois une direction de descemeesiH® est définie
positive et la convergence globale de I'algorithme ne peuatctre établie.

Dans la seconde variante,rf@thode de Newton avec régions de confialece
pas de progressiasi) n’est pas calculé selon (3.20). La taille du pas de progres-
sion est limité par une région de confiance de raféhet le pas de progression
sk est donc la solution du probléme

arg minsTg(k)-l—%sTH(k)s (3.23)
s.c. s <a®. (3.24)

Cette variante permet de circonvenir aux problémes posédgsamatrices hes-
siennes non définies positives. La résolution du sous-@nodk3.23) dans le cas
ou la norme utilisée est la norme euclidienne a été étudiédMpeé et Soren-
sen [74] (voir section 6.1.1).

3.2.2 Meéthodes de Newton modifiées.

De nombreuses variantes ont été proposées pour stalilisethode de New-
ton. Elles passent généralement par une modification de tiicebl K destinée
a assurer la convexité de I'approximation locale. Un Hessiedifié peut, par
exemple, &tre obtenu en ajoutant simplement une méafgesymétrique (semi)
définie positive adéquatement choisie au véritable Hessien

H® = Qo f (x¥) +EX. (3.25)

Le choix deE¥ est crucial pour les performances des algorithmes baséstear
approximation. Intuitivement, il semble logique d’utdisdes matrices de correc-
tion E( aussik petites» que possible. Sous certaines conditions, la convergence

2Ce qui est le cas, par exemple, pour une fonction objectifexs
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globale de tels algorithmes avec une recherche linéaitegpeudémontrée et leur
taux de convergence est quadratique pour autant que le ommeansi atteint soit
isolé (voir [80]). Supposons en effet que la suite d’ité{):é<§)} converge vers un
pointx* pour lequelxf (x*) est suffisamment définie positive (la valeur propre la
plus petite est supérieure a une certaine tolérance pgsgour qu'’il ne soit plus
nécessaire d’effectuer une correction pour toutes leatitdrs subséquentes. Les
dernieres itérations sont de pures itérations de Newtas taulx de convergence
est deés lors identique. Dans les casl@uf (X*) est singuliere ou presque singu-
liere, il est possible que le taux de convergence soit dignetuue la convergence
devienne linéaire.

L'idée la plus simple pouE ¥ est certainement de trouver un scalaifé > 0
tel que la matrice

H® = Gy f (xK) 4 v (3.26)

soit définie positive. Ceci revient a imposer a la directienMewton un biais
croissant avec le paraméwé&) vers la direction de plus grande pente. En effet,
on constate que, 8i¥ est extrémement petit, la direction de descente obtenue est
proche de la direction de Newton puisque

H® ~ Gy f (x®). (3.27)

Dans le cas contraire, si¥ est extrémement grand, le Hessien devient négli-
geable dans I'expression #X et la direction de descente tend vers un multiple
de la direction de plus grande pente

d® ~ — (k) igk = — = g, (3.28)

La correction (3.26) est a la base dem@thode de Levenberg-Marquardette
facon de procéder peut également étre interprétée commeeusien affaiblie
d’'une région de confiance : I'approximation quadratique ag@dr (3.19) se voit
ajouter un terme(¥sTs qui pénalise I'utilisation de grands pas de progression

Il reste la question du choix de la valeur d&. Pour que la matrice (3.26)
soit définie positive, il faut tout simplement qué&) soit supérieur a la plus petite
valeur propre dejxf(x(K)). Pour éviter le calcul explicite des valeurs propres,
généralement codteux, I'alternative suivante est patftlisée

VO > 1t (XK (3.29)

car la plus grande valeur propre (en valeur absolue) d’'urtdaaast bornée par

3La méthode de Levenberg-Marquardt peut aussi étre inté@odmme une méthode proxi-
male, voir a ce sujet la section 2.3.
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la norme de Frobenidsle cette matrice. La valeur @€ générée par cette tech-
nique peut cependant s’avérer inutilement grande, bia@asi fortement la di-
rection de Newton vers la direction de plus grande pentepkee®rmances d’'un
algorithme basé sur ce type d’approximation peuvent désdorsouffrir grave-
ment. Il est possible de montrer que la modification (3.2@ca) = —Ami, est
la modificationE¥) qui posséde la plus petite norme subordonnée & la norme
euclidienné et qui permette & (¥) d’étre semi-définie positive.

En utilisant la norme de Frobenius poEf¥, nous obtenons la matrice de
correction

E® = Q¥ diagv®) QT (3.31)

avec, pour=1,...,n,
vl = 0 sin>0, (3.32)
vi(k) > —Aj sinon, (3.33)

ou les); et les colonnes d&® sont respectivement les valeurs propres et les
vecteurs propres dgxf (x¥). En utilisant une tolérand®(généralement la racine
carrée de la précision machine), nous obtenons une traeaiua décomposition
spectrale du Hessien

Oucf (X)) = QW diag ) QT (3.34)
qui est approché par
H® = Q™ diagjmax(\i,5)] QT. (3.35)
Cette approximation du Hessien est définie positivisiO et semi-définie posi-
tive sid > 0. Cette technique peut cependant présenter des problemmésiques
comme l'illustrent Nocedal et Wright [80] par le problémevsunt.

Exemple 3.1 Considérongy f (xK) = (1,-3,2)7 et

O (x) = diag(10,3, —1) (3.36)

“#La norme de Frobenius de la matriges R} se définit comme

IAlE=1/3. 3 @il (3.30)
i=1j=

SLa norme euclidienne de la matridec RY, est égale a la racine carrée de la plus grande des
valeurs propres de la matrig€ A.
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qui n'est clairement pas définie positive et la direction damon (3.22) n'est
donc pas une direction de descente. En utilisiirt 108, nous obtenons I'ap-
proximation du Hessien

H® = diag(10,3,107%) (3.37)

qui est définie positive et dont les courbures dans les dinestpropres ¢, e
ont été conserveées. Avec une globalisation par recheroiéailie, la direction de
descente qui en résulte est

dW = —[H<k>}_1&f<x<k)>
1 8 2
101" 3 %2 758
~ —(2x10°)es.

Ce pas de progression est presque paralléle atarés grand. Malgré le fait qu’il
s’agit bien d’une direction de descente, 'amplitude de as @e progression tra-
hit un peu I'esprit de la méthode de Newton qui se base sur ppeogimation
quadratique de la fonction objectif valide dans un voisiaatg I'itéré X). Dés
lors, la question de I'efficacité de cette direction de deseesur le calcul reste
ouverte. Notons que si nous prenans- O, I'approximation locale ne présente
plus de courbure du tout dans les directions de courbure tiégidalheureuse-
ment, la matrice K est alors singuliére (et semi-définie positive) et le catiml
la direction de descente doit se faire différemment.

D’autres techniques de modification du Hessien ont été étalsp certains
auteurs proposent de simplement changer le signe des ygmpres négatives
dans la décomposition spectrale. Bien que pragmatiquie, steatégie parait dis-
cutable. Afin d’épargner le calcul de la décomposition, tiesl auteurs effec-
tuent unedécomposition de Cholesky modifeps factorise le Hessien en modi-
fiant certains éléments en cours de calcul pour assurer laa@bsitivité de la
factorisation. Le lecteur intéressé est invité a consutiar exemple, Nocedal et
Wright [80].

3.2.3 Meéthodes de type quasi-Newton.

Les méthodes de Newton (modifiées) ont un taux de converggrackratique
pourvu queH® demeure symétrique définie positive. Ces méthodes sont donc
trés attractives si ce n’est qu’elles nécessitent I'évadnade dérivées secondes.
Cet inconvénient peut s’avérer trés génant en pratique.uestipn cruciale de
I'estimation des courbures s’est donc rapidement poséeaifimuvoir construire
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des approximations du Hessien a chaque itération. Les nheéshae typejuasi-
Newtonsont de celles-1a : elles construisent des approximatioosessives K
de la matrice hessienne a partir du comportement de la tonotjectif et de son
gradient au cours des itérations.

Pour ne pas recalculét¥) & chaque itération, les méthodes de type quasi-
Newton la mettent a jour d’'une facon simple en prenant en tees informa-
tions sur la courbure acquises depuis I'itération préctede3upposons I'étage
d’'un processus itératif : nous venons de générer un nowréhit) et souhaitons
construire une approximation locale quadratiqu¥ de la forme (3.17). Quelles
conditions devons nous imposeH&) ? Une condition raisonnable est d'imposer
I'égalité des gradients de I'approximation

B(m(k) (X(k) + S) — g(k) +H (k)s (3.38)

au pointx®) et en un autre point®-Y pour lequel le gradierd®*) est conné.
La premiere condition est automatiquement satisfaite uffitsde prendres=0
dans (3.38) pour s’en convaincre. Nous obtenons de la secamdlition

am® (kD) = gk 4 HO (gk-1) _x(K)) = g(k-1) (3.39)

qui donne léquation sécante

Y = HKp® (3.40)
en définissant les vecteurs
P = X0 gk, (3.41)
yk = gk gk, (3.42)

Le parallele avec la méthode de Newton pure et simple nousedon processus
itératif

xHD) — x(k) _ gkigk) (3.43)
ou S¥ = (H®)~1 est une approximation de l'inverse de la matrice hessienne.
Bien entendu, ce processus souffre des mémes désavantegksméthode de
Newton pure et simple. Pour qu’elle soit efficace, il fautdaigler avec une tech-

nique de globalisation. Avec une globalisation par rednetméaire, la direction
de descente est tout naturellement

4k = _ gk, (3.44)

6Habituellement, cet autre point est simplement l'itéré&poienx®—D sj celui-ci est différent
dex®.
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Dans ce cadre, il s'avére généralement plus avantageuxttie@gurSk plutot
queH K et I'équation sécante (3.40) devient donc

rk = gkylk), (3.45)

Pour un certain écart®) et un changement de gradieptf), I'équation sé-
cante (3.40) (resp. (3.45)) fourmitconditions qui n’annihilent pas legn—+1)/2
degrés de liberté de la matrice symétridii& (resp.S%)). Il existe donc une in-
finité de méthodes de type quasi-Newton. Généralemergplihme part d'une
estimation initialeH©) (souvent la matrice identité & défaut d’autre chose) et ef-
fectue unemise a jourde celle-ci au fur et a mesure des itérations en lui ajoutant
une correction.

La plus simple des mises a jour ajoute une matsigmétrique de rang un
(SR1) On peut montrer que la seule mise a jour SR1 pour I'appratkimadlu
Hessien qui réponde a I'équation sécante (3.40) est

() — Hk=Dp )yl _ (D) ()T

K _ gk=1)
Hspa=H™ 7+ (Y — H- Dy 0T

(3.46)

et que la seule mise a jour pour SR1 pour I'approximationidedrse du Hessien
qui réponde a I'équation sécante (3.45) est

(10 — Sk-Dy()(r(k) _ kD) ()T
(r] — Sk-Dy®)Ty{K '

=S+ (3.47)

Un des défauts majeurs de I'actualisation SR1 est que lendi@ateur peut étre
nul. En fait, méme si la fonction objectif est convexe et qatdue, il peut arriver

gu’il ny ait aucune mise a jour de rang un qui satisfasseuampn sécante. Un
autre défaut majeur est la non conservation de la définidiyitsides matrices

générées, c’est pourquoi la méthode SR1 n’est que rareniksdeiavec une glo-

balisation par recherche linéaire. Cependant, le dévelopept de la globalisation
par régions de confiance, qui est capable de traiter descesmtron-définie posi-
tive, donne un second souffle a cette méthode d’actualisa®iour des fonctions
linéaires tout a fait générales, la mise a jour SR1 géneredlentes approxima-
tions du Hessien sous certaines conditions : ceci fait&bbjy théoreme suivant
[19].

Théoreme 3.1 Supposons f deux fois continment différentiable et le ieless
borné et continu au sens de Lipschitz dans le voisinage daimt g* € R". Soit
{xK1 une suite d'itérés telle qué’ — x*. Supposons également que les écarts
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r = x(k — k1) spient uniformément linéairement indépendanors les ma-
trices HK générées par la formule d’actualisation SR1 satisfont &

lim IH® — Qo f (x| = 0. (3.49)

Des formules plus flexibles sont obtenues en effectuantatesations de rang
deux,i.e. pouvant étre écrites sous la forme

HO — kD T T (3.50)

avecu, v € R". Davidon [21] et Fletcher et Powell [34] ont proposé la ladtua-
lisation suivante

(K ()T (KT (K ()T
W [, YT k-1) [, Y yy
Forp = (' y(k)Tr(k)> AR LYl Pl YOI Y (3:51)
qui est connue sous I'acronyni¥-P. En inversant cette matrice, nous obtenons

une formule de mise a jour pour I'approximation de I'invedgela matrice hes-

sienne
(r(k) _ s(kfl)y(k))(r(k) _ gkfl)y(k))T
y(KT (r(k) — s(k—l)y(k))

k) k—1

rp=S" Y+
On peut montrer quH,ng)P est la matrice symeétrique satisfaisant I'eéquation se-
cante (3.40) la plus proche ¢#*~1 (au sens d’une certaine norme pondérée de
Frobenius)j.e.la solution du probleme

(3.52)

: 1/2 (g 1y (k=1) 1/2H
arg rnlnHW (H H )W i (3.53)
sc. H=HT, HrW=y®
ou la matrice de pondératidll peut étre n’importe quelle matrice satisfaisant la

relationWyk—1 = r(®_ ’inverse de lamatrice hessienne moyende la fonction
objectif entrextt—1) etx®)

1 -1
W = { /O Do(f(i(kl)ﬂr(k))dt} (3.54)

’Soit une suite de vecteurs finjp®} ¢ R", p¥ +£ 0. Les vecteurp® sont uniformément
linéairement indépendants s'il existe une constante0 et des indices fixéky > 0, m> n tels
gue pour chaquke > kg et

T o)
maxd 2P Ly (3.48)
j=kt1 | (|12} [Pt

pour toutze R", z#£ 0.
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satisfait, par exemple, a cette relation.

La mise & jour DFP, bien que relativement efficace, a rapidéeéte dépas-
sée par une autre formule de rang deux développée indéperatarpar Broy-
den [8], Fletcher [28], Goldfarb [43] et Shanno [92] qui oetnplacé I'approxi-
mation du Hessiet %) par son invers&X dans la logique de construction du
probleme (3.53)i.e.

: 1/2 (e q(k—=1)\\w1/2
arg nglnHW (S S )W HF (3.55)
s.c. S=8', sy =W,
La formule de mise a jour ainsi obtenue est désignée paotgoneBFGS
(K (KT (K (KT KT
Ko [, Y k1) [ YT rer
FoS = (' r(k)Ty(k)> s (' r(k)Ty(k)> T Ty (3.56)
dont nous pouvons prendre l'inverse pour obtenir une miseRgour la matrice
hessienne elle-méme

HékF)Gsz D, yRyoT - (H(kfl)r(k)>(|-|(kfl)r(k))T' (3.57)
r(Ty(k) r(OTH (k=1 (k)

De nombreux auteurs s’accordent pour dire qu’il s’agit denklleure formule

pour les probléemes de minimisation non-contrainte.

Des analyses détaillées des propriétés de la méthode BR@Ssdargement
des méthodes de type quasi-Newton peuvent étre trouvés$iaB0]. Quelques
commentaires généraux peuvent néanmoins étre faits apdgsanéthodes DFP
et BFGS. Sous certaines conditions, toutes deux ont desi@itégp théoriques
gui garantissent un taux de convergence superlinéaire eecanvergence glo-
bale lorsqu’elles sont utilisées avec une méthode de relebdinéaire. Théori-
guement, la convergence globale de la méthode DFP requiertacherche li-
néaire exacte alors que les conditions de Wolfe (2.5) e} (8w6la condition forte
(2.7)) suffisent pour BFGS. Cependant, les deux méthodespeéachouer pour
des fonctions non-linéaires générales. En particulieparait que I'algorithme
peut converger vers upmoint de sellecar les conditions de convergence forcent
'approximation du Hessien (ou de son inverse) a étre défiagtive méme sur
un point de selle. Seule la convergence vergpamt critique du premier ordre
peut dés lors étre garantie (voir section 4.1).

3.2.4 Directions conjuguées.

La méthode des directions conjuguées est basée sur dexiapgions qua-
dratiques. Il s’agit de construire des directions conj@gugar rapport a une ma-
trice A € R}y symétrique définie positive. Deux directions non nullesigtinctes
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d,e € R" sont conjuguées par rapporfdorsque
d"Ae=0. (3.58)

Vu le caractere défini positif de la matriégon peut montrer que < n directions
conjuguées deux a deux sont linéairement indépendantes.

La méthode du gradient conjugust un cas particulier de directions conju-
guées : les directions sont obtenues par orthogonalisdésivecteurs gradients.
Elle fut d’abord développée pour résoudre le systéme liaéai

Ax=b (3.59)

oub € R". C’est I'équivalence de ce probleme avec la minimisatiotadenction
objectif quadratique et convexe

f(x) = %XTAX— b"x+c (3.60)

ouc € R qui permet de I'utiliser comme méthode d’optimisation & patiére. La
méthode des gradients conjugués procede par itérationsfilker les idées, nous
évoquerons sa formulation avec une globalisation par rebbdinéaire.

La premiére direction de descente utilisée est celle degrrsde pente (3.2)

d® = _gO. (3.61)

Les directions suivante$®) sont calculées a partir des composantes du gradient
g qui sont conjuguées aukdirections précédent?), ..., dk-1, La direction

dK est construite comme une combinaison du gradi€htet des directions an-
térieures

RN
i=

ou les coefﬁuentsyi( ) sont calculés de facon a assurer la relation d’orthogona-

lité (3.58) _

(k)

Les coefficients de la combinaison linéaire sont tous nulexaéption dey, ”;
que nous renommor@sk—Y. La direction de descente s’écrit donc

dk — _g(k) + B(kfl) dk-1. (3.64)

Une caractéristique particulierement intéressante deélhade provient du fait
que le coefficienp®—1) peut étre calculé sans faire intervenir explicitement la
matriceA

g (g — glk=1))

k—1)
B( = dk=DT (gk) — g(k=1)) (3.65)
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ce qui s’avere particulierement utile pour les problemegrdade taille. On peut
montrer que le probléme de minimisation de I'approxima{®a7) est résolu en,
au plusn itérations par la méthode du gradient conjugué [30, 80].

La méthode du gradient conjugué telle que décrite ci-depsus étre uti-
lisée avec des fonctions objectifs non quadratigues maisssée quelques |é-
géres modifications. Le coefficiept< Y peut, par exemple, étre calculé & partir
d’autres expressions équivalentes a (3.65) lorsque laifonest quadratique. Il
est conseillé, aprésitérations, de réinitialiser le processus avec une itenatie
plus grande pente. Un nouveau jeu de directions de descemjiggaées pourra
ainsi étre créeé lors desitérations suivantes. De plus, vu que la recherche linéaire
n’est jamais résolue de fagon parfaitement exacte, il pauéger que la direction
d® ne pointe plus en direction d’une réduction de la fonctiojectif (c’est en
fait une direction de montée). Dans ce cas, on réinitiaiserméme le processus
par une itération avec la méthode de la plus grande pente.

D’autres méthodes utilisant le concept des directionsuprges ont été déve-
loppées dont certaines ne demandent pas I'évaluation diiegtade la fonction
objectif. Le lecteur intéressé est invité a consulter [B@f directions conjuguées
peuvent également étre utilisées avec une globalisatiorégéons de confiance
(voir, par exemple, [20, 44]).

3.2.5 Résolution d’éguations non-linéaires.

Le principe de ces méthodes est de rechercher le vecteundables d’opti-
misationx* solution du systéme d’équations implicites et non-linésir

Gi(X) =€ i=1,...,m (3.66)

en minimisant la fonction objectif

f(x) =

1 ~12
2 2[00 -6 (3.67)

=
c'est I'écart au sens d@soindres carrésEtant donnée la présence de nombreuses
sources d’erreurs (de modélisation, numeériques, expétates,. . .), I'existence
d’une telle solution n’est pas avéree. Néanmoins, loin@gtimum, cette inexis-
tence de solution n’influencera que peu la méthode de résoluoposée qui tend
a converger vers une solution approchée du systeme de lessmédthodes spéci-
figuement construites pour résoudre ce genre de problénessitant le calcul de
la matrice jacobienne

G(x) = [Bce(X) Beca(X) - - . Ckem(X)] (3.68)
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de dimensiom x m.

Pour la résolution d’'un systeme d’équations non-linéaimesis pouvons uti-
liser la méthode de Newton—Raphson. Dans le cas de la matiomsd’une fonc-
tion objectif de type moindres carrés, on parlera plutdiad@méthode de Gauss—
Newton Considérons le développement de Taylor limité au premdneade cha-
cune des composantes du vecteur

c(X) = [c1(X) C2(X) ... cm(X)]" (3.69)

autour de I'itéréx®
o(x) = o(x) + GHIT [x—x] (3.70)

ou G = G(x¥). Une approximation locale quadratique de la fonction peret &
construite en utilisant (3.70) dans I'expression de la fiemoobjectif (3.67). Cette
approximation est de la forme (3.17) avec

g — GM[e(x0) ¢ (3.71)

et
HKW = gHGKT, (3.72)

Cette expression est a comparer avec le gradient en unxpoint
G f (X) = G(X) [c(x) — €] (3.73)

et la matrice hessienne en un point

On constate qu’il y a bien coincidence entre les gradienks fibaction objectif et
de I'approximation locale tandis que le second terme detession de la matrice
hessienne (3.74) est négligé.

Notons que d’autres formes de mesure de I'écart peuventuglisges (voir
section 5.2.2). De maniére analogue, le gradient et la cedtiessienne de la fonc-
tion objectif générald (x) = 7 (c(x),€) sont respectivement de la forme

Bf(x) = G(x) 7 (c(x),6) (3.75)
et

of (X) = G(X) ot (c(X +i‘” Ve, (3.76)
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L'approximation locale quadratique s’obtient alors ennam@ pour matrice hes-
sienne
H® = M Qe (c(x¥),6) GHT. (3.77)

La méthode de Levenberg—Marquaedt tres proche de la méthode de Gauss—
Newton et constitue une stabilisation de celle-ci. Le Hasslie I'approximation
locale est simplement augmenté d’un terme diagonal

HO = G0 Qe (c(x9),6) GMT + A% (3.78)
soit, dans le cas d’un écart mesuré au sens des moindres (26@)
H® = gWGHT 4 \M)| (3.79)

Plus le paramétré(L'fa, est grand, plus la variation des variables est atténuée : le
terme diagonal ajouté est une sorte de pénalisation deaadpénts. La mise a
jour de ce paramétre est généralement réalisée par unedprecgimple de test

de décroissance. Lors de chaque itération, on calcule uneshe valeur des va-
riables de controle**D ou la valeur de la fonction objectif est ensuite évaluée.
Si celle-ci est inférieure a la valeur correspondant arBitgourant, I'itération est
acceptée et on passe a la suivante. Dans le cas contrairecammence ['ité-
ration en augmentant la valeur du paraméirg jusqu’a obtenir une itération
acceptable.

3.2.6 Approximations quadratiques séparables.

Pour des problemes de grandes tailles, divers auteurs opbg& des ap-
proximations locales simplifiées pour égéparablesce qui permet d’éviter les
problemes liés au stockage de la matrice hessienne ou deppooxamation.
Fleury [35] puis Zhang et Fleury [103] proposent de ne retgoe les termes
diagonaux du Hessien de la fonction objectif au paikit

2 1 o(K) 25 1 (K)
H<k>:o|iag<a ) 07X )>. (3.80)

2 2
0Xg 0X§5

Cette approximation peut éventuellement étre assortie gardien garantissant
la définie-positivité de la matridd ),

Duysinxet al.[25] puis Bruyneekt al.[10] proposent de construire les termes
diagonaux du Hessien de I'approximation locale a partinfdlimations obtenues
lors des itérations précédentes, ce qui permet d’évitealleutdes dérivées se-
condes. Cette approximation est obtenue en remplacardriegs diagonaux du
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Hessien par une différence finie des gradients en deux pmontsus<®) etx(k-1)

0 skl ) kD)
HW%:dmg<%-_gl L G —On ). (3.81)
(0T gD

Cette approximation peut évidemment donner lieu a des appadions négatives
des courbures; il arrive donc qu’un gardien algorithmiqoi¢ mis en place afin
de garantir la définie-positivité de la matrice.

3.3 Autres approximations locales.

Les approximations locales les plus directes sont cellese@basent sur le
développement en série de Taylor (3.19). D’autres typgspatimations ont été
développés : nous allons en brosser un rapide tableau. bagyed’entre elles
est 'approximation conique de Davidon [22]. Les méthodeégastes nous pro-
viennent du domaine de I'optimisation des structures quégpérticulierement
fécond en la matiére. Des approximations locales convexeigplierement effi-
caces y ont été développées en s’inspirant de problemes-tyillis, portiques,
forme, topologie, etc. Cette famille de méthodes est codians le domaine sous
le nom deméthodes d’approximations convexBfies sont, pour la plupart, dis-
ponibles dans le logiciel BOSS/Quattro [87].

3.3.1 Approximation conique.

L’'approximation conique proposée par Davidon [22] s'imepie I'approxima-
tion quadratique (3.17) en utilisant umése a échelle colinéairen lieu et place

des,i.e.
S

avecak) € R. L’ approximation coniquerend la forme
T T AK)
mR(x® 1+ g) = £(x0) + S'g 1 s'A%s (3.83)

1—sal " 2(1—sTal)?

ougk e R" et A ¢ R7 est une matrice symétrique. Le gradient de cette approxi-
mation est

1 aksT AKs
(K) (y(k) - k) 2
Om (x4 s) 1 o al <I + 1 gal ) (g + 1ol (3.84)
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dont on peut constater, en prenant 0, la coincidence avec le gradient de la
fonction objectif au poink®).
Le gradient s’annule si le dernier facteur de (3.84) prendlaur nulle,.e.

(AW _ gRa®Tygkl — gk (3.85)

Notons que la similitude entre les approximations coniggsiadratiques permet
d’utiliser ici certains outils d’analyse des méthodes deetguasi-Newton (voir
[22, 30] pour plus de détails).

3.3.2 Asymptotes mobiles.

La méthode deasymptotes mobilete Svanberg [96] en généralisant une mé-
thode proposée par Fleury et Braibant [36] s’est déveloplpés le domaine de
I'optimisation des structures car les approximationslegproposées convenaient
particulierement bien aux fonctions objectifs généraletaélisées. Leur popula-
rité tient au fait que les approximations générées séparablesce qui simplifie
considérablement la résolution des sous-problémes topesmettant d’envisa-
ger des problemes de tres grande taille. Lapproximaticalé® prend la forme
générale

n
(K) (5 (K) ) (K) i 1
mY9x% +s) = f(xXN+Y¥ p

i;I Ui(k)—s Ui(k)

n
(K) 1 1
+ ) G —_— — — (3.86)
S (i)
(k)

ou les paramétreﬁ(k) etq;’ sont calculés en fonction du signe de la composante
correspondante du gradient au poifft

i K ]

) . u® L K
pi() _ (Ui())Z p(k)¥+max(0,gi( ))

5 (3.87)

i (k) (k)
qi(k) _ (Li(k))Z p(k)@_min(o,g(k))] . (3.88)

On peut montrer que cette approximation locale n’est coavpie si les para-
métresp(k) et q(k) sont positifs, ce qui revient a imposer aux deasymptotes

i i
mobiles lﬁk) etUi(k) la condition suivante

LY <o<u® pouri=1,...,n (3.89)
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et auparamétre de non-monotonicite¥) d'étre positif. On vérifie aisément que
I'approximation locale est du premier ordrel@m(®) (x¥)) = g¥. Des régles em-
piriques de mise a jour ont été proposées par Svanberg [Ppofrles différents

parametres)™, LM etp®. Bruyneel [9] propose quant a lui d'utiliser la valeur
de la fonction objectif et du gradient & un autre point cortfugour mettre ces
parameétres a jour.

D’autres approximations locales ont été développées sorélme base. La
méthode originale de Svanberg [96] n’utilisait que des apipnations mono-
tonesp® = 0. Avant lui, Fleury et Braibant [36] avaient ouvert la voiers ce
type de méthodes en proposant ConlL@okivex Linearizatiopn un cas particu-
lier d’asymptotes mobiles, utilisapt = 0, L® = 0 etU® — +e. Svanberg
propose également de faire coincider les dérivées secatledEapproximation
locale (3.86) et de la fonction objectif si celle-ci est disjble. Cependanm(®
est séparable et seule la diagonale du Hessien peut éiséeltil’approximation
locale doit donc étre telle que

0Pmi (xW)  02F(x¥)

5 x: (3.90)

pouri =1,...,n. Les parametres de I'expression (3.86) s’expriment alonsroe
suit

K3 T 2§ (x(K)
®) Ui™) 0, 1 0007 f(xY)
i oM L0 [T T2 o
) -
g = (L2 o, 1@ (x) (3.92)
i I ! .
Ul(k) o Ll(k) I 2 0X|2
(3.93)

lls sont généralement assortis d’un gardien les empécleaptethdre une valeur
négative qui rendrait alors I'approximation non-conveReuyneel [9] propose
guant a lui d’estimer les dérivées secondes par différdimies (3.81) en utilisant
la valeur du gradierg™ en un point connu(®.

3.4 Conclusion.

Ce chapitre traite du choix d’'une approximation locale aée en découplant
celui-ci de la technique de globalisation adoptée. Les@aiprations linéaires et

80n peut vérifier que, $K) = 0, 'approximation locale séparabié®) devient monotone en
toutes ses variables, d’ou le nompErameétre de non-monotonicité
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guadratiques et leurs nombreuses variantes sont parmiugsgpandues : elles
sont intuitives, simples et permettent dés lors une analgseireuse. De nom-
breux ouvrages traitent de ces méthodes en détail. En éondis problemes
envisagés, d’autres approximations locales ont été dépéks et s’averent par-
ticulierement efficaces dans un domaine déterminé. Aissitiatégies d’asymp-
totes mobiles se sont avérées trés utiles dans le domairieptienisation des
structures.

De tres nombreuses méthodes envisagées dans la littésantrdinalement,
une combinaison particuliere entre les techniques de ligaitian et les approxi-
mations locales tant pour la fonction objectif que pour diguelles contraintes.
Bien des méthodes adoptent d’ailleurs des approximatimadds différentes pour
la fonction objectif et pour les contraintes, voire méme rpdifférents types de
contraintes (bornes, linéaires, non-linéaires, d’'égalit d'inégalité). Le passage
en revue complet des différentes combinaisons et de leapsiptés sort du cadre
de ce travail, le lecteur intéressé est invité a consulsediféérents ouvrages refe-
rencés tout au long de ce chapitre. Les différentes méthmgeaous développe-
rons dans les chapitres suivants reposeront, quant a ®lleles approximations
locales de type quadratique.



Chapitre 4

Convergence globale des
algorithmes d’optimisation par
regions de confiance

Notre travail s’'intéresse particulierement a I'optimisatpar régions de con-
fiance : nous détaillons ici les principaux résultats tigioes de ce domaine. Dans
un soucis de simplicité, ce chapitre n’envisage que lesl@nods non-contraints;
les problemes contraints seront abordés au chapitre 8.

La plupart des algorithmes d’optimisation par régions defieoce sont éla-
borés a partir de 'algorithme élémentaire 2.1 détaillésdinsection 2.2. Les
propriétés de convergence globale de cet algorithme sentdiablies ; nous al-
lons détailler les plus remarquables d’entre elles. Laafuges éléments de ce
chapitre sont tirés de I'excellent ouvrage de Conn, Goul@oatt [20] : le lec-
teur intéressé y trouvera les détails et les démonstratiertsus les théoremes
énoncés.

4.1 Points critiques du premier et du second ordre.

Il est impossible de prouver, en toute généralité, la cajarere globale d’'un
algorithme d’optimisation vers un minimum global (voir 8en 1.2). Tout au
plus devons nous nous contenterénts critiquesLes points critiques vérifient
certaines propriétés nécessaires (mais non suffisantesjdhimum local.

On parle degooint critique du premier ordre*si ce point satisfait a la condition
nécessaire d’optimalité du premier ordre

Gf () =0, (4.1)

et depoint critique du second ordrei — outre la condition (4.1) —¢* répond a

59
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la condition nécessaire d’optimalité du second ordre

O f (X*) semi-définie positive. (4.2)

4.2 Convergence globale vers un point critique du
premier ordre.

Un algorithme est dik globalement convergent si les itérés successifs
convergent vers un minimum local de la fonction objectiflanee soit le point de
départx(©9,

La convergence de I'algorithme de base 2.1 peut étre étstnlie certaines hy-
pothéses : quelques-unes portent sur la structure du pnellé-méme et d’autres
sur 'algorithme envisageé.

4.2.1 Hypotheses sur le probleme.

Rappelons que nous cherchons une solution locale pour kdéomne non-
contraint

minimiser f (x) avecx € R" (4.3)

gue nous supposons répondre aux hypothéses suivantes.

Hypothése 4.1La fonction objectif f: R" — R est deux fois continment déri-
vable surR".

Hypothése 4.211 existe une borne inférieuteps telle que
f(X) > Kips VXE€ R". (4.4)

Hypothése 4.3Le Hessien de la fonction objectif est borné, i.e. il existe u
constante positiviexyn telle que

|0xf ()] < Kyth  VxeR" (4.5)

Nous pouvons supposer, sans perte de généralit& gne 1.

L« Ibf » pour« Lower Bound on the objective Function
2« ufh » pour« Upper bound on the objective Function’s Hessian



4.2. CONVERGENCE GLOBALE DU PREMIER ORDRE. 61

4.2.2 Hypothéses sur l'algorithme.

L'algorithme 2.1 en lui-méme doit, lui aussi, répondre daees hypotheses.
Celles-ci résultent pour la plupart de deux préoccupatemsentielles : la pre-
miere est que I'approximation locale représente au mietonletion objectif dans
la région de confiance et la seconde est que le probleme dyEpaiasi créé ait
une solution.

4.2.2.1 Hypothéses sur I'approximation locale.

Le but est ici de simplifier la démarche autant que possibhs p@ur au-
tant masquer les idées maitresses. Nous supposerons pjr@Xenation locale
m%) choisie & l'itératiork pour représenter la fonction objectif dans la région de
confiances ) est une bonne approximation, lisse et du premier ordre dmla f
tion objectif. En conséquence, il est nécessaire de fairbypothéses suivantes.

Hypothése 4.4 Pour tout k, I'approximation locale i est deux fois continiiment
dérivable surz (.

Hypothése 4.5Au point courant ¥, les valeurs de I'approximation locale et de
la fonction objectif coincident, i.e.

m& (x) = £(x¥) vk (4.6)

Hypothése 4.6Le gradient de I'approximation locale effkest égal au gradient
de la fonction objectif, i.e.

g £ Omi ) = GIK) vk (4.7)

Hypothese 4.7 Le Hessien de I'approximation locale reste borné en touhpadé
la région de confiance, i.e. il existe une constémignn > 1 telle que

1Tom® (X9 || < kumn—1 ¥x € 30, vk. (4.8)

4.2.2.2 Hypothéses sur la résolution du probleme approché.

Il est maintenant nécessaire de spécifier, a la deuxiéme d&@apalgorithme
2.1, les hypothéses auxquelles doit répondre lesfs il s'agit de définir ce
gu’est unex réductionsuffisantede I'approximation locale. Quelques concepts
permettent de quantifier celle-ci.

La stratégie la plus simple pour réduire I'approximationdie m dans la
région de confiance est d’examiner le comportement de cetlans la direction

3« umh» pour« Upper bound on the Model’s Hessian
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de plus grande penteg®¥. En conséquence, nous définissomsd’de Cauchy
comme étant le segment partant, dans cette direction, @eéiik) jusqu'a la
frontiére de la région de confianeg® (voir figure 4.1) et lepoint de Cauchy
comme le minimum den® sur cet arc. Formellement, I'arc de Cauch{f a

l'itération k de I'algorithme 2.1 est défini par

C(k):{xeqs(k) :x:x(k)—tg(k),teR+}. (4.9)

Notons que cet arc se réduit & un point lorsgtfé= 0. Le point de Cauchy((:k)
est, quant a lui, formellement défini par

x((:k) =arg min m(k)(x). (4.10)
xe c®
Ce point joue un réle central en théorie. Cependant, unenmsation exacte de
m¥) sur I'arc de Cauchy (¥ peut s’avérer difficile, c’est pourquoi on introduit le
point de Cauchy approchébtenu en réduisant I'approximation locale par retour
arriere  backtrackings) jusqu’a une certaine décroissance souhaitpgori.
Soient les points

. k
X(k)(j) A (K _ A (k) (4.11)

Kok

ol j € N etkpek € ]0, 1] est une constante donrté&oit j¢ le plus petit naturel tel
gue la condition

m® (¥ (j)) < m® (1) + kuos(x (j) = x¥) g (4.12)

soit vérifiée pour une constante donhégys < |0, 1/2[. Le point de Cauchy ap-

prochéxg(c) al'iterationk de I'algorithme 2.1 est

X 2 x5 (jo). (4.13)

Remarquons que le point de Cauchy approché répond a urecsitailaire a la
condition d’Armijo (2.5) pour les recherches linéairesif¥gure 4.2).

4« beck» pour« BaCKtrakings.
5« ubsx» pour« Upper Bound on the Slope.
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FiG. 4.1 — Région de confiance et arc de Cauchy. La frontiere de la rég@n
confiance est représentée par la ligne discontinue et l'ar€alichy par la ligne
continue épaisse. Les fines courbes continues sont les lijégales valeurs de I'ap-

proximation locale.
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0.5 T - T - T

FIG. 4.2 — Point de Cauchy approché. L'approximation locale le londaddirec-
tion de plus grande pente® (x®) —tA®g® /|gk) || ) est représenté par la courbe
continue et le membre de droite® (x)) + tkyps(x® (j) —x*¥)Tg de (4.12) est
représenté par la droite discontinue. Pour fixer les idéssydleurs des constantes
sontkyps = 0,1 etkpck = 0,8. Sur I'exemple proposé, le point de Cauchy approché

xﬂg correspond donc @& = 2.
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En nous servant de ces définitions, nous avons le théoréransui

Théoréme 4.1Si I'hypothese 4.4 est satisfaite, le point de Cauchy apréo&c)
est bien défini dans le sens oggxiste et est fini. De plus, la décroissance de
I'approximation locale est minorée

(K
m® (x®¥) — m® (x&) > kgepllg® | min { % RROINC } (4.14)
ou y
w g™

K 214+ max ||Gum™ )|, =
B xen® |||3(X ( )H C Hg(k)Hk

etKqep € ]0, 1] est une constarténdépendante de k.

(4.15)

Nous ne ferons désormais plus la distinction entre pointalecBy et point de
Cauchy approché. Nous utiliserons donc la dénominatipnint de Cauchy et

son symboleék) pour les deux formes exacte et approchée.
Nous pouvons constater que la décroissance de I'appraximbicale au
point de Cauchy dépend de la valeur\ti@, a tout le moins pour de petites va-

leurs du rayon de confiang&¥). Nous verrons que I'hypothése 4.9 nous permet
d’affirmer que

(9 <

vwW>_= >0 (4.16)

Kune
pour toutk. Il est donc acceptable d’exiger qu’a chaque itérationgragimation
locale décroisse au moins d’'une fraction donnée de cellenolet au point de
Cauchy.

Hypothése 4.8Pour tout k, le pas de progressioff'sest tel que

(k)
mi# () — (< 184 > Kmadg | min{ e, A<k>} (4.17)

0UKmgc€ |0, 1[ est une constanfe
Cette hypothése a I'intéressante conséquence suivante.
Théoréme 4.2 Si les hypothéses 4.4 et 4.8 sont satisfaites et si
O f (x) £ 0, (4.18)
alors mx® + sy <« mk (xK) et $K £ 0,

6« dcp» pour« Decrease at the Cauchy Point
’« mdc» pour« Model DeCrease.



66 CHAPITRE 4. CONVERGENCE DES REGIONS DE CONFIANCE

Dans ce cas, la décroissance de I'approximation localessgt@e pour autant que
xK ne soit pas un point critique du premier ordre.

Naturellement, nous pouvons décider de faire décroitppfaximation locale
en deca de la borne donnée par I'hypothese 4.8. En partiauties pouvons étre
ameneé a trouver un minimum exact de I'approximation localesda région de
confiance

x = arg min m®(x) (4.19)
xec 3K
ou une approximation de celui-ci. En effet, le résultat aotvnous garantit la
validité d’une telle approche.

Théoréme 4.3 Si, pour tout k, le pas de progressiof sst tel que
m® (x®) = m® (x% 1+ K > Kamm [m(k) (x®) —m® (Xl(vl?)] (4.20)

OUKamm€ |0, 1] est une constanftel’hypothése 4.8 est satisfaite pour une valeur
constanteqc choisie en conséquence.
4.2.2.3 Hypothese sur les régions de confiance.

Il reste a formuler une derniere hypothése sur les diffésenbrmed- ||, utili-
sées pour définir les régions de confiance, celles-ci ne popea s’étendre ou se
contracter asymptotiquement dans une direction au fur etsure des itérations.

Hypothése 4.91 existe une constanie ne > 1 telle que
1
—— X[l < [IXI| < Kunel[Xl[x VX € R, Vk. (4.21)
Kune

On dit alors que la normé- ||, estuniformément équivalené la norme eucli-
dienne.

4.2.3 Théoréme de convergence.

Il est maintenant possible de prouver que I'algorithme Atlgtobalement
convergent vers un point critique du premier ordre. Plugipénent, tous les
points limitesx* de suites{xK} générées par I'algorithme sont des points cri-
tiques du premier ordre pour le probleme (4.3), c’est-a-dirils satisfont a

Of(x) =0, (4.22)

8« amm» pour« Approximate Model Minimizes.
9« une» pour« Uniform Norm Equivalence.
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indépendamment de la position du point de dég@&'tet du choix du rayon de
confiance initiah(?,
Le théoreme suivant permet de I'affirmer.

Théoréme 4.4 Si les hypothéses 4.1-4.9 sont satisfaites, on a

lim G F (x| = 0. (4.23)

Ceci signifie que tout point limite d’'une suite d’itérés est point critique du
premier ordre. La preuve compléte de ce théoréme peut étreée dans [20].

Notons qu'il est impossible d’assurer que la suite d'itézésverge vers un
minimum global def, ce résultat est en effet totalement illusoire en I'absence
d’hypothese supplémentaire sur la fonction objectif.

4.3 Convergence globale vers un point critique du
second ordre.

Il va de soi que le mieux que nous puissions espérer si nousgugns de
notre approximation locale que la coincidence avec la fonabjectif et son gra-
dient est que notre algorithme converge vers un point cetidqu premier ordre.
Si une convergence plus forte est requise nous devronsreridat exploiter I'in-
formation du second ordre.

4.3.1 Approximations locales asymptotiquement convexes.

La premiere étape est de déterminer sous quelles conditarspouvons as-
surer que, non seulement la suﬁgék)} converge vers zéro, mais aussi que la suite
{xK1 converge. Ceci dépend des termes du second ordre de I'apation lo-
cale. On peut montrer que, si les approximations localéssont convexes tout
au long d’'une sous-suite d’itérations convergeant versaimt jgritique (isol€) du
premier ordre — qui peut éventuellement étre un point deesellalors il y a
convergence vers ce point de la suite compléte méme si laagéwde I'approxi-
mation locale ne refléte pas la véritable courbure de la fomctbjectif.

En conséquence, nous ne devons pas seulement nous assutelgguithme
converge vers un minimum isolé de la fonction objectif maisage que I'ap-
proximation locale et la fonction objectif coincident ac@ed ordre si les itérés
s’approchent d’'un point critique du premier ordre. Plusrfelement, nous fai-
sons donc I'hypothése suivante.
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Hypothese 4.10Nous supposons que
fim HD(Xf (x®)) — Goem® (x¥)) H ~0 (4.24)

lorsque
lim G F (x| = 0. (4.25)

Cette hypothése nous préserve des situations ou I'algugifourrait converger
vers un point de selle. Notons que la satisfaction de cettééte hypothése et de
I'hypothése 4.1 entraine la satisfaction de I'hypothéZegdie nous pouvons donc
ignorer aussi longtemps que nous adoptons I'hypothése 4.10

Nous pouvons analyser les conséquences de cette nouvedithbge imposée
a l'approximation locale sur la convergence de l'algoriehgrace au théoreme
suivant.

Théoréme 4.5 Supposons que les hypothéses 4.1-4.10 sont satisfaieex u
est une sous-suite des itérés genérés par l'algorithme @i.tanpverge vers un
point critique du premier ordre*s que $¥ = 0 pour tout k suffisamment grand et
que O f (X*) est définie positive. Dans ce cas la suite compléte des i{é&f€3
converge vers’xet toutes les itérations finissent par étre trés réussies.

Ce théoréme prouve que, si un des points limites est un mmirsolé, alors I'al-
gorithme converge vers ce minimum et le rayon de confid{fedevient inutile
dans le calcul du pas de progression. Ceci signifie que ledawonvergence de
I'algorithme 2.1 est completement déterminé par la méthuidisée pour calculer

le pas de progressiast®) lorsque la contrainte de confinement dans la région de
confiance est inactive.é. lorsque||s || < AM). La preuve de ce résultat trés
important peut étre trouvée dans [20].

4.3.2 Approximations locales non-convexes.

Nous souhaitons maintenant explorer les possibilités awergence de la
suite d'itérés vers un point critique du second ordre loestupoint limite ne
répond pas a la condition de définie positivitéldef. Naturellement, la matrice
hessienne au point minimum doit tout de méme étre semi-a4fimsitivé®. In-
tuitivement, la convergence ne s’opére que si I'algoritlastecapable de détecter
et d’éviter un maximum ou un point de selle. Une maniére d'epést de tirer
avantage des directions de courbure négative quand elktermx

101 existe deux cas de points critiques du second ordre dontdaice hessienne n'egue
semi-définie positive : lorsque celui-ci est un minimum riswié ou un point d’inflexion multidi-
mensionnel.
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Nous supposerons que le Hessien de I'approximation locap®int courant
H® = G,m® (xk) (4.26)

a au moins une valeur propre strictement négatie Nous pouvons en consé-
quence déterminer une directiatf telle que

u(k)Tg(k) < O, ||u(k) ||k — A(k) et u(k)TH(k)u(k) < KSI‘ICT(k) (VI(EK)A(k))Z (427)
ou la constante ksnc €]0, 1] et

w_ U] .
VE T W) (4.28)

Ceci signifie quai®¥ est une direction de descente, de norme égale au rayon de
confiance et ayant une composante significative dans latidinedes vecteurs
propres deH® correspondant a des valeurs propres négatives. Pratiqueme
peut prendre pour directiaf®) une approximation du vecteur propre correspon-
dant & la valeur propre dont le signe et la norme sont choisis afin de respecter
les deux premieres conditions de (4.27). Nous minimisossi&nl’approxima-

tion locale dans cette direction tout en restant a I'intérae la région de confiance

3 & Formellement, nous calculons un point analogue au poiGedehy nommé

point propre %k) de I'itérationk de I'algorithme 2.1 tel que

X = x0 4ty € 5 (4.29)
et
m® (x) = m® (x® +1Hu0) = trTciH] m® (x® +tuk), (4.30)
€0,

Comme pour le point de Cauchy, une minimisation exactséedans la région
de confiances ¥ peut s’avérer difficile. On introduit dés lors yint propre
approchéqui réduit la valeur de I'approximation locale par retourene (back-
tracking) jusqu’a une certaine décroissance souhaif#eori.
Soient les points .

X () 2 x® — k] u (4.31)
ou j € N etkpek € ]0, 1] est une constante donnée. Sgite plus petit naturel tel
gue la condition

: 2
m® (x9(j)) < mx® 1 kypg® (Kg,ck”u<k> ||) (4.32)

11« snex» pour« Sufficient Negative Curvature.
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soit vérifiée pour une constahtepe € ]O, %Ksnc[donnée. Le point propre appro-

chéxﬂ% a l'itérationk de I'algorithme 2.1 est alors défini par

x4 2 5K (o). (4.33)

Comme pour le point de Cauchy nous pouvons abandonnerilaatigh entre

le point proprex(Ek) et le point propre approchék% et retenir uniguement la no-

tation et le nom du premier. En effet, il est possible de démeomue ces deux
points méenent a des réductions semblables de I'approxdmbtcale (voir [20]).

4.3.3 Hypotheses sur l'algorithme.

Il est évident que la convergence globale de I'algorithnre ue point critique
du second ordre, ne peut étre obtenue qu’au prix d’hyposh&eggplémentaires.
Les deux hypotheses suivantes sur I'algorithme 2.1 panmatisaisonnables.

Hypothése 4.11Les Hessieng,mK des approximations locales'fhde I'algo-
rithme 2.1 sont uniformément continus au sens de Lipsaitza domaine de
définition, c’est-a-dire qu'il existe une constatite,e, > 0 telle que

| Gom™ (%) = B (y) | < Kienl|x— V] (4.34)
pour tout x, ye 3 et tout ke N.

Hypothése 4.12Soitt¥) la plus petite valeur propre du Hessien de I'approxima-
tion locale au point courant,m® (x). Sitk < 0, alors

m(k) (X(k)) _ m(k) (X(k) + S(k)) >

(k)
Ksodmax{ 1% min [”g(@” M] 19 min [(1%9)2, (8% }

pour une constanteseg € 0, 3 [ donnéé,

L’hypothése 4.11 assure simplement que I'hypothése 4.ik3@étre imposée.
Cette derniére implique que, si une courbure négative aftp#ans I'approxima-
tion locale lorsqu’un point critique du premier ordre espjehé, et si le point
propre donne une réduction de I'approximation locale iefée a celle obtenue
au point de Cauchy, alors cette courbure négative doit &pioée par la procé-
dure de calcul du pas de progressith.

12« ubc» pour« Upper Bound on the Curvatuse
B3« Ich » pour« Lipschitz Constant for the model’s Hessian
14« sod» pour« Second Order Decrease
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Notons que I'hypothese 4.12 est automatiqguement saésdale pas de pro-
gressiors® est calculé en vue d’approchdf, le minimum exact (4.19) de I'ap-

proximation locale au sein de la région de confiance. Ceoif@gque, sis®) est
tel que la décroissance de I'approximation locale est amsgale a une fraction

déterminée de la décroissance obtenue au plﬁﬁnﬁ.e.
m(k) (X(k)) _ m(k) (X(k) + S(k)) > Kamm |:m(k) (X(k)) — m(k) (Xl(\/lk))] , (435)

alors I'hypothese 4.12 est satisfaite. La démonstratiarette derniére affirmation
peut s’effectuer en tenant compte de la relation évidente

m® () < min [m<k> (x9), mk (x(cm)} . (4.36)

Une derniere hypothése, pourtant peu contraignante, pefaieenir un théo-
reme de convergence trés intéressant. Il s’agit de modéggrement les condi-
tions d’actualisation du rayon de confiance de sorte qua-ceugmente bel et
bien — mais pas démesurément — lors d'itérations tres résissi

Hypothése 4.13Sip® > n, etA® < Apayalors
AK€ [yan®, yunl] (4.37)

pour des constantes donnégs> ys > 1 et Amax > 0. Par contre, sip® > s et
AY > Aay il convient de prendrakth) > AK),

Notons que cette hypothese sur l'algorithme 2.1 est tréplsigt intuitivement
logique, la région de confiance devant s’élargir si I'itématest tres réussie, a
moins qu’elle ne soit déja suffisamment grande. La mise agénérale

[yia®  yon® ] sipl <y,
A(k+1) c [VZA(k) , A(k) ] Si p(k) € [I‘]l, nz[, (438)
[vaA®M  yaa® ] sip®) >y,

avecC
O<nNi<n<l et O<y1<y<1l<y3<vyy, (4.39)

satisfait & I'hypothése 4.13 sans faire interveningg,*>.

15D’un point de vue numérique toutefolSyax existera bel et bien ; il est sage de ne pas laisser
le rayon de confiance s’accroitre de fagon immodérée.
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4.3.4 Théoréme de convergence globale.

Les dernieres hypotheses formulées ci-avant permettétatlir le théoreme
de convergence suivant.

Théoréme 4.6 Si les hypothéses 4.1-4.13 sont satisfaites et &sk un point
limite de la suite d’itérégx¥}, alors x* est un point critique du second ordre.

Le résultat de ce théoreme est plus fort que celui du théoemau prix d’hy-
pothéses supplémentaires relativement peu contraignhdriéeantage d'utiliser
des approximations locales non forcément convexes estédaent. La démons-
tration de ce résultat remarquable peut étre trouvée d@hsNdtons qu’un point
critigue du second ordre ne signifie pas forcément minimwal ldes points d’in-
flexion multidimensionnels vers lesquels I'algorithme fpeanverger ne peuvent
étre évités qu’en tenant compte d’informations d’ordrespdlevé que le second.
Néanmoins, si la matrice hessienne obtenue au point lirsitstectement définie
positive'®, on est assuré que ce point est un minimum local.

4.4 Forme des régions de confiance.

La norme|| - ||k définit la forme de la région de confiance
50 = {xeR": |x—x¥|) <A} (4.40)

a l'itérationk. La norme euclidienne classique (ou norfaglui donne la forme
d’'une sphére alors que les normiset / lui donnent la forme d’'un cube. La
figure 4.3 illustre la forme des régions de confiance dans pacesa deux dimen-
sions pour un méme rayon de confiad® avec les normes de tyde

I¥lo = ¢/ 5 1xI° (4.41)

En prenant la limite poup tendant vers l'infini, on a
X[l = max [X]. (4.42)
ie{1,
L'utilisation de la normé,, correspond a de simples contraintes de bornes variant

d’une itération a 'autre, celles-ci sont parfois appeléanove limits» dans le
domaine de I'optimisation des structures (voir par exerfgle

18D’un point de vue numérique, la définie-positivité doit matlement étre évaluée a une cer-
taine tolérance pres.
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FiG. 4.3 — Forme des régions de confiance dans un espace a deux dinseagam
les normeg, pour un méme rayon de confiant&).

Les régions de confiance prennent une forme ellipsoidalelpwinorme ma-
tricielle

IX|[m = VXTMXx (4.43)

ou M € R} est une matrice symétrique définie positive. Les axes fauni de
I'ellipsoide sont les directions correspondant aux vast@uopres de la matrice
M alors que I'étendue de I'ellipsoide dans cette directidnpesportionnelle a
I'inverse de la valeur propre correspondante (voir figug.4.

Il est assez fréquent que, dans un probleme pratique, lexbles aient des
ordres de grandeurs sensiblement différents. Si 'ordrgrdedeur d’une des va-
riables, dison; pour fixer les idées, est nettement supérieur a celui dessautr
variables, le probleme risque d’étre mal conditionné. Egtdbrs du calcul du pas
de progressios®), la contrainte de confinement au sein de la région de confiance
s’exprimerait comme

9 =~ |5y < & (4.44)
faisant ainsi perdre toute information sur les autres fségg De plus, I'algorithme

se retrouve dans I'impossibilité de limiter raisonnablaimes déplacements sur
ces mémes variables, rendant de ce fait les propriétés dergemce caduques.
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FiG. 4.4 — Forme des régions de confiance dans un espace a deux dinseagam
une norme matricielle pour un méme rayon de confidxite Les directions en poin-
tillé correspondent aux vecteurs propres de la matrice sigqué définie positiveM.
Les régions de confiance sont dessinées pour différentesrsale la valeur propre
A1 tandis que la seconde valeur propre est maintenue constadgale a I'unité.

Il est donc d’'une importance capitale de normaliser le ol de maniere adé-
quate.

En plus du danger numérique de travailler avec des varialddsop grande
valeur absolue, celles-ci peuvent avoir des échelles datiar complétement
différentes.

Pour lever ces difficultés, nous pouvons écrire chacune deables de la
maniére suivante :

X; = X+ & O (4.45)

oux@" est une valeur caractéristique¢? une échelle de variation caractéristique
et&; la variable normalisée. Dés lors, le probleme d’optim@apeut étre résolu
en terme deg;, ce qui permet de travailler a des ordres de grandeur raasbes
et avec des plages de variation pour les variables de cerdt@mplitudes com-
parables.

En terme de régions de confiance, ceci se traduit fort simgiénne région
de confiance sphérique dans I'espace fesorrespond, dans I'espace dgsa
I'utilisation d’'une norme matricielle (4.43) ou

. 1 1
M = d|ag(6xgar, e 6xﬁar) (4.46)
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Fic. 4.5— Normes uniformément équivalentes a la norme euclidienthastriation
avec la norme (4.47) pour différentes valeurkag pourA® = 1.

i.e. une région de confiance ellipsoidale d’autant plus étirées dene direction
gue la variation caractéristique de la variable correspotelest faible.

La possibilité de changer de norme d’une itération a I'apwar définir la
région de confiancey doit cependant étre utilisée prudemment. C’est I'hypo-
thése 4.9 qui assure cetteprudence» : elle définit un rayon maximal et un
rayon minimal (en norme euclidienne) pour la frontiere deégion de confiance,
ceux-ci sont proportionnels au rayon de confiance a lignatouranteA¥). La
figure 4.5 illustre le concept pour la norme

k+1/( X0 n
X[k = K4 <|;|X|| +rin:5:1LX|X||> . (4.47)

qui est uniformément équivalente a la norme euclidienne my@ = 3.

4.5 Problemes non-différentiables.

Dans cette section, nous envisageons le cas ou la fonctieotiblf (x) est
continue mais pas nécessairement différentiable en toot ge son domaine de
définition. Le tableau est brossé rapidement et ne présapstkegtrict nécessaire,
le lecteur intéressé est invité a se reporter a I'ouvragexeGould et Toint [20]
dans lequel il trouvera de plus amples détails.
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Pour un probléme non-différentiable et non-contraint,s@eons la condition
nécessaire d’optimalité suivante podir

0€df (x) (4.48)

pour autant qud (x) soit localement continue au sens de LipscHitzJn point
qui satisfait (4.48) est upoint critique du premier ordrale f(x). Pour rappel,
guelques notations concernant les problémes non-difialdes ont été intro-
duites a la section 3.1.

Un cas particulier important est celui des fonctions ndfédintiablescom-
poséegle la forme

FX) = @o(X) +h(@r(X), .., @n(X)) (4.50)

ou@ : » CR"— R pour touti =0,...,msont des fonctions convexes contin(-
ment dérivables di: ¢ C R™ — R une fonction convexe et continue au sens de
Lipschitz. Dans ce cas, le sous-différentiel se calculéraent

m
o (%) = {&%<X) +.Zyi&cn<><> Lye 6h(<p1<><),-..,cpm(><)>} (4.51)
et la condition nécessaire du premier ordre (4.48) s’écrit
m
Hepo(X) + ZWDAn (xX) =0. (4.52)

pourx” € D ety* € oh(@u(X*),...,em(X")).
De maniére assez surprenante (voir [20]), le schéma déeiigbgorithme 2.1

reste adéquat pour traiter des problémes non-différdaaboyennant I'utilisa-
tion de la formule de mise a jour du rayon de confiance (4.38)réie de la méme
condition (4.39) a laquelle nous ajoutons la contrainte

1
— < V1. (4.53)
Y3
Certaines hypothéses minimales doivent cependant étes fair le probléme.
La fonction objectif doit étre localement continue au sead.igbschitz etrégu-

1Une fonctionf (x) : » C R" — R est continue au sens de Lipschitz s'il existe une constante
telle que, pour tout,y € D,
)= Y <K|x=yl. (4.49)

La fonction f(x) estlocalementcontinue au sens de Lipschitz si, pour teut 2, il existe un
voisinage dex dans lequef (x) est continue au sens de Lipschitz.
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liere® surR". Formellement, cette premiére hypothése sur la forme doigme
s’écrit comme suit.

Hypothése 4.14La fonction f(x) est localement continue au sens de Lipschitz et
réguliere surR".

Malgré lintérét certain que présente cette classe de ifmmst nous nous limi-
terons la plupart du temps aux seules fonctioosvexessatisfaisant a I'hypo-
these 4.14.

Dans I'expression de I'algorithme 2.1 il faut naturellernedéfinir I'approxi-
mation locale et ce que nous entendons par une réduetsudfisantes de I'ap-
proximation locale. Notre approximation locale doit cegemt étre un peu moins
générale que dans le cas différentiable. En effet, noustadspne approxima-
tion localem(x, p,s) qui dépend d’un ensemble de parameéepes? pouvant étre
ajustés a chaque itération. Entre autres exemples, lemptaesp peuvent étre
des multiplicateurs de Lagrange, un facteur de pénalitéeswagproximations des
dérivées d’ordre supérieur (lorsque celles-ci existent).

Hypothése 4.15L’approximation locale X, p,s) est localement continue au
sens de Lipschitz et réguliére par rapport a s pour toyp) € R" x 2 et continue
en(x, p) pour tout se R".

L'approximation localen(x, p, s) doit donc varier continlment par rapport aux pa-
rametresp qui sont les seuls a étre modifiés en cas d’itération infracte. Ceci
est une restriction par rapport au cas différentiable quptaximationm® (x(¥) +

S) pouvait changer indépendamment en passant d’'une itéeatiantre. Cette pre-
miére hypothése sun(x, p, s) est le pendant non-différentiable de I'hypothése 4.4.
De facon assez logique, nous devons également formuleypesheses suivantes,
qui sont semblables a 4.5 et 4.6. Elles garantissent querbapnation locale est
au moins une approximation du premier ordre de la fonctigaabib.

Hypothese 4.16L approximation locale et la fonction objectif coincidequand
s=0,i.e.
m(x, p,0) = f(x) (4.55)

pour tout(x, p) € R"x .

18Une fonction est réguliére si sa dérivée directionnellé)(8;(x) existe pour touk etd € R"
et si celle-ci correspond a térivée directionnelle généraliséle f enx et dans la directiod qui
se définit par la limite

. f td) — f
lim SUPM.

4.54
t—0T y—x t ( )
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Hypothese 4.17Les dérivées directionnelles de I'approximation localeletla
fonction objectif coincident pour toute direction nondeud quand s=0, i.e.

MG (%, p,0) = f3(x) (4.56)
pour tout d# 0 € R" et pour tout(x, p) € R" x 2.

L'hypothése suivante est essentiellement technique.{€ltenet de dégager des
propriétés de convergence intéressantes.

Hypothése 4.18L'ensemble des paramétresest fermé et borné.

De maniére analogue au raisonnement utilisé pour intredliypothése 4.8,
il nous faut spécifier des conditions auxquelles doit répetelpas®) pour effec-
tuer une« réductionsuffisantede I'approximation locale-. Un point de Cauchy
peut étre défini de facon similaire au cas différentiablaniene a poser I'hypo-
thése suivante sur le pas de progressibhn

Hypothése 4.19Le pas de progression*s est tel que, pour toutxdonné,
m(x¥, p®,0) —m(x¥, p®,§Y) > kmadl g™ | min(8,4%)  (4.57)

lorsque||x®) —x*|| < €. Le vecteur § est le sous-gradier(8.8) de norme mini-
mum et la constantenqgc € |0, 1[. Les deux constantes strictement positdes
€ sont choisies en fonction dé.x

Moyennant toutes ces hypotheses et modifications, nousopswbtenir le
théoreme de convergence suivant pour l'algorithme 2.1.

Théoréme 4.7 Si x* est un point limite de la suitex¥} et si les hypothéses 4.14
a 4.19 sont satisfaites, alor$ rst un point critique du premier ordre déxj.

Cet énoncé n’est valable que pour une région de confianceelafiac la norme
euclidienne ; pour d’autres normes, il convient d’ajouteypothese 4.9. Remar-
guons que, contrairement au théoréme 4.4, son pendantedifigble, le théo-
réme 4.7 supposeU'il existe un point limite & la suitéx(®)}.

4.6 Conclusion.

Ce chapitre traite de propriétés tres générales des digwd utilisant une
globalisation par régions de confiance. Les hypothésesdstatllées et présen-
tées avec rigueur afin de donner une solide assise théonipuagorithmes dé-
veloppés dans la suite de ce travail. Plusieurs sujets sogués. Les hypothéses
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permettant de conclure a la convergence vers un point weitthy premier ordre
ou du second ordre sont clairement exposées pour une foratjectif différen-
tiable ainsi que les précautions importantes concernafurtae des régions de
confiance. Tout ceorpusservira de base a I'implémentation concréte détaillée
dans le chapitre 6.

Le présent chapitre traite également des fonctions ndérdiitiables. En ef-
fet, 'implémentation d’un algorithme pour des problémésptimisation avec
contraintes nous a amené a utiliser des fonctions de mémitalifférentiables et
les propriétés correspondantes se sont donc avérées erigmutiles.

Le propos et le ton de ce chapitre sont volontairement tregrgéix, nous
permettant ainsi de laisser une certaine place a la crééatians I'implémentation
concréte d’un algorithme tout en préservant des propridEé&®nvergence claires.
Le cadre estriche et son exploitation compléte pour la coctsvn d’algorithmes
performants constitue un travail qui est loin d’étre achevé
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Deuxieme partie

Optimisation non-contrainte
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Chapitre 5

L'identification des parametres d’'un
modele dynamique

Parmi les problémes d’optimisation sans contrainte, rertaccupent une
place privilégiée de par leur forme particuliére et leugfrénce (consulter, par
exemple, 'ouvrage de Schittkowski [90]). Il s’agit des piemes didentification
ou decalibrationdes paramétres d’'un modele. Le présent chapitre évoque$a qu
tion, justifie son importance, pose le cadre théorique eisage une application
pratique sur un modele dynamique.

5.1 Modélisation.

Dans le langage courant, umodéledésigne aussi bien un objet sur lequel il
convient de conformer son comportement qu’un abrégé desdes qualités. Le
modéle est donc tout & la fois moule, gabarit, prescriptiésuimé et réduction.
Il porte soit sur un processus qu'il aide a retranscriret soi un objet dont il
contracte les propriétés.

Utilisé abondamment dans les sciences et les techniquemdéle demeure
un intermédiaire indispensable : il s’'interpose entre leénpmenes et l'inter-
prétation que la science en donne. En particulier, dangiesces de la nature, le
modele apparait comme nécessaire pour affronter le réséqavele bien souvent
peu accessible a I'expérience immeédiate et, dans la pldpartas, trop complexe
pour étre appréhendé [91].

Les ingrédients initiaux d’'un modele sont, d’'une part, toeitqui a pu étre
observé et mesuré sur un objet particulier, d’autre pamewles connaissances
théoriques de la physique, de la biologie, de la sociolag®, qu'il est possible
de mobiliser. Construit par un agencement judicieux dermp®dients, le modéle
donne une image simplifiée et malléable a loisir qui est éamistee d’hypothése

83
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pour la confronter aux données issues d’observations ogéiences afin de la
valider. En somme, le modéle présente a l'intuition uneie&gibn intelligible et
partielle d’'un phénomene trop complexe pour étre saisi Emugsses aspects. Sa
fonction est double : il résume des connaissances empdriquel’on possede sur
un objet particulier et il permet d’éprouver ces connaisearen vue de prévoir
un comportement.

5.1.1 Modélisation mathématique.

Dans le cadre des applications des mathématiques, oreuwtdisramment le
modéle mathématiqumur désigner une équation ou un systéme d’équations des-
tiné a représenter le phénomene étudié ; on parle aloksrdedélisations pour
signifier « mise en équations [91]. On décrit le systeme réel au moyen de va-
riables d’état dont I'’évolution est gouvernée par des égaatd’évolution. Le
modele se substitue en quelque sorte a la réalité si bienegumhclusions sont
le résultat de I'analyse de celui-ci plutdt que du systémak ré

D’apres Nihoul [79], un modéle idéal serait nécessairergaatridimension-
nel (trois variables spatiales et le temps) et comportaratinfinité de variables
d’état. Ce modéle cependant ne serait rien d’autre que laenalle-méme, a
'image de ce plan si précis qu'’il recouvre entierementde lju’il détaille. L'en-
vergure d’'un modéle mathématique est limitée, notammaentlgs nécessités de
sa calibration : il faut disposer de suffisamment de données pour imposer de
bonnes conditions initiales et aux limites et pour déteaniles parameétres nu-
mériques intervenant dans sa formulation. C’est ce depuért qui constitue
précisément I'objet de ce chapitre.

5.1.2 lIdentification paramétrique.

Toute modélisation mathématique d’une réalité physigeseaar I'introduc-
tion d’une série de parametres. Ces parametres sont pluoms fmen connus
suivant les cas : la viscosité d’'un fluide peut étre mesurgéranentalement ou
déterminée de maniére théorique, il en va de méme pour lelenddyoung d’un
matériau élastique, etc. Les modeles sont toutefois cotfsoa des contraintes
(colt du calcul numérigue, nécessité d’interpréter leglt@ts, de les représenter
de facon appropriée, ...) qui conduisent a limiter I'enueegsoit par la réduction
de 'ampleur (en ne considérant, par exemple, que des wafeayennes sur la
profondeur, sur la section droite d’une riviere, une zonmalique, une région
économique ...), soit par sectorisation (en se limitant &aus-modele écolo-
gique, économique ...), soit par agrégation (en se limiamt caractéristiques
globales d’ensembles de variables d’état : la concentratimyenne des particules
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en suspension dans l'air ou dans I'eau, sans distinctioaitlestou de composi-
tions; les céréales, sans distinction d’espéces ; le noddbolémeurs, sans dis-
tinction de catégories ...). Ces limitations de I'enveegdu modele conduisent
inévitablement a une modélisation empirique des phénosnaremplifier ou a
agréger, les parameétres introduits a ce niveau sont pewsa@tulifficilement me-
surables : il s’agit alors de choisir les valeurs qui sereatdlus adéquates. Pour
ce faire, la méthode classique implique la répétition dhés grand nombre de si-
mulations et la comparaison des résultats obtenus avebses\ations. Lorsque
le nombre de paramétres est important, cette procédureratyee et son issue
dépend fortement de I'expérience et du talent du modéilisdt®bjet de ce tra-
vail est de systématiser cette recherche d’un ensemblaalgde paramétres pour
un modele donné.

Les techniques adoptées sont diverses. La techniquéeéatilis est celle de
I'optimisation : il s’agit de définir une fonction objectitijreprésente I'écart entre
les résultats du modéle et les mesures et de minimiser dellans I'espace des
parametres.

5.1.3 Traitement des résultats du modele.

Il arrive souvent que les valeurs a comparer ne soient pagalégbles du
modele elles-mémes mais une information tirée d’une coaikim de celles-ci
qui sera confrontée a cette méme information déduite desreditfons : si nous
voulons un modéle qui donne une bonne approximation de ¢ssgt moyenne
d’'un fluide dans une canalisation, il n’est pas nécessaimuagarer les vitesses
mesuréegn chaque point de la conduite et les vitessdsuléesen chaque point
de la conduite, d’autant plus qu’en général les points deursest les noeuds
du maillage ne sont pas rigoureusement identiques. Unircgytest-traitement
des résultats et des mesures est donc généralement nexelsgaierprétation
des résultats se fait par le biais de fonctions ou de valeissédes que nous
nommerons legsaleurs de comparaison

Cj j=1,...,m (5.1)
Celles-ci sont donc obtenues apres traitement des vasidldeat
s(t) i=1...,Ns (5.2)

out est le vecteur des variables indépendantes (généralemrtenips et 'espace).
Les variables d'état proviennent de la résolution (num#riqu analytique) des
équations du modéteFormellement,

Cj =Rj(S1,...,SN 1) j=1,....m (5.3)

LEn cas de résolution numérique, les variables d’état sepreést sous la forme d’'un ensemble
de valeurs discretes dont le nombre est trés nettementisup&u nombre de variables d’état lui-
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Notons que chaqug et chaque; peut étre une fonction ou une variable discrete.
Nous nommerons les fonctiof lesfonctions de traitement des résultats

5.1.4 Traitement des mesures.

Il n'est pas toujours aisé de mesurer ce qui nous serait eyille, certaines
mesures sont parfois complétement inaccessibles. Bepweoiont ainsi de ma-
niére indirecte : on mesure certaines quantités dont onidédwaleurs intéres-
santes.

Soit un ensemble de mesures

m¢ k=1,...,Nm. (5.4)

Celles-ci peuvent étre des fonctions ou des valeurs desc(ee qui est nettement
plus fréquent). Pour pouvoir comparer le modele et la &&dlitonvient de géné-
rer desvaleurs de référence

Cj j=1....m (5.5)

auxquelles nous comparerons les val@jiissues du modéle mathématique. For-
mellement,

¢ =Mj(my,...,my,) j=1....m (5.6)

ou lesMj sont des fonctions ou des fonctionnelles suivant la nateseg Notons
que, tout comme les valeurs de comparaisongc|egelivent étre des fonctions
et/ou des variables discretes. Nous nommerons les fosddgres fonctions de
traitement des mesures

5.2 Caractere mal posé du probleme.

De maniere générale, le probléme d’optimisation paraouégriest un pro-
bleme inverse et, par ce fait, mal posé [57, 77]. En effet,roblgme est dibien
posélorsqu’il respecte les conditions d’existence, d’'uni@téle continuité de la
solution pour tout jeu de données. Cependant, dans lesgoneside calibration, la
modélisation forcément réductrice, les erreurs numésigiés mesures bruitées,
etc. ménent inévitablement & I'inexistence d’'une solutionduisant parfaitement
au résultat souhaité.

méme. Par souci de simplicité, nous conserverons néaniaoigations pour cet ensemble de
valeurs discretes\s sera dés lors considérablement plus grand).
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5.2.1 Quasi-solution d'un probléme inverse.

On introduit la méthode de régularisation suivante. Dansakeou les para-
metres sont incompatibles, c’est-a-dire qu’aucun ensehdlivaleurs de ceux-ci
ne peut conduire exactement a la réponse désirée, on cersEmble de para-
meétres le plus prochede celle-ci au sens d’'une certainentist Ce jeu de para-
metres est appetfuasi-solutiordu probleme inverse. En changeant de cette fagon
le concept de solution, on est assuré de son existence.

Les problémes inverses et, en particulier, celui de I'ogation paramétrique,
peuvent donc se mettre sous la forme canonique d’'un probtBoptimisation
dans lequel une distance est définie et doit étre minimis¢euamt sur les gran-
deurs choisies comme variables de contrdle. Mathématigognh s’agit de mi-
nimiser une fonction objectif (c,€), qui représente la distance entre les résultats
du modélec et les mesures correspondantggapres un éventuel traitement), en
faisant varierc par le biais d’'une modification des parametres

x, (=1..n (5.7)

du modele. Legj étant desvaleurs de référenctixes, nous pouvons réecrire la
fonction objectif sous la formd (x) = 7 (c(x),€) ou x est le vecteur des para-
metres du modeéle ou variables de contrdle. Le probleme seuferfinalement
comme suit :

trouverx® = arg rr;(inf (X) (5.8)

qui est la forme canonique d’un probléme d’optimisation-4contraint.

5.2.2 Quantification de l'erreur : fonction objectif.

Soient deux ensembles de grandegyretcj , j = 1,...,m, celles-ci pouvant
étre des fonctions ou des valeurs discretesst levecteur des valeurs de com-
paraisonet € le vecteur des valeurs de référengsultant respectivement du trai-
tement des résultats et du traitement des mesures. Nousrggsine fonction
objectif qui mesure I'écart entre ces deux vecteurgc,€) doit donc avoir les
propriétés d’'une distance [68]

1. Positivité :7 (x,y) > 0 pour tout couple, y deR™.

2. Séparation 7 (x,y) = 0 si et seulement si=y.

3. Symétrie 7 (X,y) = F (¥, X).

4. Inégalité du triangle ¥ (x,y) < ¥ (X,z) + ¥ (z,y) pour toutx, y etzdeR™.

Parmi les fonctions répondant a ces critéres, on peut aidgges I'écart au sens
des moindres carrés ou les normes pondérées de différents.
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5.2.2.1 Ecart au sens des moindres carrés.

L'exemple le plus simpleq tous discrets) est celui de feorme euclidienne
ou erreurau sens des moindres carrés

m

760 =le-tP =300 =3 (@ 0 (69

L'introduction d’'une matrice diagonal® permet de tenir compte d’éven-
tuelles différences d’ordre de grandeur ou d’'importance

7(c6) = 3le=6lb — 3e-0TDE-0 = 3 Dila-6/% (510

Mais la forme la plus générale prend en considération daglations croi-
sées :

o1 . 1 A A
7 (c.6) =3 llc—¢ly =5 (c— 6 W(c—¢) (5.11)

ouW est idéalement I'inverse de la matrice de covariance desierisur les ob-
servations [60, 77, 94].

5.2.2.2 Norme pondérée d’ordrep.

L’écart entre deux vecteurs peut également étre mesuréeyenes normes
pondérées d’ordrp

m 1/p
F(c,6) = {Z\Wi|ci—éi|p} (5.12)

ouw; est un ensemble de coefficients de pondération positifs.
De la méme maniére, s{t) etc(t) sont des fonctions de la variable indépen-
dantet, ¥ est une fonctionnelle

1/p

7 (c,6) = {/OT W(t)|c(t)—é(t)|pdt} (5.13)

ouw(t) est une fonction de pondération positive.

5.2.3 Analyse de 'optimum.

En plus de fournir une quasi-solution au probleme inversBdimtification
paramétrique, le processus d’optimisation peut égalefoentir d’autres infor-
mations tout aussi intéressantes. Par exemple, certaigi®des d’optimisation
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travaillent avec des approximations successives de lagediessienne de plus
en plus précises. A la fin du calcul, I'inspection de celldetirnit une analyse

d’erreur et de sensibilité des paramétres, ce qui nousmsu fastidieux travail

qui consiste a perturber chacun des paramétres indéperetaratd’en analyser

les effets sur les résultats [71].

En effet, lorsque les erreurs dans les observations sopbsaps étre norma-
lement distribuées, des intervalles d’incertitude petiééne obtenus en analysant
la matrice hessienne. Le développement en série de Taylarfdection objectif
autour de la solution optimale donne

f(X) ~ f(x*)-l—%(x—x*)TH(x—x*), (5.14)

ouH = Ok f(x*) est la matrice hessienne a I'optimum. Si les termes négéiges
suffisamment petits, les incertitudes sur les paramétr@mapx du modele sont
normalement distribués avec une moyenne nulle et une mateicovariance dé-
finie comme l'inverse du Hessie@,= H 1. Cette matrice fournit donc une infor-
mation sur la distribution de probabilité des paramétrdsr@ux. Les éléments
de la diagonale d€ fournissent une mesure de la largeur de la distribution pour
chacun des parametres. Ceci remplace avantageusementalyseade sensibi-
lité classique. De plus, la matrice de covariance fourrstideormations supplé-
mentaires, les termes hors-diagonale indiquant le niveawdrélation entre deux
parameétres du modeéle.

5.3 Analyse de I'observabilité
par expéerience jumelle.

Une expérience jumelle est une simulation par le modeleedfuise de me-
sures. Pour chaque parameétre du modéle mathématique, lene da référence
est choisie qui permettra d’effectuer une simulation du @®chathématique. Des
valeurs ainsi obtenues pour les variables d’état, on éxtesidonnées semblables
aux mesures dont on dispose pour le systéme réel.

Cette expérience nous permet de tirer des conclusionsahsdivabilité du
systéme. Est-ce que les mesures a notre disposition sdisastds pour en dé-
duire les paramétres optimaux du modele ? Elle nous donrg acses a une
analyse de l'influence du bruit sur I'assimilation des damé

La réalisation d’'une expérience jumelle consiste a trouver fonction qui
générera des valeurs de mesumgdictives a partir des variables d’état du mo-
déle (qui auront été générées avec un ensemble de parag@néagrence®) a
laquelle on ajoute une fonction simulant des erreurs de rassu

M = T(st, ..., t) +Bxk  k=1,...,Np. (5.15)
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Nous appelleron3y lesfonctions jumellegt B, lesfonctions de bruit

Nous devons ensuite utiliser ces mesures avec la procéhssrdilation de
données. La procédure idéale est évidemment celle qui eowalspour les para-
metres optimaux ceux qui ont servi a la génération des mesistves, a savoir
x'ef,

Théoréme 5.1 En supposant qu’il n’y a pas d’erreur de mesurg 80), I'en-
semble de paramétres optimauxsera I'ensemble de paramétres de référence
x'®" si et seulement si la fonction objedtif présente un minimum global au point
x = X", Au vu de la définition d’une distange, la valeur deF a ce minimum est

0 et elle est atteinte si et seulement si

c=_¢C. (5.16)
Ceci entraine, au vu des définitions (5.3) et (5.6) que

Mj (Te(Sts -+, SNgs 1), -5 TNm(SL, -5 SN ) = Rj (S, -+ -, Sngs 1) (5.17)
pour j=1,...,m.

Cette relation lie les fonctionk, R etM. Notons que les fonctions nous sont
imposées par les mesures dont nous disposons (ou dont nedisores analyser
I'observabilité), ce qui signifie que le choix &econditionne completement celui
de M et inversement. Il est intéressant de noter que la notiooritinge d’expé-
rience jumelle permet a elle seule de trouver une relatitredes fonctions de
traitement des résultats et de traitement des mesures igjétidovérifiée méme si
aucune expérience jumelle n’est réellement pratiquée.

Une expérience jumelle peut servir de base pour analysesdiwvabilité du
systéme. Elle permet de répondre a la question suivan€uelles mesures dois-
je effectuer sur le systeme afin d’en déterminer les paranémmériques 2.
En effet, il suffit pour cela d’effectuer I'expérience jureeavec un ensemble de
« mesuress> de notre choix et de constater quels sont les parametresoqui s
recouvrées. On peut se servir de cette information avant amgpagne de mesure
afin de distinguer celles qui sont nécessaires a une bonibeat@n du modele
choisi et celles qui sont redondantes voire inutiles.

Le concept d’expérience jumelle permet également de tistebustesse de
la méthode de calibration par rapport a des erreurs de mdkaudfit de bruiter
les mesures simulées et d’interpréter le recouvrement alesngtres : les diffé-
rents parametres convergeront soit vers une valeur proetelte qui a servi a
I'expérience jumelle, la méthode est dans ce casrdliestepour ce parametre,
soit vers une autre valeur et la méthode est alorsnditerobuste
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5.4 Différentiation de la fonction objectif.

Comme nous l'avons vu dans les chapitres précédents, restanéthodes
d’optimisation (celles requérant le moins d’évaluatioesla fonction objectif)
exigent I'évaluation du gradient

O f (x) (5.18)
de cette fonction par rapport aux variables de contrdle da detrice jacobienne

Ky _ 6C(X(k))
I) = =5 (5.19)
La qualité de la convergence de ces méthodes dépend de isigmétu calcul de
ces dérivées. Suivant les applications, différentes naéthde différentiation sont
disponibles (voir a ce sujet [57, 101]). La plus simple a neetin ceuvre est la
meéthode des différences finies. D’autres procédés de dfiffiétion automatique
existent néanmoins : la différentiation directe et le medsljoint [86].

5.4.1 Meéthode des différences finies.

C’est la méthode la plus simple a mettre en ceuvre puisq(fit ge perturber
chaque parametpg successivement positivement puis négativement d’'uneivale
a définird;, de calculer dans chaque cas la valeur de la fonction obgatiap-
procher les dérivées souhaitées par le quotient difféesbit pour le gradient de
la fonction objectif

af (xM)  f(x0+3eg)— f(xW—-5e)

_ 2
Y 55 +0(3) (5.20)

ol lesg sont les vecteurs de la base canoniquéRtfe Cette méthode centrée
nécessite B, évaluations de la fonction objectif pour le calcul du gratlien plus
de I'évaluation de la valeur de la fonction, augmentant @aule temps de calcul
d’une itération.
De la méme maniére
ocj(x¥) _ ¢j(x¥ 1 3jje) —c;j(x¥ - & &)

— 2
x 25, +0(5f) (5.21)

permet d’approcher la matrice jacobienne. En toute rigd&waluation de celle-
ci nécessite ®,N. simulations du modeéle & optimigeCependant, les ordres de

2Nous supposons que les fonctian$éx) ne peuvent étre calculées indépendamment I'une de
l'autre et que I'évaluation de I'une d’elle nécessite done simulation du modéle complet.
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grandeurs des fonctiomg(x) étant généralement comparables dgpeuvent étre
fixés a une valeus; indépendante dg ce qui n’entraine plus queé\R évaluations.

Il existe également deux formulations similaires, deusg fabins cbuteuses en
temps de calcul mais moins précises, appelées respectivifférences finies
avant et arriere :

of (xk) f(xK +5g)— f(x)

% = 5 +0(%), (5.22)
of (xM)  F(xW)—f(xK - g) _
x 5 +0(8). (5.23)

Dans les cas qui nous occupent, quelle que soit la formulaioployée, la
méthode des différences finies s’avére trés colteuse. Belelohoix des pertur-
bationsd; est un probleme abondamment traité en analyse numériqlieté
précision obtenue est insuffisante en cas de non-linéanfgstantes. Il est donc,
la plupart du temps, tout a fait inenvisageable de procéeléa dorte en raison du
nombre important d’itérations a effectuer et du temps deutakquis pour une
simulation.

5.4.2 Différentiation directe.

La différentiation automatique est un moyen de calculerdi&svées d’une
fonction par rapport a un ensemble de variables indépeeaslaba technique de
différentiation directe fonctionne directement sur le eate calcul du modele
direct. Certains logiciels permettent d’effectuer cefiération de facon systéma-
tique [86].

Dans le cas qui nous occupeg,...,XN, Sont les variables indépendantes et
nous nommerong pouri = 1,...,Ny les valeurs intermédiaires successivement
calculées par le code de calcul. Chaque ligne de code pesiis&uarire de la sorte

yl - (X17 XNx7y17"'7yi_1) i = 17"'7Ny' (5'24)

Dans cette méthode directe, pour chaque varigihlen peut calculer la valeur
correspondante de la dérivée par rapport a la varigblBour chagque opération
(5.24), les dérivées sont calculées par la regle

oy _ R < OF; dyk -
o~ ax Y oy, 1,...,n. (5.25)

Notons que, puisque €% sont généralement des opérateurs unaires ou biRaires
la somme de I'équation (5.25) se réduit souvent a un simpiegteu a une somme

3Tout code de calcul peut se décomposer en une suite d’opésateaires et binaires.
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de deux termes. Cette forme peut aussi étre utilisée pounitxples possibili-
tés desurcharge des opérateufSORTRAN et ainsi effectuer les dérivations en
paralléle du calcul.

Cette méthode permet la génération d’'un code qui calculérigék de n'im-
porte quelle quantité par rapport a chaque variable ind#g#ex;. Ceci nous
permet de calculer les valeurs qui sont exigées par la gldearméthodes d’op-
timisation : les composantes du gradient de la fonctionatibjg f (x(")) au point
x . La valeur de la matrice jacobiendgx)) est également disponible sans cot
de calcul supplémentaire.

On remarque que le surcroit de calcul engendré par cettaiteehest de
I'ordre de 2N fois le colt du modele direct. En effet, chaque opérationatiec
direct (5.24) entraine I'apparition dg opérations (5.25). Si 'opération de base
est unaire, le nombre d’opération ainsi engendréd\gst le double si I'opérateur
est binaire car il faut y ajoutédy sommations. La majorité des opérations étant
binaires, le colt de calcul est donc de I'ordre de la méthed&ée des différences
finies et deux fois supérieur a celui des méthodes décentrasspour un gain
conséquent en précisitin

5.4.3 Méthode du modéle adjoint.

La méthode du modéle adjoint (aussi appelée méthode deetiffétion ar-
riere) nous permet d’écrire des équations qui donnent ieposantes du gradient
de la fonction objectif au fur et a mesure du calcul (voir paaraple [60, 61, 66,
77,93, 94, 99)).

Elle se base sur le principe suivant : nous considérons letifomobjectif
comme une variable d’état supplémentaire

Ser1 = F(X). (5.26)

Notons que la fonction objectif dépend en fait des paramétsepar I'intermeé-
diaire des valeurs de comparaisonqui dépendent elles-mémes des variables
d’état

Cj = Rj(st,. .-, SN 1) j=1....m (5.27)

et
se(t) = Fe(xt) (5.28)

ou t désigne le vecteur des variables indépendantes (génératidentemps et
'espace) et les fonctions représentent les solutions des équations du modéle.

“4La dérivation est exacte, I'erreur est de I'ordre de la miéci machine.
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Nous pouvons construire le Lagrangien du probleme

Ne+1
L(X,S,\) =Sngr1— [Z Ao (80— Fp(x,1)) (5.29)
=

ou lesA, sont les variabledualesou adjointes
Les conditions de stationnarité du Lagrangien sont

0L
6—xk =0 k=1,...,n (5.30)
0L
& =0 k=1,...,Ns+1 (5.31)
0L
6—)\k =0 k=1...,Ns+1. (5.32)

Connaissant I'expression du Lagrangien (5.29), nous pmévaluer (5.32) et
nous obtenons simplement les équations (5.28) keud, ..., Ns et (5.26) pour
k= Ns+1.

De méme, les relations (5.31) nous donnent

0L OSNg+1
0= 2 5.33
o5 o5 K (5.33)
ce qui nous permet de déduire les variables adjointes
Osngt1  Of
A= S = — k=1,...,N 34
k aS( aS( pour 9 s INS (5 3 )
et
Angr1 =1 pourk=Ns+1. (5.35)
Le Lagrangien se réécrit donc
Ns
L(x,s,\) = f(x) —[Z Am(se — Fe(x1)) (5.36)
=1
gue nous injectons enfin dans les expressions (5.30) poemiobt
oL of N oF
——~ —0=—_—-S5 N2 37
% 0 o Ec’)xk (5.37)

ce qui nous permet de calculer les composantes du gradiémfatection objectif
par rapport aux variables de contréle :

of N oF
— =5 A=— pourk=1,...,n. 5.38
0% gl fox P 39

En résumé, le raisonnement a suivre pour obtenir le gradieta fonction
objectif est le suivant :
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— nous devons résoudre les équations du modele pour olgsrm@kpressions
(5.28);

— nous calculons les variables adjointes par les équatjogites (5.34) ;

— connaissant les variables adjointes, nous pouvons olésntomposantes
du gradient de la fonction objectif en dérivant (5.28) et &hsant la for-
mule (5.38).

En pratique, nous ne disposons évidemment des expresSi@83 (jue par voie
numérique, nous ne pouvons donc formellement dériverszellpour calculer les
variables adjointes de Lagrange des variables de contréle.

Les équations du modéle discrétisées s’écrivent sousraef®.24)

Vi=F(Xe,. . %Y. Yi-1) =100 Ny (5.39)

dans laquelle nous tenons compte du fait que ces variabfgscattulées dans
un ordre bien précis. Considérons que la fonction objestifaaderniére variable
calculée dans le modéle numérique direct

f(x) :yNy = FNy(X17"'7Xn7y17"'7yNy—1)' (5-40)

Le code numérique est une succession d’équations de typa (&2 méthode
des multiplicateurs de Lagrange nous suggére de consteuiragrangien pour
chaque étape du calcul, c’est-a-dire pour chaque ligne de.cioute ligne de
code du modele générera une ou plusieurs lignes de codealprsgramme de
résolution des équations adjointeSoit les lignes du code direct

Y = G(X,...)
Z = F(X,Y,..)

ouY est une variable intermédiaire. L'ordre alphabétiquequodil’ordre dans le-
guel les opérations ont été effectuéési(abord, puisy, puisZ). Les contributions
au Lagrangien de ces lignes de code seront

L= = MN{Y=GX,..)} =Mz {Z—=F(X,Y,..) } +.... (5.41)

Des variables adjointes doivent des lors étre introduitg pbaque variable ap-
paraissant aux membres de droite des lignes du code dir@&tationnarité du
Lagrangien s’écrit sous la forme

0L oF

-~ = AN FAzg =
oY oY

5Si nous considérons que chaque ligne de code peut étre déséeen une suite d’opérateurs
unaires ou binaires, il en résultera respectivement uneeax dpérations dans le code adjoint.

0 (5.42)
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ce qui nous permet de calculer la variable adjointe

oF
Ay = Az 3 (5.43)
si Az est connu. Nous constatons a nouveau que I'implémentaéisrédquations
adjointes doit s’effectuer dans I'ordre inverse des oj@mnatpour les équations du
modéle directXz, puisAy, puisiy).

Pour une variabl¥ quelconque, chaque ligne du code direct de la fofme

F(X,Y,...) induit une contribution a la variable adjointe d&l’'une quantité
oF
Az 3y (5.44)
Puisque ces termes doivent étre accumulés pour chaqueddgaatyY apparait
dans le membre de droite, la ligne de code qui apparait danedéle adjoint est
oF
Ay == Ay -i-}\za—Y (5.45)
en ayant bien pris soin d’initialis@x a zéro.

Les paramétres du modéle ne figurent jamais dans le membre de gauche et
apparaissent forcéement au membre de droite d’au moins gne &’'instruction
dans le code direct, ce qui entraine la création d’'une Meariathointe s’y rap-
portant dans le code adjoint. A la fin du code adjoint ceuxecireent les valeurs
des composantes du gradient de la fonction objectif paroragpx variables de
contrble

of
oxg

Le colt numérique de cette méthode est de I'ordre de deuxéhis du mo-
dele direct. En effet, chaque opération élémentaire (amairbinaire) résultera en
un maximum de deux opérations adjointes. Ceci en fait unbedétde prédilec-
tion lorsque le nombre de paramétres a optimiser deviendiitapt. L'inconvé-
nient de cette méthode est la nécessité de garder en mérapil@ede variables
d’état, ce qui peut exiger des ressources considérablesodgatains cas. Un se-
cond désavantage est son incapacité a donner d’autresiations que le gradient
[k f. Les méthodes d’optimisation requérant I'évaluation daddrice jacobienne
sont donc nécessairement a écarter aussitot que cettégeelte différentiation
est employée.

M k=1,...n (5.46)

5.4.4 Colt en ressources informatiques.

Le colt d’'un code de calcul a deux sources : la mémoire nédoessale
nombre d’opérations a effectuer. Idéalement ces deuxigedbétre réduits au
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maximum ; il n’est pas rare d’avoir un seul de ces deux fastgur conditionne
complétement le colt informatique global. Généralemantjui peut étre gagné
d’un c6té est perdu de l'autre. La différentiation numéeiqe déroge pas a cette
régle. Nous allons procéder ici a une comparaison intuda® méthodes de dif-
férentiation et de certaines variantes (voir [101]).

Le premier point de comparaison, déja évoqué, est l'infoionaretirée. La
ou la méthode de différentiation directe permet une évanatussi bien du gra-
dient}f que de la matrice jacobiendele modéle adjoint ne donne accés qu’au
gradient. La méthode directe s'impose donc aussitét qued@@sire évaluer la
matrice jacobienne.

Le second point de comparaison est le nombre d’opératiaresaéires. Celui-
ci est plus important pour la méthode de différentiatioecte ; le gain d’'informa-
tion a donc un prix. Pour formaliser la suite de la discussimus définiron€p,,

Cq etC,, respectivement le nombre d’opératiBngcessaires au calcul du modéle
lui-méme, du code de différentiation directe et du modéjeiati Comme estimé
précédemment, nous avons les ordres de grandeur suivants

Cq = 0(2nGy)
Ca = 0(2Cy).

Ce ne sont la que des ordres de grandeur, un programmeue lpalifra faire
passer le colt en deca de celui prédit.

Un troisieme critére de performance est l'utilisation deml@moire. La mé-
thode ajointe est la plus colteuse de ce point de vue : ellessite le stockage
de toutes les variables d’état du modéle difecé qui peut s’avérer considérable.
Néanmoins une technique, dite dicheckpointing> permet de réduire I'utilisa-
tion de mémoire. Cette technique consiste a ne stocker quounbre réduit de
valeurs et a recalculer les autres en cours de simulationatiel® adjoint. Au
final, le nombre d’opérations est accru d’une simulatiomeeatdu modele direct
qui permet de réduire la consommation de mémoire. La métted#fférentia-
tion directe ne souffre, quant a elle, pas de ce désagrémreffet les opérations
du code de dérivation peuvent s’effectuer de pair avec lalsition du modeéle di-
rect, les variables d’état nécessaires au calcul des @éra@nt donc disponibles
en cours de calcul.

Enfin, un quatrieme angle de comparaison apparait si undatiorudu mo-
dele direct n'implique pas toujours une évaluation desvéés. Il peut arriver, et
ce sera le cas dans les développements qui suivent, gu'ihgdiessant de dé-
coupler les deux codes de calsulQu’entendons nous pardécouplage des deux

6Celui-ci sera souvent assimilé, par abus de langage, awstdengalcul.
’Ce qui signifie pour un modele discrétisé sur le temps et desple stockage de toutes les
valeurs des variables d’'état pour tous les pas de temps etqdas les mailles.



98 CHAPITRE 5. IDENTIFICATION PARAMETRIQUE

TAB. 5.1— Tableau comparatif des différentes méthodes de difféxtoni.

Méthode Précision| Information | Temps de | Utilisation | Décou-
disponible calcul mémoire | plage
Diff. directe Précision| Jacobienne .
de base machine | et gradient 2NGn Faible Non
Diff. directe Précision| Jacobienne .
N . . 2nCy, Importante| Oui
a memoire machine | et gradient
Diff. directe Précision| Jacobienne ont 1 Faible Oui
avec resimulation]] machine | et gradient (2n+1)Cm
Modéle Précision| Gradient .
. : . 2Cn Importante| Oui
adjoint machine | uniquement
Modéle adjoint Précision| Gradient _
checkpointed machine | uniqguement Com Moyenne | Oui
Différences finies Jacobienne Tres
) _ ! .
centrées 0(%%) et gradient 2NnCn faible Oul
Différences finies Jacobienne Trés _
avant ou arriere 0(9) et gradient NG faible Oui

codes de calcub ? Nous dirons que les codes sont découplés si nous pouvons
exécuter le calcul de la fonction objectif (et donc une satiah du modéle di-
rect) sans qu'il soit nécessaire de spéciigriori si I'évaluation des dérivées est
nécessaire. La méthode adjointe, que ce soit dans sa vergiamale ou« check-
pointed», est découplée. En effet, une simulation du modéle direch@ede cal-
culer la fonction objectif et les variables d’état sont gaslen mémoire. Si une
évaluation des dérivées est nécessaire, il suffit d’opdeesianulation du modéle
adjoint et dans le cas contraire d’effacer le contenu de lmoire. La méthode
directe dans sa version originale ne possede pas cettagiéoprutilisateur doit
spécifier avant la simulation s’il désire voir s’effectuerdalcul des dérivées ou
non. Deux techniques permettent de découpler la méthodeenaiére, que nous
nommerons différentiation directe a mémoire, consistersewer les variables
d’état en mémoire pour les réutiliser ensuite s'il s’avenadicessaire de calculer
les dérivées du modeéle. Ceci engendre naturellement uisatiin de mémoire
équivalente a la méthode adjointe. La seconde est unedapdé : il suffit sim-
plement d’effectuer une simulation du modele, et d’en éffecune seconde au
cas ou le calcul des dérivées est exigé. Nous nommeronsriedarocédé diffé-
rentiation directe avec resimulation. Les différentesctaristigues des méthodes
sont résumées dans le tableau 5.1.
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5.4.5 Exemple : I'oscillateur harmonique.

Soit un oscillateur harmonique dont I'écgpar rapport a sa position de repos
répond a I'équation

t2 +oo2y 0 (5.47)
avec les conditions initiales
y(0)=A et %(O) =0 (5.48)
dont la solution est
y(t) = Acoqwt). (5.49)

Si nous utilisons un schéma d’Euler centré avec urhgasur résoudre nume-
riquement I'équation différentielle, nous obtenons lgxédis de code suivantes
dans 'implémentation du modéle direct

y(0)=A
f=0.5%(y(0)-ytilde(0))**2

y(1) =A-0. 5*(omega*h) **2* A
f=f+0.5%(y(1)-ytilde(l))**2

do i=2,N
y(i)=(2-(onega*h)**2)*y(i-1)-y(i-2)
f=f+0.5%(y(i)-ytilde(i))**2

enddo

5.4.5.1 Différentiation directe.

Si nous désignons par les préfixeA » et « omega_ », les dérivées d'une
variable donnée respectivement par rapp@eaw, nous obtenons, en appliquant
systématiquement la relation (5.25), les lignes de codastes pour le calcul des
dérivées

A y(0)=1.

omega_y(0) =0.
A_f=(y(0)-ytilde(0))*A_y(0)
omega_f=(y(0)-ytilde(0))*omega_y(0)

A y(1)=1-0.5*(omega*h)**2

8En langage BRTRAN, le symbolex ** » indique une exponentiation.
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omega_y(1) =- A*omega*h**2
A f=Af+(y(1)-ytilde(1))*A y(1)
omega_f=onmega_f+(y(1)-ytilde(1l))*omega y(1)

do i=2,N
A y(i)=(2-(omega*h)**2)*A y(i-1)-A y(i-2)
onmega_y(i)=(2-(omega*h)**2)*onmega_y(i-1)-onega_y(i-2)&
& 2*y(i-1)*onega*h**2
omega_f=omega f+(y(i)-ytilde(i))*omega y(i)
Af=Af+(y(i)-ytilde(i))*A y(i)
enddo

On constate que le nombre d’instructions a été doublé, dmmié qu’il y a
deux variables de controkeet w.

5.4.5.2 Méthode du modéle adjoint.

Si nous désignons les variables adjointes d’'une variabta@® en ajoutant
simplement le préfixe ad_ » a la variable directe correspondante, nous obtenons,
par application systématique de la formule (5.45),

ad f=1

do i=N2,-1
ad_y(i)=ad y(i)+(y(i)-ytilde(i))*ad_f
ad_y(i-1)=ad_y(i-1)+(2-(onmega*h)**2)*ad_y(i)
ad y(i-2)=ad y(i-2)-ad_y(i)
ad_omega=ad_onega- 2*onega*y(i-1)*h**2*ad_y(i)

enddo

ad_y(1)=ad y(1)+(y(1)-ytilde(1))*ad_ f
ad_y(0)=ad _y(0)+(y(0)-ytilde(0))*ad_f

ad_omega=ad_omega- omega* Axh**2*ad_y(1)
ad_A=ad_A+(1-0.5*(omega*h)**2)*ad_y(1)
ad_A=ad_A+ad_y(0)

en n‘oubliant pas d'initialiser toutes les variables adfjes a zéro. Les compo-
santes du gradient de la fonction de colt smhtA etad_onega ; ces valeurs sont
exactes aux erreurs d’arrondis prés.
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5.4.6 Problemes connus.

Les technigues de différentiation automatique doivert étilisées avec pru-
dence. Les procédés décrits ici tombent en effet facilerdans des chausse-
trappes communs s'ils sont appliqués sans esprit critifjustrons notre propos
par un petit exemple qui permet de mesurer I'importance eliomplémentation
soigneuse du modele direct.

Exemple 5.1 Considérons la fonction
f(x)=x2—1 (5.50)
dont le code

if (x.eq.1.0) then
f=0.0
el se
f=x**2-1.0
end if

est une implémentation éfFORTRAN correcte bien qu’inhabituelle. Dans ce cas,
un logiciel de différentiation risque de dériver les deurtiches séparément : la
dérivée obtenue sefasi x= 1 et 2x dans le cas contraire.

La différentiation automatique est un sujet de recheraedctif et des com-
pilateurs ou des programmes sont désormais facilemenssibtes ; citons, par
exemple, ADIFOR [3], ADOL-C [48], ADO1 [86], TAPENADE [49]TAF [38] et
Odysseée [27]. Ces systemes de différentiation automatqtiéit leurs preuves
sur des problémes parfois trés difficiles et de grande t&lé&&anmoins, ces pro-
cédés ne doivent pas étre considérés comme une arme ultime’affranchir de
réfléchir au calcul des dérivées. En effet, de nombreux pmbs génants sub-
sistent comme celui de la gestion gesnteurs desallocations dynamiquesles
programmegparallélisésou encore, plus simplement, desbranchements

5.5 Conclusion.

L'identification paramétrique est une étape clé dans le ldgpement d’'un
modele mathématique. Celle-ci doit toujours avoir lieumsi exige du modele des
résultats précis. Pour les modéles les plus sophistiqunéssystématique dans la
résolution de ce probléme est la bienvenue. Des conceptguelles expériences
jumelles ou les analyses post-optimisation sont de préa@atils a cet égard.
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Les problemes d’identification paramétrique sont parmpledlémes d’opti-
misation non-contrainte les plus répandus et les méthoelesldul utilisées re-
quierent généralement 'évaluation du gradient de la foncobjectif ou de la
matrice jacobienne. Ceux-ci peuvent étre obtenus avec xgalente précision
en utilisant la méthode de différentiation directe ou un &ledadjoint. Cepen-
dant, ces dernieres exigent des ressources informatigiiéwentes et celles-ci
doivent étre prises en compte dans I'évaluation du cot deéthode d’optimisa-
tion correspondante.



Chapitre 6

Trust : un algorithme d’optimisation
par régions de confiance

Nous nous attachons, dans ce chapitre, & décrire un algeriffoptimisation
par régions de confiance spécifiquement développé pouaglagt aux problémes
d’identification paramétrique introduits au chapitre @eent. Plusieurs variantes
sont étudiées et comparées. L'algorithme se base sur lenschénéral décrit
au chapitre 4. 1l utilise des approximations quadratiqugsend en compte des
contraintes de bornes.

Dans le cadre de ce travail, un algorithme nomsrigust » a été implémenté
dans une routine ®RTRAN. |l s’agit d’'un algorithme utilisant une globalisation
par régions de confiance et des approximations globalegafigues. Plusieurs
versions sont développées utilisant des approximatiocalde de type quasi-
Newton ainsi qu’une version utilisant I'approximation &e de Gauss—Newton.
Ces différentes méthodes ont été utilisées, avec sucaesdlers travaux d’'iden-
tification paramétrique [51, 52, 100, 10Tfust a été congcue pour résoudre un
probleme de la forme

minimiser  f(X) (6.1)
S.C. XL <X<Xy. (6.2)

dans laquelld (x) est supposée satisfaire aux hypothéses 4.1, 4.2 et 4.3etes v
teursx, etxy € R" sont des contraintes de bornes. (Bien qu’absentes de laghéo
développée dans le chapitre précédent, la possibilit§aifatte des contraintes
de bornes a été ajoutée en raison de leur fréquence dans krdode I'iden-
tification paramétrique pour lequ@élust a été développé au départ.) La routine
implémentée inclut également des fonctionnalités poulitiercla mise a échelle
et I'impression personnalisée.

Une application est ensuite présentée. Il s’agit d'unetifieation paramé-
triqgue d’'un systeme dynamique simple : le modéle de Lotk#ek@. Les perfor-

103
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mances de différentes versionsTiest sont analysées et comparées a la routine
M1QN3 de Gilbert et Lemaréchal [40]. Le mode d’emploi complet &éspnté en
annexe A.

6.1 Sous-problemes quadratiques.

L'algorithme implémenté fait usage d’approximations lesaquadratiques
(voir section 3.2)j.e.de la forme

MR (xM +5) = £(x®) +sTg® + %STH Ws (6.3)
avec

g = G f (x®). (6.4)

Nous supposons que l'utilisateur peut fournir les valeeriadonction objectif et
de son gradient en un point donné (et éventuellement de ldace@cobienne si
c’est un probléme de moindres carrés). La norme utilisée @é&finir la région de
confiance est la norme euclidienne et n’est pas fonctionitéedtion. La région

200 _ {X eR": x—xM|| < A(k)} (6.5)

est donc une hyper-sphére de rayofi.

Nous utiliserons plusieurs expressions différentes poutike a jour du Hes-
sien de I'approximation locale qui constitueront autantveesions de I'algo-
rithme.

Trust-SR1 conditionnelle : La mise & jour de la matrice hessiend&) se fait
par une technique de type quasi-Newton. La mise a jour syouétde rang
un (3.46) n’est cependant effectuée que si I'itération égssie. Dans ce
cas, le poink®~1 utilisé dans (3.41) pour construire I'approximation qua-
dratique est simplement l'itéré précédefit 1. Les définitions de® et
y(K), respectivement (3.41) et (3.42), deviennent donc

— x(k=1) (6.6)
_ g(k—l) (6.7)

J = g

Notons gu’en cas d’itération infructueuse, il n’est pasaséaire d’évaluer
le gradient de la fonction objectif au point de te4t.Si le calcul de la fonc-
tion objectif et de son gradient sont découplés, il est dmssible d’épar-
gner le colt numérique associé au calcul du gradient.
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Trust-BFGS conditionnelle : Cette version est en tout point semblable a la pré-
cédente a la seule exception pres qu’elle utilise la mise@B&EGS (3.57)
en lieu et place de (3.46).

Trust-SR1 inconditionnelle : Tout comme dans la versianconditionnelles, la
mise & jour de la matrice hessiend&) se fait par une technique de type
guasi-Newton, utilisant la formule symétrique de rang udg3a chaque
itération. Le poink—1) utilisé pour construire I'approximation quadratique
est simplement I'itéré précédexdt—Y si l'itération est réussie et le point de
testxt) si celle-ci s’avére infructueuse, ce qui implique — comgaient &
ce qui se passe dans I'approche conditionnelle — d’'y évédugradient de
la fonction objectif.

Trust-BFGS inconditionnelle : Cette version est en tout point semblable a la pré-
cédente a la seule exception pres qu’elle utilise la mise@B&EGS (3.57)
en lieu et place de (3.46).

Trust-GN : Cette version est utilisée pour les problémesbéndres carrépour
lesquels la fonction objectif s’écrit sous la forme (3.6Wust-GN s’ins-
pire de la méthode de Gauss-Newton (3.72) pour I'approxonatu Hes-
sien. Contrairement aux méthodes précédentes, cellecessiée, en plus
de I'évaluation du gradient, celle de la matrice jacobie@(eX)). Notons
gue I'approximation locale utilisée ne dépend que des valdu gradient
et de la matrice jacobienne & I'itér&). L'évaluation du gradient et de la
matrice jacobienne n’est dés lors nécessaire que pouétasidns réussies.

A chaque itération, il convient de résoudre un sous-problguadratique sou-
mis a une contrainte de confinement dans une région de coafsi@rique. Il
s’agit donc de trouver le pas de progressigrde facon a résoudre le probléme

o 1
minimiser q(s):gTs—i-ésTHs (6.9)
sc.  [ls|<a (6.10)

avecs e R".

Certaines propriétés apparaissent immeédiatement si nmalgsans ce sous-
probléme. La solution que nous cherchons est soit a I'edérde la région de
confiance, c’est-a-dire telle quig|| < A, soit sur la frontiere auquel cgs|| = A.
Si la solution est intérieure, la contrainte de confinemsniractive ety est un

!Dans un souci de simplicité, nous avons supprimé le complitiérations(k) et défini

q(s) = m® (x0 4+ g) — mB (xk)), (6.8)
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minimun? non-contraint deg(s) et le multiplicateur de Lagrangay relatif a la
contrainte (6.10) est nul. Notons que ceci ne peut se preduie dans le cas ou
g(s) est convexe, c’est-a-dire que le Hessien est semi-défitifpdus voyons
donc que le comportement sera différent suivant que I'appration locale est
convexe ou non. Dans ce dernier cas, la solution est néoa®sait sur la frontiere
de la région de confiance, celle-ci est activgygtest positif (ou éventuellement
nul). Par contre, dans le cas q(s) est convexe, la solution peut aussi bien se
situer a l'intérieur de la région de confiance que sur saigoatlLa solutionsy
peut étre caractérisée plus finement par le théoréme suivant

Théoréme 6.1 Le vecteur g est un minimum global du sous-problé(6ed) sou-
mis & la contraintg6.10)si et seulement sjisu || < A et s'il existe un multiplica-
teur de Lagrange scalaire [ tel que

(H+pvl)sw = —9 (6.11)
um(A—]svl) = O (6.12)

et(H +puml) est symétrique semi-définie positive.

La preuve de ce théoréme peut étre trouvée dans [74, 80, &P de ce théo-
reme, Moré et Sorensen [74] ont développé un algorithmegjuésumé ci-apres.
Ces mémes auteurs I'ont également implémenté et mis a dispasans la rou-
tine GQT qui est utilisée dans ce travail.

6.1.1 Meéthode de Moré et Sorensen.

Nocedal et Wright [80] décrivent sommairement I'algorithaie la facon sui-
vante. Si la matriceH est symétrique définie positive et si le minimum non-
contraint correspondant se situe a I'intérieur de la régierconfiance, il est bel
et bien le minimum global. Deés lors, Bl est symétrique définie positive, son
inversion est effectuée au moyen d’'udécomposition de Choleskyi permet
de la factoriser en un produR™ R ol R est une matrice triangulaire supérieure.
Le minimum non-contraint de I'approximation locale s’ati alors en résolvant
successivement deux systémes triangulaires. Le minimobabhy, est égal au
minimum non-contraint si celui-ci est a l'intérieur de layign de confiance,e.
si||g| <A.

Dans les cas contraires, nous définissons

() = —(H+u) g, (6.13)

2Ce minimum est nécessairement global vu la formg(dk
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lIs(Il

FiG. 6.1— Profil de la fonction||s(p) || lorsquev] g # 0.

solution de (6.11) pour des valeurs gesuffisamment grandes pour gtie+ pl
soit symeétrique définie positive. La décomposition spéeta I'inverse de cette
matrice permet d’écrire

vj, (6.14)

ou Aj est une valeur propre de etv;j le vecteur propre correspondant. Vu la
symetrie deH, les valeurs propres; sont réelles et les vecteurs propvgpeuvent
étre choisis orthogonaux. La norme du vectgw) se calcule aisément en tenant
compte de cette orthogonalité

|3 (oY
IS = /s " s(k) = j; yeurl (6.15)

Sans perte de généralité, nous pouvons suppasens < ... < Ap.
Nous savons que la contrainte (6.10) est active et nous atsaes lors une
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éguation unidimensionnelle pour la variaple
ISl =A (6.16)

dont la solution esgy. Si > —A1, les dénominateurs intervenant dans (6.15)
sont strictement positifs et

Jim_[is(u]| =o. (6.17)
De plus, sivIg # 0, nous avons
lim [[s() | = +oo (6.18)
H——A1

et il existe dés lors une seule valgyy €] — A1, +oo[ pour laquelle||s(pm)|| = A
(voir figure 6.1). Sachant cela, I'équation (6.16) peut éwolue avec un algo-
rithme unidimensionnel classique de recherche de racingefois, cette équation
s’avere généralement mal conditionnée et on lui préférerlad équivalente

1 1
EmS (6.19)

Une foisy calculé,sy est directement obtenu a partir de (6.11) ou la matrice
H + uw! est symétrique définie positive.

6.1.2 Le« hard casex» de Moré et Sorensen.

Dans la discussion ci-dessus, nous avons occulté le casgé 0. Notons
gue cette discussion reste néanmoins valable si la plus pateur propre est une
valeur propre multipleie. A1 = A2 = ...) pour autant quejTg = 0 pour au moins
un des vecteurs propres relatifs @ Dans les cas contraires, la limite (6.17) prend
une valeur finie. Sid < A, cela signifie qu'aucune valeur ges] — A1, +oo[ n'est
telle que||s(p)|| = A.

C’est ce cas de figure que Moré et Sorensen [74] nommenhkrd cases.

A premiére vue, il est difficile de choiss, et qui satisferaient aux conditions
énoncées par la théoréme 6.1 qui nous garantit cependarmegdernier existe
dans lintervalle[—A1,+[. Il 'y a donc qu’une seule possibilitéuy = —A;.
Dans ce cas, la matri¢é — A1l est cependant singuliere et la décomposition spec-
trale de son inverse ne peut plus étre utilisée telle quelle géfinir (6.14). I
convient de définir le vecteur
vig

S(1) = — = ' Vit v (6.20)

BNV B
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dont on vérifie aisément qu’il remplit la condition (6.11n Eenant compte des
relations d’orthogonalité entre les vecteuysnous obtenons

T 2
st 3 ( 49 ) IR (6.21)
iNFA

Aj—A1

et il est dés lors toujours possible de choistiel que||s(t)|| = A. On vérifie aisé-
ment que le vecteur ainsi trouvé est bel et bien le mininsyrdu probleme (6.9)
soumis a la contrainte (6.10).

6.2 Aspects pratiques de I'implémentation.

Apres le type d’approximation locale et la forme de la réglerconfiance uti-
lisés ainsi que la méthode de résolution du sous-problénesté encore quelques
degrés de liberté a fixer dans I'algorithme 2.1.

6.2.1 Mise a jour du rayon de confiance.

Le premier d’entre eux est la stratégie de mise a jour du ragoconfiance.
Nous avons opéreé le choix suivant

01 AR sip® <y,
(k) - (k)
kt1) _ ) A sing <p' <ny,
A a8 siny < p® <ng, (6.22)
asAK  sip® > ng

avecC
O<ni<na<l<ns (6.23)

et
o <1l<oz<ao. (6.24)

Cette mise a jour entre bien dans le cadre général (2.30netaddui, Iégérement
plus restrictif, établi par (4.38). Pour s’en convaincksuifit de prendrgy =y =

01, Y3 = 03 etys = a». Les valeurs effectivement utilisées lors des expériences
numériques sont, sauf mention contraire, celles portétdenu 6.1. La question

de la mise a jour du rayon de confiance est traitée de manigsepprofondie au
chapitre 7.
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TAB. 6.1—Valeur numérique des parametres de la stratégie de mise djoayon
de confiance utilisées dans les expériences numériques.

Parametre VaIeuH Parametre Valeur

a1 0,5 N1 0,01
az 2 N2 0,95
a3 1,01 na 17 05

6.2.2 Calcul du rapport p¥).

D’apres Conret al. [20], une des phases les plus dangereuses dans une me-
thode par régions de confiance s’avere — de fagcon plutotesnapie — étre celle
ou la suite d'itérés s’appréte a atteindre le point critigeies lequel elle converge.
Dans ce cas, le numérateur et le dénominateur du rappo®) (2.2

o) — f(x¥) — f(x¥)

= 9 (x) — m (50 (6.:25)

seront petits et le calcul peut souffrir des effets de Famétique en virgule flot-
tante.

En pratique, pour une valegr> 0 de I'ordre de dix fois la précision machine,
nous calculons

5f ) = £(x0) — £ (x) — cmax(1, | f (x®)]) (6.26)

et
dm*) = m* (%) —m® (") — cmax(1, | (x))) (6.27)

puis utilisons la valeur

i of (K (k)
p(k):{ 1 siof¥ < get|f(x)| > ¢, (6.28)

5K /8m)  sinon.

6.2.3 Mise a échelle.

Comme évoqué dans la section 4.4, il est assez fréquentangud probléme
pratique, les variables aient des ordres de grandeurssemsint différents. Dans
ce cas, il s'avere intéressant de travailler avec des régierwonfiance elliptiques,
i.e. définies par (4.43) et (4.46). Le cas échéant, nous tras@iedonc avec des
variables normalisées

e
& = W (6.29)



6.2. ASPECTS PRATIQUES DE L'IMPLEMENTATION. 111

ou X2 est une valeur caractéristiqued®§?" une échelle de variation caractéris-
tique.

Il est en effet évident que, dans I'espace ges$a région de confiance idéale
serait un ellipsoide d’autant plus étendu dans une diregtie I'échelle de varia-
tion de la variable correspondante est grande. Le changedeerariable (6.29)
nous permet d’utiliser simplement une sphére dans I'esgdas&;. Notons que,
si des variations caractéristiques sont données, la valitiate pour le rayon de
confianceA(® = 1 s’impose pratiquement & nous puisqu’une variation de a va
riable&; de I'ordre de I'unité provoquera une variationxjele I'ordre dedx".

6.2.4 Contraintes de bornes.

La plupart des problémes non-contraints, particuliéregrfeaqu’il s’agit de
problemes d’identification paramétrique, font intervelds contraintes ditesde
borness, i.e.pouri=1,...,n

X <% <% (6.30)

oux; etX; sont respectivement les bornes inférieure et supérieuge\@giablex;.
La variablex; est dite fixe et ne constitue plus une variable pour I'optatiis si
X =X

Ce type de contrainte est plutot simple a traiter en raisosatecaractéere
linéaire. Il s’avére donc utile, dans un algorithme conThast, d'implémenter une
stratégie de contraintes actives. La stratégie adoptéassique. A une itération
donnéek, nous définissons tout d’abord 'ensemblé) des indices des variables
fixéesa une de leurs bornes. Dans la méme logique, nous définiseaasmble
des indices des variabléisées au dépatt

7O ={i:x =x}. (6.31)

Nous définissons également I'espace vectosi&) des variables actives a
l'itération k comme le sous-espace &# tel que les variables fixées +e€. les
variablesx pour lesquelles € # ¥ — soient égales & la borne (inférieure ou
supérieure) sur laquelle elles ont été fixees.

A chaque itération, la minimisation de I'approximation ate quadratique
s'effectue non pas s®" mais sura ) :

s¥ = arg min m®(x® +s) (6.32)

sea®

3Dans un soucis de simplicité de la présentation et sans gegénéralité, nous supposerons
gu’en dehors des composantes fixées, aucune contraintamnie fjest active au point de départ
x9 bien que I'implémentation pratique de I'algorithme traitns difficulté cette éventualité.
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avec||s| < AK. Ce probléme reste bel et bien de la forme (6.3) mais avec une
dimension inférieure. Il n'y a donc aucun inconvénient disdr la méthode de
Moré et Sorensen.

Si d’aventure le poink® +s® est non admissible, celui-ci est projeté sur
les contraintes de bornes et le point de test est dés lorg,dé&dmposante par
composante, par

) X; six"+§7 =X,
)?i( ) _ X si Xl(k) +§(k) < x, (6.33)
xi(k) + si(k) sinon

Si >2i(k) =X (resp.xfk) = X;) et si ¢ca n'était pas le cas a l'itération précédente, la

borne supérieure (resp. inférieure) astivée ce qui signifie que I'ensemble
F D = 0y, (6.34)
Notons que plusieurs variables peuvent éventuellemeataitivées lors de la

méme itération.

6.2.5 Ciritere d’arrét.

En théorie, I'algorithme procéde de la sorte jusqu’a ce queorme du gra-
dient devienne nulle. En pratique, nous utilisons un seurhé@rique défini en
fonction de la valeur initiale du gradient, féduction relative du gradiefit

(k)
g0 _ 197109 (6.35)
199 20

I9la00= | > o (6.36)
i¢r K

Soite une tolérance fixéa priori par I'utilisateur, I'algorithme tente déésactiver
des contraintes de bornes si

avec

e <¢ (6.37)

et si la contrainté{s || = A de la région de confiance n’est pas active. L'algo-
rithme ne désactive qu’une seule contrainte a la fois. Poaist la contrainte a

4Cette facon de procéder est adoptée dans de nombreusesdeitioptimisation non-
contrainte et présente I'avantage d’effectuer une cextaimise a échelles du critére d'ar-
rét [39, 40].
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libérer, il évalue les multiplicateurs de Lagrange retaéifchacune des variables

fixées, c'est-a-dire
(k) K

- (K)
k_ ) —G  SIX =X,
W = % (6.38)

{ g six¥ =x,
pouri € ¥ ¥\ # (O Sj j est I'indice de la contrainte relative au plus grand multi-
plicateur de Lagrange

(k)
max 6.39
icy 0\ (0) W (6.39)

et si ce multiplicateur est strictement positif, cette caintte est désactivée et
g ktl) _ o (k)\{j}. (6.40)

Si le plus grand multiplicateur est négatif ou si 'ensempl&)\ ¥ (O est vide,
I'algorithme s’arréte.

6.2.6 Convergence de I'algorithme.

L'objet de la présente section est de vérifier que I'algonghimplémenté ré-
pond bel et bien aux hypothéeses émises au chapitre 4.

Nous supposerons tout d’abord que les hypothéses portaid guobléme
d’optimisation lui-méme sont satisfaites : la fonctionexdijf est deux fois conti-
nament dérivable (hypothese 4.1), bornée inférieurenteygathese 4.2) et son
Hessien possede également une borne inférieure au seres céaiaine norme
(hypothese 4.3).

Les conditions a imposer a I'approximation locale sontngazelles, aisément
vérifiées : 'approximation locale quadratique est deug tmntinlment dérivable
(hypotheses 4.4), la fonction objectif et I'approximatimcale ainsi que leurs
gradients respectifs coincident bien a l'itération coteghypothéses 4.5 et 4.6).
L'hypothése 4.7 est satisfaite car, dans I'implémentaties différentes mises a
jour du Hessien de I'approximation locale sont assortias d’'garde-fous I'em-
péchant de prendre des valeurs démesureées.

En vertu du théoréeme 4.3 dont I'hypothése est satisfaite@motk ;;mm= 1,
'hypohése 4.8 est également satisfaite, la décroissance de I'approximation
locale dans la résolution du sous-probleme est suffisagquyeelle sous-probleme
est résolu de fagon quasi-exacte.

La norme euclidienne est évidemment uniformément équitakelle-méme,
nous pouvons le vérifier facilement en prenagie = 1 (hypothese 4.9).

L’hypothése 4.11 de continuité au sens de Lipschitz du ldas$e I'approxi-
mation locale est satisfaite étant donné que celui-ci esstent. L'’hypothése
4.12 est automatiquement satisfaite dés lors que le calcpbd de progression
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TAB. 6.2 — Tableau comparatif des différentes versiongidet.

\Version Information Convergence Découplage
deTrust nécessaire  versun ptcrit souhaitable
SR1 cond. Gradient Second ordre Oui
BFGS cond. Gradient Premier ordre Oui
SR1 incond. Gradient Second ordre Non
BFGS incond. Gradient Premier ordre Non
GN Jacobienne  Premier ordre Oui

est effectué en minimisant exactement le sous-problemeiaws la région de
confiance. Enfin, la mise a jour du rayon de confiance (6.22g dnén dans le
cadre établi par (4.38) et I'hypothése 4.13 est donc ségsfa

En vertu du théoreme 4.4, nous pouvons conclure a la conveggesrs un
point critique du premier ordre de la suite engendrée phydighme.

Si I'hypothése 4.10 est également satisfaite, nous conslwen vertu du théo-
reme 4.6, a la convergence globale de la suite engendré@lgarithme vers un
point critique du second ordre. Lhypothése 4.10 est géedent remplie pour
les méthodes de type SR1, du moins sous les hypothese dere&3c1. Le ta-
bleau 6.2 rassemble les différentes propriétés des vasia®@Trust comprises
dans la présente section et dans la section 6.1.

6.3 Application : identification paramétrique d’'un
modele dynamique de type Lotka—\olterra.

Afin d’étudier I'efficacité des méthodes implémentées, rapmiquons celles-
ci a l'identification des parameétres d’'un systeme dynamigurelinéaire [101].

6.3.1 Description du modele.

Penchons-nous sur un des plus vieux exemples de systenseppéoiateur
étudié : celui de Lotka—\Volterra dont les équations sont loiennues en théorie
des systémes non-linéaires [75, 78].

Le modéle de Lotka-Volterra s’écrit sous la forme

dX
— = agX—aXY
dy

= azXY—aV.

dt



6.3. APPLICATION : MODELE DE LOTKA-VOLTERRA. 115

TAB. 6.3—Parameétres de référence pour la génération des mesureppeeace ju-
melle et estimation initiale des parameétres du modéle gquéeséde point de départ a
I'optimisation. Rappelons que toutes les simulations sffettuées avefit =0,05;

T =100 ;Nmax = 2001 etNyps = 40.

Parametre Valeur initiale Valeur de référence

X(0) 1,05 1

Y(0) 1,95 1
a1 0,5 0,4
a 0,3 02
ag 0,301 Q2
a 0,05 01

Dans ce modéle simple, la croissance de la pXoést proportionnelle a sa masse,
la prédation est proportionnelle a la masse de la proie eliéae prédateul,
cette derniere décroissant par prédation, dégradatiort)maturelle,. .. propor-
tionnellement a son importance. Les deux conditions iesiZ (0) etY(0) et les
coefficients de proportionnalit#, ap, ag et a4 sont les parameétres du modeéle et
forment le vecteur des variables de contrdle

Le schéma numeérique adopté est tres simple : il s’agit d’'uédnode d’Euler
avec évaluation semi-implicite des termes de croissande ptédation

Xig1—Xi
% = aXipr— XY
Yii1—Y;
% = a@XiYiji—agYi1

avec les conditions initialeXy = X(0) et Yo = Y(0). La résolution numérique
du systeme est effectuée avec un pas de teihgsir un intervalle de temps de
longueurT, soit une discrétisation simax points.

Pour réaliser I'identification paramétrique, nous géngiaies mesures fictives
par une expérience jumelle (voir section 5.3). Toutes lpge&nces jumelles me-
nées dans la suite prennent comme solution de référencaléasyde parameétres
du tableau 6.3. Dans un premier temps, I'identification peitaique est réalisée
avec une estimation initiale arbitraire (voir tableau 6!8pus considérons que
nous ne disposons que &g,s mesures de la proi¥ et du prédateuy a des
instants répartis aléatoirement parmilsx valeurs échantillonnées numérique-
ment. Les réponses du systéme sont présentées sur la figure 6.

Nous adoptons, pour la quantification de I'erreur du modakergpport aux
« mesures», I'erreur au sens des moindres carrés (5.9). Si nous défirsda
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 t 100

10 20 30 40 50 60 70 80 9 t 100

FiG. 6.2—Réponses temporelles des variables d'état pour la soldéagférence et
pour I'estimation initiale des variables de contréle. L¢ dune identification para-
métrique est, en termes imagés, de rapprocher les coudmmtinues des courbes

continues.
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TAB. 6.4— Colts CPU des deux méthodes de différentiation normalisésapport
au codt CPU du modéle. On peut constater que les ordres déegiresont bien ceux
attendusrf = 6).

Colt CPU Ordre de grandeur
Différentiation
directe Cy/Cm= 10,98 =0(2n)
Méthode
adjointe Ca/Cm= 1,71 =0(2)

fonction d’observation

5 _ 1 siune mesure a été effectuée a l'instant
! 0 dans le cas contraire,

nous pouvons écrire la fonction objectif

1N§a;6.x %)2 1N§T6.Y %02

ou les variables surmontées d’'un chapeau sont les répoaséidence.

La différentiation de ce modéle découle directement descjpes énoncés
précédemment (voir section 5.4) et ne demande pas de reesacgmplémen-
taires. Les deux méthodes de différentiation, directesljgirgtes, ont été implé-
mentées. Comme prévu, la premieére nous donne acces a laenjatbienne et
au gradient, tandis que la seconde ne fournit que ce detmigrcodts CPU des
deux méthode€y et C, ont été évalués en terme du colt du modeéle ditagt
On peut constater sur le tableau 6.4 que ceux-ci sont bielomied de grandeur
attendu.

6.3.2 Calibrage du modele.

Nous allons tester les difféerentes versions sur ce probtEientification pa-
ramétrique. Pour pouvoir discuter leurs performancessndiliserons comme
point de comparaison une méthode de type BFGS a mémoireémitec une
recherche linéaire approchée. Il s’agit de la routiti®N3 de Gilbert et Lemareé-
chal [39, 40] qui a déja montré son efficacité dans le cadrea@gmes d’identi-
fication paramétrique [61, 66, 93, 94, 99].

Les résultats obtenus avetiQN3 sont présentés sur la figure 6.3. On voit
gue le minimum global est atteint apres 79 itérations. Toigeles recherches
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linéaires portent le nombre d’évaluations de la fonctiojedtif et de son gradient
a 88, auxquelles il convient d’ajouter une simulation al&idu modele. Puisque
seul le gradient est nécessaire a l'utilisation de cettédat, nous adoptons le
modéle adjoint comme méthode de différentiation. Le tengsalcul total de
cette routine d’optimisation est donc le suivant

CMlQN3 = 89(Cm+Ca) = 24:L 19Cm

au vu des rapports du tableau 6.4. Notons que le critereédatilisé est identique
a celui implémenté par nos soins, la valeur utilisée éantl05.

Les différentes variantes de l'algorithme par régions d&fiance que nous
avons développées ont été appliquées a ce probleme typeedidsats obtenus
sont portés sur la figure 6.4. On constate que ces algoriteenesmportent rela-
tivement bien, chacune des versions atteignant le minimobagen un nombre
raisonnable d'itérations.

On remarque également que les méthodes employant I'sdtialh BFGS
sont plus rapides que les méthodes SR1. Si les premieregsenpent pas I'as-
surance de la convergence vers un point critique du secaind,@lles sont néan-
moins plus rapides. Ceci est certainement d( au fait que thadé BFGS donne
plus facilement des matrices définies-positives que SRilisNxdtirons I'atten-
tion du lecteur sur le fait que, contrairement a son utilisatsuelle, la méthode
BFGS ne garantit ici nullement que toutes les approximatepradratiques seront
convexes. La propriété bien connue d’hérédité de la défiagativité n’est en ef-
fet valable que dans le cas ou les conditions de Wolfe (2(2) &} sont respectées,
ce qui n'est pas nécessairement le cas.

Une autre constatation peut étre faite au vu de ces résullessméthodes
tenant compte d’informations issues des itérations itfieicses — les versions
inconditionnelles— s’avérent plus rapides. On peut résumer I'enseignement de
cette constatation par la maxime :on progresse en tirant des lecons de ses er-
reurs». Cette approche est analysée en détail au chapitre 7.

Un dernier commentaire sur la méthottest-GN : celle-ci parait étre la plus
performante puisqu’elle parvient a trouver le minimum globn 40 itérations,
soit 8 de moins que sa dauphifrast-BFGS inconditionnelle. C’est sans compter
sur le fait queTrust-GN demande I'évaluation de la matrice jacobienne. Il est donc
indispensable d'utiliser la méthode de différentiatioredie qui est plus colteuse
gue la méthode adjointe utilisée dans les autres testsblaata5.1 nous enseigne
en effet que, pour la méthode de différentiation directe dansicolteust il faut

SNous supposons que le temps de simulation du modéle estrerd gar rapport a celui de
I'optimiseur.

6Nous choisissons la méthode de différentiation dirécteémoireafin de bénéficier de la
propriété qui permet déécouplete calcul de la fonction objectif et celui de la matrice jaisrine
(voir section 5.4.4).
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FiG. 6.3 — Identification paramétrique du modéle de Lotka-\Volterra @aQNs3.
Figure du haut : évolution des paramétres au cours desigigsat-igure du bas :
évolution de la fonction objectif et de la norme de son gnatdiel cours des itérations.
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-5~ M1QN3
10 ° | < Trust-SR1 cond. i X b
—#— Trust-SR1 incond.
[ | = Trust-BFGS cond. ()

g —— Trust-BFGS incond.
10" | -~ Trust-GN

-6

107 1

-12

14 I o I I

10 0 30 60 9o Itérations 120

FIG. 6.4 — Fonction objectiff(x) au cours des itérations pour les différentes me-
thodes d’optimisation.

s’attendre a un co(t de I'ordre den2ois celui du calcul du modele, ce que nous
confirme le tableau 6.4. Ce raisonnement doit se généralisertes les méthodes,
puisque les versionsonditionnellepermettent I'’économie d’évaluations du gra-
dient. Le critere de sélection a retenir est donc celui du glmbal engendré. Le
tableau 6.5 présente celui-ci pour les différentes vessifefrust et pourM1QN3.

On constate que quatre versions Tlast se glissent devar1QN3 et que
Trust-BFGS inconditionnelle est, en fin de compte, la méthode la moirisercse.
La figure 6.5 illustre son comportement en cours de calculpeart y voir I'évo-
lution du rayon de confiance, de la fonction objectif, de lenm® de son gradient
et des variables.

6.3.3 Analyse statistique.

Afin de fournir une analyse plus détaillée du comportementrast pour ce
probleme, il convient de tester la robustesse des diffésemigthodes et d’éviter
les hasards malencontreux qui pourraient mener a des cimutuhatives. Il est
évident que, par un agencement fortuit des opérations, é@tieatle peut paraitre
plus performante que d’autres en raison du point de dépaisighour I'optimi-
sation. Pour diminuer I'influence du point de départ sur leudaet de factosur
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FiG. 6.5— Identification paramétrique du modeéle de Lotka-\VolterraTpast-BFGS
inconditionnelle. Figure du haut : évolution des paransetne cours des itérations.
Figure du bas : évolution de la fonction objectif, de la nodreson gradient au cours
des itérations et du rayon de confiance.
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TAB. 6.5— Colts numériques des différentes version3rdst et M1IQN3. Le rayon
de confiance initial est identiqu&® = 0,05 pour les sept versions. Politst-GN,
la troisiéme colonne indique le nombre d’évaluations de drice jacobienn&(x),
ce qui explique son codt global important.

Méthode Evaluations Evaluations de Codt
d’optimisation def (x) 9(x) ou G(x) global
Trust-SR1 cond. 120 76 2496C,
Trust-SR1 incond. 72 72 19512C,
Trust-BFGS cond. 90 63 19,773C,
Trust-BFGS indond. 48 48 13M8Cn,
Trust-GN 41 37 44726C,
M1QN3 89 89 24119C,

les conclusions, nous avons généré un ensemble de 64 peidlispart sur les-
guels les informations ont été moyennées. Ces points detdspd les éléments
de 'ensemble de toutes les combinaisons possibles du desiparametres,
chacun pouvant prendre deux valeurs listées dans le tabléagoit un total de
2" = 64 éléments. Dans les deux valeurs choisies pour chaqua@ea une est
inférieure a la valeur de référence et la seconde supérieéeart par rapport
a la valeur de référence est identique de maniere & fa@orisers aucun point
de départ. Ce tableau contient également les valeurs édsdicjuesx®’ et les
variations caractéristiqués® lorsqu’une mise a échelle est utilisée.

TAB. 6.6 — Ensemble de valeurs ayant servi a la génération de I'ensedds 64
points de départ. L'ensemble est constitué par les conduinaipossibles de ces pa-
ramétres. Les deux dernieres colonnes contiennent legrsadé variations caracté-
ristiques dans les cas ou une mise a échelle est utilisée.

Parametre Valeur1l Valeur2 Val.deréf. Val.car. Var. car.

X(0) 0,8 12 1 105 03
Y(0) 0,8 1,2 1 0,95 03
a 0,3 05 0,4 0,42 012
ap 0,1 03 0,2 0,22 012
ag 0,1 03 0.2 0,19 012
au 0,08 012 01 0,09 0,03

C’est sur base d’une telle analyse que la valeur du paramgtie la mise a
jour du rayon de confiance (6.22) a été choisie. En effet, empapant celui-ci a
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TAB. 6.7 — Tableau comparatif des différentes variantegrdet. Les trois derniéres
colonnes sont des moyennes sur toutes les optimisatiossieSuA titre de compa-
raison,M1QN3 a été soumise au méme test. Pouist-GN, cette colonne indique le
nombre d’évaluations de la matrice jacobier®g) et non celui du gradierg(x).
Ceci expligue son codt global étonnamment important ernrdegia nombre d'itéra-
tions relativement faible.

Version Notes Taux de Evaluations Evaluations de Codt
deTrust réussite def (x) 9(x) ou G(x) global
SR1 cond. N3 = o 50 % 105 62 21102C,
ns= 105 69 % 102 64 21184C,,
miseaéch. 81% 66 43 13BC,
SRlincond. nz=o 31% 65 65 17615C,
ns=105 86 % 62 62 1682C,
mise aéch. 83 % 41 41 11mCy,
BEGScond. nz=w 78 % 52 39 11869Cn,
ns=105 78 % 50 40 11810Cy,
mise a éch. 86 % 34 28 &8C,
BFGSincond. n3=o 80 % 38 38 10208C,
ns= 105 78 % 38 38 1088Cy,
mise a éch. 88 % 29 29 789C,
GN Ns = o 67 % 11 10 12080Cpm,
ns= 105 70 % 12 11 1336C,
miseaéch. 72% 12 11 1336C,
M1QN3 48 % 56 56 15176C,

la mise a jour (4.38), on constate que rien ne suggere ldoirton du parametre
ns (formellement, on peut considérer que sa valeur est infiRi@)r quelle raison
a-t'il dés lors été introduit ? Cette question est traitédétail au chapitre 7. Nous
pouvons néanmoins d’ores et déja, grace au tableau 6. tatemngue I'utilisation
dens = 1,05 diminue le colt global et augmente la robustésse

Du tableau 6.7, plusieurs conclusions peuvent étre tirées.

— M1QN3, une méthode BFGS avec recherche linéaire, est plus celgees
les versions BFGS de I'approche par régions de confiancelobalisation
par régions de confiance apparait donc, dans ce cas teseffibase que
I'approche par recherche linéaire.

— Les performances d’'une actualisation de type BFGS sontfeséement

"Bien queTrust n'ait pas pour vocation d’atteindre le minimum global, nongsurerons la
robustesse en définissanttiux de réussiteomme le rapport entre le nombre d’optimisations
menant a I'optimum global connu et le nombre total d’optatiens tentées (64).
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supérieures a celles d’'une actualisation de type SR1 géfioénpourtant
de propriétés théoriques de convergence plus fortes (@biedau 6.2). Ce
n'est pas surprenant : la mise a jour BFGS est généralemesidévée
dans la littérature comme la meilleure mise a jour.

— le colt deTrust-GN n’est pas un aussi désastreux que celui que le tableau 6.5
laissait augurer, ce qui justifeeposterioril’utilisation de plusieurs points de
départ. Malgré le nombre réduit d'itérations, cette versigest cependant
jamais la meilleure aussitdt que le coOt numérique glolgiresen compte.

— Les deux versions inconditionnelles qui utilisent I'infaation issue des ité-
rations infructueuses sont plus efficaces que leurs horaekgondition-
nelles. L'algorithme est plus efficace quand il apprend desseeurs.

— Trust-SR1 inconditionnelle est la méthode la plus robuste avec un tkeux
réussite de I'ordre de 86% pour un co(t de I'ordre de, 088,,,. Cette ver-
sion est donc bien plus robuste queQN3 (48%) pour un codt Iégerement
supérieur (15176C, pourM1QN3).

— La méthode la moins codteuse @sist-BFGS inconditionnelle avec un
ordre de grandeur de 1028C;, pour une robustesse appréciable de 78%
qui la place loin devan1QN3.

Le tableau 6.7 présente également les résultats obtencisiagerersion mise

a échelle derust. Les valeurs et variations caractéristiques utilisées seltes
du tableau 6.6. Comme on pouvait s’y attendre, les versiasesna échelle sont
généralement plus robustes et moins colteuses que leudguas non norma-
lisées. Notons que&rust-BFGS inconditionnelle est sans rivale tant du point de
vue de la robustesse que du codt global lorsqu’'une mise dl@cu&quate est
effectuée.

6.4 Conclusion.

Dans le cadre de ce travail, I'algorithmeTrust » a été implémenté dans une
routine FORTRAN. Il s’agit d’'une méthode utilisant une globalisation pagioihs
de confiance et des approximations locales quadratiquééréites versions de
type quasi-Newton sont disponibles ainsi qu’une versiongsaNewton.

L'implémentation est développée en détail : approximationales, résolution
du probléme local, criteres de convergence, mise a jounginrde confiance, cal-
cul du rapporp®¥), mise & échelle, contraintes de bornes et critére d’arednade
d’emploi pratique de la sous-routine écriteFPRTRAN est donné en annexe A.

Enfin, I'algorithme est utilisé pour résoudre un problémidehtification pa-
ramétrique d’un systéme dynamique : le modeéle de Lotkaelait Les quelques
simulations montrent que la routifmeust est compétitive par rapport a la rou-
tine M1QN3 de Gilbert et Lemaréchal [40]. L'approche utilisant une erasjour
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BFGS inconditionnelle de I'approximation de la matricesiesne s’avéere étre la
plus performante, aussi bien du point de vue de la robustpssele la vitesse
de convergence. Le chapitre suivant montre toutefois lierfite importante de la
mise a jour du rayon de confiance sur cette conclusion.



126 CHAPITRE 6. TRUST



Chapitre 7

La mise a jour du rayon de confiance

Dans les algorithmes d’optimisation par régions de conéaterapporp®
défini par (2.29) fournit une mesure de la fidélité de I'apjmation localem®
a la véritable fonction objectif dans le voisinage de I'itéré courant. Il est dés
lors utilisé pour mettre & jour le rayon de confiadé€ d’'une itération & I'autre.
Pour rappel, les regles empiriques habituelles pour cdatte anjour peuvent étre
résumees par (voir, par exemple, Goetdl. [44])

a1 A0 sipl <y,
AR = 0 AK) siny < p® <ny, (7.1)
AW sipl >,

ouaqi, ay, N1 andnz sont des constantes prédéfinies telles que
O0<nNi<na<l1l et ar<1l<as. (7.2)

En d’autres mots, le rayon de confiance est réduit apres éraidninfructueuse
(i.e. p®¥ < n1) et maintenu constant ou augmenté aprés une itéretisssie(i.e.
p >ny).

La stratégie de mise a jour définie par (7.1) est susceptibl®id une forte
influence sur les performances de l'algorithme. D’'une gas itérés successifs
restent proches I'un de l'autre et I'algorithme convergaédenent si le rayon de
confiance est trop petit. Mais, d’autre part, I'algorithneaipengendrer un grand
nombre d'itérations infructueuses si la région de confiastérop vaste. Ce sujet
— critique du point de vue de I'efficacité de I'algorithme —ta éelativement peu
traité jusqu’a présent. Diverses valeurs pour les par@a®€i.2) ont été utilisées
par différents auteurg(g.Dennis et Mei [23], Goulabt al. [45]) mais la formule
générale (7.1) estrarement mise en cause. Hei [50] gése(&lil) pour permettre
une dépendance continue du rayon de confiance par rappétt Byrd et al.[12]
suggérent plusieurs subtilités algorithmiques quati< 0, i.e. quand le rayon

127
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est trop grand ou quand I'approximation locale est si magvgu’'une mesure
drastique doit étre prise (voir la section 7.3 pour plus dait$s.

Dans ce chapitre, nous introduisons une modification dg (uiLest d’ap-
plication lorsquep® est beaucoup plus grand que I'unité et montrons que, sur un
sous-ensemble des problemes de la colleationEr (voir Gouldet al.[47]), cette
modification apporte une amélioration aux performance&tigorithme. Une gé-
néralisation de cette nouvelle stratégie de mise a jourgedement développée
selon la méthode suivie par Hei [50]. Les travaux exposés darchapitre font
I'objet d’'une publication (Walmag et Delhez [100]).

7.1 Les itérations trop reussies.

Les itérations de la troisieme catégorie définie par (7.0h) appelées les ité-
rationtres réussieparce qu’elles fournissent des diminutions importantekde
fonction obijectif, atteignant au moins les réductions esge par la minimisation
de I'approximation localen®’. Comme le suggére (7.1), 'approche habituelle
dans un tel cas est d’élargir la région de confiance. La rasas-jacente a cette
augmentation d&® est intuitive : 'approximation locale semble précise dans
une grande région autour de l'itéré courant et I'algorithaegrait dés lors étre
autorisé a effectuer un pas plus grand si nécessaire.

Cependant, une partie de I'histoire manque. Les itératilites trés reussies
usurpent leur nom si la réduction obtenue pour la fonctigadith repose sur une
approximation locale imprécisek). C'est le cas lorsque¥) est significativement
plus grand que l'unité : la réduction de la fonction objest@fble dés lors plutdt
fortuite et le risque est grand de pécher par exces de coafeankapproximation
localem¥). Ceci suggére I'introduction d’un nouvel ensembléétations trop
réussiesaractérisées paff) > nz olins > 1 est une constante prédéterminée et
le remplacement de (7.1) par la formule (6.22) implémené&estust

a18K0  sip® <y,
(k) i (k)
k1) _ ) A siny <p¥ <ng,
B0 aa®  sinp<p® <ns, (73)
azAK  sip® >ns

avecC
O<ni<na<l<ns (7.4)

et
o <1l<oaz<ao. (7.5)

Notons que la stratégie habituelle de mise a jour (7.1) s&agtre un cas particu-
lier de la nouvelle stratégie (7.3) o = +o.
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D’apres (7.3), I'accroissement maximum du rayon de conéase produit
lorsquep® est proche de I'unité.e. lorsque la fonctiorm® fournit une ap-
proximation localgrécisede la fonction objectif. Dans le cas d’une itération trop
réussie, la réduction de la fonction objectif obtenue arétionk est significative-
ment plus importante que celle attendue par la minimisat@fiapproximation
localem¥). Bien que cette itération permette a I'algorithme de prssge vers
un optimum, il N’y a aucune raison de croire que l'itératiaivante sera aussi
« chanceuse puisquem®+1) sera probablement tout aussi imprécis qig. I
parait donc plus prudent d’éviter d’accroitre trop rapidaiia taille de la région
de confiance et de choisii < 5.

Nous pourrions conclure que la région de confiance doit étréaie apres
une itération trop réussie. Nous choisirons néanmegis 1 — mais proche de
I'unité — pour étre conforme a la forme générale de la stiatdg mise a jour
(4.38),i.e.

1Al yoa® ] if p <y,
Akt o [y22 A ] if o0 e N1, n2l, (7.6)
[vsA®) v, aM ] if pK) >,

déterminée par les constantes réeliesn2, yi, Y2, Y3, €tys telles que

O0<ni<n2<l et O<y1<y2<1<ys<vys (7.7)

Bien entendu, la stratégie modifiée (7.3) satisfait aux tygges du chapitre 4.
Les propriétés générales de convergence globale desthlges d’'optimisation
par régions de confiance sont donc d’application.

7.2 Rayon de confiance auto-adaptatif.

Le concept des itérations trop réussies peut aussi étigéudiins le cadre des
algorithmes au rayon de confiance auto-adaptatif intrecaatr Hei [50]. L'idée
présentée par cet auteur est simplement de faire varigrde ge confiancak+)
plus ou moins continliment avec le rappo® suivant

AR+ — R(p™)) A (7.8)
ouRest une fonction telle que les conditions de convergenég $ont satisfaites.

Evidemment, la stratégie habituelle (7.1) est un cas pdigicde (7.8) correspon-
dant & une fonction étagd® (figure 7.1, en haut & gauche). Hei [50] suggére
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d’utiliser des fonction® non décroissantes telles que

(

a1 sip® <0,
a1+ (1—ay) pn_)z si0< p® < ny,
az+ (02 —as exp{ } sinp<p® <1
205 —apexp(1—pk) sip® >1

Ro(p) = (7.9)

ouo] <1< az<ozetns < 1sontdes constantes appropriées (figure 7.1, en bas
a gauche). Cette fonctidR, est qualitativement similaire a la stratégie initiie
puisqu’elle élargit la région de confiance pour les itéraditrop réussies.

Pour généraliser la stratégie modifiée (7.3), nous défingssks fonctiong\
comme les fonctions unidimensionnelled ) définies dan® telles que

1. A(t) est non décroissante dapso, 1] et non croissante daifis, +oof;

2. tlirp Alt)=0ayq;

3. lim A(t)=1;

t%l’]zf

4. A(n2) >az>1;

5. A1) =ay;

6. tﬂrﬂm/\(t) =03
ou les constantess, 0o, a3 satisfont a la condition (7.5) @b est le seuil habituel
utilisé dans la définition des itérations trés réussiestizégyie de mise a jour

ARD = A(p®) AW (7.10)

est donc un cas particulier de (7.6) ayge- a1, Y3 = a3, Ya = 02 ety = A(n1) de
sorte que les propriétés de convergence sont toujourslealdla stratégie modi-
fiée (7.3) peut étre décrite par une fonction étafye€figure 7.1, en haut a droite)
de la forme (7.10). Comme généralisation de (7.9), nousqamps d’utiliser la
fonction A définie par

a; sip® <0
)\ 2 )
Ao(p)) = a1+ (1—ayq) <ﬁ12> si0< p® < npy, (7.11)

K_1\2 .
O3+ (02 —03) exp{— <F;]2—_11) } si p > ny.

Ra%

Cette fonction/\, est qualitativement similaire a la stratégie de mise a jour
puisqu’elle autorise un élargissement franc de la régiocotdiance uniguement
si p® est proche de un (figure 7.1, en bas a droite).
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R, N
%af [ %af i
| Lo
| Lo
| Lo
e i T T
| | | Lo
o, | O Lo
| | | Lo
A L, I Lol
on, n,1 p(k) on, n,aing p(k)
R, A,
a, a,}
il | r | %
| |
% | o |
| |
‘ L, ‘ L,
0 A M 0 A o

Fic. 7.1 — Rayons de confiance auto-adaptatifs utilisés dans lesierpés numé-
rigues.
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7.3 Raffinements.

Quelques raffinements pour la mise a jour du rayon de confiancété in-
troduits dans la littérature spécialisée (voir [20]). Ceius’averent souvent étre
des astuces empiriques introduites pour augmenter I'effecdu calcul. Aucune
de ces astuces ne semble similaire aux itératiotiep réussies introduites par
Walmag et Delhez [100].

La premiere régle commode est assez naturelle des que ndaessd’un
cadre théorique vers I'implémentation numeérique : un ragerconfiance maxi-
mum Amax €st simplement introduit pour éviter les régions de conéatmop
grandes.

Un autre raffinement utile est de baser la mise a jour du ragaodfiance sur
la longueur du pas¥). Par exemple, Conet al.[20] ont proposé la régle

max(az|s [, a%) it o >,
AR i o9 € ol
(k+1) — 1,N2|,
A=Y s it p® € [0,Mal. (7.12)
minfarg ||, max(yz, ype A if p¥) <0,
ouy; est une constante donnée et
(k) (1—n2) sWTGF(x) (7.13)

Ybad = (1—no)[f (X(k)) +sTOf (x(k) )]+ r]zm(k) ()?(k)) — f (y((k)) '

Ces regles peuvent naturellement étre appliguées méme Bétations« trop
réussies> sont introduites. Cependant, dans un but de clarté de |5 m®lles-ci
n'ont pas été implémentées dans les expériences numéggussivent.

7.4 EXpériences numeériques.

Les idées introduites dans les section 7.1 et 7.2 sont ddabostrées sur une
variante de la trés classique fonction — ditdbanane> — de Rosenbrock puis
sur quelques problémes de I'ensemble de probleme<t¢BEr [5]. Les algo-
rithmes utilisés sont les versiomsconditionnellesde Trust-BFGS et Trust-SR1
(voir section 6.1 pour plus de détails).

7.4.1 Fonction banane de Rosenbrock.

Un premier test des idées développées dans les sectiomsipndées peut étre
effectué sur un probleme bien connu : la minimisation de tecion de Rosen-
brock (voir Fletcher [31]) ou, plus exactement, sur uneargg logarithmique de
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Newton-R
Newton-R
Newton-A
Newton-A
SRl—R1

SRZI.—R2

SRl*/\1
SR1-A

BFGS—R1
BFGS—R2
BFGS—/\1
BFGS—/\2

x

1
2
1
2

IR

600
Itérations
FiG. 7.2—Evolution de la fonction objectif au cours des itérations point de départ
est(xg,%2) = (1,0) et le rayon de confiance initidl® = 1. Le critére d’arrét est
|G f(x®)|| < 5x 10°%. Notons que ce sont les versiomsonditionnellesde Trust-
SR1 et Trust-BFGS qui sont utilisées.

celle-ci
f (X1, %) = In [1410000%2 — X8)% + (1—x1)?] . (7.14)

Cette fonction présente une vallée courbe et profonde lg tla parabole
Xp = X2 et son minimum se situe gix1,x2) = (1,1). La figure 7.2 nous montre
I’évolution de la fonction objectif avec les algorithmesst-SR1 et Trust-BFGS
associés aux quatre stratégies de mise a Ry, A1 et Ay tandis que les
nombres d’itérations requises pour atteindre la convegeont listés dans le
tableau 7.1. Dans un soucis de complétude, nous montrofeségyat le compor-
tement d’'une version de Newton utilisant la véritable ncathessienne.

Aussi bien avec la version Newton qu’avec les versions SRRF&S de
I'algorithme, les fonctiong\ se révélent plus efficaces que les fonctiGhd es
modifications algorithmiques suggérées diminuent le nendlitérations et, par
conséquent, le nombre d’évaluations de la fonction objjeatis aucun calcul sup-
plémentaire. Nous constatons également que la proporitérations réussies est
plus grande pour les fonctiors

Le plus petit nombre d’itérations observé avec les fonstibrésulte de la
combinaison de deux effets. Le premier est une réductiorochbre d’itérations
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TAB. 7.1 — Nombre d'itérations pour le probléme de Rosenbrock loganique.
Entre parenthéses : le nombre d'itérations réussies.

Trust-SR1 | Trust-BFGS | Trust-Newton

incond. incond.
Ry | 388 (211)| 317 (176)| 72 (46)
R, | 312 (153)| 506 (260)| 74 (46)
N1 | 195 (152)] 96 (87) | 55 (48)
N> | 203 (164)| 94 (86) | 56 (49)

induite par la nature conservative de la stratégie de miserg J'algorithme est
ainsi empéché de perdre du temps avec des pas trop grandsoduisent des
itérations infructueuses. Le deuxieme effet est lié auxemid jour de la ma-
trice hessienne (inexistante pduust-Newton). Les nombreuses itérations infruc-
tueuses des versions de I'algorithme utilisant des fonsiRproduisent de grands
pass¥) et des mises & jour imprécises de la matrice hessienne. Atagenles
fonctionsA donnent des pask plus courts, et dés lors une mise a jour de type
quasi-Newton plus précise, quand I'approximation locai€ (x) approche trop
grossiérement la fonction objectifx).

7.4.2 Performances sur un ensemble de problemes-tests.

Une comparaison systématique entre les différentes gieatde mise a jour
du rayon de confiance est effectuée pour 70 problémes deltdrie de tesCU-

TEr (voir Bongartzet al.[5] et Gouldet al.[47]). Les problémes sélectionnés sont
tous ceux de petite taillen(< 100) pour lesquels les dérivées premiéres sont dis-
ponibles; ils sont répertoriés dans le tableau 7.2. Ledtaésisont analysés avec
les profils de performanceroposés par Dolan et Moré [24]. Des profils séparés
sont calculés pour les mises a jour SR1 et BFGS.

Pour chacune des deux mises a jour SR1 et BFGS, nous défmlssmsemble
des problemes constitué denp (= 70) problemes et Bnsemble des solveuss
constitué des quatre solveurs implémentés avec les difEgestratégies de mise a
jour pour le rayon de confiancB{, Ry, A1 et/\2). Pour chaque problemec 2 et
chaque solveus € 5, nous évaluons le nombre d’itératioNg s nécessaires pour
résoudre le probléemp avec le solveus. Un rapport de performance

_ Np.s
min{Nps:se s}’

fps (7.15)

est alors construit en comparant le nombre d'itérations p&gsoudre le probleme
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TAB. 7.2— Noms et tailles des problemes G&ITEr sélectionnés. Il s’agit des pro-

blémes de petite taillen(< 100), différentiables et pour lesquels les dérivées pre-

miéres sont disponibles.

Nom n | Nom n || Nom n | Nom n

3PK 30 || DENSCHNF 2| HYDC20LS 99| PFIT1LS 3
AKIVA 2 DJTL 2 || JENSMP 2 || PFIT2LS 3
ALLINITU 4 ENGVAL2 3 || KOWOSB 4 || PFIT3LS 3
BARD 3 || EXPFIT 2 || LOGHAIRY 2 PFIT4LS 3
BEALE 2 || GROWTHLS 3| MARATOSB 2 || ROSENBR 2
BIGGS6 6 || GULF 3 || MEXHAT 2 || S308 2
BOX3 3 || HAIRY 2 || MEYER3 3 || SINEVAL 2

BRKMCC 2 || HATFLDD 3 || OSBORNEA 5| SISSER 2
BROWNBS 2 || HATFLDE 3 || OSBORNEB 11| SNAIL 2

BROWNDEN 4 || HEART6LS 6| PALMER1C 8 || STRATEC 10
CLIFF 2 || HEARTS8LS 8| PALMER1D 7 || TOINTGOR 50
CUBE 2 || HELIX 3 || PALMER2C 8 || TOINTPSP 50
DECONVU 61| HIELOW 3 || PALMER3C 8 || TOINTQOR 50
DENSCHNA 2 || HIMMELBB 2 || PALMERA4C 8 || VIBRBEAM 8

DENSCHNB 2 || HHMMELBF 4 || PALMERS5C 6 || YFITU 3

DENSCHNC 2 || HHMMELBG 2 || PALMERG6C 8 || ZANGWIL2 2

DENSCHND 3 (| HHMMELBH 2 || PALMER7C 8

DENSCHNE 3 || HUMPS 2 || PALMERSC 8
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p avec le solveus et les meilleures performances obtenues sur ce problenumpar
des solveurs de. Une rapport de performance arbitrairement graigd«100) est
affecté au solveus si celui-ci s’avére incapable de résoudre un probleme donné
Nous définissons lerofil de performanceal’'un solveurs comme la distribution
cumulée du rapport de performance

Py(T) = n—lp 195(1) (7.16)

ou 75(T) = {p€ 2 : rps < T}. La notation| | indique le cardinal de I'ensemble
4. Avec cette définition, la valeu?s(1) est la probabilité que le solvesi’em-
porte sur les autres solveurs et peut dés lors étre utilméeqomparer les vitesses
moyennes des algorithmes. La valeur de la limite

P; = lim Ps(1)

T—I'y

est la probabilité pour le solvesrde résoudre un probléme et peut des lors étre
utilisée pour comparer la robustesse des algorithmes. &esrg sont données au
tableau 7.3.

TAB. 7.3 — Vitesse et robustesse des algorithmes pour différentessnaigour du
rayon de confiance.

Trust-SR1 incond. || Trust-BFGS incond.
Pl P P R

R; || 0,30 074 0,43 083

R, || 0,46 0,80 0,36 084

N1 || 0,54 094 0,53 096

No || 0,50 0,96 0,46 093

De maniére générale, les variantes utilisant les fonct#losent substantielle-
ment plus performantes que celles basées sur les hahstfefietionsR, tant du
point de vue de I'efficacité que du point de vue de la robustéssr tableaux 7.4
et 7.5). Cette plus grande efficacité des versifirest clairement démontrée par
les tracés des profils de performance complets (figure 763 cdurbes corres-
pondant aux fonction& se situent sous les versions utilisant les fonctiep®ur
toutes les valeurs de
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Fic. 7.3 — Profils de performance des différentes versions de I'alyme pour

70 problémes de la collectioBUTEr. Les expériences numériques utilisent les va-
leurs du tableau 6.1, un rayon de confiance inii) = 1 et un critére d'arrét

G F (xRN || /|5 f (X9)]| < 1078, Les deux figures du bas sont des zooms des deux
figures du haut.
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TAB. 7.4 — Résultats détaillés pour Trust-SR1 avec mise a jour quesitbh in-
conditionnelle. Nombre d'itérations pour chacun des protgs sélectionnés. Entre
parenthéses : nombre d'itérations réussies. Le symbole» signifie que le point
de testx®) produit un dépassement de valeur pour la fonction objeatipour son
gradient. Le symbole xx » signifie que le nombre d'itérations dépassedD0. Une
étoile en exposant signifie que la convergence se fait vemutne minimum local
avec une valeur plus grande de la fonction objectif.

Nom Ry A Ny
3PK 66 (50) 71 (49 | 68 (50) | 67 (46)
AKIVA 20 (13 | 19 (12 | 15 (11 | 15 (11
ALLINITU 10 (9) 14 (11) | 10 (9 12 (10)
BARD 19 (14 | 13 (13 | 16 (14 | 12 (12
BEALE 26 (19 17 (15 | 17 (15 17 (16)
BIGGS6 - 57 (38) | 46 (38) | 44 (39
BOX3 9 (9) 18 (11 | 9 (9) 14 (12)
BRKMCC 5 (4) 5 (4) 5 (4) 5 (4)
BROWNBS | 50 (40) | 50 (41) | 43 (37) | 49 (44
BROWNDEN | 24 (21 25 (21) | 19 (18) | 23 (21
CLIFF T W1 @l @l 1 o
CUBE ok ok 58 (42) | 58 (51
DECONVU 62 (42 68 (50) | 63 (43) | 71 (58
DENSCHNA | 9 (9) 9 (9) 9 (9) 9 (9)
DENSCHNB | 11  (10) | 10 (10) | 10 (10) | 10  (10)
DENSCHNC | 14 (14) 13 (12 | 14 (149 13 (12
DENSCHND | 23 (23 22 (22) | 28 (26) | 23 (23
DENSCHNE | — o 22 (21 | 30 (29
DENSCHNF 9 (9) 11 (10 | 9 (9) 10 (9)
DJTL 5369 (2695 | xx 256 (171) | =x
ENGVAL2 53 (40) ok 33 (28 | 32 (27)
EXPFIT o o 21 (16) | 16 (14
GROWTHLS | 29" (199 — 51 (37) | 46 (39
GULF 63 (41 | - 43 (37) | 53 (45
HAIRY 44 (30) 52 (34) | 56 (50) | 206 (194
HATFLDD 24 (20) Kok 27 (22) | 28 (26)
HATFLDE 18 (15) 32 (23 | 13 (10) | 26 (21
HEART6LS ok ok ok 5070 (4059
HEARTS8LS *x Kok *x 1492 (1196
HELIX 35 (26) 80 (49 | 34 (26) | 27 (23
HIELOW 15 (1) | 16 (12 | 20 (16) | 17 (13
HIMMELBB 3 (3) 3 (3) 3 (3) 3 (3)
HIMMELBF 20 (18) 36 (26) | 35 (27) | 28 (26)

suite a la page suivante . ..
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TAB. 7.4— (suite du tableau)

... Suite de la page précédente

Nom | R | R | A N2

HIMMELBG | 11 (8) | 12 (9 | 10 (7) | 9 @
HIMMELBH | 7 (7) 77T M| 7 (7)
HUMPS 221 (138 | 178 (118) | 138 (108) | 307 (266
HYDC20LS | 228 (166) | 160 (131) | 209 (165 | 158 (136)
JENSMP ok o, 38 (31) | 33 (29
KOWOSB 83  (49) | xx 31 (26) | 31 (22
LOGHAIRY | 276 (187) | 1267 (912) | x o,

MARATOSB | 9 (7) 8 (6 | 9 (7| 8 (6)
MEXHAT 19 @17 | 19 @7 |19 @7 | 19 (17
MEYER3 33  (21) | 35 (24°) | 38 (32 | 40 (32
OSBORNEA | — - - -

OSBORNEB | 62 (41) | 81 (57) | 80 (61) | 78 (61
PALMERIC | 7 (7) 77T M| 7 (7)
PALMERID | 8 (8) 9 (9 | 8 (8 | 9 (9)
PALMER2C | 7 (7) 7|7 M| 7 (7)
PALMER3C | 7 (7) 77T |7 (7)
PALMER4C | 7 (7) 7|7 M| 7 (7)
PALMER5C | 7 (7) 77T |7 (7)
PALMER6C | 8 (8) 9 (9 | 8 (8 | 9 (9)
PALMER7C | 5 (5) 6 (6 | 5 (5 | 6 (6)
PALMERSC | 6 (6) 77T M| 7 (7)
PFITILS - - 651 (516) | 255 (209
PFIT2LS - - 198 (155 | 48  (40)
PFIT3LS - - 515 (408) | 502  (406)
PFITALS - - 816 (622) | 755 (590)
ROSENBR | 1399 (706) | sx 43 (33 | 59 (49
S308 11 (11 | 10 (10 [ 11 (@11 | 12 (12
SINEVAL 3613 (1814 | 535 (246) | 141 (108) | 159 (129
SISSER 9 (9) 9 9 | 9 (9 | 9 (9)
SNAIL 185 (98) | 45 (26) | 177 (149 | 191 (173
STRATEC o, 91 (59) | 87 (63) | 75 (58
TOINTGOR | 45 (32) | 48 (40) | 46 (35) | 49  (41)
TOINTPSP | 86 (49 | 75 (46) | 62 (44) | 49  (37)
TOINTQOR | 25 (24) | 25 (220 | 25 (24) | 25 (22
VIBRBEAM | 72 (33) | 110 (68) | 58 (29) | 55  (31)
YFITU o, 860 (433 | 163 (122 | 194 (150
ZANGWIL2 | 2 (2) 2 2 |2 @ | 2 (2)

fin du tableau
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TAB. 7.5 — Résultats détaillés pour Trust-BFGS avec mise a jour gdasgiton in-
conditionnelle. Nombre d'itérations pour chacun des protgs sélectionnés. Entre
parenthéses : nombre d'itérations réussies. Le symbeole» signifie que le point
de testx®) produit un dépassement de valeur pour la fonction objeatipour son
gradient. Le symbole xx » signifie que le nombre d'itérations dépassedD0. Une
étoile en exposant signifie que la convergence se fait vemutne minimum local
avec une valeur plus grande de la fonction objectif.

Nom ‘ Ry ‘ R ‘ A ‘ Ny
3PK 154 (117) | 116 (96) 183 (157 117 (99)
AKIVA 18 (11) 18 (11) 16 (12 13 (9)
ALLINITU 11 (10 10 (9) 11 (10) 10 (9)
BARD 16 (15 16 (16) 16 (15) 16 (16)
BEALE 13 (13 16 (16) 13 (13 13 (13)
BIGGS6 41 (38 42  (38) 38 (36) 41 (40)
BOX3 9 (9 15 (15 9 (9 15 (15)
BRKMCC 6 (5) 6 (5) 6 (5) 6 (5)
BROWNBS 35 (39 52 (45 35 (34 42 (38)
BROWNDEN | 24 (19 24 (19 23 (19 24 (20)
CLIFF 1 (1) 1 (1) 1 (1) 1 (1)
CUBE *x 67 (59 49 (44) 39 (36)
DECONVU 100 (81) | 105 (103 | 101 (80) 102 (99)
DENSCHNA 9 (9 9 (9) 9 (9 9 (9)
DENSCHNB 9 (9 9 (9) 9 (9 9 (9)
DENSCHNC | 13 (13 14 (14 13 (13 14 (14)
DENSCHND | 15 (14 21  (20) 20 (19 25 (24)
DENSCHNE | — — 34 (33 37 (35
DENSCHNF 8 (8) 8 (8) 8 (8) 8 (8)
DJTL % % % Kk
ENGVAL2 33 (29 31 (28 29 (26) 27 (25)
EXPFIT 17 (16 16 (14 17 (15) 15 (14)
GROWTHLS | — — 196 (172 48 (46)
GULF Kk 23 (17) 51 (40) 51 (44)
HAIRY 52 (34 70 (45 99 (87) 160 (150
HATFLDD 22 (21 23 (23 22 (21) 25 (25)
HATFLDE 29 (27) 21 (21 29 (27 22 (22)
HEART6LS Kk *x 1634 (1457 K%k
HEARTS8LS K% K% 876 (801 346 (329
HELIX 21 (18) 24  (23) 22 (20) 26 (24)
HIELOW 20 (15 17 (13 19 (14) 18 (14)
HIMMELBB 3 (3) 3 (3) 3 (3) 3 (3)
HIMMELBF 34 (33 36 (35 35 (34 32 (31

suite a la page suivante . ..
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TAB. 7.5— (suite du tableau)

... Suite de la page précédente
Nom Ry Ry N No
HIMMELBG | 11 (9 | 11 (9) 9 7) 9 )
HIMMELBH | 8 (7) | 8 (7) | 8 (7) 8 (7)
HUMPS 428 (262) | 258 (157) | 122  (90) | 7496 (7441)
HYDC20LS | 347 (286) | 369 (341) | 347 (286) | 369 (341)
JENSMP sk - 45  (39) | 36 (32
KOWOSB 30 (28) | 30 (28 | 30 (28 | 33 (32
LOGHAIRY | 449 (300) | 491 (331) | s -
MARATOSB | 27 (200 | 19 (12) | 27 (200 | 14  (8)
MEXHAT 14 (12 | 14 (120 | 14 (12 | 14 (12
MEYER3 83 (66°) | 66 (57°) | 415 (387) | 394 (386
OSBORNEA | — — — —
OSBORNEB | 62 (53) | 63 (58) | 61  (54) | 57 (53
PALMERIC | 20 (17) | 32 (29 | 20 (17) | 32 (29
PALMERID | 20 (19) | 21 (19 | 19 (18 | 22 (20
PALMER2C | 16 (15 | 15 (14) | 16 (15 | 15 (14
PALMER3C | 16 (15 | 27 (26) | 15  (14) | 27 (26
PALMER4C | 12 (11) | 19 (18 | 12 (11) | 18  (17)
PALMERSC | 18 (13) | 20 (17) | 18 (13) | 20  (17)
PALMER6C | 18 (17) | 12 (11) | 18 (17) | 12  (11)
PALMER7C | 15 (14) | 11 (100 | 14 (13) | 11 (10
PALMERSC | 17 (16) | 19 (18 | 16 (15 | 19 (18
PFITILS - - 449 (402 | 27 (23
PFIT2LS 154 (124) | — 357 (326) | x
PFIT3LS - - 921 (846) | 332 (315
PFIT4LS - - 470 (432 | 522 (499
ROSENBR |118 (68) | 40 (35 | 35 (31) | 35  (31)
S308 13 (13) | 13 (13) | 13  (13) | 16 (14
SINEVAL 187 (128 | 195 (124)| 89  (76) | 87  (80)
SISSER 9 (9 | 9 (9 9 (9) 9 (9)
SNAIL 632 (328 | 343 (186) | 98  (92) | 103 (98
STRATEC 72 (63) | 80 (71) | 72 (63 | 79  (71)
TOINTGOR | 75 (61) | 76 (73) | 75 (61) | 76 (74
TOINTPSP | 62 (44) | 60 (50) | 62  (44) | 62  (51)
TOINTQOR | 47 (29) | 42 (40) | 47 (29 | 42 (40
VIBRBEAM | 112 (81) | 68 (50) | 70  (52) | 91  (71)
YFITU 89 (75 | 107 (82 | 76 (67) | 80 (72
ZANGWIL2 | 2 (2 | 2 (2 2 (2) 2 (2)

fin du tableau
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7.5 Interaction avec la stratégie de mise a jour de
type quasi-Newton.

Comme mentionné plus haut dans I'analyse du probléeme denRasek (sec-
tion 7.4.1), il y a une nette interaction entre la stratégienise a jour de la matrice
hessienne et la stratégie de mise a jour du rayon de la régioardiance. Les ré-
sultats obtenus dans les expériences numériques de larspadicédente utilisent
une mise a jour de type quasi-Newton inconditionnelke, I'approximation de
la matrice hessienne est mise a jour a chaque itération, ejlesat soit réussie
ou non. Une telle stratégie de mise a jour trouve sa justificadans I'espoir
d’améliorer la convergence en utilisant toute I'infornoatidisponible aux points
de test successifs. Cependant, cette approche dégraderiesyances de l'al-
gorithme dans le cas de grands pas de progression qui caussnipollution »
de la matrice hessienne avec des mises a jour de piétreéggalisont difficiles
a compenser. C'est particuliéerement vrai lorsque le rayoahfiance initial est
bien trop grand pour le probléme envisage. Grace a leuraaturservative, les
fonctionsA génerent moins facilement de tels pas de progression teoplgret
rendent dés lors moins probable la pollution de la matricsieane.

7.5.1 Laregle empirique de Byrdet al.

Des solutions empiriques ont été proposées pour empéchenises a jour
guasi-Newton imprécises dues a de trop grands pas de psagreByrdet al.[12]
suggerent de ne pas effectuer la mise a jour pour les itésatio la variation dé
est trop grandd,e. quand

f(x® 150y — f(x4) > 0,5 [f(x<°>) —£(x1)] . (7.17)

Implémenter cette condition (7.17) avec les fonctiBrsapporte aucune amélio-
ration dans le probléeme de Rosenbrock : la décroissance fodaddon objectif
a la premiere itération est tellement importante que (7rl&9t jamais activée.
Cette regle empirique est trés sensible a la valeur initlaléa fonction objectif
f(x(9)). Telle qu'utilisée par Byrcet al. [12], (7.17) transforme la premiére ité-
ration en une recherche linéaire (arriére) le long de lactor de plus grande
pente. En effet, démarrant avec une matrice identité constiraaion initiale de
la matrice hessienne, les points de tests générés subs@gmemestent le long
de la direction de plus grande pente tant qu’aucune miseragla matriceH
n'est effectuée.

Si nous utilisonsf (xV) en lieu et place dé (x(?)) dans (7.17) dans le cadre
du probléme de Rosenbrock, la mise a jour de la matrice hessigest pas ef-
fectuée de la deuxieme itération jusqu’a la huitiéme et tevemgence est obtenue
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apres 345 itérations avec I'algorithreist-BFGS-R, (contre 506 sans utiliser la
regle (7.17)cf. tableau 7.1). Bien que la vitesse de convergence soit aénasid
blement améliorée, les effets positifs disparaissentsdprBuitieme itération : les
diminutions de la fonction objectif(x())) — f (xK)) sont trop grandes pour encore
activer (7.17) avant I'arrét de I'algorithme.

L'introduction des fonctiong\ a essentiellement le méme objectif que la regle
empirique (7.17) mais y parvient de facon plus efficace. Roprobleme de Ro-
senbrock, la condition (7.17) n’est jamais activée lorsdpsfonctiong\ sont uti-
lisées pour mettre a jour le rayon de confiance. En conségquinconvergence
est atteinte en 94 itérations avec la fonctign De plus, cette nouvelle stratégie de
mise a jour du rayon de confiance ne souffre pas de la mémedeapancritique
par rapport au point de dépaf® que la régle (7.17).

7.5.2 Mise a jour conditionnelle de la matrice hessienne.

Une autre approche largement utilisée pour éviter les ndigesr meédiocres
de l'approximation de la matrice hessienne est, tout simptd, de n’effectuer
la mise a jour que pour les itérations réussies (voir la disicmn dans Byrdet
al. [12]). Cette approche, que nous nommeramise a jour conditionnelleest
aisément implémentée. Comme le montrent les résultatsdapgadication aux 70
problemes-tests utilisés précédemment (tableau 7.6, steatégie de mise a jour
conditionnelle est a la fois robuste et efficace : utiliséecdes fonctiondr, elle
induit une diminution drastiqgue du nombre d’itérations mpport a la stratégie
inconditionnelle correspondante. De ce point de vue, dite ane alternative aux
fonctionsA.

Nous pouvons maintenant combiner les différentes stregédg mise a jour
de I'approximation de la matrice hessienne et du rayon dBasae. Les résultats
détaillés de ces combinaisons utilisant I'approcbrditionnellede la mise a jour
guasi-Newton sont listés dans le tableau 7.6 et peuvent@tnparés aux résultats
des tableaux 7.4 et 7.5. Pour comparer les différentes cmisioins, de nouveaux
profils de performances sont calculés séparément pour#sges de mise a jour
SR1 et BFGS. Pour simplifier 'analyse, seules les fonct@agée®; et/\; sont
considérées, en combinaison avec les approches condilieeninconditionnelle
de la mise & jour quasi-Newton.

Les profils de performance (figure 7.4) confirment les maile@ésultats des
fonctionsA par rapport aux fonctionR dans le cas inconditionnel. Avec les ver-
sionsRy, 'approche conditionnelle se comporte également miewxlgstratégie
inconditionnelle, la premiere citée se révélant plus rabgse la seconde. Notons
cependant que la vitesse moyenne de convergence de I'&ygaraonditionnelle
est significativement plus importante dans le cas d’une enjsar de type BFGS.
De ces quatre algorithmes, la combinaison de la fonctippour la mise a jour
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du rayon de la région de confiance et de la mise a jour quastawancondition-
nelle peut étre recommandée. Bien que Iégerement moinstobue les deux
variantes conditionnelles, elle est significativemenspapide que les trois autres
algorithmes.

1
0
0.9

0.8

0.7

SR1-R, cond.
__ SR1-A, cond.
- _ . SR1-R, incond.
0.4Ff : _ _ SR1-A, incond.

BFGS-R, cond.
__ BFGS-A, cond.
_ . BFGS-R, incond.
_ _ BFGS-A, incond.

0.6

0.5

1
1
1
1

1
1
1
1

0.3 o " "
00 e, 10 T 10

1 12 14 16 18T 2 1 1.2 14 16 18T 2

Fic. 7.4 — Profils de performance des différentes versions de I'alyme pour

70 problémes de la collectiobUTEr. Les expériences numériques utilisent les va-
leurs du tableau 6.1, un rayon de confiance inii) = 1 et un critére d'arrét

(G F (xR || /|5 f (X9)]| < 1078, Les deux figures du bas sont des zooms des deux
figures du haut.
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TAB. 7.6 — Résultats détaillés pour I'approche conditionnelle deendisiour du
Hessien (SR1 et BFGS) et les fonctioRs et A, pour la mise a jour du rayon de
confiance. Nombre d'itérations pour chacun des problémleste#nés. Entre pa-
renthéses : nombre d'itérations réussies. Le symbole» signifie que le point de
testxt® produit un dépassement de valeur pour la fonction objeatij@ur son gra-
dient. Le symbole« ** » signifie que le nombre d'itérations dépasse0D0. Une
étoile en exposant signifie que la convergence se fait verutne minimum local
avec une valeur plus grande de la fonction obijectif.

Nom SR1R; SR1/; BFGSR; | BFGSA;
3PK 57 (35 | 57 (35 | 166 (143 | 147 (129
AKIVA 18 (100 | 18 (11) | 18 (10) | 18 (11)
ALLINITU 12 (10 | 12 (10 | 14 (11 | 14 (11
BARD 14 (13) | 13 (120 | 17 (16) | 17 (16
BEALE 23 (15 | 23 (16) | 13  (13) | 13 (13
BIGGS6 57 (31) | 55 (34) | 50 (36) | 45 (40
BOX3 9 (9) 9 (9) 9 9 | 9 (9
BRKMCC 5 (4) 5 (4) 6 5 | 6 (5
BROWNBS | 159 (96) | 114 (72) | 69  (49) | 69 (49
BROWNDEN| 22 (16) | 21  (18) | 40 (25 | 28 (21
CLIFF 1 (1) 1 (1) 1 @ |1 @
CUBE 9 (53) | 96 (60) | 64 (43) | 45 (37)
DECONVU | 171 (103 | 128 (83) | 124 (101 | 124 (101)
DENSCHNA | 9 (9) 9 (9) 9 9 | 9 (9
DENSCHNB | 11 (10) | 10 (10) | 9 9 | 9 (9
DENSCHNC | 14  (14) | 14 (14) | 13  (13) | 13 (13
DENSCHND | 23 (23) | 24 (22 | 21 (18) | 21 (20
DENSCHNE | 28 (19) | 27 (22) | - 34 (29
DENSCHNF | 9 (9) 9 (9) 8 @8 | 8 (8
DJTL 189 (104 | 180 (98) | 188 (100) | 188 (100)
ENGVAL2 79 (42 | 60 (38 | 29 (26) | 31 (27)
EXPFIT 15 (13 | 15 (13 | 13 (11) | 13 (11)
GROWTHLS | 55 (32) | 70 (44) | 42  (26) | 161 (141
GULF 94 (53) | 242 (129 | 45 (33) | 46 (41)
HAIRY 79  (57) | 141 (127 | 102 (70) | 115 (10
HATFLDD 97  (47) | 93  (47) | 24 (23) | 24 (23
HATFLDE 42 (24) | 35 (23) | 22 (21) | 22 (21
HEART6LS | 9552 (5247) | s« 2518 (1589 |

HEARTSLS | 593 (365 | 414 (276) | 685 (456) | 386 (323
HELIX 27 (24) | 34 (27) | 34 (22 | 24 (21
HIELOW 43 (15) | 23 (14) | 21 (16) | 21 (16)
HIMMELBB | 3 (3) 3 (3) 3 3 | 3 (3

suite a la page suivante . ..
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TAB. 7.6— (suite du tableau)

... Suite de la page précédente

CHAPITRE 7. LA MISE A JOUR DU RAYON DE CONFIANCE

Nom | SR1R | SR1A; | BFGSRi | BFGS/A;
HIMMELBF | 22 (200 | 37 (29 | 32 (31 [ 34 (33
HIMMELBG | 14 (7) | 13 (7) | 12 (7) |11 (7)
HIMMELBH | 7 (7 7 (7 | 10 (8 | 10 (9
HUMPS 274 (170) | 227 (173 | 143  (90) | 247 (185
HYDC20LS | 112 (91) | 112 (91) | 296 (237) | 296 (237
JENSMP 60 (28 | 43 (31) | 46 (32 | 50 (39
KOWOSB 36 (22 | 60 (36 | 51  (30) | 38 (33
LOGHAIRY | x ok 2027 (1360 | *x

MARATOSB | 13  (6) | 12  (6) | 122 (78) | 149 (125
MEXHAT 31 (18 | 27 (18 | 23 (16 | 23 (16)
MEYER3 222 (108 | 274 (146 | 124 (75 | 64 (49
OSBORNEA | 36 (17) | 33 (18 | 88 (55 | 73 (57
OSBORNEB | 142 (86) | 100 (68 | 73  (58) | 68 (59
PALMERIC | 7 (7 7 (7 | 3 (23 | 34 (29
PALMERID | 8 (8) 8 8 | 42 (29 | 42 (29
PALMER2C | 7 (7 7 (7 | 3¢ (22 |34 (22
PALMER3C | 7 7 7 (7 | 39 (26) | 40 (27
PALMER4C | 7 (7 7 (7 | 30 (200 | 30 (20
PALMER5C | 7 7 7 7 | 26 (19 | 26 (19
PALMER6C | 8 (8) 8 (8 | 14 (13 | 14 (13
PALMER7C | 5 (5) 5 (5 | 19 (17) | 16 (19
PALMERSC | 6 (6) 7 7 | 21 (19 | 22 (20
PFITILS 77 (400 | 62  (35) | 449 (299 |274 (246
PFIT2LS 900 (506) | 897 (532 | 108 (69) | 81 (66)
PFIT3LS 1246 (705 | 1430 (837) | 479 (300) | 315 (272
PFITALS 1932 (1095 | 2147 (1261) | 683 (432 | 509 (416)
ROSENBR | 70 (46) | 96 (64) | 52 (33 | 38 (32
S308 1 (1) | 11 (1) | 13 (13 | 13 (13
SINEVAL 238 (147) | 268 (163 | 106 (71) | 76 (68)
SISSER 9 9) 9 9) 9 9 | 9 (9
SNAIL 222 (148 | 256 (190 | 152 (96) | 106 (95)
STRATEC 149 (85 | 172 (103 | 84  (70) | 84 (69)
TOINTGOR | 78 (51) | 87 (56) | 89 (73) | 89 (73
TOINTPSP | 71  (42) | 62 (41) | 75 (54 | 75 (59
TOINTQOR | 27 (25 | 27 (25 | 56 (37) | 56 (37)
VIBRBEAM | 134 (59) | 109 (58) | 125 (78) | 114 (79
YFITU 499 (262 | 700 (377 | 133 (85 | 106 (83
ZANGWIL2 | 2 (2) 2 (2) 2 2 | 2 (2

fin du tableau



7.5. INTERACTION AVEC LA MISE A JOUR QUASI-NEWTON. 147

7.5.3 lllustration : calibration d’'une loi de comportement élas-
toplastique.

Cette application est un test simple dans le domaine de lamigaee des so-
lides [51, 52]. Le but est de calibrer les deux paraméiresh de la loi de com-
portement d’un matériau élastoplastique

— Ee Sio < Og
0<£) _{ 00+h(€—00/E) sio > og (718)

ol o est la contraintk € le déplacement le module de Youndh le coefficient
d’écrouissage ety la limite élastique. La géométrie de ce cas-test est repiése
sur la figure 7.5. Il s’agit d’'un triangle en état plan de caintte. Sa partie in-
férieure est fixe et une force horizontale est appliquéeesgpin supérieur. Un
maillage sommaire est utilisé (onze nceuds et six éléemenis permettre d’effec-
tuer des simulations rapides. Toutes les simulations nigoes ont été effectuées
avecLagamine un code éléments finis pour grandes déformations dévelappé
I'Université de Liege (voir Charlest al.[15]).

321.

FiG. 7.5— Géomeétrie et maillage du cas-test. Le triangle est encastadase et une
force horizontale de 18N est appliquée au coin supériediglee donne une mesure
de I'état de contrainte aprés déformation dans le matéliaatpntrainte équivalente
de Von-Misesl, (en MPa).

Dans des applications réelles, le modéle doit étre calibrérgpport a des
données expérimentales. Dans cet exemple numérique ds teheexpérience

LAu sens de la mécanique du solide déformat#eyne mesure de I'état de tension interne d’un
solide (en anglaisstres$. A ne pas confondre avec les contraintes en optimisatioragglais :
constraint3.
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jumelleest utilisée : une solution de référence est générée aveodelemanumé-
rique lui-mémé. Une simulation numérique donne la courbe force-déplaneme
et des points pseudo-expérimentaux sont générés avec

Xref _ [ gref pref }T ) (7.19)

Ces parametres de références sont ensuite perturbés paunegan point de dé-
partx9). L'algorithme est utilisé pour tenter de recouvrer la ceude référence.
Les valeurs numeériques sont listées dans le tableau 7.arctidn objectif me-
sure I'écart entre les deux courbes au sens des moindrés carr

(7.20)

ww=§%m—WWUf

2

ou u est le vecteur déplacement des noeuds. La matrice Jacebeetengradient
sont calculés grace a une technique de différentiation-aealiytique spécifique
(voir Michaleriset al.[72]).

TaB. 7.7—Valeurs numériques (en MPa) pour le point de dégi8ret les paramétres

de référenced®', i.e. le minimum global. Les deux derniéres colonnes donnent les
valeurs et les variations caractéristiques utilisées faoomise a échelle (voir section
6.2.3). Noter querg = 700 MPa et n'est pas une variable a optimiser.

Paramétre  x(© xef X X
E 220000 200000 200000 60000
h 270 300 300 90

Notre objectif est d’identifier les deux parametieset h de ce matériau.
Puisque nous connaissons le minimum global du problémeidigation associé,
nous introduisons une mesure de I'erreur relative a I'itének

g = max{ } . (7.21)

Le tableau 7.8 donne le nombre d'itérations nécessairasgpuuocher les para-
metres de référence avec une erreur relative inférieure@nlgilisant 'approche
BFGS inconditionnelle. Nous pouvons constater que la miseiradu rayon de
confiance de typ&; ne parvient pas a approcher le minimum global a moins de
1% : I'algorithme converge en effet vers un minimum local diGerreur relative
résiduelle est de,Z%.

h(k) _ pref
href

EK _ ref
Eref

)

2Pour plus de précisons sur le principe de I'expérience jlapebnsulter la section 5.3.
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TAB. 7.8 — Tableau comparatif du nombre d'itérations nécessaires atteindre
1% d’erreur relative pour différentes mises a jour du rayerahfiance. Les valeurs
des parametres de l'algorithme sont celles du tableau Gd ratyon de confiance
initial est égal & I'unitéA(® = 1. La mise & échelle du probléme utilise les valeurs du
tableau 7.7 (voir section 6.2.3).

Mise a jour du Nombre
rayon de confiance d'itérations
Ry échec
Ry 16
N1 9
N2 11

La figure 7.6 montre I'évolution des itérés dans I'espace \degbles de
contr6le pour les mises a jour du rayon de confiance utiliEmnfonctionsR,
et/\,. Rappelons que celles-ci sont identiques lorsque le rapdrest inférieur
a l'unité. Cette figure peut étre utilisée pour illustrent&raction entre la mise
a jour du rayon de confiance et celle de I'approximation dusiées Les trois
premieres itérations sont identiques pour les deux algogs. La troisieme ité-
ration s'avére trés réussie avery = 1,6) et le rayon est donc augmenté d’un
facteur 292 lorsque la fonctiorR, est utilisée et seulement@l pourA,. En
conséquence, deux points de teét frés différents sont obtenus, tous deux sont
infructueux. Litération 5 ave®, est dans la bonne direction (comparer avec le
point 5 de la figure\,) mais le rayon de confiance est trop grand et I'itération
est, & nouveau, infructueuse. A cette étape-ci de 'alymét, le Hessien a été
pollué par deux points de tests plutdt lointains, menardi &mgorithme vers un
pointx(® qui n'est pas dans la direction du minimum global. Aveg le point
de testxt® est également infructueux mais n’est pas aussi éloigné i 3@,
la mise a jour du Hessien n’en est que meilleure. L'itéraBayui en résulte est
réussie ex® se rapproche du minimum global.

La régle empirique de Byrdt al. (7.17) a également été utilisée sur ce pro-
bleme illustratif. La figure 7.7 (& gauche) donne I'histoeqgles itérations en uti-
lisant Trust-BFGS-Ry avec la regle (7.17). Nous pouvons constater que les pre-
mieres itérations se contentent d’effectuer une recheinkaire dans la direc-
tion s’ qui estgrosso modda direction de plus grande pente. Ce comportement
s’explique facilement, la condition (7.17) est nécessadénet satisfaite lorsque
xK = x(O et que I'itération est infructueuse : la matrice hessierester donc
inchangée et égale a sa valeur initiale, généralemenntiige Il est donc inté-
ressant de désactiver eegardiens tant quex¥) = x(9, La figure 7.7 (a droite)
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320 T T T T T T 320 T T T T T T
h h
R 2 A
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FiG. 7.6—Historique des itérations pour le probleme d'identificatites paramétres

d’'une loi élastoplastique poUrust-BFGS avec mise a jour quasi-Newton incondi-
tionnelle. Les deux stratégies de mise a jour du rayon deatw#ipermettent a I'al-

gorithme de converger vers le minimum global représentéuparastérisque. Les
lignes pleines désignent les itérations réussies et lasdigointillées les itérations
infructueuses.
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320 T T T T T T 320 T T T T T T
h h
310} 1 310} -2 1
300} * . 300} .
98
7
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FiG. 7.7—Historigue des itérations pour le probleme d'identificatiies parameétres
d’'une loi élastoplastique podrust-BFGS-R, en utilisant la régle empirique de Byrd
et al. L'algorithme converge vers le minimum global représentéyree astérisque.
Les lignes pleines désignent les itérations réussies digless pointillées les itéra-
tions infructueuses. La figure de droite montre la trajeetobtenue en désactivant la
régle de Byrcet al. aussi longtemps quek) = x(9.

présente I'historique des itérations. En comparant avéiglae 7.6 (& gauche),
nous constatons que les cing premiéres itérations sontdesesqu’en utilisant
Trust-BFGS-R; avec mise a jour quasi-Newton inconditionnelle. Cependant
condition (7.17) n'est pas satisfaite au point de ¥3tet la mise & jour du Hes-
sien n’est dés lors pas effectdéBlous constatons que la trajectoire résultante est
finalement plus proche de celle obtenue afecjue de celle obtenue aves.

3C’est par ailleurs la seule itération ol cette conditiorsasisfaite.
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7.6 Conclusion.

Dans les algorithmes utilisant ce type de globalisatiomike a jour du rayon
de la région de confiance est susceptible d’avoir une fofteeince sur ses pro-
priétés de convergence. Ce chapitre fournit une nouvebéésfie de mise a jour
du rayon de confiance basée sur 'idée que certaines itdsatibapparence trés
réussies, sont en réalit®p réussies. C’est ce qui arrive lorsque la réduction de la
fonction objectif s’avére significativement plus grande gelle qui était espérée
apres I'analyse de I'approximation locale. Dans ce cadramament a I’lhabitude,
nous suggérons de maintenir le rayon de confiance quasicinst

Cette stratégie est trés intuitive et largement applicdldanise a jour auto-
adaptative proposée conserve les propriétés généraleamdergence de la glo-
balisation par régions de confiance. Lorsque l'algorithstgeoche de la conver-
gence, la plupart des itérations sont trés réeussies etilarélg confiance inopé-
rante dans la minimisation de I'approximation locale. Lextale convergence
n'est donc pas affecté par la nouvelle régle de mise a jouayorr.

Des expériences numérigues conjuguant des algorithnlisauntides approxi-
mations locales quadratiques de type quasi-Newton avigelites stratégies de
mise a jour du rayon de confiance montrent que la nouvelleogppraméliore la
vitesse de l'algorithme. En effet, cette régle permet d&\a pollution de I'ap-
proximation du Hessien avec des mises a jour de quasi-Nemijarécises. Mal-
gré une légére détérioration de la robustesse, il apparait'agorithme le plus
efficace combine cette nouvelle stratégie avec une mise énjocanditionnelle de
I'approximation de la matrice hessienne par une regle de quasi-Newton.
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Chapitre 8

Methode SQP avec régions de
confiance

Dans les chapitres précédents, nous avons décrit la form&raé des algo-
rithmes avec régions de confiance. Le chapitre 4 a permisgdepter les résultats
théoriques. En se basant sur ces derniers, le présentreheipliés suivants envi-
sagent la gestion dmntraintesd’égalité ou d’inégalité, pour étendre 'algorithme
de type quadratique séquentiel développé au chapitre Belaadre de I'optimi-
sation non contrainte ou ne comprenant que des contraiatesrdes.

L'objet de ce chapitre est d’introduire les principes stergdant les algo-
rithmes de programmation quadratique récursivesequential quadratic pro-
gramming(SQP). Comme son nom I'indique, cette méthode procededratiibns
sur des problemes quadratiques approchant le problemérdisation original.
Cette méthode est une des plus répandues et des plus effilzatete cadre de
I'optimisation avec contrainte®(g.[41, 46]). Nous nous attarderons en particu-
lier sur l'utilisation d’'une méthode SQP avec une méthodgldbalisation par
régions de confiance.

Notre but sera donc de traiter efficacement le probleme uifagation non-
linéaire
minimiser f(x),
s.c. ¢j(x)
¢j(x)

=0 pourje ez, (8.1)
<0 pourjer

ou £ et1 sont, respectivement, les ensembles disjoints des indesontraintes
d’égalité et d'inégalité. Les fonctionk et ¢; sont supposées continment déri-
vables. Nous supposerons également I'absence de dégearmesggéométrique
entre les différentes contraintes, ce qui signifie que ldtpse dequalification

des contraintegst satisfaite (voir section 1.2).

155
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8.1 Principe de base

Les méthodes SQP sont généralement introduites en coasidéans en pre-
mier temps, le probleme dépourvu de contrainte d’inégalité

minimiser f (X

s.c. ¢j(x)=0 pourjez (8.2)

dont le Lagrangien s’écrit

(xy)=f(x)— 3 yjej(x (8.3)

JEE

ouy est un ensemble daultiplicateurs de Lagrangd.a méthode la plus simple
pour résoudre ce probleme est certainement de résoudreridgions d’optima-
lité de Karush—Khun—Tucker (1.8).

Oz (X,y')=0 et ¢(X)=0 (8.4)

par la méthode itérative de Newton.
Si nous disposons d’estimatiox®) etyk) des valeurs critiques' ety*, I'ité-
ration de Newton s’écrit

x(k+1) ) < x(K) ) S(<k)
= + 8.5
< kD) YK o (8.5)
(o

et les incrémentsy etsf,k) s’obtiennent en inversant le systeme

D(XL (X(k) , y(k)) _G(k) S((k) D(L (X(k) , y(k))
< GIT 0 ) )= < o ) (8.6)
ouck =¢(x) et

9= [Gei®)] (8.7)

jEE
Il est aisé de vérifier que (8.6) peut également étre écri Boforme

k) vk —ck (k) (k)
D(XL (X Y ) G S — _ g . (88)
GHT 0 ylk+D) e
Il y a une autre facon d’obtenir le processus itératif (8EB)aminons le pro-
bleme quadratique suivant

minimiser 1sTH®s4gkTs

s.c. GKTsyck =0 (8.9)
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dont le Lagrangien s’écrit
LM(sy) = %ST HKWs4+gMTs—yT (GMTs4 ) (8.10)

ouy est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange relatif auntraintes d’éga-
lité. Les conditions de stationnarité du Lagrangien poteioio les points critiques

9 etyk+1) gécrivent

HOGW g _clyk+d) — g (8.11)
TN 1 e = o (8.12)

qui est parfaitement équivalent au systéme (8.8) i = Gz (x¥,y). Le pas
de progressions&m est donc aussi celui qui minimise le probléme (8.9)(kt?)
est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange correspin@éest a cette equi-
valence que la méthode doit son nom de programmation qugukagequentielle.

Notons que la littérature regorge de méthodes pour résdesiproblemes du
type (8.9) (voir par exemple [4, 11, 29, 31, 42, 56, 80]). Langte majorité des
méthodes SQP proposent de remplatet par une approximation du Hessien du
Lagrangien. Une des raisons principales du grand intéggitétpar ces méthodes
réside dans son potentiel de convergence rapide. Celst-établi par le théoréme
suivant [20].

Théoréme 8.1 Supposons que les dérivées secondes(geet G(x) existent et
soient continues au sens de Lipschitz dans un voisiG@age point critique du
premier ordre(x*,y*) et que la matrice apparaissant dans le membre de gauche
de (8.6) soit non singuliére. Soit la suitex®)} générée par l'itératior(8.5) avec
s(<k) solution de(8.9).

— Soit une suite quelconqug®} convergeant vers*y Alors, il existe un
voisinagex C Q de X tel que la suite{x¥'} converge de maniére Q-
superlinéaire versa partir de n'importe quel point de départ% de x .
Si||ly® —y*|| = o (|x®) — x*|)), la convergence est quadratique.

— Soit la suite{y(k)} des multiplicateurs de Lagrange du probler&9).
Alors, il existe un voisinage C Q et un voisinagey de y tels que la
suite{(x¥,y )} converge de maniére Q-quadratique véxs y*) a partir
de n'importe quel point de dépafx(©,y() dex x o .

Notons gu'au vu de ce théoréme, il n’est pas nécessaire ddnengktl) comme
le vecteur des multiplicateurs de Lagrange du problemeé (@9r obtenir un taux

de convergenc®-superlinéaire. En pratique, un estimateur au sens desinesin
carrés est souvent utilisé

y® = arg rr;in||g<k) —GWy]2. (8.13)
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Si G(x*) est non-singuliére, on peut montrer que (voir [20])
Iy® =y = o(IIx* —x)) (8.14)

et, de ce fait, que la suitex¥)} converge de manié@-quadratique.

La prise en compte de contraintes d’'inégalité se fait géex@ent par I'uti-
lisation d’'une stratégie de contraintes actives qui teete@erminer par avance
guelles seront les contraintes actives a I'optimum. Logsges contraintes sont
connues, le probleme peut étre résolu comme s’il ne faistvenir que des
contraintes d’égalité. De plus amples détails sur ceségfied de contraintes ac-
tives peuvent étre trouvées dans [20, 31, 80].

8.2 Fonction de mérite et globalisation

Tout comme les méthodes développées dans le cadre de lisatiom non-
contrainte, les méthodes SQP constituent des approxinsdticales qui doivent
étre utilisées en conjonction avec une technique de gkdtadn pour en assurer la
convergence. Pour guider le processus conduisant a dimatenction objectif
et la violation éventuelle des contraintes, on introdu# fonction de méritejui
joue le réle de la fonction objectif en optimisation non-tamte. Notons que,
récemment, certains auteurs ont développé des méthodetes-astec filtres —
n'utilisant pas de fonction de mérite. Le détail de ces mediscsort du cadre de
ce travail mais le lecteur intéressé pourra consultergemtires, les travaux de
Fletcher et Leyffer [33] et de Fletchet al.[32].

Bon nombre de fonctions de mérite ont été utilisées dansdesades mé-
thodes de type SQP. Nous nous focaliserons ici sur la famact@ mérite non-
différentiable/,1. Pour le probléme (8.1), celle-ci est définie par

Y(x,0)=f(x)+o0 z cj(X)| -i-GZ max0, ¢j(X)] (8.15)

j€E j€1

ol o > 0 est un parametre de pénalité. Cette fonction n’est pasrdiftiable par-
tout; en particulier, aux points d’annulation d’une ou j@uss composantes(X),
le gradient n’est pas défini. Elle possede cependant unei@i@pemarquable
énoncée par le théoreme suivant [20].

Théoreme 8.2 Soient {x) et ¢j(x) des fonctions deux fois continiment déri-
vables. Supposons qué &t y* sont telles que *xest admissible pour le pro-
bleme(8.1) et que
0> ||yl = max |y;]. (8.16)
JEEUI
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Dans ce cas, sixet y* satisfont aux conditions suffisantes d’optimalité du pegmi
ordre pour(8.1), X* satisfait aussi aux conditions suffisantes du premier autira
minimum local dé¥(x, o).

Ce théoreme implique que si nous pouvons trouver un poinissiloie qui sa-
tisfait les conditions suffisantes du second ordre pourratfon de mérite, il sera
solution du probléme non-linéaire associé (8.1). Cettpnite fait de la fonction
de méritel1 une fonction de méritexacte par opposition avec d’autres fonctions
de mérite qui ne permettent d’obtenir qu'une solution agpipnative (voir [80,
20]). Sous certaines conditions, le probleme non-linéairgraint (8.1) peut donc
étre transformé en un probléme non-contraint, bien quediitérentiable. Le
théoréme suivant nous permet de mesurer I'importance danlditoon (8.16).

Théoreme 8.3 Soient {x) et ¢j(x) des fonctions deux fois continGment déri-
vables. Supposons queest un point critique du premier ordre du probleiigel)
et que y sont les multiplicateurs de Lagrange correspondants. Si

0 < [|Y*|oo, (8.17)

alors X n’est pas un minimum local dé(x,0).

Nous constatons donc que pour des valeurs @éus grande qudy*||., la mi-
nimimisation de la fonction de mérite nous amene tres stmegeninimiser le
probleme non-linéaire (8.1) qui peut donc étre remplacé par

minimiser¥(x, o). (8.18)

Toutefois, le probléme de minimisation non-contrainte adonction de péna-
lité (8.15) est plus difficile a résoudre numériguementdaeso croit. En effet,
celui-ci devient mal conditionné pour de grandes valeurs @eoir figure 8.1).
L'idéal est donc d’adopter une valeur déégerement supérieure a la botfé||«
dont la valeur est malheureusement inconnue. Certainsthlig@s prévoient une
adaptation du parametoeen cours de calcul afin de coller au mieux a cette condi-
tion.

Exemple 8.1 Considérons le probleme proposé par Powell [84]

minimiser f(x) =20 +x3 — 1) —x

s.c. ¢Xx) :x%_|_x§_1zo (8.19)

dont la solution esf1,0) avec y = 3/2 comme multiplicateur de Lagrange. La
fonction de mérité; pour ce probleme s’écrit

W(X,0) =204 +X5 — 1) — X1 + G X6 + x5 — 1| (8.20)
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et est représentée sur la figure 8.1 pour différentes valdars. Nous pouvons
constater que, pour une valewr < y*, la minimisation de la fonction de mé-
rite (8.20)ne conduit pas au minimum du probleme contr§&19) En revanche,
lorsqueo > y*, les deux minima sont identiques. Remarquons égalemedaque
croissance du parameétea tendance a rendre de plus en plus escarpéeval-
lée » autour de la contrainte, ce qui détériore le conditionnebdmla minimisa-
tion de la fonction de mérite.

L'utilisation d’'une fonction de mérite permet d’introdailes deux techniques
de globalisation utilisées dans ce travail régherche linéaireet lesrégions de
confiance

Les méthode SQP aveecherche linéaireeherchent a améliorer une estima-
tion (x¥,y¥) de la solution de (8.2) en calculant des correctitsi¥, s\') par
résolution du probléme quadratique (8.9). L'itéré suivsara

x(k+1) x(K) © S(<k)
( y(ktD) ) = ( y(K ) +¢ sg,k) (8.21)
ou &K est un pas de progression calculé de facon & assurer, derenanaogue
a ce qui est fait pour la fonction objectif dans un probléme-oontraint, une cer-

taine décroissance de la fonction de mérite dans la diresﬂﬂ) Il convient donc
de résoudre, éventuellement de facon approchée, le prehlaidimensionnel

£ carg rrginLIJ(x(") +849. 0) (8.22)

qui permet de guider le processus itératif vers une amélorae la solution &
chaque étape.

Exemple 8.2 A titre d’exemple, construisons, pour le problé(8el9) le sous-
probléme quadratiqués.9) correspondant au point’ = (1/4,1/4) et utilisant

la valeur optimale pour le multiplicateur de Lagrang&y= 3/2. La matrice
hessienne du Lagrangien s’écrit

HY = G (x) —y ¥ () = 1 — 21 =1, (8.23)

tandis que le gradient de la fonction objectif et la matricesdyradients des
contraintes sont données par

g(x) = ( 4)2);1 ) et G = ( j’;; ) : (8.24)
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-1.2
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Y(x,3/2)
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FiG. 8.1 — Le probleme (8.19) est représenté sur la figure supériewrehga: les
iso-valeurs de la fonction objectif, la contrainte d'égal{trait épais discontinu),

le minimum global (carré) et le minimum global non-conttafoercle). Les trois
autres figures représentent la fonction de méttpour différentes valeurs de :

le cercle indique la position du minimum & Nous constatons que le minimum
non-contraint dé! ne coincide pas avec le minimum contraint du probléme (&il9)
0 <y*=3/2, contrairement aux cas o> 3/2. Nous pouvons également remarquer
que I'escarpement de lavallée» autour de la contrainte s’accroit avec le parameétre
O : ceci peut causer des problémes de conditionnement loes méimisation de la
fonction de mérite.
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1/2 s"HWs + g(k)Ts
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FiG. 8.2—Mécanisme de base d’'une itération SQP. Le probléme (8.18@mesenté
sur la figure de gauche : les iso-valeurs de la fonction dbjéecicontrainte d’'égalité
(trait épais discontinu), le minimum global, le point caurat le pas de progression.
Le probleme (8.25) est représenté sur la figure de droitesdegaleurs de la fonction
guadratique, la contrainte non-linéaire (trait épaisahigiou), la contrainte linéarisée
(trait épais continu) et le pas de progression obtenu. Leeen trait fin discontinu
est une région de confiance de raydh = 1/2 : nous constatons qu'il est impossible
dans ce cas d’étre a la fois a I'intérieur de la région de coofit de satisfaire a la
contrainte d’égalité linéarisée.

Le sous-probleme quadratiq®.9) correspondant s’écrit

minimiser 1/2($2+3) + 251+ (8.25)
S.c. §+5—-7/8=0 '

dont la solution est§ = (—1/16,15/16). Le problém€8.19)et le sous-probléme
guadratique correspondar(8.25) sont représentés a la figure 8.2. Nous consta-
tons que la courbure de la fonction utilisée comme nouvetietfon objectif a été
modifiée en fonction de la courbure de la contrainte et queeadtrniére a été
remplacée par une contrainte linéaire.

L'approche pamégions de confiancetilise le sous-probleme (8.9) tout en
introduisant une contrainte de confinement supplémentaire

minimiser 2s"H®s4g®Ts
s.c. GMWTs+c®W =0 (8.26)
et |sfk<a®
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avec une normd - ||x et un rayon de confiana&® donnés. Avec une solution

s(<k) (éventuellement approchée) au probleme (8.26)paint de testpeut étre
construit
50 = x0 1 g9, (8.27)

La valeur de ldonction de mérité ce point de test est alors calcu&*+1 o)
et comparée a celle escomptée a partir d'apgroximation locale

W (xk+Y 45 0). (8.28)

Si 'adéquation entre I'approximation locale et la fonatioriginale est satisfai-
sante, le rayon de confiance est accru. Dans le cas contelmeci est réduit. Le
schéma de I'algorithme est tout a fait analogue a celui d@pd a la section 2.2
pour les problemes non-contraints mais c’est la fonctioméete qui tient lieu
de fonction objectif. Mais c’est sans compter sur une dffi€e majeure avec
la globalisation par recherche linéaire : il n’yagriori aucune raison que le pro-
bléme (8.26) posséde une solution. La figure 8.2 présenteaimpe de probléeme
sans solution a deux dimensions. Une autre question pralildgme est celle de
I'approximation localeWn(x**Y + s o) : comment doit elle-étre choisie ? Les
algorithmes SQP utilisant une globalisation par régionsatgiance doivent tenir
compte de ces questions. Plusieurs mécanismes ont étéspsopour pallier ce
probleme : le lecteur intéressé est invité a consulter fage de Conet al.[20].

Exemple 8.3 La figure 8.2 illustre une de ces situations sur le problg&9)
Adoptons une norme euclidienne pour la région de confiancermrgtruisons le
sous-probléme quadratiqu®.26) correspondant au point® = (1/4,1/4) tout
en utilisant la valeur optimale pour le multiplicateur dedrange y¥ = 3/2

minimiser 1/2(+s3)+2s1+
SC. §+9-7/8=0 (8.29)

et \/2+2<Ak.

Le probléme(8.19) et le sous-probleme quadratique correspond@hf9) sont
représentés sur la figure 8.2. Nous pouvons constater que, yte valeur du
rayon de confiance d’une demi-unité, le sous-probleme @iagre ne possede
pas de solution et que la stratégie habituelle de diminutiomayon de la région
de confiance ne fait qu’exacerber le probleme.

Pour éviter ce genre de configuration, le problé(Be29) peut étre remplacé
par la minimisation d’'une approximation locale de la forctide méritg8.20)

1
Wﬁswzwu®pyﬁﬂ§+§ﬂia+%+o

a+%—§' (8.30)
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f(x) Y (s4)

0.75p

0.351

-0.05}

—-0.45 : .
1 1.2 -0.25 0.15 0.55 Sl 0.95

Fic. 8.3 — Exemple d'une itération SQP avec région de confiance. Le pro-
bleme (8.19) est représenté sur la figure de gauche : lesaisars de la fonction
objectif, la contrainte d'égalité (trait épais disconjinie minimum global, le point
courant et le pas de progression. L'approximation localgd)8de la fonction de mé-

rite est représentée sur la figure de droite ainsi que le pasogdgession obtenu. Le
cercle en trait fin discontinu est la région de confiance derr@y¥ = 1/2 : nous
constatons qu3(<k) est le pas qui, au sein de la région de confiance, mene a un point
qui établit un compromis entre les minimisations de la flmmcbbjectif et de I'éloi-
gnement vis-a-vis de la ligne de discontinuité du gradi€etle-ci correspond a la
contrainte d’égalité linéaire du probléme (8.29).

soumise a la seule contrainte de confinement

VS +s <Al (8.31)

La solution §k) de ce probléeme local n'est évidemment pas identique a celle
du probleme(8.25) mais elle constitue un compromis, au sein de la région de
confiance, entre la minimisation de la fonction objectifaetiminution de I'am-
plitude de la violation de la contrainte d’égalité. Ce prebie est illustré sur la
figure 8.3 pours = 4 et A = 1/2,



8.3. EFFET MARATOS ET CORRECTION DU SECOND ORDRE 165

8.3 Effet Maratos et correction du second ordre

Bien qu'utile pour assurer la convergence globale, I'sdition d’'une fonction
de mérite a des effets non-négligeables sur la vitesse demnce. Il peut arri-

ver que le pas de progressism se voit rejeté ou considérablement diminué par le
processus de globalisation. Or, un pas de progressiorbéemsint plus petit que

s(<k) freine I'algorithme : la vitesse de convergence auguréde#néoreme 8.1

n’'est en effet atteinte que pour le psfg solution de (8.9). Ce ralentissement
est appelé effet Maratog69]. L'effet Maratos apparait lorsque la courbure des
contraintes n’est pas bien appréhendée par le sous-prelgaadratique (8.9) et
qu’'un pas unitaire est trop grand pour que la contrainteatiséec®) + G®Ts
soit une approximation acceptable de la contrainte na#aliec(x¥) +s).

Exemple 8.4 Nous allons illustrer I'effet Maratos a partir de I'exemp(8.19)
Effectuons une itération de type SQP partant du point adbiéss

X = (cosB, sin) (8.32)

avecB > 0 et utilisant la valeur optimale pour le multiplicateur de grange
yK = 3/2. Tenant compte de I'expression de la matrice hessienne draha
gien (8.23) et des gradients de la fonction objectif et de la contraif@e4) le
sous-probléme quadratiqy8.9) correspondant est

minimiser 3(s3+s3) + (4co — 1) s, +4sinds,

s.c. 2cods; +2sinfs; = 0. (8.33)

Sa solution est%> = (sir? 0, — cosBsinB). Cependant, on peut constater sur I'ex-
pression de la fonction de mérite (en utilisant la contrainbn-linéaire réelle) le

long de la direction g()
Wix® + 2% 0) = (2+0)sir0E2 — sifBE — cosd (8.34)
que
WM + 89, 0) -~ w(xM, 0) = (1+0)sirf8 > 0. (8.35)

Le pas ék) susceptible de fournir une convergence rapide sera dorriédia-
blement rejeté aussi bien par une recherche linéaire queupar approche par

, . . .. .. . - Kk
régions de confiance. Le minimum unidimensionnel dans &ctilim §( ) est ob-
tenu pour la valeur

__ 1
g ~2(2+0) (8.36)

dont nous pouvons constater qu’elle décroit avec la croissalu paramétre de
pénalitéc et que sa valeur est largement inférieure a l'unité. La figdikeprésente
la fonction objectif et la fonction de mérite & 4).
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WY(x,4
1 1 (x,4)
X2 x2
0.8 0.8F
0.6 0.6f
0.4¢ 0.4t
0.2¢ 0.2t
of of
-0.2 -0.2 : ‘
0.6 0.6 0.8 1 1.2 X1 1.4

FiG. 8.4—lllustration de I'effet Maratos pour le probléme (8.19).figure de gauche
représente la fonction objectif(x) et la ligne discontinue représente la contrainte
d'égalitéc(x) = 0. La figure de droite représente la fonction de mérite e 4.
Nous pouvons constater qiig(x®¥) + s 4) > w(x), 4) et que le minimum dey
selon la directiors( (c’est-a-direx) + £0<¥) conduit a restreindre fortement la
progression verg®.
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Pour contrecarrer I'effet Maratos, une des techniqueségs est celle de la
correction du second ordrdl s’agit d’'un pas de correctios&k) qui est appliqué au

pointx®) + s(<k) de fagon a ramener la valeur des contraintes (actives) aaleerv
négligeable. En d’autre mots, puisque I'ordre de grandesrcdntraintes au point

x40 4 ¥ est
o +5%) = o (lIs]1?), (8.37)
la correctiorsék) doit étre telle que la valeur de la contrainte devienne géghle

devant cet ordre de grandeur antérieur

o(x +5¢ + ) = o(||s]1?). (8.38)

Cependant, il est important qu’une telle correction ni@tpas exagérément le
pas original dont on cherche a préserver les propriétés meogence rapide. |l

convient donc également que la correction soit négligeadn@apport é5(<k)
k k
s = o(]|s). (8.39)

Tout vecteurs((;k) satisfaisant aux relations (8.38) et (8.39) est une coorciu
second ordre.

Commentdes lors choisﬂgk) ? Il existe plusieurs variantes mais la plus simple
est certainement d’utiliser I'approximation de Taylor

(¥ 5 + s = ¢(x® +59) + BT (X + 6 sF +-o(|sM]2)  (8.40)
qui peut étre légerement modifiée comme suit

(k)

C(X(k) +S(k ( (

+89) = o(x®+ ) +6MTLY
K K K
+0 |||l max( [/, 1) 8.41)

en utilisant
GT(xM +5¢) = cMT +-O(|s). (8.42)

Sinous choisissorfék) tel que
G +e(xW +8) =0, (8.43)

nous obtenons de (8.41) que

e +5 ) =0 | max( s, 1€90) . @44
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Bien entendu, le systeme (8.43) mkeequations a inconnues peut étre incompa-
tible ou posséder une infinité de solutions. C’est pourgagrbléme est géné-

ralement résolu au sens d’une certaine norme, le plus sbe&%ast la solution
de norme&’/s minimum

¥ — arg rr;inHG(k)Ter c(x¥ + ) Hz (8.45)
qui peut étre calculée au moyen d’'une décomposition QR deteca

Gl = Qi ( R(()k) ) ~ (ol o) ( R(()k) ) (8.46)

ol QK est une matrice orthogonale carrée d’ordret R une matrice carrée
triangulaire supérieure d’ordrae. Les matriceﬁggk) et ng) sont, respectivement,

constituées dem premiéres colonnes d@¥) et desn— m colonnes restantes. Le
probléme (8.45) peut donc s’écrire

¥ —arg nginH ROTQM s+ ¢(x¥ +S(<k))H2 (8.47)
dont la solution est donnée par
_(RK)~Lg(x® 1 gk
Q :Q(k)< (RY) %(X +5¢7) ) (8.48)

En utilisant (8.37), nous pouvons déduire facilement Ferde grandeur de la
correction 0 “
s = O(/|c¥]l) = O(|s:” 1), (8.49)

ce qui satisfait & la condition (8.39) et, en remplacant ¢&rmg}), nous obtenons
c(x® +s® 1+ M) = o(||s|13). (8.50)

et la condition (8.38) est également satisfaite. La cdna(sék) obtenue en résol-
vant le systéme (8.43) est donc bien une correction du semaind parfaitement
valide. Notons que le calcul de cette correction du secodcartilise les valeurs
c(x® +s§<k)) gu’il est donc nécessaire d’évaluer.

Certaines méthodes SQP avec recherche linéaire utilidetdt pa correc-

tion sék) pour effectuer une recherche unidimensionnelle sur latfomcle mérite
W(xk +Es(<k) + Ezs((;k)). Le terme« recherche linéaire est cependant impropre,
puisque la trajectoire décrite dans I'espace de conceptiest plus une droite
mais une parabole. L'utilisation de cette trajectoire paligue en lieu et place de

la trajectoire rectiligne(¥) + Es@ autorise de plus grands pas de progression que
la recherche linéaire classique> pour une valeur de inchangée.
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FiGc. 8.5— lllustration de la correction du second ordre pour le protdg8.19). La
figure de gauche présente les contours de la fonction desHéij et la ligne discon-

tinue en trait épais est la trajectoire paraboliqﬂ%JrEs((k) + Ezs((;k) avec la variable
& € [0,1]. La figure de droite représente la valeur de la fonction detenér long

de la trajectoire rectiligne® +Es(<k) (trait continu), la valeur de la méme fonction
de mérite le long de la trajectoire paraboligd® + st + £28¥ (trait discontinu)
et leur minimum respectﬁ(lk> etE(2k>. Nous pouvons constater que l'utilisation de la

trajectoire parabolique autorise un pas de progreﬁ%rplus grand méme pour des

valeurs deo plus importantes.

Exemple 8.5 La figure 8.5 présente la correction du second ordre et laeira;
toire parabolique correspondante pour le problé(Bel9)autour du point ¥ =
(cosh, sinB) pour lequel nous avions constaté un effet Maratos avec Iesfléés
solution du problemé€8.33) Sur cet exemple, la décomposition QR de la matrice

Gk est
2coP cosB —sinb 2
( 2sind ) - ( sin@  cosd ) ( 0 )’ (8.51)

la correction du second ordre

k [ cosB —sind ~isiPe\ 1 _ cosd
o ( sin@  cosd )( 0 N 25|n29 sin® (8.52)
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et I'expression de la fonction unidimensionnelle le londad&rajectoire parabo-
lique correspondante

0E0) = Wikt el )

& &2
+sinzecoszeE —sifB& —cosh. (8.53)

_ A0S
= (2+40)sin 64

8.4 Conclusion

Nous avons pu voir, dans ce chapitre, que les méthodes deSRpe outre
leur simplicité, présentent des propriétés de convergesmarquables malgreé le
fait gu’il faut habituellemenk mélangers le Hessien de la fonction objectif et
la courbure des contraintes dans la formulation du souskgme quadratique.
Nous avons également développé et analysé les propriétés finction de mé-
rite de typel; dans ce type d’algorithmes et son articulation avec desmnégie
confiance. Enfin, nous avons expose les inconvénients diet IM&ratos ainsi que
la correction du second ordre traditionnellement mise ewi@epour I'éviter.

Nous nous sommes donc concentrés dans ce chapitre susdtitih réepandue
d’approximations locales du second ordre pour la fonctigjedif et du premier
ordre pour les contraintes. Pour quelle raison le degrépdéegmation est-il dif-
férent? Pourquoi ne pas utiliser des approximations durstoadre également
pour les contraintes ? La suite de notre travail porte pééoent sur cette question
tout en s’inspirant des techniques utilisée dans les casbendthodes SQP pour
s’approcher, autant que faire se peut, des remarquableséiés de convergence
de ces algorithmes.



Chapitre 9

Description de I'algorithme
UVQCQP

Nous avons envisagé, dans le chapitre précédent, I'utdisal’approxima-
tions quadratiques pour la fonction objectif et pour lesti@ntes. Cette perspec-
tive prometteuse se heurte aux problémes liés a la résoldticsous-probléme
local qui est un probléme d@CQP (quadratically constrained quadratic pro-
gramming. Le chapitre qui suit a pour objet d’établir un algorithneerdsolution
de ce type de problemes, permettant ainsi I'élaborationaliméthode de type
QCQP récursif ousequentiaQCQP.

La technique de globalisation choisie est celle des régleronfiance. Vu la
complexité potentielle du probléeme, nous avons choisi dactériser la région de
confiance par la norme dont la forme est la plus simple a pesgidlicompte, soit
la normefe,

Islhe = s = max] (s (9.2)

qui donne a la région de confiance une forme d’hyper-boité dsnfaces sont
paralleles aux axésLa contrainte de confinemefis|x < A se transforme en
contraintes de bornes dans le probléme local, ce qui luecerfindéniable avan-
tage d’étre aisément combinée avec de véritables cordsailet bornes.

Afin d’éviter les problemes d’'incompatibilité entre les t@mntes de confine-
ment et les contraintes réelles du probléeme, nous appredb@nobleme contraint
par le biais de la fonction de pénalit¢ Celle-ci présente I'avantage d’étre une
fonction de pénalité exacte mais le désavantage de ne gasréttiout point diffé-
rentiable. Afin de simplifier le probleme, nous ne considémure des contraintes

Tout au long de ce chapitre les composantes d’un veeteurd’une matriceA seront dési-
gnées pafa)i et[A]; j.

171
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d’inégalité convexeécrites sous la forme générique
@(x) <0, i=212,...,m (9.2)

Cette hypothése est bien entendu tres restrictive maisatmursierons le cas geé-
néral dans le chapitre suivant.

L’'algorithme développé dans ce chapitre pour résoudre dblemeQCQP
s’inspire des développements théoriques de Lemarétial [65] qui ont intro-
duit une décomposition d&" en deux sous-espacesi:dans lequel la fonction
objectif est différentiable et’ dans lequel elle ne I'est pas. C’est pour cette raison
gue l'algorithme porte le nom UVQCQP ».

9.1 Trois sous-espaces orthogonaux.

La construction d’une fonction de mérite avec une pénaktéygpe/; nous
améne a considérer un probléme d’optimisation de la férme

minimiser  @(X) = @(X) +_imax[0,cg(x)] (9.3)
sc. M<X<w. (9.4)

Les vecteurs etxy € R" sont des contraintes de bornes. Les fonctig(rg sont
guadratiques et convexes.

@(x) :% TAX+X g+ 0 (9.5)

avecai € R, € R" et Ay € R} pouri =0,...,m; les matrices”; sont semi-
définies positives.

Dans ce chapitre, drréte i désigne 'ensemble des pointsel que (x) = 0.
La fonction@(x) est différentiable en dehors de ses arrétes ; elle est centiais
non-différentiable sur ses arrétes.

9.1.1 Le sous-espace’ K,

La méthode développée est itérative. La présence de auteisaille bornes
suggere l'utilisation d’'une stratégie de contraintesvastiou de projection. Si,
pour uni donné,[x_]i = [xu]i, la variable[x]; est fixée a cette valeur déterminée.
Dans la suite du chapitre nous considérerons[gye< [xyli pouri =1,...,n.

2Dans un souci de simplicité, le paramétre de pénalité ajgsarst dans I'expression géné-
rale (8.15) est posé égal a l'unité.
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La stratégie exacte d’activation et de désactivation desramtes de bornes
sera évoquée en détail ultérieurement. A ce stade, nousisisaulement tenir
compte du fait qu’a une itération donnkecertaines variableg]; sont fixées a
leur valeur minimunix_J;, d’autres a leur valeur maximufry];i et les derniéeres
sont libres.

Nous définirons I'ensemble’ ¥ comme le sous-espace B8 généré par les
vecteurs canoniques correspondant aux variables fixéesmatrice comprenant
une base orthonorm&¥ ¥ de ce sous-espace peut aisément étre construite en
utilisant les vecteurs canoniques

e=(00 .. 1 ..0) (9.6)

pour chaque variablg; fixée a une de ses bornes. La dimension du complément
orthogonakw (V- est ladimension de travail

Atk = n—dimw . (9.7)

Un élément donn& de R" est aisément décomposéser: X+ x ou X e w & et
xe w WL,

Dans un souci de clarté de I'exposé et sans perte de géaéraliis suppose-
rons que les variables fixées sont les premiéres et que ek libres sont les
suivantes. En conséquence, tout vectearR" est séparable par bloc

X=K+X= ( X_). (9.8)

X

et toute matrice da lignes peut étre partitionnée de fagcon semblable

G
G:(a). (9.9)

La matricew® de dimensiom x dimw ¥ constituée d’'une base orthonormée
de w (K s'écrit, quant a elle,

wk — ( i 9 ) (9.10)

9.1.2 Les sous-espaceas® et v (K.

Introduisons tout d’abord le concept développé par Lentaiéet al. [65],
également utilisé par Mifflin and Sagastizabal [73]. A urmpaic R" donné et une
fonction non-différentiabley(x), on peut associer deux sous-espaces orthogonaux
U (X) etV (X). Le sous-espace (x) est défini comme I'enveloppe linéaire

v (X) = lin {0@(x) — 9} (9.11)
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ou g € d@(x) est un sous-gradient arbitraire. Le sous-espacg) est le com-
plément orthogonal de’ (x). Ces deux sous-ensembles sont définis de sorte que
le sous-espace (x) soit I'espace affin de la plus grande dimension dans lequel
la fonction devient différentiable en Les nomsu et ¢ des deux ensembles
résultent de cette propriété : le graphisme de la lattr@oque une vallée diffé-
rentiable tandis que celui de la lettreprésente un angle.

Si la décompositiorz vV est appliquée pour I'analyse de la fonctipfx) ré-
duite au sous-espace des variables libred¥-L, nous obtenons deux sous-espaces
orthogonaux: ) et %) qui sont eux-mémes orthogonaux au sous-espace.

Le sous-espace (K est donc défini comme

v = lin {ag(x) — g } o 0+ (9.12)

oug® e ag(x¥) est un sous-gradient arbitraire. Le sous-espae est simple-
ment le complément orthogonal de® dansw ¥+ j.e.tel queu® @ v ® =
a (WL

En tenant compte de la forme particuliere (9.3) et (9.5)pte, un sous-
différentiel peut étre facilement caractérisé. Le sotidintieldg(x) est I'en-
semble de tous les sous-gradients en un point dofihéLe sous-différentiel
d’'une somme de fonctions convexes est la somme cartésiensesdsous-diffé-
rentiels. Le sous-gradient des fonctions quadratiquespaceaux mago, @ (X))
au pointx®) s'écrit

{0} si p(x¥)) < 0,
9 max(0, @ (x)] = { AD@(xM):xe 0,1} sigx®¥)=0,  (9.13)
(G (x9)} si p(x¥) > 0.

Si nous définissons les trois ensembles d’indices

AW o= {jrg®) <0 j=1,....m}, (9.14)
AL - {j;(pj(x(k))zo,jzl,...,m}, (9.15)
2N = {jig(x¥)>0j=1...m}, (9.16)

le sous-différentiel dgy(x) au pointx®) peut s’écrire

acp(x(")>={&<po(x(k)>+ > GacM)+ 3 Abax®):ne(o, .
icp® icez®

(9.17)
Le vecteur

g = Gaox¥) + 5 Bax®) (9.18)

icp(K)
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est un sous-gradient particulier dg(x¥)). Conformément & sa définition (9.12),
le sous-espace (K s’écrit donc

q/<k>:|in{ )3 Ai@m(xW)):Aie[o,l]}mrw(“”. (9.19)
=l

L'enveloppe linéaire d’'un espace formulé de la sorte est $inple a obtenir :
il suffit d’autoriser toutes les valeurs réelles pour lesffotients A;. En tenant
compte de (9.5), nous obtenons

y® = { > A g“ e R} nay KWL, (9.20)
iezk

avec K
g = Ax® +a. (9.21)

Dans les sous-espaces ¥, v K et & trois matricesav®, v& etu®
constituées de vecteurs de base orthonormés peuvent asgutes. Ces ma-
trices, respectivement de dimensiox dim# K, nx dimv ® etnx dimu®,
sont obtenues grace & un algorithme d’orthonormation égarit la matriceG(¥

de dimensiom x | 2| formée par les vecteugs pour lesquels € X, i.e.

W (q®
G()_(gi )iezw (9.22)

Pour ce faire, il convient d’opérer une factorisation QR laumatrice composée
par blocsW® GK) de sorte que

(W(k) G(k)) — QWRMPK (9.23)

ot Q¥ est une matrice carrée orthogonale de dimensiam, R) une matrice
triangulaire supérieure de dimensiox (dimaw & +|z®)|) et PY une matrice
de permutation carrée de dimension dimi®) + | z(|. Cette expression peut étre
décomposée par blocs

| GK
<W(k) G(k)) _ < d.mgu<k> =0 ) (9.24)

ot G® etGX sont des matrices de | colonnes. Les éléments de la décompo-
sition QR s’écrivent, quant a eux,

lyi 0

Q(k) = < dlm(’)W<k) (5(k) ), (9.25)
| OIS0

RK (Idlm(’)W“() GF;(E; ) (9.26)

Pk — ('d‘mg”k) 5?;() ) (9.27)



176 CHAPITRE 9. DESCRIPTION DE LALGORITHMBIVQCQP

La décomposition QR complete peut donc étre exprlmee aweél@ments de
décomposition QR d&® puisqueG® = QWRKPK  Notons queP¥ est une

matrice de permutation carrée de dimensioft| teIIe que la condition de dé-
croissance diagonale

‘ [RW J1, 1) ‘ R )] ‘ ez ‘[ﬁ(k)]f(k)ﬂk)) (9.28)

soit satisfaite. L'entier positif®) est défini comme le plus petit des deux entiers
positifs |z | et i, Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons qu’aucune
permutation n’est nécessaire. Ceci peut se faire sans geigénéralité puisque
I'ordre des colonnes constituant la matrice (9.22) n’a gasmposé. La matrice

de permutation est donc égale a la matrice ideRfité= I‘Z et ladécomposition

QR s’écrit

QW = ( Idimg'/(k) _C()k) ) (9.29)
| 5k
RK (Idlmgl/(k> %k)) (9.30)

La dimension du sous-espageX correspond au rang de la matrie&, i.e
le plus grand entigirtel qué®

‘[ﬁ”]i,i‘ ) (9.31)

La matriceQ) peut dés lors étre découpée en trois mattwés, VK etu k),

[ 4 0 0
Q(k) — (W(k) V(k) U(k)) — < dlmgV(k) \7(1() U_(k) ) (932)
avec B o
Q) = (V(k) U(k)> _ (9.33)

La propriété d’orthogonalité d®*) méne aisément & I'expression suivante

WRTWE  WRTy K WRTy®
vRTWE  yRTyE  yRTyk | =), (9.34)
URTWE yg®TyK& gRTyK
ou — — — —
VTV vETYl N Mg 0 9.35
TICAVICERRVICAIVILA 0 ldimat /- :3)

SNaturellement, les implémentations pratiques utilisentéalité un petit seuil positif en lieu
et place de zéro.
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L'orthogonalité dewu (¥ par rapport & ¥ conjuguée a sa définition (9.20) nous
donne, quant a elle, I'expression

KT (k)

sl =0 pourie z® (9.36)

ou
gvTu® =0 pouri e z®, (9.37)

Pour rappel, les vecteugfsk)_sont le résultat de la décomposition par blocs (9.8)
deg(k).

Exemple 9.1 Afin d'illustrer les espacea ¥, v (K etgy (K| envisageons la fonc-
tion @(x) de trois variables

X
Q(X) = _51 — X2 — X3+ max0,%5+ x5 — 1] + max0,x5 + x5 +2x3 — 3] (9.38)
w9 ) o9

au point ¢ = (0,0,1). Supposons que seule la contrainte de borne inférieure
pour la troisieme variable xsoit active, i.e[x |1 = 0.

Une seule contrainte de borne étant active, la dimensiorespacen ) est
égale & I'unité et la dimension de travdf.7) est égale a deux. La matrice ¥V
est donc le vecteur colonri@ 0 0)".

Vérifiant quegy (X)) = 0 et gz (x¥)) = 0, nous obtenons

zM = (1,2} (9.39)

tandis que les ensemblas® et »¥) sont vides. Nous pouvons alors construire
la matrice GX de dimension i |z (K| constituée des gradien(8.21)

00
cW=|(o0o0 (9.40)
2 4
dont on extrait la matrice de dimensiofY x |z |
~x_ (00
G = < 5 4 ) (9.41)

La décomposition QR d&8® nous donne

~ =~ 01 2 4
G<k>:Q<k>F3k>:<1 o)(o 0). (9.42)
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La matrice R¥) est de rang un, I'espace %) est donc également de dimension
un. La premiére colonne d@® constitue la matric& ¥ alors que la deuxieme
est la matricdJ (¥, Les matrices V¥ et U correspondantes sont respectivement
0o0DTet(0107.

La fonctiong(x) est représentée sur le premier graphique de la figure 9.1 pour
une valeur constante x= 0. Pour cet exemple, les espaaetx¥)) et (x) cor-
respondants sont représentés par des lignes parallélesaes tandis quey K
devrait étre une ligne droite perpendiculaire au plan dedaifle et passant par
x¥. Les valeurs de la fonctiop(x) dans ces sous-espaces peuvent étre représen-
tées (voir figure 9.1) en fonction du paraméire

x(&) =x¥ 1&g (9.43)

ou g estg,, e, ou e, , des vecteurs unitaires dans les espaa¢s®), v (xV) et

w (x)). Nous constatons que les tracés des deux premiéres foagtiésentent,

au voisinage du point®, un graphisme se rapprochant respectivement de celui
des lettresu et 7. Remarquons que la fonction ainsi obtenue n’est pas partout
différentiable dans I'espac# alors qu’elle I'est dans I'espace .

9.2 Directions de descente.

L'algorithme proposé est basé sur I'obtention de diffésmtirections de des-
cente. Ces directions se calculent sur base d’'une foncfiproahéep® (x) qui
est parfaitement égalegx) dans un voisinage (suffisamment petit) de I'itgt@

WM =@x+ T @M+ T maxio.q(x). (0.44)

iep® icz K

Cette fonction approchée est construite pour éliminer uximmam des disconti-
nuités possibles dans les dérivées. Les termes de la far{éti®) sont remplacés
par :
— la fonction identiquement nulle g (x¥)) < 0, c’est-a-dire sj € A ¥ (la
contrainte correspondante (9.2) est satisfaite) ;
— par@j(x) si j(x¥) > 0, c’est-a-dire sij € # (la contrainte correspon-
dante (9.2) est violée) ; ou
— par ma0, @ (x)] si @j(x¥)) = 0, c’est-a-dire sj € z (la contrainte cor-
respondante (9.2) est active).
Nous ne conservons donc intacts que les termes provoquantiément une
« cassure de pentede(x) enx¥, les autres sont remplacés par un terme conti-
nament dérivable.
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Fic. 9.1— Figure du haut : illustration des espacedtrait épais discontinu) er

(trait épais continu) au point!) = (0,0,1) pour la fonction (9.38) dans le plag= 0.
Figure du bas : représentations de la fonction le long descesp (trait discontinu),
2 (trait discontinu) etw (trait pointillé).
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Exemple 9.2 Afin d'illustrer le concept de fonction approchg&), envisageons
la fonction@(x) de trois variableg9.38)représentée sur le premier graphique de
la figure 9.1 dans le plany< 0. La fonction approché¢® (x) correspondant au
point XY = (0,0,1) est égale a(x) en tout point deR3. En effetp; (xV) = 0 et

@ (xV) =0et 'ensemblezM) = {1,2} et les ensembles?) eta () sont vides.
Pour d’autres points, la situation est différente.

Au point X2 = (0,0,2) pour lequel les deux fonctions et @, sont strictement
négatives, I'application de la définitiai®.44)permet de conclure que la fonction
approchéep? (x) est égale am(x), comme lillustre le deuxiéme graphique de
la figure 9.2. Remarquons qugx) et $(?(x) sont bel et bien égales dans un
voisinage de %, voisinage qui s'étend & I'ensemble des points pour lesquel
@1(X) et@(x) est strictement négatives.

De la méme maniére, la fonction approchié (x) correspondant au point
x® = (0,0,—1) s’écrit

¢ (%) = go(x) +max(0, @y (x)] (9.45)

puisqueg; (xX®) = 0 s'annule etgy(x¥) < 0. La fonctiond® (x) ainsi que les
fonctionsd ¥ (x), ¢ (x) et$® (x) correspondant respectivement aux points

x4 = (0,0,-2), X® = (0,0,-3) et X® = (0,0,-4)

sont représentées a la figure 9.2.

Chaque fonction quadratique(x) peut étre écrite autour de

@) =@ (x9)+s"g" + %s%s (9.46)

ou s = x—xK. Notons quep (x¥) = 0 quandi € z®, par définition de I'en-
semblez ). Notre but est de trouver une direction de descefftepour ¢(x).
Nous prouvons aisément qe&) est une direction de descente papx) si et
seulement si elle I'est également paulf) (x). Ce probléme sera envisagé dans
chacun des sous-espaae®), v &) et gy (K|

9.2.1 Ladirection de descente em (K.

Si nous restreignons le choix de la direction de descents l@aspus-espace

. , . ~ < i k
1 ® e vecteurs doit nécessairement étre de la forere U ®y otiu e RAmu®

En tenant compte des expressions (9.36) et (9.46), lagstridansu ) de la
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fonction (9.44) peut étre écrite sous la forme
¢(z'1<)(u) = oM (X(k) +U (k)u)
= ox®)+ gl Tu®u+ % uT U AUy

+y Uy ETICLNSICH

icp K | iezp<k)2
+ 5 max(O,%uTU(k)TA;U(k) u). (9.47)
iez(k

Notons quai’U®TAU®u > 0 en raison de la semi-définie positivité Ae En
conséquence, les fonctions maximum dans (9.47) sont tugmales a leur se-

cond argument enpgf)(u) est une fonction quadratique qui peut s’écrire simple-
ment

1
0% (u) = o(x®) +uTal + 5 uTAlMy (9.48)
ou
agllf) —ykT (g(()k) n Z gi(k)> :U(k)Tg(k) (9.49)
icp®

et
Ag,() —y®T <AO+ Z A+ Z A|> U® = y®Taky K (9.50)
icp K iez®

Nous définissons.?, la direction de descente en ¥, comme le produit
Uku® avec

u® e arg rrl]inq)g()(u) (9.51)
s.c.  UWMu>x —x®, (9.52)
UMy < xy —x®. (9.53)

Les contraintes (9.52) et (9.53) constituent une tranipasiles contraintes de
bornes (9.4) dans le sous-espac®. Toutefois, les contraintes de bornes actives
ne doivent pas entrer en ligne de compte puisque le sousegp4 est orthogo-
nal aw (¥, les contraintes (9.52) et (9.53) peuvent donc étre reftfrasu

UMy > x —x¥, (9.54)
uMu < xu—x®. (9.55)
Le probléme (9.51) est quadratique, convexe et linéairécantraint et la litté-

rature scientifique regorge de méthodes efficaces pourdeidés €.g.voir Flet-
cher [31] ou Boland [4]).
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Exemple 9.3 Calculons la direction de descente ert®) du problémeg9.38)au-
guel nous ajoutons les contraintes de bornes

0 2
-3 | <x<| 3. (9.56)
2 4

L'itéré courant est ¥ = (0,0,1) et la contrainte de borne inférieure sur la pre-
miére composante est active. Pour obtenir la direction dedete eru (¥, il suffit

de construire
-1/2
gW=go=| -1 |, (9.57)

~1/2
a¥=(0 1 0)( -1 )1 (9.58)

000)\/0
AV—(o10)l040]||1]|=4 (9.60)
004/)\0

La direction de descente recherchée est des lors

0
s = ( 1/4) (9.61)
0

puisque ) = 1/4 est I'argument minimum de la fonction

0™ (u) = —1—u+ 202 (9.62)

u

soumis aux contraintes

<‘13>u2<:2) o <(1))U§<i), (9.63)

i.e.—3<u<3s.
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9.2.2 Ladirection de descente ew (K.

Une direction dans le sous-esparé) s'écrit s = V®v avecv ¢ RIm? .

Nous pouvons, de la méme maniére que dans le sous-esp&cedévelopper
chaque fonctio (x) sous la forme (9.46) de sorte que la fonction (9.44) devienne

¢SL<) v) = oW x® vKy)

_ o) vTa® 4 1A,

y Tt Dy

+ Y max o,vTv<k>Tgi(")+3vTv<k>TAiv<k>v) (9.64)

iezk 2
ou
a — v (gék)+ > gf”) =v Mg, (9.65)
icp k)
ASL() — yT <Ao+ Z Ai>V(k). (9.66)
icp K

La direction de plus grande pent& pour cette fonction non-différentiable est
obtenue en prenant 'opposé du sous-gradient

09, (0) = {aﬁ,'j) + 3 1iveTg e o, 1]} (9.67)
iez®
de norme minimale (voir section 3.1). Construisons la matﬁgf) de dimension

(dimv ® x | z(|) formée en prenant les vectew&Tg® i € 29 comme co-
lonnes

K _ (KT 4K —yKTgK
G _(v g )iez(k)_v GM. (9.68)
Chaque sous-gradient au point 0 peut s’écrire
(k) (k)
a, +G,/I (9.69)

< k . ..
ou le vecteul € RIZ¥I. Le sous-gradient de norme minimale est donc obtenu
comme solution du probléme d’optimisation

K A TART K | L TART K
1K e argmm(l G, a, +5I'G, Gq/l), (9.70)

S. C. o<1l <1. (9.71)
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Ce probleme est convexe, quadratique et soumis a des caagdineaires : il
peut étre résolu de la méme maniére que (9.51})litextion de descente en (¥
est alors la direction dari®" qui correspond &K, 'opposé du sous-gradient de
norme minimum

sgf) =Vv®yk = _y® (ag() +G§f) I(k)) : (9.72)

Exemple 9.4 Calculons la direction de descente en¥) du probléme9.38)a
litéré x®¥ = (0,0,1). Comme précédemment, la contrainte de borne inférieure
sur la premiére composante est active. Pour obtenir la dioecde descente en

v il suffit de construire

—1/2
a=(0 0 1)( -1 )—1 (9.73)
1
et la matrice
0 0
G¥W=1{(00 1) o) (00 1) o))(z 4).  (9.74)
2 4

La norme a minimiser d’'un sous-gradient quelconque s’éloitc

-2 1 4 8
T 4T
I (_4)+2I (8 16)' (9.75)
sous les contrainte@ < | < 1. Le minimum est notamment obtenu pour
10 = < 162 ) (9.76)

et la direction de descente correspondante est

s§f>(§)(1+(2 4)(162)): §). 9.77)

Comme attendu, il 'y a donc pas de descente possible dapater ¥ (voir
figure 9.1).
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9.2.3 Ladirection de descente emy ¥,

De maniére tout & fait similaire & la direction de descente’ &, une direc-
tion de descente dans le sous-espat® s’exprime sous la formse=W®w ot

we RImw ¥ Ep exprimant & nouveau chaque fonctigrsous la forme (9.46),
la fonction (9.44) devient

o W) = oMK W)

= o(x®)+whal + Lamak

w D w W

+y max(O,WTW(k)Tgi(k)+%WTW(k)TAiW(k)W) (9.78)

icz®
ou
al — wikT (gék)+ > gf”) =wKTgk, (9.79)
icp®
Ag;) — whT <A0_|_ Z Ai>W(k). (9.80)
ice®

La direction de plus grande penté¥ pour cette fonction non-différentiable est
obtenue en prenant 'opposé du sous-gradient dont la nostn@ieimale (voir
section 3.1)

a¢5$)<o>={a$)+ > [tJiw<k>Tg§k>:mie[o,n}. (9.81)

iezk

—

Construisons la matricé;{:;)

vecteursVMTg® i e zK

de dimensiondimw ¥ x |z |) formée par les

k) _ (\WKT 4K _WKT (k)
GW_(W g )iez(k)_w GM. (9.82)

Chaque sous-gradient peut s’éca’:&? +Ggf/)t out e RIZYI. Le gradient de norme

minimum est obtenu en résolvant le probléme d’optimisation

k (Te®T 0 LT alT Sk
th e argm|n<t G,, aw+§t G,, th>, (9.83)

S. C. o<t<1 (9.84)
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C’est un probleme convexe, quadratique et linéairemertt@ion. La direction de
descente emy ¥) est I'opposé de la direction correspondant & ce sous-gradie
) _ \wRw® — _wK (4K (k)

S,y =WHOWY =-W® (a 7+G "t ). (9.85)
Exemple 9.5 Calculons la direction de descente ®h(K) pour le problémé9.38)
a ltéré x = (0,0,1). Comme précédemment, la contrainte de borne inférieure
sur la premiére composante est active. Pour obtenir la dioecde descente en
w K il suffit de construire

a¥—(1 0 0) (_—1{2)1/2 (9.86)
W 1 '
et la matrice
c¥=|[(1 0 0) 8)(100) 8))(0 0). (9.87)
" 2 4 -
La norme a minimiser d’un sous-gradient quelconque s’élaiic
tT<8)+%tT(8 8>t (9.88)
sous les contrainte@ <t < 1. Le minimum est notamment obtenu pour
tW =007 (9.89)

et la direction de descente correspondante est

Sg';)_(é)<—1/2+(0 o)<8))(1é2). (.90)

9.3 Description d’'une itération de base.

L'algorithme se base sur une approche relativement sirfoler un itéré&®,
les directions de descente erf¥), v (K et ) sont calculées et explorées si
celles-ci s’averent non-nulles.

Nous avons déja signalé dans la section 9.1.1 que les auesaie bornes
étaient prises en compte grace a une stratégie de congraictiges. Linitialisa-
tion de I'ensemble des contraintes actives est simplenfatteée en inspectant
I'estimation de départ?). Si une des composantes xi& correspond & une de
ses borneg, ouxy, la contrainte estictivée ce qui signifie que cette composante
est bloquée jusqu’a nouvel ordre.
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Algorithme 9.1 Le schéma simplifié d’une itération de I'algorithme est I& su
vant.

Etape 1 : Identification des arétes activesConstruire les ensembleg ), z K
ete®,
Etape 2 : Calcul de la direction de descente ew K. Si elle est nulle, passer a

I'étape 3. Sinon, effectuer une recherche linéaire dansriection §qf) ense
basant sur la fonction exac{8.3) et passer a I'étape 5.

Etape 3 : Calcul de la direction de descente em ¥, Si elle est nulle, passer &

I'étape 4. Sinon, effectuer une recherche linéaire dangriction s(l'f) en se
basant sur la fonction exac(8.3) et passer a I'étape 5.

Etape 4 : Calcul de la direction de descente em’ ¥). Utiliser sEka) pour désac-

tiver une contrainte de borne, modifier les espace¥, v K et w K en
conséquence et retourner a I'étape 2. S'’il n’est pas possiel désactiver
une contrainte de borne, stopper I'algorithme.

Etape 5 : Evaluation des contraintes de bornes & activerC'est la fin de I'ité-
ration, poser k= k+ 1, retour a I'étape 1 pour l'itération suivante.

La premiére étape d’'une itération de base est d’identifeatétesactives.
Le termearétedésigne les espaces de dimension inférieurgaur lesquels une
ou plusieurs fonctiong (x) (pouri = 1,...,n) sont nulles. L'évaluation de ces
fonctions permet de construire les ensembig®), z & et () qui reprennent
les indices des fonctiong (x) respectivement positives, nulles et négatives. En
pratique, cette répartition est évidemment effectuée aartaine tolérance pres.
L'algorithme repose sur une exploration successive des-espaces’ (¥,

u® et w ¥ en calculant les trois directions de descesifé s, ets). Mais
pourquoi dans cet ordre ? En s’inspirant des stratégies nieatates actives, il
nous est apparu plus sdr de n'autoriser la désactivatiomedaréte que dans le

cas ou l'algorithme avait atteint un point stationnairesiBespace des arétes ac-
tives. Le calcul desgfj) qui sert a la mise a jour de I'ensemble des arétes actives est
donc effectué en dernier. Restent les sous-espat8set V¥, Le sous-espace
1 ¥ est tangent aux arétes actives alors que le sous-esp&téeur est ortho-
gonal. Pour un itéré® donné, dans le cas ot deux directions de descsé'ﬂtet
sgf) sont non nulles, faut-il privilégier un déplacement tartgmnorthogonal aux
arétes actives ? La piste qui a été choisie a été la seconadfeEril nous est ap-
paru moins efficace de se déplacer tangentiellement a uteqré conviendra
sans doute de quitter par la suite puisqu’une direction deatde orthogonale a
celle-ci existe. Bien entendu, le fait qs%g = 0 n’est en rien une garantie que
'ensemble des arétes actives a I'optimum a été identifiés maelques tests nu-
mériques ont confirmé notre intuition.
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Exemple 9.6 Reprenons le problen(8.38)a l'itéré x© = (0,0, 1), la contrainte
de borne inférieure sur la premiére composante est cond@léomme active.
Comme nous I'avons vu aux exemples 9.3, 9.4 et 9.5, les treitidns de des-
centes sont

0 0 1/2
sV=| 14], §9={o et 2= o |. (991
0 0 0

La direction de descente en(9 étant nulle, une recherche linéaire est effectuée
dans la direction %0). Si la direction de descente erl® avait également été nulle,
'examen du signe de la premiére composante de la directﬁ%)nnsus aurait
amené a désactiver la contrainte de bofrg; = 0.

La recherche linéaire effectuée dans la directiéﬁ% aboutit a I'itéré

0
V=1 1/4 |. (9.92)
1

L'ensemblez (D) est vide puisque les deux fonctiamset @, ont une valeur posi-
tive en XY. La fonction approchée est dés lors

W) = @)+ +¢e(x)
- _4+X—21—XZ+X3+2x§+2x§. (9.93)

Puisque I'espacer’ () est de dimension nulle, la direction correspondante est
nulle et le calcul de la direction de descente®f!) donne

0
V= o |. (9.94)
—5/4

La recherche linéaire dans cette direction aboutit a I'éér

0
x? = 1/4 (9.95)
V15/4

qui est situé sur une seule des deux arétes puigg(é?) = 0 et g»(x?) < 0.
Les itérations suivantes se feront tangentiellement &t@mmédiatement suivies
par un retour vers celle-ci (voir figure 9.3).
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0.9

0.8

0.7
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-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Fic. 9.3 — lllustration du comportement de I'algorithmi#&/QCQP de base. Repré-
sentation, dans le plan = 0, de la fonction (9.38). Les lignes pointillées indiquent
les arétes. La recherche linéaire effectuée dans la diresfi aboutit sur 'itéréx).,
Puisque I'espace’ (V) est de dimension nulle, la direction de descente €n aboutit
sur I'itéréx® situé sur une aréte. Litération suivante est tangentéelielle-ci et est
immédiatement suivie par une itération jouant le réle d’oogection pour ramener
I'algorithme vers la dite aréte.

Les itérations qui suivent convergeront vers le point

0
x=| v2/2 (9.96)
V2/2

pour lequel s, = 0, s; = 0 et qui est donc I'optimufhdans le plan x= 0. La
direction de descente ew , quant a elle, sera

1/2
Sy = 0 . (9.97)
0
Sa premiére composante est positive alors que la variablespondante est im-

mobilisée sur sa contrainte de borne inférieure. Dés ldispnvient de désactiver
cette contrainte de borne et de recommencer une itération.

9.3.1 Calcul pratique des directions de descente.

Le calcul des différentes directions de descente est gond#é par la décom-
position QR (9.29). Or cette décomposition un peu pariécaldépend de la dé-

4En pratique, la suite d'itérés devra évidemment étre iotepue lorsque les normes eucli-
diennes seront majorées par une certaine tolérance dafjmieri.
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composition QR de la matrice

G = QWRK (9.98)
ot R est conforme & la condition (9.28). Cette décompositiompeBgalement

de déterminer le rang d&® qui est la dimension de I'espage®). Pour rappel,
la dimension de I'espaca ¥ est facilement obtenue par

dimu® =n—dimw ® —dimy® = —dima &, (9.99)

Dans le calcul des différentes directions de descenteesdes multiplications par
WK, v etwk des sections précédentes sont exprimables en terme de multi
plications paQ®¥). Ceci nous permet d’effectuer toutes les multiplicatioésas-
saires en utilisant la décomposition de Householder de_lacrea)rthogonal@(")
sans avoir & construire explicitement les matrigds ou QK (voir [62]).

Par exemple, les définitions (9.49), (9.65) et (9.793@3 agf) etag;) peuvent
s’écrire

ag/%) =QkT (gék) + Z gi(k)> (9.100)
ice K

qui peut s’exprimer par blocs

(k)
a J— J—
( % ) =QWT (@‘0") + 'y Qf”) — QWTg (9.101)
ay, ice®
et k k k
=g+ v §9=g". (9.102)
ice®

9.3.2 Calcul de la direction de descente ew (K,

Si dim¥ & +£ 0, nous calculons la direction de descenter&®. En tenant

compte des définitions (9.68) et (9.82) des matr'@%% et GEMK/), celles-ci appa-
raissent lorsqu’on effectue le produit par blocs

wkT P cW
QT (W(k) G(k)) — | ywr (W(k) G(k)> = ImC;W G% . (9.103)
KT 0 o

D’autre part, ce produit peut également s’écrire

| g G
QKT (W(k) G<k>> — QWTQWRK — RK — ( dlmgm = ) (9.104)



192 CHAPITRE 9. DESCRIPTION DE LALGORITHMBIVQCQP

En comparant (9.103) et (9.104), il apparait @V@ = GK et queGEl'j) peut étre
extraite directement de) puisque

@
( Gg ) — Rk, (9.105)

Nous pouvons constater que les équations (9.70) et (9.78pmandent, pour
le calcul de la direction de descente €, que le calcul des quatre produits
V(k)Ggf), Ggf)Tagf),V(k)agf) etGgf)TGgf). Le premier d’entre eux peut se dévelop-
per de la maniére suivante

(K
viigH — (v U(k))(% )

v 0
0 0
= (V(k) NG )FX")
0 ‘ 0

et le deuxieme, en tenant compte de (9.101), s’écrit

(k)
KT . (k k a
el = (o7 o) (% )

al;
— RNTQWTEH — KTk (9.107)
Le produitv(k)agf), quant & lui, peut étre développé comme suit
Wa _ (0 Nw_( _0
Le bloc inférieur peut étre calculé en effectuant une miidion paré(k)
_ _ _ (k) — (k)
va® = (v gl ) [ B ) =QW( By ). 9.109
v = ) Ty ) =Y Ty (9.109)
(KT

Le dernier produiG,, Ggf) est aisément obtenu en égalant la matrice (9.103)
multipliée par sa transposée et la matrice (9.104) égalemeitipliée par sa
transposée

K
< Idi”r?l%vT(k) 2T ~(k§3(k) (KT RIK) ) B ( Idir%k) ()T (k)G (w) T (k) )
G GKTGK L RKTR G G, G, +G) G
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ce qui nous donne

GHWTGY = RWTRWK, (9.110)

Le probléme (9.70) peut donc s’écrire
10 < arg min<|T6<k>Tgfk> + % |Tc§<k>T<§<k>|) , (9.111)
S. C. o<1l <1. (9.112)

Constatons que ces différents calculs peuvent étre effestans avoir a construire
explicitement la matric®®. Si la direction de descena%f) est non-nulle, une

recherche linéaire est effectuée pour obtenir l'itéré atix**1, qui servira de
base a une nouvelle itération.

9.3.3 Calcul de la direction de descente en (K.

Sila directionsgf) est nulle (ou si dinv ¥ = 0) et si dimu® £ 0, nous ef-

fectuons le calcul de la direction de descentaéfi. Ceci nécessite la résolution
du probléme (9.51) soumis aux contraintes (9.54) et (91%5natriceU ¥ appa-
raissant dans ces contraintes peut étre obtenue en effet#yaoduit

Q ( 0 ) =u®, (9.113)
| gim 0
La matriceAgf), définie par I'expression (9.50), peut s’exprimer en décosapt
AX par blocs
AR T ARy K

u
_ A AW 0
_ T (
= (0 uW® )(A(k)T E(k))(u(k))

— gWT Ak K (9.114)
et ce dernier produit peut étre extrait de I'expression
I 7T\ _ _ _
QRTAGK — (V o ) A (VG ) (9.115)

Ul
VT AKVK T AR GET
URTAKY K  JRTAKGK ) (9.116)

A nouveau, ces différents calculs peuvent étre effectués aeoir a construire

explicitement la matric®® . Si la direction de descenagf) est non-nulle, une

recherche linéaire est effectuée pour obtenir l'itéré antix**1, qui servira de
base a une nouvelle itération.
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9.3.4 Calcul de la direction de descente ew K.

Sila directionssgf) (ou si dimv (K = 0) est nulle, s'sgf) est également nulle

(ou si dimu K = 0) et si dimw ) £ 0, nous calculons la direction de descente
enw (K. Dans le cas contraire, I'algorithme s’aréte, aucune tdorae descente
n’ayant pu étre trouvée.

Pour calculer cette directiossiy';), il suffit d’examiner attentivement les équa-
tions (9.83) et (9.85). Nous pouvons constater que le cdkld direction de des-
cente enw (K, de fagon similaire au calcul de la directisﬁ), n'exige le calcul
gue des quatre produits

0e® _ (lamww | @k _ [ G¥

wkiglh - ( K )G _( ) (9.117)
| 54

Wiak — ('dlmgm )g<k>:(90 ) (9.118)

GlTGH — GhTEW (9.119)

et

= GWTgM. (9.120)

Ces différents calculs peuvent étre effectués sans avoinstrtire explicitement

la matriceQ. Si la direction de descent#‘? est non-nulle, I'algorithme évalue
si cette direction de recherche nécessite une mise a jouardatére actif ou non
des contraintes de bornes.

Si la contrainte de borne inférieure (resp. supérieustactive— ce qui
implique quex¥]; = [x_]; (resp.[x¥]; = [x]i) — et si la composants,, «]; est
strictement positive (resp. strictement négative) aletseccontrainte estandi-
date a la désactivatiarParmi les contraintes candidates a la désactivatiore cell
dont la valeur absolupq(k)| est la plus grande est désactivée. La désactivation si-
multanée de plusieurs contraintes de bornes n’est ici fassée, cette technique
tres simple permet de se prémunir d’éventuels effets deagggui ralentissent la
convergence (voir par exemple Panier [81]). Lespac&) est donc modifié et le
calcul des différentes directions de descente est & nowefésaiué. Dans le cas
ol aucune contrainte n’est candidate & la désactivatigpltithme stoppe et¥
est accepté comme solution du probléme.
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L’activation de nouvelles contraintes de bornes se faitred'ftération, apres
la recherche linéaire. Il suffit d’identifier les composandexX) qui sont égales
a leur borne supérieure ou inférieure. Pour éviter de sdaidomaine admis-
sible, I'algorithme de recherche linéaire doit donc catcalu préalable une borne

. k . , , . N .
maxmale{f)) qui est évaluée en prenantdeorrespondant au point ou la direc-
tion de recherche croise la premiére des contraintes deebauelle rencontre
(la recherche linéaire sera évoquée plus en détail danstias®.5).

9.4 Le mode rapide.

L'itération de base décrite dans la section précédente magbeas d’évi-
ter I'effet Maratosdécrit a la section 8.3 pour les algorithmes SQP. Pour s’en
convaincre, il suffit de comparer le comportement de I'athbare UVQCQP des
figures 9.3 et 8.4, illustrant I'effet Maratos pour un algjome de type SQP. L'ef-
fet Maratos se présente lorsque la courbure des contrail@gispas correctement
prise en compte. Pour cette raison, en s’inspirant desat@ns du second ordre
utilisées pour les algorithmes SQP, mode rapidea été développé.

9.4.1 Premiere itération en mode rapide.

Le mode rapidepeut étre activé lorsque le nombre d’arétes actjzé¥| est
positif tout en étant inférieur a la dimension de travéfl. Cependant, dans un
souci de simplicité, lenode rapiden’est pas activé lors de cas de dégénérescence
des arétes, c'est-a-dire sile nombre d’arétes actives| est inférieur a la dimen-
sion de I'espace’ %) . Enfin, I'effet Maratos ne se ressent que lorsque la diractio
de recherche est tangente aux contraintes (aux arétes olaesas), c’est-a-dire
lorsque la recherche d’une direction de descente se faitldasous-espace K.
L'ensemble de cette section prend donc comme hypothésadﬂettionsgf) =0
et que

0<|z®|=dimy® <. (9.121)

Sile mode rapide est activé, nous utilisons une définitiganément différente
de la direction de descente e : le principe de calcul reste le méme mais la

matriceAgf) est redéfinie selon

AY =ulT <A0+ S A+ [Z(k)]iAi)U(k)IU(k)TA(k)U(k) (9.122)
iep®

iezk

en lieu et place de (9.50). Le vectelf est le vecteur dgsseudo-multiplicateurs
de Lagrangei.e.les multiplicateurs de Lagrange correspondant aux aréteesa
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si celles-ci étaient des contraintes. Une estimation deecteur peut étre obtenu
par un calcul au sens des moindre carrés

2K ¢ arg rr;inHQ(k) + é(k)sz. (9.123)

Sachant qu&® = QW RK ot RK est une matrice triangulaire supérieure de rang
maximum et de dimension®" x | z(¥)|, le vecteurz¥ est la solution du systéme
linéaire

Rz — QT gtk (9.124)
Ce systeme peut, en tenant compte de (9.101), étre expriniéoga

(k) (k)
R (k) _ a
Y 22V = — 9.125

N k . . . . - . .
ou Ii(q/) est une matrice carrée triangulaire supérieure de dimensi®)|. Pour

rappel, cette derniére est égale & difff quand le mode rapide est actif. Le calcul
des pseudo-multiplicateurs de Lagrange se limite donadision du systéme
linéaire

RW2M = 4. (9.126)

Il est intéressant de constater que le probleme (9.123)gx&trire
. — 1 1 <107 =
M argmln(zTG(k)Tgi(k)+§zTG(k)TG(k)z). (0.127)

Ce dernier est équivalent au probléme (9.111) dont on nelpaipas en compte
les contraintes qui imposent & chacune des composante¥ dkappartenir &
I'intervalle [0, 1]. Dans la suite de I'expose, nous ferons cette approximation

720 =10 ~ 2K (9.128)

ou |k soEt les valeurs obtenues lors de la détermination de latidirede re-
cherchesg/). Le fait que tous les pseudo-multiplicateurs soient camisea étre
positifs a de plus I'indéniable avantage de maintenir lani&fpositivité de la ma-

triceAgf).

La similarité entre la nouvelle définition (9.122) et la dég seconde du La-
grangien (8.10) utilisé dans un probléme SQP n’est évidempes due au ha-
sard. De facon similaire, le calcul des pseudo-multipdoas (9.123) est, aux no-
tations prés, identique au calcul des multiplicateurs dgrérage d’'un probléme

SQP classique (8.13). L'objectif est clairement de se @gper autant que faire
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se peut des hypothéses du théoréme 8.1 qui assurent ursedesonvergence
Q-quadratique.

Jusqu’a présent, rien n'empéche le p%sde souffrir de I'effet Maratos. Intui-
tivement, nous souhaitons donc utiliser une correctionedwisd ordred ¥ sem-
blable a celle utilisée dans les méthodes SQP. S’inspirara dormule (8.43),
celle-ci devrait étre la solution du systéme linéaire

GHTdHW = —c® (9.129)
ou
0, (X9 +5)
x4 g0
o | Pl A ) (9.130)
. k
(ﬂlz<k)‘(x(k) +sgu))
avec
Z(k):{il,iz,...,i‘z(k)‘}. (9.131)

Notons que chaque composantecfé peut s’écrire

k KNk 1 K
[C(k)}i =@, +sy) =@, M) +gsy + S8y TASy  (9132)

Ij

La définition (9.15) de I'ensembls®¥) permet d'affirmer que le premier terme
de (9.132) est nul. Sachant gef = U®u®), la propriété (9.36) nous permet
également de conclure a I'annulation du deuxiéme terme de goe

-3

Parmi les différentes corrections du second ordre possibtris avons décidé
de privilégier celles qui pouvaient s’exprima¥) =V d¥  i.e.celles comprises
dans le sous-espaeelk) pour deux raisons fort simples. La premiére est liée aux
contraintes de bornes. Restreindre la correction du semaidd®) dans le sous-
espacer ¥ entraine que le déplacement total — qui est une combinaiséaite

de sgl() etd® — reste dans le sous-espace complémentaire'd, ce qui signi-

fie que les contraintes de bornes qui sont actives le redtepieela stratégie de
contraintes actives n’est pas affectée. La deuxiéme rasbplus pragmatique :
le systeme linéaire (9.129) a résoudre peut étre simplifi@ison des décompo-

sitions déja effectuées sur la matrié&) sur base des espaces® et v et

ST S (9.133)
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la résolution du systeme (9.129) en est donc simplifiée. Eat,dé¢ membre de
gauche peut s’écrire par blocs

cTgk = GkTy KRyl (9.134)
. _ (K
= (6T GWT ) (v yk ) ( dZ, )
= (GWT GlT) ( (5?") ) ( d\ék) )
o () g () s
(k)
_ ( RYT o ) ( v ) = RWTg (9.136)

en utilisant (9.31), (9.32), (9.98) et (9.125). La corresti®) est obtenue en in-
versant le systeme linéaire, inversible, carré et triamgeiinférieur

RWTaYY = —c® (9.137)
puis en effectuant le produit
T _ (v G ) ( @’ ) _ QW ( @’ ) (9.138)
pour obtenir
40—y Kk _ < \7?@ )dgo _ ( \7(k)0d\(,k) ) , (9.139)

La correction du second ordd®¥) peut donc étre calculée sans avoir & former ex-
plicitement la matric& (¥, au méme titre que les autres opérations de ce chapitre.
Une fois construite la directiod¥), I'itéré suivant est simplement calculé en

effectuant la minimisation unidimensionnelle suivante

£® ¢ arg ngincp(x(k) +EsM 4 52d<k>) (9.140)
puis la mise a jour correspondante

XD — (9 | g () S(Z';) + (E®)2g®, (9.141)
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9.4.2 Itérations suivantes en mode rapide.

Une fois que le mode rapide a été activé, les itérations stégasont éga-
lement effectuées en mode rapide, jusqu’a sa désactivbinsection 9.4.3).
Supposons que l'itératiok— 1 était en mode rapide. Dans ce cas les ensembles
A 0, z(K et2 & ne sont plus définis par les relations (9.14), (9.15) et (9rids
par

A® = {jrox®)<o0,j¢zkD}, (9.142)
20 = {jix®)=0,j¢ zVyuzkD, (9.143)
p® = {jgx®)>0j¢ sk (9.144)

Autrement dit, seules les arétes qui n’étaipasactives a I'itération précédente
sont évaluées alors que celles qui étaient actives le te€lependant, il est fré-
guent qu’une aréte soit activée en cours de calcul maisrgagpas étre active a
'optimum. Si I'algorithme ne prévoit pas deorte de sortigoour cette aréte, elle
risque d’étre maintenue artificiellement & I'intérieur tensemblez®) et d’em-
pécher la convergence. C’est pourquoi a la fin de chaquédiit@rean mode rapide
— sauf si cette itération fait suite a une (ré)activaspéciale(voir section 9.4.4)
— lesvéritablespseudo-multiplicateurs de Lagrange au sens des moindirés ca
sont évalués par résolution directe du probleme (9.126¢aullutiliser I'approxi-
mation (9.128). Si le plus petit de ces pseudo-multiplicetest négatif, I'aréte
correspondante

. [ argminyz; simin;z; <0,
Ja= { indéfini  sinon (9.145)
est retirée de I'ensembiek—1)
et (9.142).

Il'y a seulement deux modifications a apporter par rappoitéadtion décrite
dans la section précédente. Tout d’abord, la directiorn’éfi est calculée mais
n'est plus utilisée tant que le mode rapide n’a pas été deééattalgorithme 9.1
passe donc de I'étape 1 & I'étape 3. Ensuite, I'évaluatict8@® dexc¥ utilisés
pour le calcul de la correction du second ordre doit étre fiéadiPuisquep (x))
n'est plus nécessairement nuisi zk-1 C z (¥ il convient d'utiliser 'expres-
sion plus générale (9.132).

avant d’effectuer les évaluations (9.142), (9.143)

9.4.3 Deésactivation du mode rapide.

Naturellement, le mode rapide doit pouvoir &lesactivePlusieurs cas de fi-
gure peuvent se présenter. Le mode rapide est évidemmerttidéssi les condi-
tions (9.121) qui lui servent d’hypothese ne sont plus fatés :

— si|zM| =0,i.e.I'ensemblez ¥ s'avére étre vide;
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— ousi|z®| =nM, ie.respaceu® est de dimension nulle;
— ou encore si dinv ¥ > |zM], i.e. une dépendance linéaire apparait entre
les arétes actives.
Dans tous ces cas, le mode rapide est désactivé et I'algaitbprend son itéra-
tion a la premiere étape. Le mode rapide est aussi désactoh sffetest nul,
c’est-a-dire si la correction du second ordf¥¢ = 0.

D’autre part, il peut arriver que la directimﬂ‘) ne soit pas une direction de
descente. En effet, en raison des modifications effectwsds pnode rapide dans
la maniéere dont elle est calculée, rien ne peut garantir gle-ci soit bel et bien
une direction de descente. Dans ce cas, le mode rapide estidést 'itération
relanceée.

Pour éviter que I'algorithme ne s’entéte a maintenir unteaétive lorsqu’une
direction de descente importante se présente dans I'esp&teun gardien heu-

ristique a été implémenteé. $S§f)|| > Hsgf)H et quaucune désactivation d’aréte
réguliére n'est prévife la direction de descente an®) est considérée comme
dominantele mode rapide est stoppé et une recherche linéaire estwgftedans

la directionsgf).
(k)

Il peut également arriver que la directisiﬁ) et que la directiors,,;” soient
nulles sans pour autant que le paifit soit un véritable minimum dans le sous
espacav (KL Avant de désactiver une contrainte de borne, I'algoritdésactive
donc le mode rapide et reprend l'itération au départ poufigéqu’il ne s’agit
pas la d’'unmauvais cas du mode rapide

Enfin, pour éviter une interaction malheureuse entre léégii@de contraintes
actives pour les contraintes de bornes et le mode rapidegroged est désactivé
aussitét qu’une nouvelle contrainte de borne est activée.

9.4.4 Activation spéciale du mode rapide.

Quelques expériences numeriques ont montré que des pheessemblables
au zigzagingrencontré en optimisation contrainte pouvaient appa&.a@eux-ci
ralentissent considérablement les performances de tithgee. En effet, celui-ci

oscille d'une aréte a I'autre parce que la directtgﬁxest non-nulle sur chacune de

ces arétes alors que I'optimum réel se situe a leur intéosed®’est pour pallier

a ce probleme gu’unactivation spécialelu mode rapide a été introduite.
L'activation spéciale a lieu giz*1| = 0 et si une aréte est activée suite a

une recherche unidimensionnelle. Dans ce cas, le modeerapidmmédiatement

activé et cette aréte ne pourra étre désactivée au courdtdetéeation. De la

méme maniére, on parle d’'uméactivation spécialdorsqu’une aréte, inactive

SAucune désactivation d’aréte réguliére n’est prévuig siéfini par (9.145) est indéfini.
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jusque 14, doit étre activée suite a la recherche unidimeneile. Dans ce cas,
aucune aréte ne peut étre désactivée au cours de cettioitérat

Algorithme 9.2 Le schéma complet d’une itération s’écrit donc schématitpre
comme suit. La variable entierg ¢st indéfinie au début de I'algorithme. La va-

riable logiqueSPECIAL est initialisée a 0 au début de chaque itération (avant
I'étape 1).

Etape 1 : ldentification des arétes actives.
Si le mode rapide n’est pas active :

1. utiliser les formuleg9.14) (9.15) et (9.14) pour construire les
ensemblesy ¥, z(K etp k)
2. si|zkD| =0et|z®|+£0, poserspECIAL := 1, activer le mode
rapide et recommencer I'étape 1. Sinon, passer a I'étape 2.
Si le mode rapide est activé :
1. siSPECIAL= 0 et j, défini, posez &b := z (k-1 /rj 1.
2. utiliserles mises ajou9.142) (9.143)et(9.142)pour construire
les ensembles ¥, z(K etp k)
3. siune nouvelle aréte est activée, paSBECIAL ;= 1 et passer a
I'étape 2.
Etape 2 : Calcul de la direction de descente eH¥.
Si le mode rapide n’est pas active : éfs: 0, passer a l'étape 3. Si-

non, effectuer une recherche linéaire dans cette direatiopasser a
I'étape 5.

Si le mode rapide est activé : §£0| =0, |20 = nk ou |zK)| £
dime &, désactiver le mode rapide et recommencer I'étape 1. Sinon,
passer a I'étape 3.

Etape 3 : Calcul de la direction de descente erf¥.
Si le mode rapide n’est pas active :
1. si0 < |z0] =dimv® < A, activer le mode rapide et recom-
mencer |'étape 3;
2. sSi éllf) = 0, passer a I'étape 4. Sinon, effectuer une recherche li-
néaire dans cette direction et passer a I'étape 5.
Si le mode rapide est activé :

1. le calcul de la direction%) s’effectue avec la matrig®.122)au
lieu de(9.114);

2. si é;f) = 0, désactiver le mode rapide et recommencer I'étape 1
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3. sisPECIAL = 0, évaluer j avec la formulg9.145) sinon poser
ja indéfini;

4. si é’f) est dominante, i.Q\sgf)H > ||sgl<)H, désactiver le mode ra-

pide et recommencer I'étape 1;

calculer la correction du second ordré y;

si d¥ = 0, désactiver le mode rapide;

effectuer une recherche unidimensionnelle du {@pB40);

© N o o

si le past (K obtenu est strictement positif, calculer I'itéré suivant
par (9.141)et passer a I'étape 5. Dans le cas contraire, désactiver
le mode rapide et recommencer I'étape 1.

Etape 4 : Calcul de la direction de descente en (K. Utiliser SS:/) pour désac-

tiver une contrainte de borne, modifier les espace¥, v ¥ et w K en
conséquence et retourner a I'étape 2. S'il n'est pas posgiel désactiver
une contrainte de borne, stopper I'algorithme. Noter quadpe 4 n'est
jamais atteinte en mode rapide.

Etape 5 : Evaluer les contraintes de bornes a activer. Si une nouveltgrainte
de borne est activée, désactiver le mode rapide si celuiadi &ctivé. Fin
de l'itération, poser k= k+ 1, retour a I'étape 1 pour l'itération suivante.

9.4.5 Performances

L'introduction du mode rapide complique singulierementdorithme : c’est
assez facile a constater en comparant les algorithmes 9.2.ete jeu en vaut
cependant la chandelle. L'intérét du mode rapide est deedigffet Maratos par
I'introduction d’une correction du second ordre (voir $&ct8.3). L'efficacité du
mode rapide peut étre clairement illustrée par I'exempilasit.

Exemple 9.7 Reprenons la fonctiorf9.38) de I'exemple 9.1 au pointX =
(0,0,1). Comme précédemment, supposons que la contrainte de bdénieure
pour la troisiéme variable xest active, i.e[x_ |1 = 0. La figure 9.4 illustre le
comportement des premiéres itérations des algorithme®99l2 dans le plan
X1 = 0.

Pour les deux premieres itérations, le comportement dex dégorithmes
est identique car le mode rapide n’est pas activé (voir exergps). En 0,
bien que des arétes soient actives, le mode rapide n’estmpaEsrehé puisque
le nombre d’arétes actives (9| = 2 n’est pas égal a la dimension de I'espace
20 (dimv (© = 1). L'algorithme a ainsi détecté une dépendance linéaire du
premier ordre entre les arétes et n’a pas tentédmuivre la courbures des deux



9.4. LE MODE RAPIDE. 203

0.6 :
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

FiG. 9.4— Comportement des premiéres itérations de 'algorithnd®@CQP dans le
planx; = 0. La figure du dessus présente le comportement sans mode egelle
du dessous le comportement avec déclenchement du mode (apidexemple 9.7).
Sur la premiére, les recherches unidimensionnelles ergriédrés sortnéaires Sur

la seconde, ces mémes recherches prennent la forme d'jewdii@paraboliqueen

cas d’activation du mode rapide.
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arétes puisque cette opération est impossible. &n kn'y a pas d’aréte active
(12| = 0) et le mode rapide ne peut donc étre activé.

C’est a partir de l'itéré X2 que les comportements différent. En effet, en ce
point, le nombre d’arétes actives est égal & la dimensioriesmacer (© et le
mode rapide peut dés lors étre activé. La recherche unidsioenelle suit alors
une trajectoire parabolique et non plus linéaire. Pour lesid itérations suivantes,
I'ensemble des arétes active& reste inchangé. Aprés cing itérations, les direc-
tions de recherche e et en?’ sont nulles (en réalité leur norme euclidienne
est inférieure a107). L'itéré x® est donc I'optimum dans le plan x 1. En
'absence de mode rapide, ce résultat est atteint en quideations.

9.5 Minimisation unidimensionnelle.

Lorsqu’une direction de descers&) et, éventuellement, une correction du
second ordrel® ont été calculées, une minimisation unidimensionnellefst-
tuée le long de lx trajectoire parabolique

Xkt x| g gl (£(0)2g(K) (9.146)

Si la directiond® est nulle, la« trajectoire» dégénére en une ligne droite et
la minimisation unidimensionnelle en une recherche lirgeliassique. Dans un
soucis de simplicité, les indicateurs d'itération portésegposant seront omis
dans la suite de cette section.

Chaque fonction individuelley (x) peut étre développée grace a (9.146) et
nous pouvons définir les fonctions unidimensionnelles

WiE) = @(x+E&s+&%d)
= on—i—aiTx—i—% TAX+ (af s+XTAS)E
Hald X Ad 45 STASE +dTASE + d AdE?
= S +PBiE+VE K&+ & (9.147)

pouri = 0,...,m. Toutes ces fonctions sont des polyndmes de degré quatie et |
fonction a minimiser correspondante

&) = o(E)+ 5 X0 () (9.148)

est dés lors une fonction non dérivable continue égale, paceaux, a des poly-
ndémes de degré quatre.
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Il existe de nombreux algorithmes tout a fait généraux pdiectier la mi-
nimisation de cette fonction non-différentiable (voir patemple [64]) mais la
forme particuliere de ce probléme correspond a ceux réswkrsune trés grande
précision par Murray et Overton [76]. Toutefois, ces awtanvisagent la mini-
misation de fonctions du type (9.148) augg(§) = O et des fonctions générales
Wi (&) continiment différentiables. Etant donné le caractérgmuohial des fonc-
tions ; et la présencdy, une version simplifiée, plus efficace et plus précise
encore a été spécialement développée dans le cadre dedik trav

9.5.1 Intervalle de confiance

Nous avons vu dans la section 2.1 que les méthodes les pleesceffi de mi-
nimisation unidimensionnelle font appel amtervalle de confiancgg, 4] dans
lequel se trouve le minimum que nous cherchons. Dans le dasogs occupe,
I'intervalle initial prend évidemment comni®rne de gauch&g = 0. La borne
de droite, quant a elle, est évaluée en déterminant la premmaitrainte de borne
croisée par la trajectoire parabolique (9.146). Nous d&oris I'ensemble des
valeurs d€ qui réalisent ces intersections

= = {&:[Xi+&Xi+&d]i = [xui} (9.149)
U & Xi +EX +&2d)i = X i} (9.150)

dont les éléments sont facilement identifiés par résolatéséquations du second
ordre correspondantes. ltoorne de droiteinitiale g est le plus petit élément
positif de cet ensemble
E&v =min € =. (9.151)
>0

Ceci fait en sorte que, quelle que soit la valeur obtenue a efla minimisation
unidimensionnelle, I'itéré suivant soit bien admissible.

9.5.2 Recherche des points anguleux.

La premiere étape de 'algorithme recense tous les zérdedetsonsys; aux-
guels la fonctionp; change de signe poue= 1,...,m. Ces zéros sont au nombre
de 4m au maximum. lls peuvent étre calculés au moyen des formuiastes
pour les polyndmes d’ordre inférieur ou égal a quatre (voitexe B). La plu-
part d’entre eux sont des poiamguleu®, ce qui signifie que la fonction y est
continue mais pas dérivable, et que leur représentatigghgrae présente donc
généralement un angle en ce point.

8l n’y a que dans le cas ou un zéro s’avére étre multiple queilet p’est pas anguleux.
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Considérons donc I'ensemble des points angulgypourj =1,..., ptels que
Wi(g;) =0 (9.152)
pour au moins um = 0,...,m. Parmi ces points retenons ceux qui sont stricte-
ment positifs tout en étant inférieurs a la valeur maxin&yret ordonnons-les de

sorte que
0<li<lo<...<lp<Em. (9.153)

9.5.3 Algorithme de minimisation.

Sip=0, il 'y a aucun point anguleux dans l'intervall& {u] et la fonction
W(&) est égale, dans tout cet intervalle, & un polynéme du quatriérdre. Son
minimum dang0, ] est aisément calculé en utilisant les méthodes de résolutio
des équations du troisieme ordre pour annuler sa dérivée.

Si p # 0, nous utilisons I'algorithme itératif suivant.

Algorithme 9.3 Initialiser le curseuric a 0.

Etape 1. Y a-t-il encore des points anguleux dans l'intervalle defizorce ? Si
ic > p, stopper I'algorithme £; est le minimum recherché. Sinon, passer a
I'étape 2.

Etape 2. Y a-t-il un minimum avant le prochain point anguleux? SKip et
& < ., stopper l'algorithme £; est le minimum recherché. Sinon, passer

a l'étape 3.
Etape 3. Réduire I'intervalle de confiance. Posgy:= (. etic :=ic+1et passer
al'étape 4.
Etape 4. Construire un polyndme a minimiser. SKi p, poser
§ = Ll; Ge (9.154)
sinon, poser
g:= Ll; & (9.155)

pour évaluer les coefficients du polyndme du quatriéme a¥ded ay (&)
au voisinage dén,

5 S 5

B BO m Bi

vl=1I| v [+ Z vi |. (9.156)
K Ko = Ki

3 Pi(§)>0

lo lj

’Si la multiplicité d’un zéro correspondant] est double ou quadruple, le point est écarté de
I'ensemble des points anguleux car la fonctinm’y change pas de signe.
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Passer a I'étape 5.
Etape 5. Minimiser le polyndme. Le minimu& du polyndme

5+ BE+yE2+RES 18 (9.157)

dans l'intervalle €4, &q] est aisement calculé en utilisant les méthodes de
résolution exacte pour les équations du troisieme degré f[@orecherche
des zéros de sa dérivée. Retourner a I'étape 1.

9.6 Performances de I'algorithme.

Pour étudier les performances de l'algorithi¢QCQP, nous avons utilisé
une série de problemes de type (9.3) générés semi-aléatmit€de maniere a ce
gu'ils soient reproductibles). La distribution de la dirs&mn du probléme était
répartie entre 2 et 22 tandis que le nombre de contramtétait distribuée entre
let2l.e.

n = 2+l (9.158)
m = 1+In (9.159)

ou I, et I, sont des nombre entiers aléatoires uniformément répantis € et
20. Les tests ci-apres ne portent que sur des problémes itke tpdte car I'al-
gorithmeUVQCQP n’a pas été congu pour prendre en charge des problémes de
grande taille : pour une utilisation a plus grande échdltgnviendrait probable-
ment d’effectuer quelques adaptations pour réduire espaeémoire utilisé par
les différentes matrices et, de la sorte, le nombre d’ojmérat

Les parametres du probléme (9.3) ont également été gérniéaisiement
pour prendre des valeurs situées entf$0 et 600, i.e.

—600< o <600Q (9.160)
—600< [a); <60Q (9.161)
—600< [A]jx <600 (9.162)

pour touti = 0,...,m et pour toutj,k = 1,...,n. La matrice hessienng; des
fonctionsd; (x) est évidemment construite de maniére a ce que la symeétrie

[Aj k= [Alk,j (9.163)

soit respectée. Cette génération aléatoire ne garantéftisi pas la semi-définie
positivité de la matriced. Pour pallier a ce probléeme, une diagonalisation de
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Fic. 9.5— Performances de I'algorithmévQCQP sur 100000 problemes de petite
taille. L'histogramme indique la proportion des problémé&solus en fonction de leur
rapport de performance. La courbe continue représente gule la proportiorp(t)
de problémes dont le rapport de performance est inférieégaliar.

la matrice est effectuée et les valeurs propres négativesamplacées par une
valeur propre nulle (voir la formule (3.35))

A = Q™ diagjmax(\i,0)] QMT. (9.164)

La matrice ainsi générée est alors semi-définie positive ptdbléeme est alors
bien convexe. Notons au passage que la probabilité que leEeas#; possedent
une ou plusieurs valeur(s) propre(s) nulle(s) est non gégble : les probléemes
ainsi générés comprennent donc une proportion importante d@as de figure.

Enfin, les composantes du point de dép&ftont également été aléatoirement
générées entre -600 et 600, tout comme les composantesdestes de bornes
XL etxy. Toutefois, s’il s’avérait que le nombre généré pour la baniérieure
[x_]i était supérieur a la composante correspondaftd; de I'itéré de départ, la
borne inférieure était alors modifiée en prenpafi = [x9));. Un raisonnement
similaire s’appliquait aux bornes supérieures.
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F1G. 9.6— Profil de performance de I'algorithm#/QCQP avec et sans mode rapide
sur 100000 problémes tests de petite taille{zh < 22 et 1< m< 21).

La figure 9.5 présente une illustration des résultats olstenu 100000 pro-
blemes de petite taille. Comme mesure de performance, ritissns le rapport
N;

A
n+m (9.165)

ouN; est le nombre d'itérations nécessaire pour obtgsitt | < 105, Ce rapport

a été choisi car il met en balance la charge de calcul (le nedfiiérations) et la
complexité du probléme (la dimension et le nombre de cantra). Nous pouvons
constater que 98% des problémes sont résolus en moins-the itérations ; ce
pourcentage monte a 3 pour un rapport de performance de 3 et les 100% sont
pratiguement atteints autour de 10.

Rappelons qu’en utilisant comme mesure de performancendred’itéra-
tionsNp s nécessaires pour résoudre le problgnaeec le solveus, nous pouvons
tracer leprofil de performancel’'un solveurs. Il s’agit de la distribution cumulée
du rapport de performance (7.16). Nous allons nous attautequelques profils
de performance.

La figure 9.6 dresse le profil obtenu sur 100.000 problémeérgéraléatoi-
rement en présence et en I'absence du dispositihdde rapide Nous pouvons
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constater que dans un peu plus ®% des problemes générés, le mode rapide
n’entre pas en action et les performances des deux verseobralgbrithme sont
deés lors rigoureusement identiques. Il n'y a donc que 2184poar lesquels le
mode rapide s’active. Sur ceux-ci, 2137 sont a I'avantagaitiésation du mode
rapide qui peut se réveler jusqu’a 40 fois plus rapide. Re@ément, 47 pro-
blemes s’avérent étre Iégerement plus lents en présencedi rapide : le cas le
plus problématique engendre le double d’itérations, tessalitres entrainent un
surcroit d'itérations inférieur a 60%. L'introduction dwute rapide permet donc
un gain de performance considérable dans plus de 2% de&preblenvisagés et
une légere dépréciation dan®05%.

Notons également que les dispositifs de désactivation diemapide ou des
arétes (voir section 9.4), s’ils peuvent paraitre alamésgo’en sont pas moins
indispensable au niveau de la robustesse et de la fiabilité@lderithme. Pour
analyser leur utilité, les mémes 100.000 problémes gérdgatirement ont été
résolus par I'algorithme&vVQCQP en I'absence de ces dispositifs. La convergence
n’est pas efficacement pour 780 de ces 100.000 problémespfbent de perfor-
mance (9.165) était nettement supérieur a 10). Dans le camusles dispositifs
sont présents, plus aucun ne présente ce souci.

Nous avons également comparé I'algorithoe¢QCQP avec un algorithme
standard du logiciel Matlab. Le probleme (9.3) ayant unenfoparticuliere, nous
avons sélectionné I'algorithme qui appréhendait le mieatiecstructure. Il s’agit
d’'une méthode dite d& point intérieur» utilisée pour résoudre le probleme
contraint

minimiser  @(X) (9.166)
s.c. @) <0 pouri=1,....m.
et x <x<xy.

Pour étre précis, la fonction utilisée étfiitincon de la versiorMatlab Release
2009a Parmi les trois algorithmes utilisables, nous avons ¢haiméthode de
point intérieur car celle-ci permettait d’'introduire degarmations du second
ordre sur les contraintes comme c’est le cas pour I'algoitlVQCQP. Malheu-
reusement, la fonction de mérite utilisée par Matlab neespond pas exactement
a la fonction objectif que nous utilisons tout au long de capitne. La comparai-
son des résultats est donc a envisager avec prudence : @l@ui seul objectif
de nous donner uardre de grandeupour comparer la charge de calcul. La fi-
gure 9.7 dresse le profil de performance ainsi obtenu sur &flflgmes générés
aléatoirement. Nous pouvons constater que ces ordres migegnasont nettement
a l'avantage de I'algorithmeVQCQP. Fort heureusement, notre méthaaehoc
—i.e.spécialement élaborée pour résoudre des problémes didte s’'avere
plus performante qu’un algorithme général.
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FiG. 9.7—Profil de performance de I'algorithm&/QCQP et de la méthode de point
intérieur de Matlab sur 500 problémes tests de petite {@ifen < 22 et 1< m< 21).
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9.7 Conclusion.

L’'algorithme développé dans ce chapitre est ur@ique élémentaire pour
la résolution de sous-problemes engendrés par une appséghbentielle de pro-
blemes quadratiques a contraintes quadratiques. Lesepnebkl envisagés sont
ceux obtenus par l'utilisation d’une fonction de pénalit tgpe /1 pour une
fonction obijectif et des contraintes quadratiques et ugmnéde confiance uti-
lisant une normé.. Nous n‘avons cependant envisagé que des sous-problemes
convexes. La fonction ainsi obtenue est donc convexe, iftaraghtiable, quadra-
tique par morceaux et soumise a des contraintes de bornes.

L'algorithme UVQCQP s’inspire d’'un développement théorique proposeé par
Lemaréchakt al. [65]. L'espace d’optimisation est divisé en trois soussess :
celui des contraintes de bornes activesd’une part et son complément ortho-
gonalw - qui est lui-méme décomposé en deux sous-espacesy . L'espace
21 (X) est le plus grand sous-espacete- dans lequel la fonction est différen-
tiable au voisinage de L'algorithme proposé calcule trois directions de deseent
dans chacun des sous-espaces et les utilise, dans un oidig, pour effectuer
des recherches linéaires.

L’'algorithme UVQCQP tient compte des développements utilisés pour accé-
lérer les méthodes SQP. lmode rapideutilise notamment la technique de la
correction du second ordre et s’inspire également de€gtest de contraintes ac-
tives. Une méthode de minimisation unidimensionnelle &g la structure du
probléme a également été développée.



Chapitre 10

Vers une méthode SQCQP —
Sequential Quadratically
Constrained Quadratic
Programming

Ce chapitre présente les grandes lignes de ['utilisatiotiadgorithme UV-
QCQP développé dans le chapitre précédent pour implémenter @tieoce sé-
guentielle de programmation quadratique a contraintesiratigues (SQCQP).
Contrairement aux méthodes de type SQP abordées dans likret&apges mé-
thodes SQCQP résolvent, a chaque itération, un sous-pmnehi@pliquant une
fonction objectif quadratique et des contraintes quaguats.

Dans ce chapitre, nous abordons succinctement les problgnmeipaux ren-
contrés dans les méthodes de type SQCQP : la faisabilité uktmobleme, la
convergence globale, le taux de convergence, la non-caéwies contraintes et
la présence de contraintes d’égalité. Il ne s’agit pas diposé approfondi mais
seulement d’'une ébauche d'utilisation des concepts intte®tbut au long de ce
travail. Le lecteur intéressé est invité a consulter legana de Kruk et Wolko-
wicz [58], Fukushimaet al.[37] ou Jian [53, 54]. L'originalité de notre méthode
réside dans l'utilisation des régions de confiance et dgdidhme UVQCQP
pour la résolution des sous-problémes générés.

Nous envisageons donc le probléme d’optimisation noralieé

minimiser f(x),
s.c. Cj(x)=0 pourj € £,
cj(x) <0 pourj eI,
XL <X<Xy

(10.1)

oUE et1 sont, respectivement, les ensembles disjoints des ind&ssontraintes

213
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d’égalité et d'inégalité. Les fonctiorfsetc; sont supposées deux fois continlment
dérivables. Les vecteuss etxy sont des contraintes de bornes sur les variables
X. Pour caractériser ce probléme, nous utilisons la fonctemérite (8.15)

W(x,0)=f(x)+0 Z cj(X)] +oz max0, cj(x)]. (10.2)

j€E je1

Les contraintes de bornegs < x < Xy ne sont pas intégrées\& Le probleme
prend donc la forme d’'une minimisation quasi non-conteaditine fonction non-
différentiable. Notons qud/(x,0) est continue au sens de Lipschitz et réguliére
surR" (hypothese 4.14).

10.1 Algorithme de base.

Nous allons résoudre ce probleme avec une méthode par sédgaronfiance
et résoudre les sous-problémes créés grace a I'algorithf@€QP développé au
chapitre 9.

A chaque itération, nous souhaitons utiliser des approtiims quadratiques
convexes, aussi bien pour les contraintes que pour la fandijectif. Pour ce
faire, les contraintes du probléme (10.1) sont utilisées $@forme équivalente

cj(x) < 0 pourjeez,
—Cj(x) < 0 pourjez, (10.3)
cj(x) < 0 pourjer.

L’'algorithme proposé ici est volontairement extrémemeénipde : notons que
'étude complete et systématique de ses propriétés théawigt de ses perfor-
mances constitue un prolongement naturel de ce travaibri$éajue I'algorithme
décrit ci-dessous ne comporte pas de critére d’arrét. Eigpea nous avons choisi
de stopper I'algorithme lorsques™ || < 1076,

Algorithme 10.1 Soit un point de départ®, un rayon de confiance initial(?
et les constantes
r]1:0,01; (11:0,8;
nN2=0,95; o, =2; (10.4)
Nn3=1,05; «a3=126

qui satisfont aux condition£2.28) et (4.53) Calculer W(x(9, o) et initialiser
k=0.
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Etape 1 : Définition de I'approximation locale. Approcher la fonctior(x, o)
par

mY(x0) = fYx+0 ¥ max{O,éEk)(x)]

JEIUE
+0 Z max0, égk)(x)] (10.5)
i€z
ot f(x¥ +5), &(x¥ +s) et &;(x¥) +s) sont des approximations quadra-

tiques convexes deg(X® +s), ¢j(x¥ +s) et —cj(x +s), respectivement.
Utiliser la norme/,, dans le calcul des régions de confiance.

Etape 2 : Calcul d’un pas de progression.Calculer le pas de progressionks
avec l'algorithmeuvQcQP?. Poserk® = x(K) 45K,

Etape 3 : Acceptation ou rejet du point-test. Evaluer® (%X, o) et le rapport

(10.6)

(k) _ LP(X(k) 5 0) - LP()Z(k) ; 0)
P T R (x®, 0) — mW (M, o)

N2

Sip® > n4, on définit ¥tV = %K : dans le cas contraire, & = x(.
Etape 4 : Mise & jour du rayon de confiance.Poser

a1 [|s¥le sip® <ng,

(k) i (k)
kt1) _ ) A sing <p <ny,
A azA®  sing < pW < ng, (10.7)
azAK sip® >ns

Augmenter ensuite k d’'une unité et retourner a I'étape 1.

Qu’entendons-nous exactement, a I'étape 2 «papproximation quadratique
convexe» ? Il s’agit simplement d’'une forme rendue convexe de I'agpnation
quadratique de Newton modifiée (3.34). Les fonctigh®(x) et ¢ (x) corres-
pondant a la fonctiog(x) sont, respectivement,

PO 1s) = ox®)+sGex®) + %STH Ks (10.8)
WM re = ) T oex®) + %sﬁq ®s  (10.9)

ou le Hessien de la fonctiap(x) au pointx)

Oup(x¥)) = QW diag(ni) QKT (10.10)

ILe sous-probléme ainsi créé est bien de la forme (9.3).
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est approché par

|:|(k) = Q(k)d|ag[ma)(()\|70)] Q(k)T, (1011)
AKX = QM diagimax—A;,0)] QK. (10.12)

Notons que l'utilisation de la normé, dans la définition de la région de
confiance nous permet d’intégrer facilement les contraidebornes de (10.1)
dans chaque sous-probleme. Les contraintes de borneséaisvaya routin®V-
QCQP sont en effet Iégérement modifiées pour en tenir comptes gxpriment
sous la forme

max([xL —x(k)]i , —A(k)> < [g]; < min ( [XU —x(")}i ,A(k)> : (10.13)

La valeur de I'approximation locale (10.5) tout comme I'eegsion de ses dé-
rivées directionnelles au poirt®) coincident avec celles dé(x, o) et les hypo-
theses 4.16 et 4.17 sont donc satisfaites. L’hypothéseeétlégalement satisfaite
puisquem® (x, o) est une somme de fonctions continues au sens de Lipschitz et
I'hypothése 4.18 est sans objet : aucun paramétre ne vane @ération a I'autre.
L'utilisation de I'algorithmeUVvQCQP pour la résolution du sous-probléme garan-
tit une décroissance suffisante (hypothése 4.19) et legh@o4.7 de convergence
vers un point critique du premier ordre est des lors d’apgile.

Notons que la valeur du paramétr@’est pas quelconque. Le théoréme 8.2 ex-
prime la valeur minimum que doit prendogoour que la fonction de mérite (10.2)
soit exacte : la valeur de doit étre supérieure ou égale a la norfgales multipli-
cateurs de Lagrange relatifs aux contraintes du probléitialibans cette étude
exploratoire, nous considérerons que été choisi suffisamment grand par rap-
port au probléme donné. Notons toutefois que, en pratiqueleur deo ne doit
pas étre trop importante pour ne pas dégrader les perfoenaiecl’algorithme.

10.2 Incompatibilité des contraintes.

Une des premiers difficultés lors de l'utilisation d’appiroations locales qua-
dratiques est la construction de sous-problémes incobiestiet ce méme si le
probléme initial est convexe. Pour s’en convaincre, il safenvisager le pro-
bléme suivant.

Exemple 10.1 Soit les deux contraintes convexes pour lesquelles ileexistes-
pace admissible
cxy)=x'+y*—1<0 (10.14)

et
Co(X,y) = (x—1)°+(y—1)>—1<0 (10.15)
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FiG. 10.1— lllustration de I'exemple 10.1 au point¥ = (—1/2,—1/2). Les deux
contraintescy (X,y) etcz(X,y) sont représentées par un trait continu et I'approxima-
tion locale dec(lk) dec; par un trait discontinu. La contrainte quadratigueest sa
propre approximation locale. Nous pouvons constater qggpéice admissible pour
les contraintes réelles (la zone noircie) disparadf sist remplacée par son approxi-

mation c(lk).

au point XK = (—1/2,—1/2). L’approximation locale quadratique pour la pre-
miéere contrainte est

5 3 3
e (y) = —2 +x+y+2 2+ ¥ <0, (10.16)
alors que la seconde, étant déja quadratique, est sa proppecximation. Dans
le sous-probleme ainsi créé, les deux contraintes appexként incompatibles
(voir figure 10.1).

Notre approche n’a cependant aucune difficulté a contowserobleme : le
recours a une fonction de pénalité exacte tel qu’envisage cachapitre permet-
tra de progresser vers le point minimisant une certaine gaion de la fonction
objectif et de la violation des contraintes. L'exemple anivllustre ceci.
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FIG. 10.2 — lllustration de I'exemple 10.2 : la figure montre I'approxtion lo-
cale (10.18) construite pour le poixit) = (—1/2, —1/2) aveco = 2 de sorte que la
fonction de pénalité est exacte. Au titre de point de repamentrainte réelle; (x,y)
est représentée en trait épais discontinu. Le minimum dealg@gme raméne bien
I'algorithme vers I'espace admissible du probléme origina

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2

Exemple 10.2 Soit la fonction objectif linéaire
f(x,y) = —x+y (10.17)

soumise aux contraint¢40.14)et (10.15)de I'exemple 10.1.
Soit le point ¥ = (—1/2,—1/2) comme itéré actuel. L'approximation locale
deW(x,y,0) est

m¥(xy.0) = f(xy) + omax0,c}’ (x.y)] + omax0.c' (x ). (10.18)

Cette fonction est représentée sur la figure 10.2 : le pas dgrpssion engendré
par cette représentation locale ramene sans difficultéggbaithme vers la zone
admissible so > 1. La figure 10.3 montre les deux itérations suivantes.

Une autre question importante dans le cadre des méthodgpelSQCQP
est le sort réservé aux contraintes non-convexes. Ayaigia@convertir chaque
contrainte d’égalité en deux contraintes d’inégalité gg@s, ce probléme de non-
convexité se pose forcément pour I'une des deux, sauf shitrainte est linéaire.
Pour comprendre la maniére dont nous avons envisagé |lagekticontraintes
non-convexes, nous pouvons considérer I'exemple suivant.
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= K

0.5

i

FIG. 10.3 — lllustration de I'exemple 10.2 : la figure montre I'approxtion lo-
cale (10.18) construite pour les point&™ (figure de gauche) edkt2 (figure de
droite) aveao = 2. Au titre de point de repere, la contrairtgx,y) est représentée
en trait épais discontinu.

Exemple 10.3 Soit la fonction objectif linéaire
f(x,y) =—x—y (10.19)
soumise a la contrainte d’égalité non-convexe
c(x,y) =xC+y?—1=0. (10.20)

Au point XX = (1/4,5/4), les deux approximations locales quadratiques corres-
pondantes sont

63 3 3
cr(xy) = 82 16°T ZX2+Y2 <0, (10.21)
_ 83 3_ 5

Ces deux contraintes sont incompatibles (voir figure 1Q.4pproximation lo-
cale deW(x,y, o) est

m*(x,y,0) = f(x,y) + omax0,c (x,y)] + omax0,c™(x,y)]. (10.23)
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15F q

FIG. 10.4— lllustration de 'exemple 10.3 au point¥) = (1/4,5/4). La contrainte
c(x,y) est représentée par un trait continu et les approximatimcedds dec™ etc™
par des traits discontinus.

Cette fonction est représentée sur la figure 10.5 : le pas dgrpssion engen-
dré par cette représentation locale rameéne sans difficidt§arithme vers la
contrainte d’égalité. La figure 10.6 montre l'itération sante.

10.3 Performances sur un petit ensemble deUTEr.

Pour évaluer les potentialités d’'un algorithme construibar de la« brique
élémentaires UVQCQP, nous avons sélectionné quelques problemes de petite
taille de 'ensemble de probléemes de t€SITEr (voir Bongartzet al.[5] et Gould
et al. [47]). Les trente-six problemes sélectionnés (voir tabl@@.1) sont tous
ceux répondant aux criteres suivants : il sont non-linéaoet une dimension <
30, un nombre de contraintés| + | 7| < 30 et les dérivées premiéres et secondes
sont disponibles.

Le nombre d'itératiorset la valeuto choisie pour chaque probléme sont pré-
sentés dans le tableau 10.1. Les résultats de trois aug@stlames bien connus
(KNITRO, LOQO et IPOPT sont des méthodes de tppat intérieun sont éga-
lement portés dans ce tableau, ceux-ci proviennent desutxale Wachter et Bie-

2Pour l'algorithme SQCQP, le nombre d’itérations correspan nombre d’évaluation de la
fonction objectif et des contraintes.
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FiG. 10.5 — lllustration de I'exemple 10.3 : la figure montre I'approxtion lo-
cale (10.23) construite pour le poiit) = (—1/2, —1/2) aveco = 2. Autitre de point

de repére, la contraint&x,y) est représentée en trait épais discontinu. Le minimum
de ce probléme raméne bien I'algorithme vers la contraifégadité du probléme
original.

151

0.5

-1 . 0 . 1

FiG. 10.6 — lllustration de I'exemple 10.3 : la figure montre I'approxtion lo-
cale (10.23) construite pour le poixdtt aveco = 2. Au titre de point de repére, la
contraintec(x,y) est représentée en trait épais discontinu.
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TAB. 10.1— Ensemble des 36 problemes de @BITEr sélectionnés. Pour chaque
probleme, sont donné les nombres d’évaluations de fondsnalgorithmes KNI-
TRO, LOQO, IPOPT et SQCQP. Le tableau donne aussi la valearulidisée dans
la fonction de mérite (10.2). La présence d’'un astérisqigesfient que I'algorithme
a convergé vers un point non admissible et deux astérisguédisique le maximum
autorisé d'itérations a été atteint avant la convergence.

Nom | n |z| [7] KNITRO LOQO IPOPT SQCQP o
BT11 5 1 2 8 12 9 11 2
BT6 5 2 0 12 13 18 9 5
CRESC4 6 0 8 55 483 23175 11 10
DIPIGRI 7 0 4 9 26 22 7 10
HS100 7 0 4 9 26 21 7 10
HSI00LNP || 7 2 O 9 12 21 7 2
HS100MOD| 7 0 4 14 28 29 7 ©r
HS101 7 0 5 683 3680 130 87 fo
HS102 7 0 5 3001 155 25 39 16
HS103 7 0 5 3002 91 34 43 16
HS104 8 0 5 16 15 9 11 1%
HS107 9 6 0 7 16 11 68 a0t
HS109 9 6 4 3001 52 2247 32 18
HS111 10 3 0 11 16 16 4 10
HS111LNP || 10 3 O 11 18 16 4 10
HS40 4 3 0 4 9 4 3 16
HS46 5 2 0 22 30 20 60 a
HS47 5 3 0 18 55 21 9 o
HS56 7 4 0 37 21 11 9 2
HS68 4 2 0 19 48 24 189 10
HS69 4 2 0 13 17 13 57 50
HS71 4 1 1 8 14 9 15 1
HS74 4 3 2 13 15 11 73 6
HS75 4 3 2 12 17 12 145 10
HS77 5 2 0 12 13 13 20 a
HS78 5 3 0 5 8 5 4 16
HS79 5 3 0 5 8 5 6 01
HS80 5 3 0 10 10 8 4 19
HS81 5 3 0 10 17 8 4 19
HS93 6 0 2 7 13 10 5 19
HS99 7 2 0 4 18 7 5 16
LAUNCH 25 9 19 39 76 27 5 100
SYNTHES1| 6 0 6 8 17 10 5 10
SYNTHES2 | 11 1 13 13 22 26 3 50
SYNTHES3 | 17 2 21 11 21 18 3 50
TWOBARS || 2 0 2 8 11 10 7 10
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FIG. 10.7— Profils de performances correspondant au tableau 10.1. weefif.7
présente les profils de performance correspondant au teliled. Les résultats
semblent prometteurs : plus de 60% des problémes sont s§3oksi rapidement par
notre algorithme SQCQP et seul LOQO s’avére finalement plosate.

gler [102]. La comparaison porte sur le nombre d’évaluatieta fonction objectif
et des contraintes mais les résultats obtenus doivent étmecas car les criteres
d’arrét des différents algorithmes sont différents et lmparaison ne peut donc
étre envisagée qu’en terme d’ordre de grandeur.

La figure 10.7 présente les profils de performance corregudrall résultats
du tableau 10.1. Les premiers résultats semblent promgttguus de 60% des
problemes sont résolus plus rapidement par SQCQP et ilttaumickier = 50 avant
de voir la courbe IPOPT repasser momentanément au dessus aepeisesin
fing seul I'algorithme LOQO peut se prévaloir d’étre plus rabugue SQCQP.
Globalement, il apparait clairement sur le figure 10.7 queengébauche d’algo-
rithme SQCQP tient la comparaison«etomine» les autres méthodes pour peu
gue le paramétre soit initialisé correctement. Or, celui-ci a été calibrénda-
nieread hocet les résultats sont donc quelque biaisés. Il est clair’gatirhation
initiale deo et sa mise a jour au cours du calcul seront des facteurs-€lésxise
au point d’'un algorithme complet.
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10.4 Conclusion

L'objet de ce chapitre est de présenter le potentiel dedeque élémentaire
UVQCQP décrite au chapitre 9. Un algorithme sommaire est donc ptés€elui-
ci n’a qu’une vocation exploratoire : de nombreuses questiestent en suspens
avant de pouvoir utiliser un algorithme de ce type. Commatlilbier le paramétre
de pénalitéo ? La stratégie de découplage et de convexification des cotesa
est-elle la plus efficace ? Comment estimer les multiplioatde Lagrange ? Etc.

Via quelques exemples, nous avons tenter de faire commrdesliavantages
gue pourraient receler I'utilisation de la routib®QCQP. Trois forces peuvent
ainsi étre mises en évidence.

— L'éventuelle incompatibilité des contraintes quadnatisjest gérée de fagon
tres simple et naturelle. Il n’est donc pas nécessaire libééa de stratégie
de relaxation des contraintes.

— Les régions de confiance de tyfie sont aisément prises en compte, tout
comme les éventuelles contraintes de bornes. La straté&ggévdtion et
de désactivation des contraintes de bornes est d’ailleéndsegau niveau
des sous-problémes eux-mémes grace a I'introduction sedeew K au
chapitre 9.

— Les sous-problemes sont résolus de maniére exacte.

Les quelques expériences numériques effectuées sur dédemes de petites
tailles issus de I'ensemble de taSUTEr s’avérent encourageants. Les perfor-
mances de notre approche SQCQP semblent en effet pouvaliseivavec des
algorithmes bien connus dans la littérature.
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Chapitre 11

Conclusion et perspectives

Ce chapitre est destiné a tirer les conclusions de ce tretvailiresser les nom-
breuses perspectives encore a explorer. Nous avons gFédans le chapitre 2,
les grandes familles de méthodes de globalisation et, dankdpitre 3 diffe-
rentes possibilités d’approximations locales pour un jgnole d’optimisation. Le
chapitre 4 présente le cadre théorique nécessaire a la loonmgréhension des
différents concepts liés a la convergence des méthodeggians de confiance.
Sur cette base, nous nous sommes attelés a utiliser ce femegbour explorer
en profondeur l'utilisation d’approximations locales quatiques dans des pro-
blemes contraints et non-contraints.

Les choix que nous avons opérés ne sont, bien entendu, [sasllepossibles :
d’autres approximations locales, combinées avec d’afibreses de régions de
confiance meneront encore probablement & de nouveauxthlges dont les pro-
priétés seront éclairées par le formalisme théorique dpitka.

Les méthodes d’optimisation convexe, développées dansntaithe de I'op-
timisation des structure®.g. Fleury et Braibant [36], Svanberg [96, 97], Bruy-
neel [9]), pourraient par exemple étre utilement exprimsmss le formalisme
des régions de confiance. En effet, tegve limitsgénéralement utilisées dans ce
cadre ne sont finalement rien d’autre qu’une région de cardién Outre le bé-
néfice théorique d’assurer une convergence globale, caafmme ouvre la porte
a l'utilisation d’approximations locales non-convexes.

Mais les apports majeurs de ce travail commencent au chdpitr

11.1 Calibration de modeles mathématiques.
L'identification paramétrique est une étape clé dans le ldgpement d’'un

modéle mathématique. Les modeéles développés, quellesigun s disciplines,

sont de plus en plus complexes. Les paramétres sont desdqgoiisl en plus

227
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nombreux et leur calibration de plus en plus difficile.

S'il est parfois possible, en physique, d’évaluer la val@un paramétre tel
gue la conductivité, la masse volumique ou la chaleur massiqr base des pro-
priétés microscopiques, il n’en est pas de méme pour les ideside modélisa-
tion du vivant, des sciences économiques ou des scienceaitesnl’étape de
calibration du modéle est dés lors indispensable. En fonctes caractéristiques
de son probléme, le modélisateur trouvera dans le chapitredon résumé des
guestions a se posapresla modélisation.

La question qui se pose alors naturellement est celle dedivhbilité de ces
parametres. Les relevés expérimentaux dont nous dispasosis suffisants
pour déduire les valeurs des paramétres de notre modedxpérience jumelle
sert a répondre a cette question.

L'identification des paramétres peut étre mise sous la fatiae probléme
d’optimisation généralement non-contraint ou quasi nomt@int (n'ayant que
des contraintes de bornes) et résolu par les différentdsotés abordées dans ce
travail. La fonction objectif a établir mesure I'écart ente modéle numérique et
les relevés d’expérience tandis que les variables a omtira@t les parametres a
calibrer.

L'augmentation de la complexité des modeles mathématiniess toutefois
pas sans conséquence sur I'optimisation a opérer pountifamtion des para-
meétres car une plus grande complexité se traduit génératgmae un temps de
calcul plus important et une utilisation intensive des oasses informatiques.
Or les méthodes d’optimisation sont itératives et le nont&esimulations né-
cessaires au calibrage peut s’avérer relativement immpo@aest pourquoi, tout
au long de ce travail, nous nous sommes attelés a réduiraribreal’itérations
nécessaires.

Il convenait donc d'utiliser les meilleures méthodes dimpgation disponibles
et celles-ci font invariablement appel aux dérivées denation objectif par rap-
port aux parameétres a calibrer. Celles-ci peuvent étrenadlete par le biais de
différentes méthodes : lelifférences finieda différentiation directeou lemodeéle
adjoint. Chaque méthode a ses avantages et inconvénients qui sihétsses
dans le tableau 5.1.

11.2 Trust, un algorithme fiable.

Dans le cadre de ce travail, nous avons développé une rdt@iRerRAN nom-
meéeTrust. Celle-ci est présentée et testée aux chapitre 6 et 7. litslag algo-
rithme utilisant une globalisation par régions de confiagtoges approximations
globales quadratiques pour la fonction objectif.

Plusieurs variantes sont étudiées et comparées. L'digoeitse base sur le



11.3. LES ITERATIONS TROP REUSSIES. 229

schéma général décrit au chapitre 4. Il utilise des apprations quadratiques
pour la fonction objectif et prend en compte des contraideebornes. Plusieurs
versions ont été développées utilisant des approximatimades de type quasi-
Newton ainsi qu’une version utilisant I'approximation ée de Gauss—Newton.
La routine développée inclut également des fonctionrsapteur faciliter la mise

a échelle et 'impression personnalisée.

Une identification paramétrique est sommairement dévélepib s’agit d’un
systeme dynamique simple, a titre de d’exemple : le modeleotlea—\olterra.
Les performances de différentes versiondidat sont analysées et comparées a
la routineM1QN3 de Gilbert et Lemaréchal [40].

Afin de fournir une analyse plus détaillée du comportementrast pour ce
probléme, une analyse de la robustesse des différenteodestia été effectuée
en variant les points de départ. La globalisation par régis confiance appa-
rait, dans ce cas test, plus efficace que I'approche parndahknéaire. De plus,
les deux versions dites inconditionnelles> qui utilisent I'information issue des
itérations infructueuses sont plus efficaces que leurs lagues conditionnelles.
L'approche utilisant une mise a jour BFGS inconditionneléel’approximation
de la matrice hessienne s’avere étre la plus performanssj bien du point de
vue de la robustesse que de la vitesse de convergence.

11.3 Les itérations trop réussies.

Le chapitre 7 établit une nouvelle proposition de mise a ghurayon de la
région confiance dans les algorithmes du méme nom. Tradélment, un rap-
port p¥ fournit une mesure de la fidélité de I'approximation locade @pport &
la véritable fonction objectif dans le voisinage de I'itémurant. Cette mesure est
ensuite utilisée pour mettre a jour le rayon de confianceditération a I'autre.
Les regles empiriques habituelles opérent une réductioraghin de confiance
apres une itération infructueuse et le maintiennent canstal’accroissent aprés
une itération réussie.

Notre travail établit que la stratégie de mise a jour du rayeronfiance est
susceptible d’avoir une forte influence sur les performartzl'algorithme. Ce
sujet — critique du point de vue de I'efficacité de I'algorith — avait été relati-
vement peu traité jusqu’a présent.

Dans I'approche générale des régions de confiance, cestaérations sont
appelées les itératidres réussieparce qu’elles fournissent des diminutions im-
portantes de la fonction objectif. Lapproche habitueb@sliun tel cas est d’élargir
la région de confiance. La raison sous-jacente a cette augtisenest intuitive :
I'approximation locale semble précise dans une grandemnégutour de I'itéré
courant et I'algorithme devrait dés lors étre autorisé aatffer un pas plus grand
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si nécessaire.

Le propre de notre travail est d’introduire une nouvelle&gatie d’itérations.
Pensant que les itérations tres réussies galvaudent leusira réduction obtenue
pour la fonction objectif est bien trop importante, nousadtisons le concept
des itérationgrop réussies. Dans ce cas, le rayon de la région de confiance est
maintenu quasi-constant. Bien entendu, cette stratégifigm satisfait aux hy-
pothéses du chapitre 4 et les propriétés générales de geneer globale sont
encore d’application.

De maniére générale, cette nouvelle technique est sutediamient plus per-
formante tant du point de vue de I'efficacité que du point de de la robustesse.
Cette plus grande efficacité est clairement démontrée pdrdeés des profils de
performance sur un ensemble de test. Cette stratégie £sttindive et largement
applicable. Il est intéressant de noter que, lorsque liitlyme est proche de la
convergence, la plupart des itérations sont trés réussiegaux de convergence
n'est donc pas affecté.

Notons également que les expériences numeriques utilissnapproxima-
tions locales quadratiques de type quasi-Newton. Ellestmaoinclairement que
la nouvelle approche améliore la vitesse de 'algorithnreeffet, cette regle per-
met d’éviter la pollution de I'approximation du Hessien axkes mises a jour de
type quasi-Newton imprécises. Malgré une légere détérorae la robustesse,
il apparait que I'algorithme le plus efficace combine cetievelle stratégie avec
une mise a jour inconditionnelle de I'approximation de lanwca hessienne par
une regle de type quasi-Newton.

Il reste désormais a valider ce concept trés simple avedrd@atypes d'ap-
proximations locales (linéaires, coniques, asymptotdsiles . ..), avec des pro-
blemes contraints et avec des problémes de plus grande taill

11.4 De l'utilisation d’'une approche SQCQP.

Le chapitre 9 présente un algorithme permettant de résaundigpe de sous-
problémes engendrés par une approche séquentielle demedblquadratiques
a contraintes quadratiques. Il s’agit d’uredrique €lémentaire pour qui s’at-
taque a une fonction de pénalité de typavec des approximations quadratiques
convexes. Le sous-probleme engendré est donc convexdliffi@entiable, qua-
dratique par morceaux et soumis a des contraintes de bornes.

L'originalité de I'algorithmeuUvQCQP réside dans I'utilisation d’un dévelop-
pement théorique proposé par Lemarédhall. [65]. L'espace d’optimisation est
divisé en trois sous-espaces : celui des contraintes debantivesy d’une part
et son complément orthogonal qui est lui-méme décomposéwensbus-espaces
u et . L'espaceu (x) est le plus grand sous-espace dans lequel la fonction est



11.4. DE L'UTILISATION D’'UNE APPROCHE SQCQP. 231

différentiable au voisinage de

Si la sous-routin&VQCQP s’aveére plutot performante, il reste a construire un
algorithme global qui I'utilisera au maximum de ses posisds. Le chapitre 10
en brosse une esquisse mais celle-ci — bien qu’encourageaest insuffisante.
De nombreuses questions restent en suspens et constittmt de perspectives
intéressantes. Nous pouvons citer, par exemple.

— La calibration du paramétre de pénalitgu’il faut choisir suffisamment
grand pour assurer que le minimum de la fonction de pénaliteesponde
bien a la solution du probléme mais qu’il faut se garder ddimwensionner
pour ne pas altérer les performances de I'algorithme. Ipesthable que la
réponse a cette question cruciale passe par une adaptatperametrey
au fur et a mesure des itérations.

— La gestion des contraintes d’égalité peut certainemeat &néliorée. I
n'est pas certain que la décomposition en deux inégalit@esies soit
I'approche la plus performante : nous pourrions, par exemghvisager
I'utilisation de variables d’écart.

— La« convexifications> de la fonction objectif ou des contraintes est égale-
ment une source d'intérét : nous proposonscdaettre a zéro> les cour-
bures négatives mais ce choix est discutable.

L’'approcheuUvQCQP privilégie des approximations locales quadratiques tant
pour la fonction objectif que pour les contraintes. Danpleblemes réels, il est
cependant relativement rare de disposer des dérivéesderda ces fonctions et
les approximations locales doivent des lors se construiréase d’informations
glanées lors des itérations précédentes : les plus coneuesdtratégies étant les
mise a jour de type quasi-Newton. Toutes les questions de anjsur condition-
nelle ou inconditionnelle que nous nous sommes poséeselahapitre 7 doivent
donc également étre reposées dans ce cadre.

Notons aussi que I'algorithmgVQCQP fait un grand usage de matrices : au
moins une matrice hessienne (de dimensiem) pour chacune des contraintes.
Ceci rend la méthode inutilisable pour des problémes dedgréaille et/ou avec
un grand nombre de contraintes. A I'image de ce qui S’espfair d’autres mé-
thodes, il serait intéressant d’élaborer une version ayyg® de I'algorithme ini-
tial capable de gérer ce genre de problemes. Nous pensorxgraple, a I'utili-
sation d’approximations quadratiques séparables qui@atrdontré leur effica-
cité dans ce type de problémes.

Malgré ses performances satisfaisantes, il reste une oabtableau de la
méthodeJVQCQP : c’est sa limitation au cas convexe. Sans cette limitapoimt
besoin dex convexifiers les contraintes au niveau de SQCQP et ceci constituerait
un avantage indéniable dans la prise en compte des copsaiégalité. Or, la clef
de vo(te de la méthodé¢vQCQP, a savoir la décomposition 7/, a initialement
été développé pour des problemes convexes. Avant méme deipowodifier
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I'algorithme, il faudrait étendre la base théorique de &otie sous-jacente.
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Annexe A

RoutinesFORTRAN : mode d’emplol

Les sous-routines d’optimisation proprement dites ontré@émentées dans
desmodulesFORTRAN9O. Les routines d’optimisation se nomment

— trust _SR1_c pourTrust-SR1 conditionnelle,

— trust _BFGS_c pourTrust-BFGS conditionnelle,

— trust _SR1 i pourTrust-SR1 inconditionnelle,

— trust _BFGS_ i pourTrust-BFGS inconditionnelle

— ettrust _GNpourTrust-GN.
Pour les quatre premiéres routines, les séquences d’'appetentiques

call trust SRl c(simul,n,x,f,g,delta,deltanax, epsg,inpres, &
& i 0, node, succes, niter, | bnd, ubnd, freex, val car, varcar, hes)

et pour la derniere

cal | trust_GN(siml GN n, x,mc,]jacob, delta, del tamax, epsg, &
& I npres, io, node, succes, niter,|bnd, ubnd, freex, val car, &
& varcar, hesGQN).

A.1 Le simulateur.

Le premier argument de chaque routine est«usimulateur», une routine
FORTRAN fournie par l'utilisateur et qui servira a calculer les vakede la fonc-
tion objectif, du gradient ou de la matrice jacobienne. Ekeprésente comme
suit :

—sinul(indic,n,x,f,g) ou

— simul GN(i ndic,n, mx,c,cref,jacob) pourla version Gauss-Newton.
Les significations des différents arguments de ces rousnas énumérées ci-
dessous.
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A.1.1 Indicateur.

integer,intent(inout) :: indic

La variablei ndi ¢ est un entier qui établit la communication entre le simuiate
et la routine d’optimisation.

en entrée : I'utilisateur doit faire en sorte que la routisemul (resp.si nul GN)
— ne fasse aucune opération (hormis des impressionsjlist = 1;
— calculef etg (resp.c etj acob) siindic = 2.

en sortie : l'utilisateur doit faire en sorte que la routisenmul (resp.si mul GN)

renvoie pour ndi ¢

— une valeur strictement positive si le simulateur n’a remi@aucun pro-
bleme particulier;

— une valeur nulle si le simulateur demande l'arrét de ltopgation (par
exemple parce que la fonction objectif a atteint une valédley;

— une valeur négative si le simulateur est incapable de leal®s valeurs
ou de faire les opérations qui lui sont demandées.

A.1.2 Les entrées.

integer,intent(in) :: n

real (ki nd=8), di nension(n),intent(in) :: X
integer,intent(in) :: m

real (ki nd=8), di nension(m,intent(in) :: cref

La variablen est un entier, elle donne la dimensiodu vecteur des variables a op-
timiserx. La variablex donne au simulateur la valeur des variables pour lesquelles
la routine d’optimisation demande a calculer la valeur demation objectif et de

sa dérivée.

Le cas échéant, la variahieest un entier qui donne la dimensiondu vec-
teurc(x) — € que I'utilisateur souhaite minimiser au sens des moindae®s. La
variablecr ef , quant a elle, est le vecteur des valeurs de référence ~

Toutes ces variables doivent demeurer inchangées en.sortie

A.1.3 Les sorties.

real (kind=8),intent(inout) :: f

real (ki nd=8), di nension(n),intent(inout) :: g

real (ki nd=8), di nension(m,intent(inout) :: c

real (ki nd=8), di nension(n,n,intent(inout) :: jacob
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Si I'appel du simulateur se fait avéadi ¢ = 1, la routine d’optimisation fait
en sorte que les variabldset g (resp.c et acob) contiennenten entréeles
valeurs de la fonction objectif(x) et de son gradierd(x) (resp.c(x) et G(x))
au pointx. Cette disposition permet a I'utilisateur de faire impriroes valeurs et
d’ainsi formater les impressions de la routine d’optim@atomme il le souhaite.
Dans ce cas, les valeurs de ces variables doivent restamigéhbs en sortie.

Si I'appel de la routine se fait aveadi ¢ = 2, l'utilisateur doit faire en sorte
gue les variablek etg (resp.c etj acob) contiennenten sortie les valeurs de la
fonction objectiff (x) et de son gradiem(x) (resp.c(x) etG(x)) au pointx. Dans
ce cas, aucune valeur ne doit étre spécifiée en entrée.

A.2 Les autres variables.

integer,intent(in) :: n

La variablen est un entier; elle donne la dimensiomu vecteur des variables a
optimiserx. Cette variable demeure inchangée en sortie.

real (ki nd=8),intent(inout),dinension(n) :: X

Enentrée la variablex doit étre la valeur de dépaxt? des variables & optimiser.
Ensortie cette variable contient les valeurs optimisées.

real (kind=8),intent(inout) :: f
Enentrée la variablef doit étre la valeur de dépaf{x(?)) de la fonction objectif
a optimiser. Ersortie, cette variable contient la valeur finale de la fonction otife
a optimiser.

real (ki nd=8),intent(inout),dinension(n) :: g
En entrée la variableg doit étre la valeur de dépag(x(?)) du gradient de la
fonction objectif. Ensortie, cette variable contient la valeur finale du gradient la
fonction objectif.

integer,intent(in) :: m

La variablemest un entier; elle donne la dimensiordu vecteurc(x) — € a mini-
miser au sens des moindres carrés. Cette variable demehenigge en sortie.

real (ki nd=8), di nension(m,intent(inout) :: c
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Enentrée la variablec doit étre le vecteur des valeurs de dépéxt?). Ensortie
cette variable contient les valeurs du vecte lors de la derniére itération.

real (ki nd=8),intent(inout),dinension(n,m :: jacob

En entrée la variablej acob doit étre la valeur de dépa@(x(?)) de la matrice
jacobienne. Ersortie, cette variable contient la valeur de la matrice jacobienne
G(x) lors de la derniére itération.

real (kind=8),intent(inout) :: delta

En entrée la variabledel t a doit étre la valeur de départ du rayon de confiance
A9 Ensortie cette variable contient la valeur finale du rayon de conéanc

real (kind=8),intent(inout) :: deltamax

En entrée la variabledel t a doit étre la valeur maximundnax du rayon de
confiance. Cette variable est inchangée en sortie.

real (kind=8),intent(inout) :: epsg

En entrée la variableepsg doit étre plus petite que l'unité, c’est la valeur du
parameétree du critére d’arrét (6.37). EBortie, cette variable contient la valeur
finale effective de® défini par (6.35).

integer,intent(in) :: inpres

Enentrée la variable npr es contréle les impressions de la routine, sa valeur est
inchangée en sortie. Les différentes options d'impressoort :
— inmpres < 0 : I'optimisation se fait silencieusement. Cependantidsles
—i npr es itération(s), un appel du simulatesimul est effectué pour lequel
i ndi c=1. Ceci permet a l'utilisateur de formater les sorties a sdleuse
convenance.
— i mpres = 0 : aucune impression, I'optimisation se fait silencieusein
— i mpres = 1: messages d’erreur, impression finale et initiale unicgrém
— inpres = 2 : une impression par itération dont la valeur de la fonction
objectif.
— i nmpres > 3 : commentaires détaillés sur le comportement de l'allyoré.

integer,intent(in) :: io

La variablei o désigne 'unité dans laquelle les sorties sont écrites$.0Sk 6,
limpression se fait directement a I'écran. Cette variasdkinchangée en sortie.
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integer,intent(out) :: node

La variablenmode est une variable de sortie. Elle indique le mode d’arrét de la
routine d’optimisation :
— node < 0 : le simulateusi mul a fourni une valeur de sortiendi c<0.
— mode = 0 : le simulateur a demandé l'arrét en retournant la valedr ¢ =
0.
— node = 1 : Arrét normal. Le critére d’arrét de décroissance du gnatdest
atteint.
— mode = 2 : un des arguments d’entrée n’est pas bien initialisé.
— mode = 3 : le nombre maximum d’itérations a été atteint.

integer, intent(out) :: succes

La variablenode est une variable de sortie. Elle indique le nombre d’itérai
réussies au cours de I'optimisation.

integer,intent(inout) :: niter

Enentrée la variableni t er indique a I'algorithme le nombre maximum d’itéra-
tions qu’il peut effectuer. EBortie, cette variable donne le nombre effectif d’ité-
rations effectuées.

real (ki nd=8),intent(in),dinension(n) :: |bnd
real (ki nd=8),intent(in),dinension(n) :: ubnd

Les variables bnd etubnd désignent, respectivement, les bornes infériexrets
supérieureX imposées aux variables. Ces variables sont inchangéesteEn so

integer,intent(in),dimension(n),optional :: freex

La variable optionnellér eex permet de fixer une ou plusieurs variables. La va-
riablei est libre sifreex(i) = 0 et fixée sifreex(i) = 1. Cette variable est
inchangée en sortie. En I'absencefdeex, toutes les variables sont libres par
défaut.

real (ki nd=8),intent(in),dinension(n),optional :: valcar
real (ki nd=8),intent(in),dinension(n),optional :: varcar

Les variablewal car etvar car désignent, respectivement, les valeurs caractéris-
tiquesx“® et les variations caractéristiquég?” utilisées dans (6.29) pour mettre
le probléme & échelle. Ces variables sont inchangées aa. domtI'absence de
val car, les valeurs caractéristiques sont nulles par défaut etabaence de
var car, les variations caractéristiques sont unitaires par défau
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real (ki nd=8),intent(inout),dinension(n,n),optional :: hes

Enentrée la variable optionnellées permet de spécifier une approximation ini-
tialeH© de la matrice hessienne. Eartie, |a variablehes contient I'approxima-
tion HK de la matrice hessienne & la fin du processus d’optimisation.

real (ki nd=8),intent(out),dinmension(n,n),optional :: hesG\

Ensortig la variablehesGN contient I'approximatiomd (%' de la matrice hessienne
a la fin du processus d’optimisation.

A.3 Exemple d'utilisation

Voici un exemple d’utilisation de la routirte ust _BFGS i . Trust se présente
sous la forme d’'umoduleFORTRANIS nommé rust BFGS i _m la routine de-
vient donc accessible depuis le programme principal grdaeséruction

"use trust BFGS i m .

Il s’agit du probléme de Rosenbrock logarithmique (7.14).

A.3.1 Programme principal

program mai n

use siml _m
use trust BFGS i m

(déclaration des variables)
(initialisation des variables)

i ndi c=2
call simul (indic,n,x,f,Q)
if (indic.le.0) stop

open(unit=io,file="output.txt’)

cal | trust_BFGS i(sinmul,n,x,f,qg,delta,deltamax, epsg,inpres, &
& o, node, succes, niter, | bnd, ubnd, freex, val car, var car, hes)

cl ose(i o)

end program main
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A.3.2 Simulateur

modul e simul _m

contains
subroutine sinul (indic,n,x,f,Q)
integer,intent(inout) :: indic
integer,intent(in) :: n
real (ki nd=8), di nension(n),intent(in) :: x

real (kind=8),intent(inout) :: f
real (ki nd=8), di mension(n),intent(inout) :: g
integer :: i,j

if (indig.eq.2) then

f =I og( 1+10000* (x(2) - (1)**2)**2+(1 x(1
9(1)=(-40000*(x(2)-x(1)**2)*x(1)-2*(1-
&/ (1+10000% (x(2) - X( 1) **2) ** 2+( 1- X

*

X
2

9(2) =20000*(x(2)-x(1)**2) &
2

X
(
)-
)
& (1+10000* (x(2) -

end if

end subroutine simul
end nodul e simul_m

))**2)
x(1)))&
(1))**2

x(1)**2)**2+(1-x(1)) **2)
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Annhexe B

Zeros des polyndmes du troisieme et
du quatrieme degré

Cette annexe présente les formules exactes utilisées plouter les zéros du
polyndme de degré quatre

W(E) =8+ PBE+YE2+KE +1EY (B.1)

Avant de résoudre ce probléme de fagon générale, envisadgeaas = 0
etk # 0. Dans ce cas, nous obtenons une équation cubique que newusnso
résoudre grace a la méthode de Tartaglia-Cardan (voir gangbe [1]).

Il faut poser
_ B ¥
97 3w (8-2)
B 3 ¥
T &k 2ne (B-3)

Sig®+r2 > 0,il 'y a qu'une racine réelle

£y = (r N r2> g (r - JW) Yy (B.4)

3k’

sinon, il y a trois racines réelles

E4 g 2\/—qcose_ S_VK, (B'5)
§s = —/—qcosh— 3—\{( — /=3gsiné, (B.6)
§6 = —\/—_qcose—s—i-l—\/—quinG (B.7)
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ou

1 v —a i
0— { 3arctanf sir >0, (B.8)

larctan """ 4 T sir <0

Sit # 0, nous pouvons utiliser la méthode de Ferrari (voir par eierfi]). Il
faut d'abord résoudre le probléme cubiqueuaassocié

0 2 % 5
A +<&—4 ) <82+ Sl —4—") 0 (B.9)
l l 12
par la méthode de Tartaglia-Cardan. S’il 'y a qu’'une seatgéneu,, les quatre
racines du polynéme (B.1) sont les solutions des deux émqsatiu second degre

24pE+qr = O,
E24pi+q = 0

ou

L SV LT (B.10)

P =% w2zt '

K K2 y

P2 = E‘i‘ m"‘ul—l—, (B.11)
w . (Kkup B\ (U2 B

g = > S|gn< | 21) 27T (B.12)
w . (Kup B\ (U2 B

02 = 5 +S|gn< | 2|) 2T (B.13)

S’il'y a plus d’'une racine réelle au probleme (B.9), il comtid’utiliser la valeur
de u; qui produit des coefficients réels aux deux équations dungedegré, i.e.
uy tel que
2
K Y
—= >0 B.14
4|2 + Uy | ) ( )
w3

4 |

v
o

(B.15)
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