Chapitre 10

Elasticité plane

10.1 Etat plan de contrainte

S
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FIGURE 10.1 — Etat plan de contrainte

Considérons (fig. 10.1) une plaque d’épaisseur ¢, sollicitée dans son plan et
ayant ses surfaces x3 = £¢/2 libres. On aura donc

033:Ta3206n CE3::|:t/2 (101)

en convenant que les indices grecs peuvent valoir 1 ou 2. La sollicitation étant
symétrique par rapport au plan moyen, on aura encore

uo(28,73) = ual(rs, —T3)
{ U3($5,$3) = —Ug(mﬁ’—x3) (102)
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260 CHAPITRE 10. ELASTICITE PLANE

Dans ces conditions, comme
2eq3 = Daus + Dsug,

on a encore

t/2 t/2 t/2
/ 2eq03dr3 = Dy, ugdrs + [ua]_t/Q =0 (103)
—t/2 —t/2
ce qui entraine
t/2 t/2
/ Tagdl‘g =2G €a3dl‘3 =0 (104)
—t/2 —t/2

Les équations locales d’équilibre selon x1 et x5 s’écrivent
Dﬁga,g + D3Ta3 4+ fa=0

Intégrons les sur I’épaisseur, et introduisons les moyennes

0—04[3 = t‘/_t/2 Uaﬁdxg et fa = gfoédx:g

On obtient

« 1 2 .
DﬂO’aﬁ + ; [Tag]t_/tm + fa =0

ce qui, vu les conditions (10.1), se raméne &
Dgops+ fo =0 (10.5)
De méme, intégrons sur I’épaisseur I’équation d’équilibre selon z3, qui s’écrit
Da7o3 + D3oss + f3 =0

II vient
t/2

/2

Da Tagd.rg + [0’33]75_/3/2 + / f3d1‘3 =0
—t/2 —t/2

Tenant compte des relations (10.1) et (10.4), on obtient la condition supplémen-

taire
t/2

fadrz =0 (10.6)
—t)2
qui ne fait qu’exprimer la symétrie de la sollicitation par rapport au plan moyen
de la plaque.
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Les équations constitutives locales s’écrivent

1

EO(B = E [(1 + V)O—aﬂ - V(O-’y'y + 033)6aﬁ]
14+v

Eas — E Tas
1

ess = L [(1+v)o33 = v(09y +033)]

En les intégrant sur I’épaisseur, on obtient respectivement

t/2 1
9 dl‘g = —
/t/2 or E
t/2 t/2
—v / awda:g—k/ 033dx3 | dap
—t/2 —t/2
0
t/2 1 t/2
/ Egdd]}d = E (1+V)/ O'33d£C3
t/2 —t/2

t/2 t/2
-V / U,Y'deg + / 033d£€3
—t/2 —t/2

Faisant ’hypothése supplémentaire

t/2
1+v) / Oapdrs
—t)2

t/2
/ O'33dl‘3 =0 (107)
—t/2

et définissant en outre les déformations moyennes
1 [t 1
5:;5 = 7/ €apdrs = f(DauE + Dguy,) (10.8)
tJ) i 2

ol apparaissent naturellement les déplacements moyens

1 [t/2
e 7/ UndTs (10.9)
tJ_ty2
ainsi que le gonflement
1 [t? 1
q = */ E33dl‘3 = — [U3]t_/tz/2 (10.10)
t —t/2 t
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on obtient .
cap = [(L+P)0%s —v07,0as] (10.11)
et 5
4= 50y (10.12)

Les relations (10.11) s’inversent sous la forme

* * *
o = ——: (] +rve
1 1 _ V2( 1 2)
* * * (10.13)
o5 = ——(e5+ve
2 1_ Vg( 2 1)
™ = Gy*
en écrivant
* % * % * *
€1 = €11, €3 = €9, ¥ = 267,
et
* * * * * *
01 =011, 02 =029, T = Tq2
et on a donc
el = Dyuj, €5 = Daus, v* = Diuj + Dauj (10.14)

Les équations moyennes (10.5), (10.13) et (10.14), fondées sur les hypothéses
(10.1), (10.2), (10.6) et (10.7), forment le systéme de 1’état plan de contrainte.
Il s’agit évidemment d’une théorie approchée et, en particulier, les équations
générales de Navier et de Beltrami-Michell ne s’appliquent pas directement &
cet état. Dans la pratique courante, on omet les étoiles dans les notations. Il ne
faut pas perdre de vue, cependant, que les solutions obtenues représentent des
moyennes.

10.2 Etat plan de déformation

L’état plan de déformation, qui s’applique aux corps trés longs dans la direc-
tion x3 et sollicités uniquement selon z; et s, se caractérise par les conditions

Ua = Ua(zp)
uz = 0 (10.15)
f3 =0



10.2. ETAT PLAN DE DEFORMATION 263

On a alors exactement
1
Ea3 = i(DaU:g + Dgua) =0, e33=0 (1016)

Par conséquent, comme
1
€33 = E(Usz ~ V0aa)

on obtient
033 = VO qa (10.17)

et, dés lors,
Okk = Oqo + 033 = (1+V)cha (1018)

Introduisant ces résultats dans les autres relations de Hooke, on obtient

1
€ap = E[(l +V)0ap — VOEOag]
1
= E[(1+V)Uaﬁ 7’/(14’1/)0"‘/760‘5] (1019)
et
! (10.20)
€a3 = AT .
379G
Ces derniéres équations entrainent
Taz = 0 (10.21)

On peut unifier la théorie des deux états plans en écrivant la relation (10.19)

sous la forme )

Eaf = —=[(1+4 ﬁ)o‘ag — ﬁawéaﬁ] (10.22)

Pour réaliser ’équivalence, il faut que le module de Young effectif E et le coef-
ficient de Poisson effectif U vérifient les relations

140 1+v
— = 10.2
- (10.23)
“ ) vty (1)
v vil+v v(l+v
- = = - 10.24
5 Z 5 (10.24)
Cette derniére condition implique
v=—2 (10.25)
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ce qui s’inverse en

1%
D= 10.26
b=1— (10.26)
et
. 140 1+ % E
E=FE =F Y = 10.27
1+4+v 1+v 1—02 ( )
La relation inverse est
A 1420
F=F— 10.28
(1+0)? ( )
On notera enfin que la relation (10.23) équivaut a
G=G (10.29)

10.3 Equations générales des états plans

Contrairement a la théorie de I’état plan de contrainte, celle de ’état plan de
déformation est rigoureuse et on peut lui appliquer les équations de Navier et de
Beltrami-Michell. L’équivalence exposée ci-dessus permet d’obtenir les équations
correspondantes pour ’état plan de contrainte par Dartifice suivant :

— dans un premier temps, on particularise les équations générales de 1’élas-

ticité au cas de la déformation plane;

— ensuite, on y fait apparaitre les valeurs effectives E et U,

— il suffit alors de remplacer E par E et © par v pour obtenir les équations

relatives & ’état plan de contrainte.

10.3.1 Equation plane de Navier

Dans I’équation générale

2(1 —
G Mgraddivu —rotrotu| +f=0
1—2v
on calcule
T B A
1+7 1+7
20 1-0

—_
+
>
—_
+
>



10.3. EQUATIONS GENERALES DES ETATS PLANS 265

ce qui méne & I’équation

G —graddivu — rotrotu| +f =0 (10.30)
—D
Posant
divu Diuq + Dous
c 1-o 10 (10.31)
2w = D1U2 — D2u1 (1032)
on a
rotu = 2wegs
et

€ € €3
rotrotu = D1 D2 D3 = 2(e1D2w — engw)
0 0 2w

ce qui permet d’écrire 1’équation (10.30) sous la forme

fi
Die — + = =
1€ — Dow °C 0
(10.33)
fa
Doe + Djw + == =
2¢ 1w 2G 0

10.3.2 Equation plane de Beltrami-Michell
L’équation générale s’écrit
1 v
Diwoij + 37 Dijowe + (Difj +Djfi + 1_I/Dkfk5ij) =0

On a d’abord
ok = (14 1)04,

De plus, comme f3 =0,
v

Dy fr. = ﬁD'yf'y

1—v

Il vient donc, comme toutes les dérivées par rapport & xz sont nulles,

Dyy0ij + Dijoryy + (Difj + Djfi + 2Dy f18i5) = 0
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Pour (4,5) = («, 8), on obtient
Doy0ap + DOy + (Dafs + Dpfa+ 2Dy fy0ap) =0 (10.34)
Pour (i,7) = (a, 3), il vient, du fait que 43 =0,
Da30ry + D3fo =0
équation identiquement vérifiée. Enfin, pour (i, j) = (3,3), on obtient
D033 + D33oyy + 0Dy fy =0

et, en exprimant o33 en termes de o,
033 = VO0yy = 7=

il vient
Dyyoaa+(14+0)Dyfy, =0 (10.35)

Or, en contractant (10.34) sur « et §, on obtient précisément
2Dyy0aa + Do fo+ Dafoa +20Dq fo =0

c’est-a-dire (10.35), qui est donc un corollaire de (10.34). Les seules équations
de Beltrami-Michell & prendre en compte sont donc les équations (10.34).

10.4 Fonction d’Airy

Lorsque les forces de volume sont nulles, les équations d’équilibre s’écrivent

Dio11 + Daois 0
Dio12 4+ Doogs = 0

Pour un corps simplement connexe, il existe donc deux fonctions 1, et s telles
que

{011 = Dy, 012 = —Diin (10.36)

o12 = Doips, 092 = —Dip

Pour garantir la symétrie des contraintes, on doit avoir

D11+ Datpa =0 (10.37)
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ce qui entraine, toujours pour un corps simplement connexe, ’existence d’une

fonction ¢ telle que
1 = Dap, 2 =—-Dip (10.38)

C’est la fonction d’Airy. Les contraintes en dérivent par les relations
011 = Dagp, 022 = D11, 012 = —D12p (10.39)

Sur la frontiére du corps (fig. 10.2), les tractions de surface T} et Ty vérifient

F1GURE 10.2 — Normale et tangente au contour

Ty = ni1Dey1 —noDiyhy
T n1 D2ty — na D1ty

et, comme le vecteur unitaire tangent t est lié au vecteur unitaire normal n par
les relations

ny = tg, ng = —t1
on obtient o0 o0
Ty="1 Tp,=22 10.40
=2 =% (10.40)
ou encore
T, = QD 15 = —QD (10.41)
1= ot 2%, 2 = ot 1P .

Lorsque le plan considéré est percé de trous, (fig. 10.3), 'univocité de la fonc-
tion d’Airy est soumise & certaines conditions supplémentaires. Tout d’abord,
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FiGURE 10.3 — Plan percé d’un trou

11 et 19 ne sont univoques que si, sur le contour C de chaque trou,

0:/8wads:/Tads
c Ot c

c’est-a-dire que la résultante des tractions de surface au bord du trou doit étre
nulle. Supposons cette condition satisfaite. Alors, I'univocité de la fonction

d’Airy nécessite que
0
0 = / % s
c Ot

= /(t1D1<P +taDoyp)ds
c

= /C(—tﬂh + ta9)1)ds

- dxl dZL'Q
= /c( det + dt>d5

Intégrant par parties et tenant compte de 'univocité de 1 et 12, on obtient

2, 20)

0 = Saut(w2x1+¢1x2)+/c(z1 ot — X2 ot

/(.’ElTQ — {L‘QTl)dS
C

ce qui exprime la nullité du moment des tractions de surface.

En conclusion, la condition d’univocité de la fonction d’Airy sur un corps
multiplement connezxe est que les forces appliquées sur le bord de chaque trou
forment un torseur nul.
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10.5 Compatibilité en termes de la fonction d’Airy

Appliquant les équations de Beltrami-Michell (10.34) aux contraintes écrites
sous la forme (10.39), on obtient, en posant

V2= D11+ Dos (10.42)

les conditions
V2D22(p + D11V2<p =0
7V2D12g0 + Duvch =0
VQDUQO + DQQVQQO =0

qui se raménent visiblement & une seule équation de compatibilité, & savoir,

Vip=0 (10.43)

10.6 Problémes axisymétriques plans'

Un probléme plan est azisymétrique si sa géométrie est circulaire et la solli-
citation, purement radiale. Dans les coordonnées polaires, on a alors

u = ue, (10.44)

et
1| e eo es
rotu=-| D, 0 0l=0
"lw 0 0

si bien que I’équation plane de Navier se raméne a

E
graddivu = ﬁgraddivu =—f
—v

—v
soit, pour f = fe,,
E d/1d
T—iar (m#’““)) =/
Pour f =0, tout d’abord, on a
E 1d
m;%(ru) = 2A = cte

1. Les sections qui suivent sont systématiquement écrites dans le cadre de ’état plan de
contrainte. Pour convertir ces résultats au cas de I’état plan de déformation, il suffit d’y
remplacer E et v par E et U tels que définis en section 10.2.



270 CHAPITRE 10. ELASTICITE PLANE

d’ou P
1.2 %(ru) = 2Ar
et B
T2 = A’ + B
soit )
1—v B
= Ar+ — 10.4
g ( re ) (10.45)
Pour le cas f # 0, cherchons une solution particuliére de la forme
D
u=rC(r)+ —(T)
r
On a alors 4 J
_ e — /2 ’
dr(ru) dr(r C+D)=2Cr+C'r*+D
° 1d D'
— =92 ! -
rdr(ru) C’—&-C’r—l—r
Posant
D' =-C'r? (10.46)
on obtient alors )
d (1d 1—v
dr <r dr(ru)> ¢ E f
et )
1—v
D’ (V2 — 2
C'r Vo fr
d’ou
1—12
C ~3g /fdr
1—1? 9
D = 5E /fr dr

La solution générale de I’équation est donc

1—v? B r 1 9
u=— [Ar+r2/fdr+2r/fr dr} (10.47)
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On en déduit aisément les déformations

& = ;hzzl_EVZ[A—i—;/fdr—;/fﬁdr]
€o = %:1—Eu2 [A—&—i—;/fdr—i—;&/frzdr}
auxquelles correspondent les contraintes
op = m(er + vey)
_ (1+V)A—(1—y)g— 1;”/de_ 1;”%/#%
gp = m(se + ve,)
= (I+v)A+(1- u)?2 - 1;” /fdr+ 1;V%/fr2dr(10.48)

10.7 Cylindre épais sous pressions interne et ex-
terne

Ce probléme a été résolu par Lamé et Clapeyron en 1833 [55].

10.7.1 Cas général

Pour traiter le cas d’un cylindre sous pressions interne et externe, il suffit,
dans les équations (10.48, de poser f =0 et

o(R) = (4nA-(-v)my = -
o (Re) = (1+V)A—(1—y)% - —p,

En éliminant alternativement A et B, on obtient

Pi De

"2 T RZ _ piR} — pR?
1 + v A — e i (2 e
R s oy

Pi — Pe (pi - pe)R2R2
1+v)B = = <
Wl = ST E T RoR
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d’ou
piR} —p.R  pi —p. RIRZ
R2-R R-R 2

(o -

(10.49)
sz% - peRg Pi — De R?Rz
R2 - R? R2 - R? r2

g9 =

Les contraintes circonférentielles aux rayons extrémes sont

pilR} — peRZ + (pi — pe) 12
R2 - RZ
R? + R? 2R
Plpe— gz P — g2
pil} — peRE + (pi — pe) R?
R2 - RZ
2R? 2R?
Pre— gz P Re

O’g(Ri) =

(10.50)

(10.51)

Enfin, le déplacement radial est donné par

1—v* [ r piR}—p.RZ 1 pi—p. RIRZ
u =
E l+v R?-R? 1-vR2—R? r

(10.52)

aux rayons extrémes, il vaut

WR) = g PR+ (4R 202

uw(R.) = ﬁ {QPiR? — pe[(1— V)Rg +(1+ V)RzQ]}

(10.53)

10.7.2 Cas du cylindre trés mince
Examinons le cas particulier d’un cylindre trés mince. Posant, dans ce cas,

R.+ R;

t=R.—R;, R= >

(10.54)
la condition de minceur s’écrit

— =<1 (10.55)
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Alors,
r = R+ pn), p € [-1/2,1/2]
R; = R(1-7/2), R. = R(1+7/2)

et, en notant p* 'ordre de grandeur des pressions,

R2—R2 = RY(1+4n+%)—R¥(1—n+1%)=2R%
R} = R[1-n+0(n)
R} = R’[l+n+0(n%)]
2 = R1+2pm+ O(n?)]
RIR: = R'Y[1+0(n?)]

piR} — peR? piR*(1—n) — peR*(1+ 1) + O(p*n?)

= R*[(pi — pe) — n(pi + pe) + O™ n?)]

On en déduit
1

o = Tm [R%(pi — pe) — R (i + pe) — (pi — pe) R*(1 — 20m) + O(n*p")]
1 *
= —5li +pe) = 2p(pi — pe)] + Op")
_ 1 R2 L _ R2 . L R2 _ O 2, %
I [R2(pi — pe) — nR*(pi + pe) + (i — pe) R*(1 = 2pn) + O(1°p*)]
Di — Pe 1 *
= 3 [(pi +pe) = 2p(pi = pe)] + O(np")
La plus grande contrainte est visiblement
R .
05 = (pi —pe) 5 +O(") (10.56)
Comme
o = O(p*) (10.57)
cette contrainte est négligeable devant la premiére. On a d’autre part
1 R*(pi — pe) R*(pi — pe)
u % (1-v) SR +(1+v) 2R + O(p*R)
(pi —pe)R PR
= . —— O _—
En + 0 E )
(pi —pe) R? P'R
_ 10.
o + O( - ) (10.58)

Les formules (10.56) & (10.58) sont connues sous le nom de formules des chau-
diéres.
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10.7.3 Cas du rayon intérieur tendant vers zéro

Dans le cas d’un cylindre creux sous pression externe, on a

2p. R?

Oy =

Or (Rl) = 0
2peRgRi

R (i

wRe) = ——LPelfe 1Ry

E(RZ - ) e ’
Dans ces formules, faisons tendre le rayon intérieur vers zéro. Il vient
I%:I_I}O og(Ri) = —2pe, Rlif_ﬁlo or(R;)) = 0 ( ) (1059)
. ) o . o 7peRe 1-v °
Al = 0 (e = =T

Comparons cette solution & celle d’un cylindre plein. Dans ce dernier cas, le
déplacement devant étre fini en r = 0, on doit avoir B = 0 et

7171/2

U= Ar
ce qui donne
or=014v)A, co=(1+1)A (10.60)
d’ou
Or =09 = —Pe
A — _ pe
1+v
1—v
v o= - DeT (10.61)

E

Le comparaison de ces résultats avec les formules (10.59) montre que les dépla-
cements sont identiques, mais que la contrainte maximale dans le cylindre ayant
un trou infiniment petit est double de celle qui régne dans le cylindre plein. Le
trou infiniment petit provoque donc une concentration de contrainte mesurée
par
lim og(R;
ap=——-—"7-——-=2
og(sans trou)
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10.7.4 Cas du rayon extérieur tendant vers l’infini

Le cas R, — oo correspond & un tunnel profondément enfoncé dans le sol.
On a alors, pour p. = 0 et en posant n = R;/R.,

n? Di R2 R?

=P — S pe 10.62

Or =PiT 2 " 1 _p2 2 pit 5 ( )
ot 2 2 2
R R?

06 = pi—r P psE (10.63)

1—n2  1—n2r2 72

La contrainte maximale vaut donc p;. Le déplacement se calcule par
1 n’ pi R} 1+v R?

— — |l —v)rpi—— + (1 S ;
v E ( V)rpl—nQ—’_( +V)1—n2 r E p r

(10.64)

Sa valeur maximale est

10.8 Frettage

Le frettage consiste a assembler un arbre & un moyeu dont le diamétre est
trés légérement supérieur & celui de ’arbre. Pour réaliser cet assemblage, on
peut

— Utiliser une presse si l'interférence est modérée.

— Chauffer le moyeu de maniére & le dilater, enfiler I’arbre et laisser refroidir.

— Refroidir I’arbre de maniére a le contracter, ’enfiler dans le moyeu et le

laisser reprendre la température ambiante.
La pression régnant a U'interface arbre/moyeu permet alors de transmettre un
couple ou une force axiale par frottement.

Avant ’assemblage, 'arbre a un rayon extérieur R, et le moyeu, un rayon
intérieur R;,,. Aprés assemblage, leur rayon commun sera R, les deux piéces
ayant subi des variations de rayon

Ui, = R — Rim >0 et ey = R — Req <0
La condition d’équilibre est 1’égalité des pressions :

P = —0prim = —Orea
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Par les formules des cylindres épais, on a, en posant Q. = Rin/Rem et Qo =
Ria/Reaa

Rim
vim = g R?m)p[(l —vm)RE, + (14 vm)R2,
pR;
= Wim@%)[(l + V) + (1= vm) Q7]
Rea
Uy = —mp[(l — Vo) R2, 4+ (14 v B2
pRea 2
= —m[(l —Va) + (1 + ) Qg]
ce que nous noterons simplement
Wim = mpRzma Ueaq = — apRea (1065)
avec
1 [1+Q2
Cm E7m |:1 — gg + Vm:|
(10.66)
1 [14Q2
Ca = 7, [1—@3 ~

Comme on doit avoir
[Uim| + [Ueal = Wim — Uea = R — Rimy — R+ Req = Rea — Rim
on obtient la condition
P(ConRim + CaRea) = Rea — Rim (10.67)

En général, on se donne la pression a obtenir, & partir du couple et de la force
axiale & transmettre. Supposant alors que l'on se fixe d’avance le rayonR;,,, on
déduit de la relation précédente

Rea(]- - Ca ) = Rzm(l + Cmp)
soit

B 1+ Cpp
Rea - le 1 _ Cap
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En pratique, la différence de rayons est trés petite, de I’ordre de quelques cen-
tiémes de millimétres pour un diamétre de 50 mm. En d’autres termes,

ReafRim o
—ea Tmmo_ 1
R R <

ce qui permet d’écrire sans grande erreur la formule (10.67) sous la forme

h)
S —(c,+C,
7 (Ca+Cm)p

qui est celle qu’utilisent les ingénieurs.

10.9 Disque en rotation

Considérons & présent un disque tournant a la vitesse angulaire w. Un élé-
ment de volume dV de ce disque subit la force centrifuge

fdV = pdVw?r
ce qui donne
f = pw?r
On a alors
2
T
r = pw’—
/f r pu
4
2 2T
dr = —
/fr r puw”—
En introduisant ces valeurs dans les formules (10.47) et (10.48), on obtient
1—v2 B p?r pwrd
= Ar+ = —
U i) [ r+ . 1 + 3 }
1—v2 B 1
- E” [Ar + - 8pw27“3} (10.68)
et
B pw?r? pw?r?
s = (1+)A-(1-v)= —(1 —(1-
R ) L R L
B 3+
= +A-(1-v)5 - 8” 22 (10.69)
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2,2

pw?r? pwr

(1+I/)A+(1—I/)T§2—(1+I/)

B 1+3v 4,
= (1+1/)A+(1—V)T—2— g T

of +(1-v)

(10.70)

10.9.1 Disque plein de rayon extérieur R,

Dans ce cas, on doit avoir B = 0 pour que la solution soit finie & l'origine.
En r = R,, la condition ¢, = 0 entraine

3
(14+v)A= ks Vpu;QRg
La solution est donc
1—v2 pwr? (3+v , 3
= — 10.71
u 7 3 (1+VRJ 7‘) (10.71)
3
oy = Jg”paﬂ(R’g’ —r?) (10.72)
3+v o o 14+3v ,
— R? — 10.73
o0 = e (-t (10.73
Les deux contraintes atteignent leur maximum au centre du disque, ou
3
o, =09 = —gypo.)QRg

10.9.2 Disque creux de rayons extrémes R; et R,
Les conditions o,(R;) = 0 et o,.(R.) = 0 s’écrivent ici

B 3+v

(11— — 2 p2
(I+v)A—-(1 V)R? g R;
B 3+v 5 o

1+v)A-(1 —1/)R—z = g v R

On en déduit

pw?(R? — R})

1 1 3+v
108 (- ) =5

soit 3
(1-v)B= ;przRng
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et
(140)4 = “T”pWQ(Rg + R?)

ce qui méne & la solution suivante :

1—v2pu? [3+v, , 9 3+ v R’R? 3
= — » —_— - 10.74
" E 3 [1+V(R€+R’)r+1—u o) (0T
3 R2R2
o, = %pr {(Rg + R?) — % - 7"2] (10.75)
3tv o 2 2y, RIR} 1+43v ,
g = pr |:(Re + Rz) + ;2 - 34_7”7' (1076)

La contrainte radiale maximale se produit pour » = v/ R; R, et vaut

3+v
Or max — 3 PW2(R3 - R?)

La contrainte azimutale maximale a lieu pour r = R;. Elle vaut

3+v 1—v
09 max = 1 Pw2 (Rz + R?)

3+v

En particulier, pour R — 0, 09 max tend vers une valeur double de celle du
disque plein. Ici encore,
O¢ maX(Rz‘ — 0)

. = —_— Y =
k 09 max(plein)

10.10 Utilisation de la variable complexe [22, 62,
54, 75, 36]

10.10.1 Généralités

Les variables complexes rendent de grands services dans la résolution de
nombreux problémes plans. Commencons par rappeler qu’un nombre complexe
a+ b peut étre représenté comme un vecteur (a,b) dans I’espace R? (fig. 10.4).
Les changements d’axes orthogonaux sont trés simples en variables complexes :
si n est Pangle avec I’axe des z de la direction de la normale & une courbe (fig.
10.5), un vecteur

ae; + be, = an + Jt
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w@e b
n

FIGURE 10.4 — Représentation d’un nombre complexe dans le plan

s’exprime par

a = «cosn+ Bsinny
b = asinn— Bcosn
ce qui équivaut a .
a+ib=e""a+if) (10.77)

Par ailleurs, on a la relation géométrique utile

ab = (a1 — iag)(bl + Zbg)
= (a1b1 + azbg) + i(albg — agbl)
= a-b+iaxb (10.78)

en notant axb pour la troisiéme composante du produit vectoriel. Deux vecteurs
sont donc orthogonaux si R(ab) = 0 et on aura alors

ab = ila|[b|

10.10.2 Fonctions analytiques et antianalytiques

La différentielle d’une fonction f(z,y) s’écrit en général

_0f 4. o1
& = Gyt + 5,y
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FIGURE 10.5 — Changement d’axes

Notant z = x + 1y, on a

dz + dz dr—dz
Oy = B L ga—az)
5 9 5

dr =

ce qui permet d’écrire

18f

_ 5f _
_ Ljof _.of of 9N,
= (ax ay)d +2(a Ty
_of, O .
= 3, dz + 93 dz
e of _1(0f of\ of 1(0f of
=L L 2L 10.
0z (81 3y) et 9z (81’ o 8y> (10-79)
Cela étant, une fonction est analytique si elle ne dépend pas de z, soit si
of f,.0f
5 = <8x + zay> =0 (10.80)

ce qui, sous forme réelle, s’écrit

ORf OSf  ORf  0Sf
or oy’ Oy  Ox (10.81)
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Une fonction est antianalytique si elle ne dépend pas de z, ce qui s’écrit

of of _of\ _
= - (81; - a;,) -0 (10.82)

ou sous forme réelle :

ORf  OSf  ORf 0Sf
or oy’ Oy O« (10.83)

analytique = antianalytique
antianalytique }’ f { analytique }’
car le passage de f a f se fait en changeant le signe de Sf. De plus, si f est
analytique, on a

Notons que si une fonction est {

i\ _ 1(of of

() = 3(5-13)
_ 1(ORf | OSf a%f o3f
- 2( Ox T Ox y )
1 (mf 8\sf RS 8cf
B 2( 9y >

d

_ ;[ax Rf—iSf)+ (B%f—i%f)}
_ 4
- dz

Il est donc légitime d’écrire cette dérivée f’.

10.10.3 Coordonnées curvilignes orthogonales

Considérons deux nouvelles coordonnées « et § et le changement de variables

T = .’E(Oz,,@), Y= y(a, 6) (1084)

Elles définissent un systéme orthogonal si les nombres 0z/0a et 0z/08 sont
représentés dans R? par des vecteurs orthogonaux, soit si (fig. 10.6)

0z 0z
R <8ac’?6> _0 (10.85)
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4

FI1GURE 10.6 — Coordonnées curvilignes orthogonales

quels que soient « et 3. Dans ce cas, les courbes a = cte et S = cte forment
un réseau orthogonal. En un point («, ) quelconque, la normale unitaire a la
courbe « = cte est donnée par

%
Oa
%
da

Si n est ’angle que fait cette normale avec ’axe de z, on a

%
Oa
%
Oa

= e (10.86)

Le vecteur
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est normal au précédent. Nous le supposerons obtenu en tournant le précédent
de /2 dans le sens trigonométrique 2. Alors,

%
aﬂ __ s oMm
% =ie
a8
Notant
0z 0z
A_‘aa , _’86 (10.87)
on a donc
0z 0z ,
—_— A w —_— B o 1 .
5a e, 95 ie (10.88)
Il en résulte évidemment
dz = a—da + —Bdﬁ =¢ "(Ada + Bdp) (10.89)
et
dz = e "(Ada — iBdp) (10.90)
Ces relations s’inversent en
L, in s
Ada = 5 (e™"dz + €"dz)
Bdf = —(c7"dz—edz) (10.91)
Soit alors une fonction f(z,y). On a
_1o0f 10f
df = AaaAd +§%Bdﬂ
— 1 8f 1 71'7] n 1 af i 77;77 in s
= Aon 2( dz + e dz) 3852( dz —e dz)
B 1Of i 0f\ _i 10f [ i 0f\ 4,0
-3 (Aaa Baﬁ) dz + A0a T Bog )"

2. Si ce n’est pas le cas, il suffit de permuter le role des variables o et 8
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ce qui implique
of L o, (10f idf —in
—_< — T __d _ 4 3 D
2 2¢ (flaa Bap ¢ "'Df (10.92)
g _ Lo l%_,_i% npf '
0z~ 2° \4oa " BB ‘
en introduisant les opérateurs
1/1 0 i 0 _ 1/10 i 0
D=t tZ), D=t 10.
2<A8a B&ﬁ)’ 2(Aaa*‘365) (10.93)

En particulier, la condition d’analyticité de f s’écrit

1 (1af  idf\

Un systéme de coordonnées («, ) définit une transformation conforme si
A=B. Dans ce cas,

1 g .0 _ 1 0 .0
— | =——-i= ), D=—|(—+i—=
2A \ Do ap 2A \ Oa ap
c’est-a-dire que les fonctions analytiques sont, dans ce systéme, également fonc-
tions de v = « + i seulement. On vérifie aisément qu’alors,

dz
A=B=|=
dy
et
()
. d’7
wmn
T
dy

10.10.4 Transformation des vecteurs

Comme le montre la figure 10.7, un vecteur (7,,T,) dont I'image complexe
est T, + i1}, se transforme selon la normale et la tangente & la courbe o = cte
par

g

T,

T, cosn—Tgsinn
T, sinn+Tgcosn

ce qui donne ‘ ‘ ‘

Ty +iT, = The +iTge" = e'(T, + i1p) (10.95)
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Fi1GURE 10.7 — Transformation d’un vecteur

10.10.5 Transformation des tenseurs symétriques

Dans le systéme d’axes (z,y), le tenseur o s’applique & un vecteur n pour
donner un nouveau vecteur T, selon la loi

T, = 0Ny + Tayny

Ty, = Toyng +oyny

On recherche les composantes de ce méme tenseur dans le systéme (a, 8), c’est-
a-dire que ces composantes doivent vérifier

T, = TaNg + Tapns

Tﬁ = TapNa +0pNng
A cette fin, on remarquera d’abord que

Tp+iTy, = (034 iToy)ng + (Tay +ioy)ny
(

Oz + iTgy )Ny + (0y — iTay)iny,

1 ,
5(030 +oy) + E(O‘z —0y) + Ty | Na
1 1 , .
+ i(ox +o0y) — 5(0z — Oy) — (Tgy | iny
ce qui donne 'expression complexe de ’application d’un tenseur sur un vecteur :

Oy + 0y

1
5 (ng +iny) + i(am — 0y + 2iTy) (ngy — iny) (10.96)

T, +1T, =
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Cette expression équivaut a

; z ; . 1 . i .
e (Ty +1iTp) = OT—i_Uye”’(na +ing) + 5(% — 0y + 2iTyy)e” " (ng — ing)
soit,
1
Ty +iTs = %T_Fay(na +ing) + 6_2“75(0'1- — 0y + 2i74y) (Na — ing)
c’est-a-dire que
Oqt+0g = 0 + Oy
{ Oa — 08+ 2iTag = 672“7((705 — oy + Qisz) (10.97)

10.10.6 Structure générale d’une fonction harmonique réelle

On peut écrire 'opérateur de Laplace sous la forme
0? 0?
(52 30)

(20N (2 0N,
N ox y ox dy

V2f

g 0
= Yo:0:7
Pour V2f = 0, on a donc
of _
et
f=F(z)+G(2) (10.98)

Si la fonction f est réelle, on a
Sf=SF+3G=0

Comme les fonctions F' et G vérifient les relations

ORF  OSF OSF  ORF
or Oy’ or Oy
ORG  0SG 0SG  ORG

or oy’ or Oy
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on a
ORF  OSF _6‘%G _ ORG
or Oy  Ody  Ox
ORF _8%F _0SG ORG
oy or  dxr Oy
ce qui implique
RF = RG + cte

Faisant rentrer la constante dans F, on obtient G = F, d’oi1
f=F+F, avec F analytique (10.99)

C’est la forme générale des solutions réelles de ’équation de Laplace.

10.10.7 Structure générale d’une fonction biharmonique
réelle

L’équation biharmonique V4 = 0 équivaut évidemment &
V?¢ = harmonique

ce qui permet d’écrire -

Vip =4F +4F'
F étant une fonction analytique. Le facteur 4 est introduit pour la commodité.
Cela revient encore a dire

g9 _

Intégrant, on obtient

g—f =zF' + F+G'(2)

Une nouvelle intégration donne
¢ =ZF +2F + G(2) + H(2)

Les deux premiéres fonctions de cette expression ont une somme réelle. Par le
méme raisonnement que ci-dessus, on trouve que la somme ne sera réelle que si

H = G. La solution générale est donc

@0 =ZF +2F + G + G avec F et G analytiques (10.100)
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Cette formule est due & Goursat [41].
Une autre expression peut étre obtenue en posant

Il vient alors

o=z*(H+H)+(G+G)

ou encore,
¢ = (2" +y*)h(z,y) + g(z,y)

ol h et g sont deux fonctions harmoniques.

289

(10.101)

10.11 Forme complexe de la solution des équa-
tions de I’élasticité plane en I’absence de

forces de volume [54, 62]

10.11.1 Déplacements

Les équations de Navier, sous la forme (10.33), avec f1 = fo = 0, sont des

équations de Cauchy-Riemann. On peut donc écrire

4
£+iw= =F'(2)

E
On a alors 5 5
_ “ =/ _ L _
5fE(F+F),w Ez(F F"
Or,
D urivy = S(Ly 20, O
0z 2\ 9x 0 9y Oy
_ 1—v Ly
= g €W
ce qui donne
0 1—v _ 2 _
- y — 7F/ F/ *F/*F/
Sutiv) = EF 4 F) 4 (F - F)
_ S_VF/71+VF'

E E

(10.102)
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Intégrant cette équation, on trouve la forme générale des déplacements :

At iv = %[(3_ W — (14 0)2F — (14 v)K'] (10.103)

10.11.2 Contraintes

Les contraintes se déduisent de ce résultat par dérivation. Notant d’abord
que

_ EptEy 1 _ _ ozt oy
=Ty TEI )T T ) = g
on obtient, en tenant compte de (10.102),
(0p +0y) +iEBw=4F' (10.104)
D’autre part, on a
D iy = L(B O
0z 2\ 0z oz dy Oy
(o i
2\ 0z Oy 9 T2y
La loi de Hooke donne
1 /0u Ov 1
5 %_87’1! = E(O’z—l/gy_oy‘i—l/gx)
14+v
1
= E(UI —oy)
et . .
i i
PR TR
1l vient donc
. 0 .
Op — Oy + 2074y, = 4G£(u + iv)
2E 1 i gl
= 1 +1/E[_(1 +v)zF” — (1 +v)K”]

soit - -
Op — Oy + 2iT,y = —22F" — 2K” (10.105)
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10.11.3 Fonctions de contrainte

Calculons & présent les fonctions de contrainte du premier ordre 17 et 1, et
la fonction d’Airy ¢. On remarquera d’abord que les relations

_ Oy Oy
P = 9y o = o
entrainent
_ o _Op 0o (0p  Op\ _ _ 0p
Y =1 + ihg = i gy = (8:10 + z—ay = 21—82 (10.106)

D’autre part, on a

Op — Oy + 20T,y =

o D (U 00)

dy Or dy ox

Y (L O 002

N Z<8m+26y)+(8x+28y

_ o (O | O

= 21 (62 +262>
soit 9

Op — Oy + 2074y = 721‘8—? (10.107)
Enfin, comme

_ % _ 0¥ S L
UI+Uy_8y oz’ Toy sz_3x+8y =0

on a

0: ~or "oy "o Ty
Ces relations permettent de calculer la fonction . Par (10.107) et (10.105), on
a

OV O O Oy | O (10.108)

a¢ _ s i [
Fri i(—2F" — K7)
d’ou - -
v =i(—2F' — K — L) (10.109)

L étant une nouvelle fonction analytique. Par ailleurs, on déduit de (10.108) et

(10.104)
) : : _
a—f = f%(az to,) = f%4§RF’ = —i(F' + F)
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ce qui entraine

Y =—i(F+zF + M) (10.110)
avec M analytique. La comparaison des résultats (10.109) et (10.110) donne

F=1L, M=K’

si bien que

= —i(F+2F' + K (10.111)
On en déduit directement ’expression de la fonction d’Airy : comme

dp i 1 _ _
= (F+2F + K
95 — gV =+ +K)

on obtient par intégration
1 _
©= i(zF—i-zF—l-K—i-N)

N étant analytique. Pour que cette expression soit réelle, il faudra que N=K,
ce qui meéne & la forme définitive

1 _ _
¢:§(2F+zF+K+K) (10.112)

en bon accord avec ’expression de Goursat des fonctions biharmoniques.

10.11.4 Calcul des contraintes en coordonnées curvilignes
orthogonales

Dans le cas de coordonnées curvilignes orthogonales, le calcul des contraintes
se fait simplement & partir des relations suivantes :

O +05 = 0x+0y
= VQQD
0 Jy
4 — 2
0z 0z
= 4e "D (e"""Dyp) (10.113)
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et

Oo — 05+ 2iTap = € 20, — 0y + 2iTsy)
) 8290
= 4 —2in
© oz
= —4e %MD (e”’@cp)

= —4e¢ "D (" Dyp) (10.114)

10.11.5 Expression des tractions de surface

Les tractions de surface sur un bord sont données par

oy )
T, = 2L, T, =22 10.115
ot Yoot ( )
soit o0
T +ily = - (10.116)
En coordonnées curvilignes orthogonales,
. i , —in O
To+ilg=e "Iy +1iTy) =e "1 (10.117)

ot

10.12 Probléme de Kolosoff (1910) [54]

On considére un plaque plane trés large dans laquelle est percé un trou
elliptique de demi-axes a et b, le grand axe étant incliné d’un angle  par rapport
a la direction des tractions a l'infini (fig. 10.8). On peut fonder I’étude de ce
probléme sur la transformation

z=f(0) :c(<+%), 0<m<1, >0 (10.118)

qui, pour un bon choix de ¢ et m, applique 'ellipse du plan des z en un cercle
du plan des ¢. En effet, pour |(| =1, on a

F(Q) = c(e” +me™")
soit

z=c(l4m)cosb, y=c(l—m)sind
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FI1GURE 10.8 — Probléme de Kolosov

si bien que
22 y?
Jr
2(1+m)2 (1 —m)?

On reconnait 1a ’équation d’une ellipse de demi-axes

=1 (10.119)

a=c(1+m), b=c(1—m) (10.120)
Ces demi-axes étant donnés, on calcule ¢ et m par
a+b a—>b
_ — 10.121
¢ 2 7 AT ( )

L’inclinaison d’un angle v du champ de contraintes par rapport a l’ellipse en-
traine

. . -2 .
Opy + 0y, =05 +0y; Oz, — 0Oy, +2iTg .y, =€ (05 — 0y + 2iT4y)
Dés lors, a 'infini, les conditions

Oz = 0, oy, =0, Torys =0
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se transforment en
oy + 0oy =0, Op — Oy + 2074, = 0
ou, en termes des fonctions F' et K,
ARF' = o, —2(2F” + K”) = 0e*" (10.122)
Les conditions sur le bord du trou sont
ip=F+z2F+K =0 (10.123)

En fait, nous exprimerons F' et K en termes de ( :

F(z) = F(f(C) = Fi(Q), K(z) = K (f(¢) = K1(¢)
On calculera donc
/ _ Fl(C) / _ Kl(g)
PO=30 FE=70
et
oo 1 EFT(QO(Q) = FI(Q ()
P8 = 7 P
B Fl” f/ _ Fllf”
= T
W - LA
Tenant compte de ces transformations, on aura
Uy + iU, = % {(3 —v)F, —(1+ I/)JJ;/F{ -1+ V)I;ﬂ
Op+0oy = 4?)%(53/)
Oy — Oy +2iTTy = —2 <fF1”f/f/_3 B + Klwflf/_?) K{f’,)
_ K/
W o= P+ J{C,F{ + 5

(10.124)
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A Tinfini, on aura

fQ)=e¢, f(¢)=c <1 - 2’;) ~e, Q) =2m¢?~0  (10.125)

ce qui permet d’écrire
F/ ) _ I_( 9
o= 4%71, 0'6217 ~ —2 <<F1” + ;) (10126)
c c c

De telles conditions peuvent étre vérifiées par des développements de la forme
Fl =) A", Ky" =Y B.(" (10.127)
n=0 n=0

Les conditions & l'infini donnent immeédiatement

2
RAy = %, Bo = _%e—m (10.128)

Il nous faut & présent intégrer les déplacements pour vérifier leur univocité.
On a

o0 1-n
F = A0§+A1111C+2An1<_n

n=2

el len
/ —
K| = B0§+B11n§+z_:2Bn1_n

Les seuls termes qui n’assurent pas ’univocité sont ceux en In(, qui changent
de définition & chaque tour du trou. Ces termes sont

1 In
|e-mamc-aenm ]
d’ou la condition A1 = By = 0.

Venons-en aux conditions au bord du trou, représenté dans le plan des { par
le cercle |[(| =1. On a

f=c (C + TZ) = c(e" + me ) = ce(1 + me=2")

fl=c <1 - ZZ) = ¢(1 — me=29)
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La condition i1 = 0 équivaut & la suivante :

0=fFi+ fF+ K| =(1-me*)F + (e + me )F| + K|

avec
- > ei1—n)8
Fio= A=) Ay
oon=2
F = Ag+ > A
n=0

> i(1-n)

K| = Boe -3 B,~
! o€ 'nz::Q n—1

En identifiant les coefficients des différentes puissances de €, on obtient les
conditions suivantes :

. B
e — A0+A2m+A0+A2mf—2:O
C

, - 1B
0 s Azm—==2=0
2 c B
3i0 i i Ba
e — —Am+Ay+mAs— — =0
C
, - - B
e’ke, k>3 — A1+ mAkJrl + k1 _ 0
, - A B
6720 > 7A2 —+ Aom —+ 4 —+ 70 =0
&
) A A
—ik0 k+1 k—1
1 — =
e k> — A mk — 0

Cherchons une solution telle que Ay, = 0,k > 3 et By, = 0,k > 5. Tenant compte
des conditions (10.128) et supposant Ay = 0, on obtient

e B3=0
B ;
0 _ (Lc(m — 262%7)

e > Agzmﬁ()#»—
c 4

vy

637'0 — B4 = 3C(A2 — Aom) = — so¢ 62

2
e BQ:C(AOJrAOerAQerAQ):%(1+m272mcos2’y)
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Les fonctions cherchées sont donc

B = Uf + %C(m — 2e*7)( 2
2 ¢ 2 30¢2 ..
Ky = —%e”” + %(1 +m? —2mcosy)( 2 — 29e e?ve4

(10.129)
Au bord du trou, la contrainte normale est évidemment nulle, si bien que

F{\ _ gl (m—2e27)¢
f) B 1—m¢2

, ce qui donne

at:0w+ay:4§RF':4§R<
0

comme [{|=1,0on a ( = ¢

1 —m? + 2mcos 2y — 2 cos(2y — 20)

= 10.130
=0 1+ m?2 — 2mcos 26 ( )

Examinons deux cas particuliers.
1. Pour v = 7, le grand axe du trou est perpendiculaire au champ de

containte principal et

1 —m? —2m+ 2cos 26
1+ m?2 — 2mcos 20

Ot =0
Son maximum se produit pour § = 0 et vaut

3—2m —m? 3+m 1+m a
Ot max = O (1_m)2 :O—l—m:J(1+21—n’},>:0—(1+2b>

le coefficient de concentration de contrainte vaut donc

ap = Jtmax _ g 4 o8 (10.131)
o b

C’est la conclusion fondamentale du probléme de Kolosoff.

2. Pour v = 0, le petit axe du trou est perpendiculaire au champ de contrainte

principal. On a
1 —m?+2m — 2cos 26

14+ m?2 — 2m cos 20
Le maximum se produit alors en § = 7 et vaut

b
Ot max — 0 (1+2)
a

Ot =0
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On peut exprimer les résultats précédents sous une autre forme : au voisinage
du sommet de ellipse, on peut écrire

xzawl—yj%a—a—yz:a—y—2
b2 202 2R

ou R est le rayon de courbure. On a donc

R=—, -
a a

et, en notant T' le demi-axe a, on a donc

T
o =1+2\/% (10.132)

FIGURE 10.9 — Entaille elliptique

Cette formule, due & Inglis (1913), est fréquemment employée, méme lorsque
le trou n’est pas elliptique. On 1'utilise également pour les entailles elliptiques
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(fig. 10.9). C’est 1a une approximation, car cela suppose que ’on peut couper la
tole du probléme de Kolosoff le long de son axe sans rien changer, ce qui serait
vrai si l'on avait oy = 0 en § = 7. Or, en fait, en ce point,

1—m2—2m—2
= -0
1+ m2+2m

g =

et cette valeur n’est négligeable devant le maximum que pour les trés grandes
valeurs de T'/R.

10.13 Probléme de Kirsch (1898)

Le probléme de Kirsch est le cas particulier du précédent ou ’ellipse est un
cercle, ce qui revient & dire que m = 0. On a alors

a=b=c=R, z = R(, f'=c=R, v=0
et
F o R?
Fr= L="(1-2—
c 4 < 22)
g R? —2i6
K7 c oR? 3 R?
K?? — —_ __ . g
c? 2—*_27“2 27 A
o R? —2i6 R i
99 R2
F = 0’;
d’ou
R2
Oz +0oy = 4§RF/:U(1—2200S29)
r
0y — 0y +2iTry = —2(2F"+K")

R? R*
= fZURQ% +0o (1 - — e 4 3— 64’9)
z r r

R% ,, R? R*
- o <1 o 72627'9 . 2726420 + 34e4u9>
r r r
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et, en composantes polaires,

R2
o,+o09 = o (1 - 2200529)
T
oy — 09 + 2Ty = e 2 (0p — oy + 2iTyy)
) R2 R2 ) R4 )
_ —240 240 2160
= g (6 — ’["72 — 271726 + ?)TTB )
On en déduit
o R? R? R*
2 4
oy = T1(1+ L 1+ BR— cos 20 (10.133)
2 72 rd
o R? R*\ |
Tro = —5 (1“‘2712—37,4) Sln29

Au bord du trou, la contrainte oy vaut
o9 = o(1 —2cos20)

Elle atteint son maximum en 6 = 7/2, ou elle vaut 30. La perturbation de I’état
de contrainte décroit comme 1/72. Son gradient relatif est donné par

7

L dog _ T
- 3R

— 10.134
(ox] dr ( )

X:

au maximum

Les coefficients de concentration de contrainte relatifs a d’autres sollicitations
s’obtiennent par superposition : en superposant un état de contrainte o3° & un
état de contrainte o7, on aura, au bord du trou,

™
og = 0, (1—2cos20)+ 0.7 (1 —2cos2(0 + 5))
= 0, (1 —2cos20) + 0,°(1 + 2cos 20)
= (03 +0,°)+2(0 —0,°)cos20
dont le maximum vaudra
09 max = (05 +0,°) + 207 — 07| (10.135)

Pour un état de traction uniforme o7° = 0,° = o, on obtient ainsi

09 max = 20, ap =2
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oo

Dans le cas d’un cisaillement uniforme,o° = —oy

=7, il vient
0¢ max = 47

Le coefficient de concentration de contrainte sera ici le rapport des diameétres
des cercles de Mohr, soit
47 -0
ap=———=2

00 __ 500
(o O'y

10.14 Fissure sous contrainte uniaxiale

Si, dans le probléme de Kolosoff, on pose m = 1, on obtient une fissure
rectiligne, de longueur 2a = 4c, perpendiculaire au champ principal de contrainte
pour v = /2. 1l vient alors

F o= ZEa+3c?
K, = %62(1 +4¢C2+3¢7Y
d’ou
Ro= T8¢
K, = %CQ (C; —2In¢ — ;g2> (10.136)

On simplifie ces expressions en posant
(=
soit

ZC(C+2> =2cché =ach§
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ce qui revient & utiliser les coordonnées elliptiques. On a alors, comme dz/d¢ =
ashé,

F = %G(ZShf—chf)
h§
o= 2 (29 4
4<sh£ )
F” _ o
B 2ash® ¢
, _ oa 1
=5 (Chg Shf)
h
K = ”(Hcf) (10.137)
2 sh” £
On en déduit aisément les contraintes :
ché  ché
- ARF - B S |
Tet oy R U(sh§+sh§ i
) _ _ ch¢ ch{)
e — Oy +2iTy, = —20F" +K?) = —of-— 1+ =5
o oy iToy (z ) O‘( sh?’f sh3§

(10.138)
La zone intéressante est évidemment le voisinage de la fissure. Dans cette région,
on peut poser

z=uaché=a+re? =a(l + e'?), ex1

Il vient alors

e = \/a? € 1= /14 260 £ O() 1 = VEe/2(1+ O(0))
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Introduisant ces valeurs dans les expressions (10.138) des contraintes, on obtient

1 i0 ) 1 —if0
0w+0y = o ( + €e 6_10/24—&619/2 _1>
V2e V2e

2
= —Ocosg + O(0)

V2

1 i0)p3i0/2
o — Oy + 2iTy, = _U[_( +ee'¥)e

(26)3/2
= 0 {2_3/26_1/263i9/22i sin 6 + (’)(1)}

+1+

(1 + Ge—ie)eSz‘Q/z
(26)3/2

360 36 0 0
= g <cos + isin ) 4isinfcos§ + O(o)

2v/2¢ 2 2 2
= 2—osingcosg —sin%—&—icosgfe + O(0)
V2 2 2 2 2

On en déduit les expressions asymptotiques suivantes des contraintes :

0 0 . 30
0y, = écosi 1 —sinisin? + O(o)
o 0 0 30
= ——=cos—= (1+sin—sin — @) 10.139
oy Nor cos 5 (14 singsin o ) + (o) ( )

Tey = Lcosgsingcos%—i—(’)(a)

V2e 27727772

En mécanique de la rupture, on introduit le facteur d’intensité de contrainte
K défini par

Ky =oyma (10.140)

en fonction duquel les expressions asymptotiques (10.139) s’écrivent encore

I . .3
. = —(1—sin—sin— o
o oo cos sin 5 sin - + O(o)
K 0 6 . 30
oy = \/ﬁ cos 5 1+ sin 3 sin 5 )t O(o) (10.141)
K
Toy = L cos = sin = cos — + O(o)

27r 2 2 2

Il est & noter que, bien que ces contraintes tendent vers I'infini pour » — 0,
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leur énergie élastique dans une zone de rayon R reste finie. En effet,

W= Ui-ﬁ-Uz—QllO’wO'y n Tay
2F 2G
_ 03+ 0) = 2wo.0y+2(14v)72,
2F

K2 w2 P U (1 in im0 2+ s 0. 30 2
= ——=cos” = — Sin — sin — SIn — Sin —
arrE % 2 2% St STy
0
—2v 1fsinfsin3—€ 1+sin€sin%
277 2 27 2

+2(1 + v) sin? g cos? 320}

K? 0 0 0
— 747TTIE cos? B {2 -2+ (24 2v) sin? 3 sin? 33
0 30
+2(1 + v) sin® 3 cos? 2}

K 0 0
= —L_cos® = [(1 —v) + (14 v)sin? 32]

_ K} (1 + cos ) [(ly)Jrl;V(lCOSSG)}

AdnrE

K% 14+v
= ImE [(1 —v)(1+ cosf) + T(l + cos 0 — cos 30 — cos 0 cos 30)

Intégrant sur un cercle de rayon R, on obtient

2

™ R R K
/ d0/ Wrdr = / L_rdr[(1 —v)27 + (14 v)7]
—r 0 o 4mrE

mr
3 —
- 4E”K?R (10.142)

Ur

De la méme facon, la contrainte équivalente de Tresca est donnée par

Ky

\V27r

Elle tend vers l'infini pour » — 0, mais sa moyenne quadratique sur une zone

| sin 6] (10.143)

or = |0y — 0y + 2074y | =
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de rayon R est donnée par

1 /R ™ 1 K2 [(Bypar [T K2
~2 I 2 I
or 277R/0 r/_,r orrarY = 9rR 2 /0 r /_ s s

. Ky
op = NG (10.144)
On admet, en mécanique de la rupture, que dans un matériau fragile, la
fissure progresse de maniére instable, sans augmentation de charge, dés que le
facteur d’intensité des contraintes admet une valeur critique Ky.. Le facteur Ky
est également considéré comme la grandeur & prendre en compte pour expliquer
la propagation des fissures en fatigue.
La plasticité du matériau a pour effet de perturber la distributions des
contraintes ci-dessus. Si I'on adopte le critére de Tresca, on a o > o, (limite
élastique) si

soit,

K| siné)
V2mo,

ce qui signifie que la zone plastique est contenue dans la boule de rayon

Vr <

K7
= 10.14
"p 2ro? (10.145)
soit encore )
Tp 1 /o
- =—— 10.146
a 2 (ae) ( )

On admet généralement que les résultats de la mécanique de la rupture repré-
sentent bien la réalité tant que la zone plastique reste relativement petite.

10.15 Coin soumis & une force et & un moment
(Probléme de Michell, 1900)

Dans ce probléme, illustré par la figure 10.10, il est clair que les contraintes
doivent s’évanouir a l'infini, puisque la section ne fait qu’augmenter quand =z
croit. On a donc a U'infini,

43%F’_—> 0
—2(zF” + K”) = 0
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Y

=X
F1GURE 10.10 — Probléme de Michell
En conséquence, on cherchera une solution de la forme
F' = i Apz™", K = i B,z"" (10.147)
n=1 n=1
Sur les bords 8 = 46, on doit avoir
Y= —i(F + 2F + K') = cte (bords libres) (10.148)

On calcule aisément

> 1-n
z
F(z) = Allnz—&—;Anf
_ B oo 21—71
K'(z) = Bllnz—l—;Bnlin
zF' = A,zz7"
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soit, en termes de r et 6,

. - An 1-n _i(1—n)0
F = Al(hlr‘i’le)‘i’n;m?ﬁ e
K' = Bi(lnr—if)+ i 7Bn plnein—1)0
= 1—n
- =
ZF/ _ AleQiQ + Zgnrl—nez(n—i-l)e

n=2

ce qui permet d’écrire
f“p = (Al —+ Bl) Inr + (A1 — Bl)lg + A1€2i9

= A, _ B,
1-n | 1 i(1-n)6 A i(n+1)0 _Pni(n—1)0 10.14
+nE_2r L_ne + Aye +1_ne (10.149)

La condition(10.148) revient & dire qu’en 6 = +6,, la fonction % ne dépend pas
de r. En annulant les coefficients des différentes puissances de r, on obtient les
relations

Bl = _Al
B, = —Ape2(=D% 4 (n_1)A,e*%  (calculé en 6;)
B, = —A,et?=D0% 1 (n _1)A,e 2% (calculé en (—6))
(10.150)
En soustrayant les deux derniéres conditions, on obtient
- sin 2(n — 1)6
Ap+Ap————F77—7=0
* (n —1)sin 26,
ce qui équivaut a
sin2(n — 1)6y ) sin2(n — 1)6y
RA, |1+ ——————— S4, |-1+ ———————| =0
{ + (n —1)sin 26, L + (n —1)sin 26,

Il est clair qu’en dehors des cas particuliers ot I’'un des coefficients est nul, on
aura A, = $A4,, = 0. La nullité en question suppose vérifiée I’'une des relations

sin2(n—1)8y = —(n—1)sin26
sin2(n — 1)6y (n —1)sin 26,
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ce qui n’a lieu que pour n = 2, valeur pour laquelle on trouve
KA, =0, & Ao arbitraire

On obtient alors, en additionnant les deux derniéres équations du systéme
(10.150),

By = —2A5 cos 200 = —2iSAs cos 26,

Les seules constantes qui subsistent sont donc

Ch = RA,, Cy =S4, C5 = A,
en fonction desquelles on peut écrire
By = —(Cy +1iCy), By = —2iC5 cos 26,
11 vient donc
F = (Ci1+iCy)Inz— %
K = —(Ch—iCy)ns— 230520 (;OS 2% A
et
z z
= w&osﬁ —isinf) + %(COS 260 — isin 26)
d’ou

0y + 0y =ARF' = 4r~1(Cy cos 0 + Cy sin 0)
+4C37 %sin20 = 0, + 05 (10.152)
Les dérivées secondes sont données par
F? = —(C) —iCy)z7 2 + 2057273, K7 = —(C1 4 iCy)z ™! — 2iC3 cos 20072

ce qui donne

Op — Oy + 20Ty

=2(Cy —iCy)2z % — 4iC322 73 + 2(Cy +iCo)z ™ + 4iC3 cos 20972
=2(Cy —iCa)r~'e*? — 4iCyr~2e* 4 2(Cy +iCy)r e

+ 4iC cos 202"
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On passe aux coordonnées polaires par la transformation
0y — 09 + 2iT9 = e 2

=2(Cy — z'Cg)r*le“9 — 4iCyr— 2% 4 2(Ch + iCQ)T71€7i9
+ 4iC'5 cos 2072

Oy — Oy + 2iT,y)

On en déduit directement

4 4
or—0g = —(Crcosf+ Cosinf) + % sin 26
T T
4C!
270 = 74—23(cos 26y — cos 20)

d’oul, par comparaison avec (10.152)

4 4C'

o ;(Cl cosf + Cysinf) + 723 sin 26

o9 = 0 (10.153)
2

Trg = &(cos 260 — cos 20)

2
r
11 reste & déterminer les constantes. Comme, par (10.149),

26

1 =2(Cy +1iC2)0 + (Cy — iCy)

on a
P+iQ = ’(/J(H()) - 1/1(—90) = 4(01 + ng)eo + 2(01 - ’LCQ) sin 26,
si bien que
P
4Cy 405y @ (10.154)

:90+%sin290’ :90—%8111290

Pour la détermination de Cj, le plus simple est de calculer directement le mo-
ment M sur un cercle de rayon R : on a en effet (fig .10.11)

fo
M = / TR - RdO
—6,

fo
2Cs / (cos 20 — cos 26)db
—6o

2C'3(26, cos 20 — sin 26,)
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F1GURE 10.11 — Calcul du moment

soit
M

- 20 cos 20y — sin 26

Rassemblant les résultats (10.153), (10.154) et (10.155), on obtient comme ex-
pression finale des contraintes

2Cs

(10.155)

P cosf Q sin 6

Oor = X A

0o + %sm 200 T 0y — % sin26y 7

n M sin 26

200 cos 20p — sin 20, 12
gg = 0
M cos 26y — cos 26
Tr = .
o 20, cos 20 — sin 260, 72
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10.16 Probléme de Flamant (1892)

o0

0

©
7/

L0

FIGURE 10.12 — Probléme de Flamant

Pour 6y = 7/2, le probléme précédent correspond a un demi-plan indéfini :
c’est le probléme de Flamant. On a alors

sin 20y = sinw = 0, cos 20y = cosm = —1

et, en se limitant a la seule charge (P, @), il vient

Pcosf+ Qsind
o 22—
r
g9 = O
e = 0

En notant que selon la figure 10.12,

P = Scos~, Q = Ssin~y
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on peut encore écrire

9 _
o, =250 =) op =0, — (10.156)
wr

les composantes cartésiennes des contraintes sont liées aux précédentes par

0
Oz +0y = 0r+0y :25%
. } .
Ox — Oy + QZTxy — GQZQ(UT — g+ 21‘7}9) _ 62102SM
wr
ce qui donne
0— 2 0 —
Iz = m(1 +cos26) = 25 cos(6 —v) cos? 0
wr o
oy = SO0 (1 hengy = 25l020) Gy (10.157)
mr o
0 — 2 6 —
Toy = Seos0—7) &iog = 2900807 o ioen
wr r

On utilise aussi parfois le systéme Ox1y; de la charge, représenté en figure
10.13. Alors, comme ’angle A compté a partir de 'axe des x; est donné par

A=0—vy
on a
0 — A
Opy + 0y = 0p+o0g= QSCOS( 7) = QS’COS
: r wr
. , A
Oy — Oy, = o, — og + 2iTr9) = 2irgg A
: r
soit
S cos \ 25 cos® A 25 cos* A
S cos (14cos2)) — cos _ cos
wr wr Ty \
S cos \ 25 cos A 25 si ]
oy = cos (1—cos2\) — cos i) — sin“ cos
wr wr T,
2S5 cos A . 25 sin A cos® A
Teryn = ————sindcosA = ————
r T

(10.158)
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fea)
T
2

ARG

FIGURE 10.13 — Systéme d’axes de la charge

Fait remarquable, ces derniéres expressions ne font pas intervenir l’angle v de

la charge.
Intégrons les déplacements. Avec
p Q
Ch=— Cy=—
Yo *Ton

les formules (10.151) donnent

_ P+iQ

P—iQi e P—iQ
2

F
oz 2m

In z, F' =

1 AP TiQ P—iQ:z P—iQ

—+(1 Inz
2+( +v) 5 lnZ

Inz—(1+v)
77

(3 —v)(P+iQ)(Inr + i) — (1 + v)(P — iQ)e*”
+(1 4 v)(P —iQ)(Inr —i0)]
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Il vient donc
1

u= o[~ ) (Plr—Q8) — (14 v)(Peos 26 + Qsin29)
+ (14 v)(Plar - Q6))
= (Pl — (14 v) cos26)] — Q4+ (1+v)sin20]}  (10.159)
et
v:ﬁ[@—u)(P@—l—anr)—(1+1/)(Psin29—Q00529)
C (14 1) (PO+ QInr)]
27rE{P[ 1-v)0—(1+v)sin20]+Q2(1 —v)Ilnr + (1 + v) cos20]}

(10.160)

Ces déplacements sont évidemment définis & un mouvement de corps rigide prés.
On ne peut lever I'indétermination en exigeant la nullité a 'infini, du fait de
leur structure. Mais on peut imposer qu’en un point de coordonnées (R,0), R
étant fixé, u = v = w = 0. Comme

u(RO) = 5 {PUIR—(1+)]-4Q} = uo
o(R0) = M{Q[( DR+ (14 )]} =
w(R,0) = E F(R,0) = 2 [P;:QH 271E4J?*w°

le déplacement & soustraire a pour composantes

U = Uy — WY = Ug — wor sin @
v = vo+wo(zr—R)=wvg—woR + worcosf
Il vient alors
G=u—u = zz{PAIn%+(1+v)(1—cos20)
—Q[—F sinf + (1 + v) sin 20}
b=v—-0 = FZ={P[2(1-v)0— (1+v)sin26]
+Q2(1 —v)In 5 — (14 v)(1 — cos 20) 4 4(1 — £ sin 6]}

(10.161)
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10.17 Disque circulaire soumis a deux forces P

opposées
y
P
A
' o
4 4
% : ¢
| A
s
- - - - -—X
¥ ] 1 9

F1GURE 10.14 — Disque soumis & deux forces opposées

Ce probléme se résout par superposition. La charge P située en A (fig. 10.14)
provoquerait, dans le demi-plan situé sous la tangente en A, des contraintes
données par

2P cos«
Ory +0'9A = T
A

. 2P cos «

Ory, — 09, +2iTr,0, = 771_“1
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De méme, la charge située en B provoquerait, dans le demi-plan situé au-dessus

de la tangente en B, des contraintes données par

UTB + 0—03

Orp — Ogp + 20Ty 50,

En superposant ces deux états, on obtient, en un
rence, et dans les coordonnées polaires du cercle,

o, + 0y
— Contraintes dues a Py :
Or — 09 + 2iTrg

en notant d le diamétre du cercle,

2P cos 8

B
2P cos 3

Trp
point C' situé sur la circonfé-

2P cos «

A PR
2Pcosa _,; , dot,
e 2’LB1

A

Pcosa 2P cos 2P
oy = (1+cos28,) = " cos? B = —— cosacos B
Ly Ty wd
Pcosa 2P cos a 2P
op = (1 —cos2B;) = ———sin? f; = —— cosartg By sin By
Ty A wd
P 2P 2P
Trg = — cosa sin28; = _Lrcosa sin 81 cos 31 = —— cos acsin By
A wd
2P cos
or+o09g = 7777‘ s
— Contraintes dues & Pgp : B d’ou
2P ) )
Op — 09+ 2iT9 = ﬂemo‘l
T™rpB

Additionnant, et tenant compte des relations a; =

2 .
— cos ftg ay sinag

2P
o, = —cosfcosay
wd
gy =
wd
2P .
Trg = —— cosfsinag
wd

T _

2

aet By =5 — B (voir
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figure 10.14), on obtient, toujours sur la circonférence,

P 2P
o, = —(sinfBcosa+sinacosf)=— sin(a+ )
wd wd
2P
o = (cos awcotg 3 cos B + cos B cotg ar cos )
T

2P
- — cotg acotg Bsin(a + )
7r

2
Trg = —d(cosozcosﬁ —cosacosf3) =0
™

Cette distribution de contraintes permet d’équilibrer les deux charges, mais elle
ne vérifie pas ’équilibre & la frontiére du cercle, ou

2P
op = ﬁsin(a—&—ﬁ) =p =cte

puisque (voit figure 10.14)

_ larc(ACB)
ath=s—gm =7

En additionnant un état de contrainte hydrostatique
Oy =0y = —P

évidemment en équilibre & l'intérieur, puisqu’il s’agit d’un champ de contraintes
constantes, on rétablit ’équilibre & la frontiére, sans déséquilibrer les charges
qui produisent un état de contrainte infini dans leur voisinage. C’est le résultat
obtenu par Michell en 1900 : I’état de contrainte dans un cylindre soumis ¢ deux
charges opposées s’obtient en superposant les contraintes de Flamant relatives a
ces deux charges et un état hydrostatique

2P
—p=—_osiny
Les composantes cartésiennes du champ de contrainte résultant sont données
par (fig. 10.15)

2Pcosa 2Pcosf 2P .
Oy +0y = + — — sy
‘ A rp wd

2P cos «

.7
Oy — Oy + 207y = p— 2o v
A B
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P

F1GURE 10.15 — Calcul des contraintes en un point du disque

ce qui donne

Og

P 2si
= — [cosa(l + cos 2a’) + M(1 +cos28') — qu
s A B d
2P cos asin? o n cosBsin? 3 sin~y
" TA B d
P 2si
= = [cosoz(l —cos2a’) + COsﬂ(l —cos2f’) — Sy
™ A B d

(10.162)

2P {cos?’ a  cos®p sin*y]
_l’_ —
n B d

3|

Al

cos asin 2a/ N cos Bsin 25’
TA B

[ sin a cos? o N sin 3 cos? B]

3|

rA B
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10.18 Poutre circulaire soumise & un moment cons-
tant (Golovin, 1881) [40]

‘

- - - - - ) ¢

F1GURE 10.16 — Poutre circulaire en flexion pure

Dans ce probléme illustré par la figure 10.16, il est clair que les contraintes
doivent étre indépendantes de 6. Il doit donc en étre de méme de la fonction
d’Airy. Dans 'expression générale

1 _ _
p= 5(2F+2F—|—K—|—K)
posons F' = zH. Il vient alors
1 _ _
v=3 (|2*(H+ H) + K + K)

Il suffira donc de trouver des fonctions analytiques H et K dont les parties
réelles ne dépendent pas de 6. Les seules fonctions de ce type sont
H=Alnz+ B, K=Clnz+D

La constante D est improductive et peut donc, sans perte de généralité, étre
posée nulle. On a alors

F=Azlnz+ Bz, K=Clnz
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et
¢ =Ar’lnr + Br* + Clnr (10.163)

Sur le contour, les cercles de rayon a et b sont libres de toute charge; en outre,
sur le segment AB, la résultante des charges est nulle. On peut donc poser

w=0enr=aetr=>

soit explicitement

0:F—|—ZF"—|—K":A(zlnz—i—zlné—i—z)—i—QBz—f—g
z

. C
= |A@2rinr +7)4+2Br+ —| enr=aetr=»0
r

Il en résulte les conditions

A(2blnb+b) +2Bb+

=|Q
|
o

(10.164)
A(2alna+ a) + 2Ba +

elQ

Par ailleurs, sur le segment AB, on a

B
M = /A (T — yT,)ds
B o, Oy
- /A (”“" T )ds
B B
= fovy— v~ [ (yde vy
A

B rop dp
= /A <8J;dx+6ydy)

= [}

soit

M = ¢(b) — ¢(a) = A(b*Inb — a*Ina) + B(b*> —a?) + Cln b (10.165)
a
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Cette condition, jointe aux deux équations (10.164), permet de calculer

= w9
= %[(bQ—a2+2(b21nb—azlna)] (10.166)
—ﬂa%z b

In —
N n
avec

b
N = (b* —a?)® - 4025 In? - (10.167)

Nous sommes & présent en mesure de calculer les contraintes :

or+09g = 0op+oy=4ARF' =4A(lnr+1)+4B
. _ _ , C
op —0g+2iT9 = e 2 (=22F" —2K7) =2 (—2A’f + 2_2>
z z
2
X
r
d’ou
or = AClr+1)+2B+ %
o = A(2lr+3)+2B-%
Tro = 0
soit, explicitement,
4M [a?b* . b, 9
Or = _W 711’15 bl ;_a lna:|
4M 2p?In L b .
op = —— b2—a2—w—bzlnf—a21nt (10.168)
N r2 r a
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Calculons a présent les déplacements. On a

ut+iv = %[(3—V)F—(1+V)ZF'/_(1+V)R/]
= ;{(3—V)(Azlnz+Bz)_(1+V)Z[A(ln2+1)+B]_(1+V)S}
= %{(3_V)[A7"ei0(ln7’+i9)+Brei9]
(1+V)r@i9[A(ln7’i9+1)+B](1+V)Sei9}
et

uy +iug = e~ (u + iv)

= % {B3—=v)[Ar(lnr +i0) + Br] — (1 + v)r[A(lnr — i§ + 1) + B]

C
(1 =
a+n<}
ce qui donne (& un déplacement de corps rigide prés)
ur = +{2(1-v)(Arlnr+ Br) — (14 v)(Ar + %)}
(10.169)
ug = %Ar@

On remarquera que ug varie linéairement en fonction du rayon, c’est-a-dire que
I’hypothése de Bernoulli (conservation de la planéité des sections droites) est
vérifiée. Par ailleurs, la théorie de Winkler [97, 98], dans laquelle oy varie selon
un loi hyperbolique, donne pour cette contrainte des valeurs trés voisines de la
présente solution.

Lorsque la poutre est trés mince, c’est-a-dire pour b{—; < 1, on a, en posant
t = (b—a)=2Re, ex1

r = R+y=R(1+e¢p)
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les relations asymptotiques suivantes :

b —a® = 4eR?
azb:n‘? = 2R%(1 —2¢p) (1+ O(c))
b? 1n§ = R*[e(1-p)+0()]
a? 1n2 — R2[e(1+p) +0O(?)]
N = %3464 (14 0(e%)
ce qui donne
3M
00 = —{opid [4R%e — 2R%¢(1 — 2ep) — R*e(1 — p) — R*¢(1+ p)] (1+ O(e))
= 2P+ 0)
= 2L a o)

c’est-a-dire que la formule de la flexion des poutres droites s’applique avec une
erreur de 'ordre de ¢/R.

10.19 Probléme de Neuber [64, 65]

On considére une portion de plan limitée par des hyperboles et soumise & une
extension sous une charge P. On désire connaitre la contrainte a fond d’entaille
(point A sur la figure 10.17).

La solution de ce probléme repose sur la transformation conforme

z=ash§ (10.170)
soit, en termes réels, pour £ = a + if,
x = ashacos 3, y =achasinfj
Dans cette transformation, les courbes o = cte ont pour équation

(E2 y2

a2sh’a  a2ch’a

=1 (10.171)
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FIGURE 10.17 — Probléme de Neuber

Ce sont donc des ellipse de demi-axes ash a et acha. Les courbes 8 = cte ont
pour équation
Y 22
a?sin? 8 a?cos?
Il s’agit d’hyperboles, d’axe réel selon y et égal & 2asin 8 et d’axe imaginaire
2a cos 3 sur 'axe des x. Ces hyperboles admettent les asymptotes

=1 (10.172)

y=ztxtgp

faisant un angle £ avec 'axe des z. Pour « suffisamment grand, les ellipses
(10.171) tendent & devenir circulaires, avec un rayon

ea
r~asha~acha ma7

A ces grandes distances de l'origine, on a donc

T & 7T Cos [, Yy~ rsinf
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c’est-a-dire que (3 représente asymptotiquement l’angle 6 de la trigonométrie.
Nous écrirons les fonctions F' et K en termes de € :

F(2) = F(ash€) = Fa(€), K(z) = K(ash€) = K (&)
Les dérivées se calculent alors par la relation
Fi(§)
F/ _ 1
(2) = Cehe

et de méme pour K’.
A Tlinfini, la distribution des contraintes doit approcher celle du coin de
Michell,
F(z)=Clnz

Comme, pour « suffisamment grand,
Inz =In(ash§) ~ ln(%eg) = lng +¢
nous chercherons une solution pour laquelle
F(§ =C¢ (10.173)

Pour déterminer la fonction K7, nous partirons du fait que sur les frontiéres
8 = 15y du domaine, la fonction 1) doit étre constante, puisque ces bords sont
libres de toute charge. Considérons le bord 5 = 3y. On a

iy = F+zF'+K
Cash¢ + K
— e 22 S T
&+ ach§
B . Cash(a+1iB) + K} (a, o)
= Cla+ibo)+ ach(a —ifo)
Sa constance s’exprime par la condition
0= i(zw) = ;[Caz ch?(a — ify) + Ca® cos 2,
da a2 ch?(ar — ifo)

+ ach(a —ifo) K1” (e, Bo) — ash(a — ifo) K1 (e, Bo)]
Ceci sera réalisé si

ch(a —iBo)K1” (o, Bo) — sh(a — iBo) K (v, Bo)
= —Cacos2fy — Cach®(a—ify) (10.174)
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En l'absence de second membre, cette équation peut s’écrire

K17 (o, Bo)  sh(a—ifp)

K (o, Bo) ch(a —ifo)

et admet visiblement la solution

K (a, By) = Ach(a —ifp)

On trouve aisément une solution particuliére pour le premier terme du second
membre, sous la forme

Kiy(e, Bo) = Bsh(a —ifo)]
qui méne & la condition
Blch*(ar — i) — sh*(a — ify)] = —Clacos 23,

On a donc
K} (o, Bo) = —Cacos 2By sh(a — iBy) (10.175)

Pour le second terme du second membre, on utilisera la méthode de variation
des constantes : en posant

Kip = Ale, By) ch(o — ifo)

on obtient
A'(a, Bo) ch*(a — ifg) = —Cach®(a — if3)

d’ou A(a, By) = —Cala —ifo) et
K{;;(a, fo) = —Cala — ifo) ch(o — i) (10.176)

Au total, la constance de 1 est assurée sur le bord 8 = By si K; y est de la
forme

Ki(a, By) = —Cacos 2By sh(a —ify) — Ca(a —ifg) ch(a —iBy)  (10.177)

La condition sur le bord 8 = —fj s’obtient en remplacant dans la condition
(10.174) Bo par (—fp). On vérifie sans peine qu’elle sera réalisée si

Ki(a,—Bo) = —Cacos2Bysh(a +ify) — Ca(a +iBp) ch(a +1iBs)  (10.178)
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On constate donc que la fonction
K1(§) = —Cacos2fysh& — Cagch§ (10.179)

permet de vérifier 1’équilibre sur le contour. Avec cette fonction, on obtient, en

ﬁ = :tﬂ()a

—— %_cosQﬂoshg_gchf_
W= C(£+ch§_ ché& chf)

= C(£2iBy £ isin2p5)
La charge P vaut donc
P =1(Bo) — ¥(—Bo) = C(4B0 + 2sin fo)
ce qui détermine la constante C' :

_ P
4By + 2sin By

Au fond de lentaille, la contrainte normale est nulle, donc la contrainte
tangentielle vaut

C (10.180)

/
atax+ay43?F’4§R( o >§R 1¢

ach& ach&
Au point A a pour coordonnées o = 0, 8 = 3y, cela donne
4C 4C

g+ = §R = = O
¢ acosfBy  acosfy max

La contrainte nominale dans la section est naturellement
P P o C(zﬁo +sin50)

ok = — = =
nom g T 2g.8in Bo asin fy

ce qui donne la valeur suivante du coefficient de concentration de contrainte :

4
oy = Jmax _ 418/ (10.181)

Onom o 250 + sin 260
1l est de coutume d’employer le rayon de courbure & fond d’entaille pour décrire
celle-ci. Pour déterminer ce rayon, notons que le bord est une hyperbole dont
Péquation (10.172) peut étre écrite, pour les petites valeurs de z,

2

in Boy 1+ —— in o (14— Lz
= asin ———  ~asin — | = —
Y 0 a? cos? By 0 2a? cos? f3 T oR
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ce qui donne
1 sin Ay

R acos?fy

et, puisque d/2 = asin fy,
d

— — tp2
R g” Bo
Tenant compte de la formule classique
2t
sin28, — 85
1+ tg® B
on obtient
92,/-4
ay = el (10.182)

d

d ﬁ
arctg | \/ 35 +1+i
2R

Pour d/R — 0, on a a, — 1; pour d/R — o0,

92,/-4 \/7
2R d
ap = ——— =1/0,8106—
3 R

La formule (10.182) étant compliquée, Neuber a proposé de ’approcher par une

expression de la forme
/ d
ap =1+ ( A+BR—\/A> (10.183)

Pour étre correct & 'infini, il faudra évidemment que B = 0,8106. Par ailleurs,
les valeurs de d/R les plus courantes en pratique sont de l'ordre de d/R = 30.
Pour cette valeur, le calcul donne o = 4,963. On détermine alors A en résolvant
la relation (10.183) comme suit :

d
(g —1)?+2VA(ap — 1)+ A=A+ B—

R
d’ou
Vi = ! s (a —1)
T 2 (a1
1 [0,8106 - 30
= |2 -1
2[ 3963 3,963} , 087
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soit A = 1,181. La formule approchée est donc 3

d
o = \/1, 181 40, 8106§ — 0,087 (10.184)

Le tableau suivant compare les valeurs obtenues par ces deux formules :

d/R | oy exact | ay approché | erreur %
0 1 0,9997 -0.03
1| 1,301 1,324 11,8
2| 1,556 1,587 +2
5| 2,168 2,201 15
10 | 2,937 2,960 0.8
20 4,075 4,083 +0,2
50 | 6,387 6,371 0,3
100 | 9,014 8,982 0,4
200 | 12,74 12,69 0,4
500 | 20,13 20,07 0,3
1000 | 28,47 28,40 20,2

Comme on peut le constater, la correspondance est excellente (moins de 2 %
d’erreur).

10.20 Probléme de Neuber en flexion

Pour la méme géométrie, considérons a présent une flexion pure. Dans le cas
du coin, on a, pour cette sollicitation,
iA .
F=—, K =iBlnz
z

Cet état devra se retrouver au voisinage de 'infini. Or, pour £ — oo, on a
a a
ash§%§eg, ln(ashﬁ)%ln§ +&
Ceci suggére de chercher une solution de la forme

F =ide™ ¢, K =iB¢ (10.185)

3. La formule proposée par Neuber est o, = /0,8d/R+ 1,2 —0,1.
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ce qui entraine

—iAe¢ , iB
ach¢ ach&

/

et
iy = F+ashéF +K'
shée® B
ché aché
Z,fle*ﬁchg—i—Ashfe*E—B/a
ché
4 (e—£+5+e—§—é+ef—é _ e—f—é) — BJa
ch&

Ae ¢+ A

= 1

= 1

Z_Acos 28— B/a
N ch&
Cette fonction sera nulle en § = 4[5, si I’on pose
B = Aacos2y (10.186)

On détermine alors A par la relation entre le moment et la fonction d’Airy (voir
section 10.18) :

M = [%0]7050
Dans notre cas,
1 _ _
p = (EF+2F+K+K)
1 . 5 —£& . ,5 . P E
= 3 (zAa shée™ —iAashée > =iB{ — zB{)
1Aa [ ¢ 3 3 3 iB -
— (68 68 6¢ —£—¢ (€ —
1 (e e e S +e )+ 5 &=¢)
i A
- %QSh(fQiﬂ) 1iB-2ip
Aa

= 7sin2ﬁ— Aacos28y - 8

= %(sin 23 — 23 cos 23p)
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d’ou
M = Aa(sin 25y — 20, cos 25y)

ce qui donne

B M
~ a(sin283y — 2y cos 28p)
On a alors Aot
—41Ae”
_ r_
oy + 0y =ARF §R< ache )

A fond d’entaille, pour a« = 0, 8 = —fy, cela donne

—4iAeibo 4A
A5 = tg /80 = Umax
acos By a

0’$+O'y§R<

La contrainte nominale dans la section est définie par la loi d’équarrissage clas-
sique,
6M  6Aa(sin28y — 23y cos2f3)

Onom = —55 — :
d? 4a2 sin? By

ce qui conduit & la valeur suivante du coefficient de concentration de contrainte :

sin?py
sin 28y — 280 cos 23

Omax

8
ap = = gtgﬁo (10.187)

Onom

On vérifie que pour By — 0, on a

833 8p3 8433

sin2Bg — 26y cos 2Py ~ 26y — % — 2080 + % ~ %

si bien que ap — 1, comme on pouvait s’y attendre. Exprimons & présent oy en
termes de d/(2R). Tenant compte des relations

[ d

tgBy = R
d
tg Bo V2R

Sil’lﬁo = = '
V1+tg? Bo \/1+%
d
n2g, - _2t®h_ 2Ven
T I+wth 1+
1 —tg? 1— %
cos2By = g bo _ 2R

1+tg? B0 1+ 5%
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3/2
<;]l%> (10.188)

i— 1-— d rct i
V2R or ) M8\ 3R

De la méme fagon qu’en extension, on peut approcher cette formule par une
expression de la forme

on obtient

Q| >~

o =

A Tinfini, on a

d’ou B = 0,3603. Pour d/R = 30, le calcul donne ay = 3,469, ce qui donne

1 /0,3603- 30
VA= (22229469 ) = 0,9544
2( 5169 : 69> 0,95

soit A = 9110. On obtient ainsi la formule*

d
o~ \/o, 9110 +0, 3663 +0,0456 (10.189)

Les résultats donnés par la formule exacte et par la formule approchée sont
comparés dans le tableau suivant :

d/R | oy exact | oy approché | erreur %
0 1 1 0
1 1,180 1,173 -0,6
2 1,333 1,323 -0,8
5 1,705 1,693 -0,7
10 2,180 2,170 -0,5
20 2,899 2,895 -0,1
50 4,390 4,396 +0,1
100 6,110 6,124 +0,2
200 8,567 8,588 +0,2
500 13,47 13,50 +0,2
1000 19,02 19,05 +0,2

4. La formule originale de Neuber est oy, ~ 1/0,355d/R + 0,85 + 0,08
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Ici encore, la correspondance est excellente (moins de 0,8 % d’erreur).

10.21 Annexe : disques d’épaisseur variable en
rotation

10.21.1 Equations générales

Les disques de turbines sont d’épaisseur ¢ variable en fonction du rayon.
Une étude approchée de ces disques peut étre faite en admettant les hypothéses
suivantes :

up = u(r) 0, =Tp, =0

1l vient alors, par les travaux virtuels, en considérant une variation du nulle aux
rayons d’extrémité Ry et Ro,

Ra
0= 277/ <rta,.65u + togdy, — pw27“2t6u) dr
R 87"

Ro d
= 27r/ {(rtor) + tog — pw?r’t| Sudr
R d'r

ce qui conduit & I’équation d’équilibre

d
—(rta,) — tog = pw?r’t (10.190)
dr
Les relations entre les déformations et les contraintes sont
du 1
% = E(O'r — VO'Q)
u 1
z - = —u
T E (o0 or)
Pour que ces deux relations soient compatibles, il faut que
d

a[r(ag —vo,)| =0, —voy

ce qui s’écrit encore

7’%(0’9 —vo,) = (1+v)(o, — 0s) (10.191)
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10.21.2 Disque d’égale résistance

Il est possible d’obtenir
do.  dog
dr — dr
dans certaines conditions. A partir de la relation (10.191), on déduit immédia-
tement

o, =09 =0 = cte
La relation (10.190) fournit alors une expression de ’épaisseur : elle devient en
effet

d
o—(rt) —to + pw?r?t =0
dr

soit J
t
o (r +1- 1) = —pw?rit
dr
ce qui entraine

at pwlrdr 1 t puw?r?

t o to 20

pw?r?
t=toexp | — 5
o

Cette expression suppose que le disque va de r = 0 & r = co. Les déplacements
dans le disque sont alors donnés par

et

(1-v)or

10.21.3 Jante

En pratique, le disque se termine par une jante & laquelle sont accrochés les
aubages. On peut admettre que la jante se comporte comme une barre courbe
en extension, avec

= cte

u
g =—
r

L’effort circonférentiel dans la jante est donc donné par
u
N, = EQ ( 7)
T/

Les forces agissant sur la jante sont (fig. 10.18)
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FiGure 10.18 — Equilibre de la jante

— La force centrifuge de la jante, dont la résultante sur une demi-circonférence
est

pQw27"j S2rj = 2pQw2r?

— La force centrifuge des aubes. Si la masse des aubes par unité de longueur
est de p au rayon r,, cette force vaut, pour une demi-circonférence,

,uw2ra <21, = 2uw2r2
— Les forces de rappel du disque, résultantes des o, en r = ry, rayon

de la jonction du disque et de la jante. Leur résultante sur une demi-
circonférence est

0',-(7“2)752 . 27“2
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Au total, on a donc

2N; = <pQ + 1 > wzr? — 20, (ro)tar,
—_———

*

I

bw‘@w

soit u u
EQ (7) = EQ-2 = ,u*wQTJQ» — 0y (r2)tars
J T2

ce qui donne
T

Uy = EQQ [w* w2r2 — o (ra)tars] (10.192)

10.21.4 Moyeu

On munit également les disques d’un moyeu, allant de ’arbre (rayon rg) & un
rayon ;1 = 1,8 & 2ry. Ce moyeu, d’épaisseur t,, constante, vérifie les équations
clasiques des disques d’épaisseur constante en rotation :

1—-v? B 1
- Ar + 2 — 2 w23
u 1) 7"+T 8pwr
B
Or = (1 + Z/)A - (1 — I/)f2 — 3 ; pr2r2 (10193)
T
B 1
op = (1+v)A+(1—-v)5 — —’—83pr27”2
T

10.21.5 Renforcement neutre

Nous dirons qu’une jante et un moyeu constituent un renforcement neutre
d’un disque d’égale résistance si leur comportement est identique & celui de la
portion de disque qu’ils remplacent, c’est-a-dire s’ils donnent le méme u et le
méme (to,). Cette notion permet le dimensionnement complet du disque.

1. Condition de jante - La jante et les aubages étant donnés, la relation
entre le déplacement et Peffort est fournie par ’équation (10.192). Si o est
la contrainte dans le disque, on doit avoir

ora(l —v)

o(ry) = o, u(re) = iz
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d’ou la condition

ors(l —v) 79 9

iz = m( 7“J2» — otara)

Ww
ce qui donne

EQory(1—v) N wrw?r?

ty = :
O"I“% E ory
*, 2.2
_ ey (=) (10.194)
arg T2 '

On en déduit les épaisseurs du disque en r # ry & partir des relations

2,2
to = tpexp (_pw 7“2)
20
2,.2
t = toexp (_pw " )
20
qui se combinent en
" 20,2 _ .2
£ = (22220 (10.195)
En particulier, pour » = 71, on a
20,2 _ .2
= tzoxp (2221 (10.196)
o

2. Condition de moyeu - Le moyeu doit d’abord vérifier

B 3
or(ro) = (14 1) A= (1= )75 = ;”pw%g — (10.197)
0

ou p est I’éventuelle pression de frettage sur I’arbre. Une second relation
est donnée par 1’égalité des déplacements du dsque et du moyeuen r = ry :

1—v? B 1 (1-v)or
u(ry) = Ary + o gPW%’% s —
soit B .
Ad =T 4~ pu? (10.198)

rt 1+v 8
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Les deux équations (10.197) et (10.198) définissent A et B. On en déduit

B 3+v
or(r)=014+v)A—-(1- V)T—Q -3 pw?ri
1

ce qui permet de fixer I’épaisseur du moyeu par la condition d’équilibre
0r (1) tm = oty

soit

(10.199)

3. Raccordement du moyeu - 1l est évidemment nécessaire de réaliser un congé
pour le raccordement du moyeu au disque, de maniére a limiter les concen-
trations de contrainte. Une idée raisonnable de cette concentration est
donnée par la formule suivante, relative aux changements de section des
barres [19] :

t
ar = max(1, af) avec «f =0,9616 + B\/E}

ot B dépend du rapport ¢ /t,,, selon le tableau suivant :

t/tm | B

1 0,075
11 0,2
1,2 0,285
1,3 | 034
14 |037
1,5 0,395
16 | 0415
1,7 | 043
18 | 044
1,9 | 0455
2 0,46
=2 0,27 + 0,095t /t,,
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10.21.6 Exemple

w = 3l4rad/s § = 2480mm?
ro = 90mm w=8kg/m

r; =579mm  p = 7800kg/m?
ro = 545mm  E = 210G Pa
re =615mm v =20,3

r1 = 180mm o = 100M Pa

p=0
On calcule successivement
Jante et voile
r2 615\ >
pEo= Q4 p—t =7800-2,480- 107 + 8 () = 28,37kg/m
T 579
. 28,37-314°-0,579°  0,7-2,480-10°3
2T 108 - 0,545 0,545
= 17,21-1072 —3,185-107% = 14,02 - 10 3m
b (7800 314°(0,545° — 1?)
t, P 2108
— exp (3, 845(0, 545" — r2))
f = 14,02-107%-exp (3 845(0,545° — 0, 1802)) — 38,7810 3m
Moyeu
— Condition d’équilibre a l’arbre
B 3,3 —
1,34 — 0,7——— = =780 - 314" - 0,09
0,00
soit

1,34 — 86,42B = 2,570 - 107 ° & A — 66,488 = 1,997 - 10~°
— Compatibilité a la jonction moyeu-voile
B 108

1 e
A+ S = —+-7800-314°-0, 180" = 76,92-10°+3, 115-10° = 80, 04-10°
0,180 1,3 8
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soit
A+ 30,868 = 80,04 - 10°

— On déduit de ces deux conditions

A =55,29-10°%Pq, B =2802,0-103N
On a donc
B 3,3 . 561,4 - 103
op =1,34-0,7— —227800-314° 72 = 71,88.106 - 22—~ 317,2.1052
r2 8 r2
En r = 0,180m, il vient
o, = 44,27 -10°Pa
si bien que
100
tm =t ——— = 87,59
m =Ny 97 ) OFIIm

Contrainte circonférentielle en r = rg
14 3v
< PTG
= 71,88-10%°+69,31-10° — 1,479 -10° = 139, 7 - 10¢ Pa

B
og(ro) = 1,3A+0, 772 -
0

Congé - Le plus grand rayon possible, en se racordant & 90° sur le moyeu,
est approximativement égal &

lyy — 11 87,59 — 38,78

R=— 2

=24, 41mm

En adoptant cette valeur, on obtient ¢; /R = 1, 589. Il en découle, dans la formule
relative & ay, B = 0,485, ce qui donne

ai = 0,9616 + 0,4854/1,589 = 1,573
La contrainte maximale est donc
0 max = 1,573 - 100 = 157, 3MPa

Le profil obtenu est représenté en figure 10.19.
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S e
sy

/i}?’ ﬁﬁ'y”igﬁ‘?"iw’ﬁ
gﬁﬁfgﬁgfﬁ .

S

FIGURE 10.19 — Profil calculé

10.22 Exercices
Exercice 37 Trouver directement [’état de contrainte le long du trou dans le

probléeme de Kirsch sans passer par la formulation compleze.

Solution - A Dinfini, on doit avoir
2
Poo ~ 0'3

9 (09 _ 0 (9¢) _
ot \ox) ot\oy)

ce qui permet de poser ¢ = dp/Ir = 0. L’expression asymptotique de ¢ a I'infini
peut encore s’écrire

Au bord du trou, on a

2

2
Voo = a% sin? f = %(1 — cos 26)

Ceci suggére de chercher une fonction d’Airy qui soit la somme d’une fonction
de périodicité 0 et d’une fonction de périodicité 2. On écrira donc

o=r"f1+ f2
en donnant aux fonctions harmoniques f; et fo les expressions suivantes :
fi = RAmz+B+C2*+Dz"?)=Alnr + B+ Cr?cos20 + Dr=2cos 20

fo = %(Elnz+F+Gz2 +H2_2) =FElnr+ F+ Gr?cos20 + Hr~2cos 20
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Il vient ainsi

343

@ = Ar?Inr+4 Br?4+Cr* cos 20+ D cos 20+ E Inr + F +Gr? cos 20+ Hr 2 cos 20

Au voisinage de l'infini, cette expression devient
© = Ar?Inr + Cr* cos 20 + (B + G cos 20)r* + o(r?)
On doit donc avoir

A=C=0, B=", G=-

Il reste

2
Y= %(1 —c0s20) + Dcos20 + Elnr + F + Hr ™2 cos 20

Au rayon a du trou, on doit avoir

2 2
o = fz+Ema+F+<—ﬁ’+D+Haﬂamwzo
de ca FE oa _3
L Y LY ) 20 =0
o 5 + p + ( 5 a”" ) cos

ce qui méne aux conditions

oa
EFE = ——
2
2
oa
H = ——
4
2 2 2
F = f%—Elnazﬁ—%lna
2 2 2 2
_ 0@ _ g2 _od o od
b = = -Haem ==t 2
Il vient donc
2
fi = %+72—2cos29
2 2 2 4

fo = f%lnr+%f%lna7 %rzcos%f%cos%)
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Les contraintes au bord du trou vérifient 0, = 7, = 0, 09 = 04, + 0y = VQQD.
Or, fo est harmonique, donc

Vi = V2[(2® +y*) fi]

On calcule aisément

0
%[(952 +y) ) = 2zfi+ (@7 +y°) afl
0? H?
@[(952 +y2) A = 2h+ 433i + (2® +97) 3521
et, de méme,
0? af 0%f
aiyg[(ﬁ*'yz)f 1] =2f +4y871+( ) 6y21

ce qui donne

0 0 0
V2 <f1 rallyy a";) —4(fy +r-gradfy) = <f1 +af§)
soit, au bord du trou,
o oa® o_a®
g [4 + 52 cos 20 r523 COS29:| .
o o
= 4 (Z — §c0529)

= o(l—2cos20)
Le maximum a lieu pour § = +7/2 et vaut 3o.

Exercice 38 Soit un arbre de rayon R; sur lequel est fretté un moyeu de rayon
extérieur Re. Les deux piéces sont en acier (E = 210GPa, v = 0,3, p =
7800kg/m3). Avant pose, le rayon de larbre surpasse le rayon intérieur du
moyeu. On donne

R; = 40mm, R, = 150mm, 0 = 100pm

On demande
1. La pression de contact de l’arbre sur le moyeu lors de la pose.

2. Comment évolue cette pression lorsque ’ensemble tourne ?
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3. A quelle vitesse la pression de U'arbre sur le moyeu s’annule-t-elle ?

Solution
1.
40
m = — =0,2267
@ 150
1
C, = —— (1,340,7-0,711) =6,919- 10~ (M Pa)~!
210000-0,9289(’ +0,7-0,711) =6, (M Pa)
1
c, = 0,7+1,3-0)=3,333-10"%(MPa)~!
510000 7 T 13- 0) =3, (MPa)
) 0,1
— = —=25-10"
R 40 ’
2 2.500-103
p = E___ ’ =243,9M Pa

Co+Cpn  (6,919+3,333) 106

2. Le frettage conduit & une distribution de contraintes de la forme représen-
tée en figure 10.20. Il s’y superpose le champ de contraintes d’un disque

1%

FI1GURE 10.20 — Distribution des contraintes de frettage

en rotation de rayon R., du moins tant que le décollement n’a pas lieu.
La contrainte radiale de ce champ est donnée, en r = R;, par

pw?R2(1 - Q%)

Or

3+
8
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Superposant, on obtient
6 3,3 ATED 2
—o, = (243,9-10° — ?7800 0,15 - 0,9289w
soit
—0o, = (243,9 - 10° — 67, 25w?)
3. 0, =0 pour

243,9- 106
2 ) 6 2
= ——— =3,627-10 d
w 67,25 , (rad/s)

w = 1904rad/s = 18190tr/min



Chapitre 11

Théorie technique des poutres

11.1 Introduction

La théorie des poutres de Barré de Saint-Venant, bien qu’exacte, n’est pas
entiérement satisfaisante pour les besoins de la pratique. Tout d’abord, elle est
compliquée. Ensuite, elle ne permet pas de prendre en compte la torsion non
uniforme de maniére correcte. Par ailleurs, pour toutes les poutres longues,
on peut négliger les déformations dues a l'effort tranchant. Nous présentons
ici une théorie approchée d’application plus générale, fondée sur une approche
variationnelle et une étude approfondie des ordres de grandeur.

11.2 Ordres de grandeur des contraintes

Soit p une dimension caractéristique des sections. Une valeur raisonnable est
par exemple

~

p= ﬁp, avec () = section, Ip:/ﬂ(xz-i-yz)dﬂ (11.1)

Soit encore ¢ une dimension caractérisant la longueur de la poutre. Nous nous
intéressons ici aux phénoménes & grande longueur d’onde, c’est-a-dire que nous
admettrons que les contraintes varient significativement, le long de 1’axe longitu-
dinal z de la poutre, sur une longueur de 'ordre de ¢. Les équations d’équilibre

347
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intérieur, qui s’écrivent

D50a5+D30'a3 = 0
D,oo3+ D3oszs = 0 (11.2)

ol « et [ peuvent prendre les valeurs 1 et 2, impliquent alors les relations
suivantes, si o est 'ordre de grandeur de o33 :

o = 0(c1)

2

Gap = 0(02’2) (11.3)

Supposant p?/(? trés petit devant 'unité, on peut donc écrire le principe de
Hellinger-Reissner sous la forme

2
[/ (033D3’LL3 + Jag(DaU3 + Dgua) — % — Jasga?;) dV + P(ua,U3) stat

ce qui donne, par variation des contraintes,
o33 = EDsug, 0,3 = G(Da’u:g + D3ua) (11.4)

On peut, en réintroduisant ces valeurs dans le principe, se ramener & un principe
de variation des déplacements :

F G G
/ {2(D3U3)2 + §(D1U3 + D3uq)? + §(D2U3 + D3ug)?| dV
%

+ P(uy,ug,us) stat  (11.5)

11.3 Ordres de grandeur des déplacements

Commencons par examiner les restrictions nécessaires a la validité de la
linéarisation géométrique. On peut s’attendre & observer des déplacements ug
d’un ordre de grandeur différent de celui des deux autres. C’est pourquoi nous
écrirons

uz = OW), ua = OU)

La déformation de Green 33 s’écrit

1 1 1
v33 = D3uz + §(D3U1)2 + §(D3U2)2 + §(D3U3)2
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et ses termes successifs ont les ordres de grandeur suivants :
w o U? Ur w2
e’z 27 g2
Pour que la linéarisation géométrique soit valable, il faut donc que

2B R

soit encore

w
- <1 (11.6)
. Uz w2
<= 11.
< (11.7)

Par ailleurs, les déformations vy,g ont pour expression
2%ap = Daug + Dgua + Dauy Dty + DousDgus
et leurs différents termes ont pour ordre de grandeur

vou oo

) )

p’p P PP

ce qui méne aux conditions

Vet (11.8)
p
° w2 U
MR 11.
77 < (11.9)

Les conditions (11.6) et (11.8) signifient que le déplacement azial est trés pe-
tit devant la longueur de la poutre et que les déplacements transversauzr sont
trés petits devant les dimensions de la section. Les relations (11.7) et (11.9) se
combinent pour donner

v £ U
Wi S 2 S

(11.10)

En écrivant
_Ulp

X =
W/t
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cela donne
X v < ﬁ < 7X
W/p
Une valeur raisonnable de X est donc
Ulp 12
X=—"=~— 11.11
ce qui implique
¢
U~W-= (11.12)
P

c’est-a-dire que les déplacements transversaux sont aux déplacements axiaux
comme la longueur est & la dimension p. Dans ces conditions, les déformations
Y3, données par

29a3 = Dous + D3ug + DouyDsuy + DouzD3us
ont leurs termes d’ordres de grandeur respectifs
w U U* w?
p’ L7 pt’  pl
On constate que le troisiéme terme est au second comme U/p et que le quatriéme
est au premier comme W/, ce qui justifie 'emploi de la théorie linéaire.

11.4 Structure des déplacements u; et us

En régime élastique, les déformations restent petites, du moins pour les corps
suffisamment raides. Soit donc € < 1 'ordre de grandeur attendu des déforma-
tions. Commencons par examiner £33. On a

£33 = Dyuz = O(W/()

ce qui mene & poser
2

Weel, U=c (11.13)
p

Examinons a partir de 1a les trois déformations dans le plan d’une section. La
physique du probléme suppose

1
Eaf = i(Dauﬁ + Dgua) = O(E)
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22 2
Doug =0 <€p2) , Dgue=0 (6,02)

Par conséquent, on peut écrire que les déplacements u,, vérifient

alors qu’a priori,

2
Dyug = —Dpu, A O(%) prés

soit
Dyuy =0 dou uy ~u(z)+601(2)y
Dous =0 dot wug = v(z)+ 6a(2)x
Dyus =~ —Dou; dou 6 = —6, = —9(2)

On obtient ainsi la structure suivante du champ de déplacement :

us = ’U,3(£L’, Y, Z)
up = u(z) —yb(z)
uy = v(z)+z0(z)

Il en découle directement, dans les notations classiques de l'ingénieur,

€33 = Dsug
73 = Diyug+u' -0y
’)/23 = D2U3 —+ U/ —+ 0/1'

en marquant d’un prime les dérivées des fonctions de z.

351

(11.14)

(11.15)

(11.16)

11.5 Gauchissement de torsion et structure de

I’énergie de déformation

L’énergie de déformation par unité de longueur de la poutre s’écrit

U = E/ (D3u3)?dS + G/ [(Dyus +u' — 0'y)? + (Daug +v' + 9’95)2] dQ
Q Q

On vérifie aisément que la premiére intégrale est d’ordre Ee?, tandis que la
seconde est d’ordre EQEQ%. Dans le processus de minimisation, on pourra donc,
avec une bonne approximation, varier us séparément dans la seconde, car les
termes apportés par la premiére seront p?/¢? fois plus petits. Cette minimisation
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ne faisant intervenir que les dérivées selon x et y, elle pourra étre effectuée section
par section, ce qui méne au principe variationnel

/ [(Dyus +u' — 0'y)*1 + (Dauz + v' + 0'2)*] dQ = min
Q u3
La solution de ce probléme est visiblement de la forme suivante ' :

ug = w(z) —v'x —v'y + 0P(x,y) (11.17)

ot la fonction 1 minimise I'intégrale
/ [(D1¢ — y)? + (D2t + x)?] d (11.18)
Q

Ceci ne définit b qu’a une constante prés. On fixe cette derniére en imposant la
condition

/ PYdQ =0 (11.19)
Q

Cette fonction est appelée gauchissement de torsion. En notant J la valeur
minimale obtenue,

7 =min [ [(Dyd =) + (Da +a)?] d0 (11.20)

on constate que 1’énergie de cisaillement par unité de longueur de la poutre se
ramene a

U, = GJO* (11.21)

A propos de la constante J, notons que, pour toute variation d¢ de 1, on a
/ (D1 — y)D16Y + (Dath + 2) Dabip]dQ = 0 (11.22)
Q

Pour le choix particulier 61 = 1), on obtient

/ (D)2 + (Dath)?] d22 = / (yDrib — £ D)
Q Q

1. Cette formule a été introduite pour la premiére fois par Timoshenko [84], sous une forme
restreinte a la torsion. Elle a été généralisée par Wagner [92] et, surtout, par Vlassov [90]. C’est
pourquoi on parle souvent de théorie de Viassov.
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Il en découle que

J= / [(D19)? + (D29)?] d2 — 2 /(yplw — 2Dyp)dQ + I,
Q

avec
I, = / (2 +y*)dQ
Q

soit

J =1~ /Q [(Dlw)Q + (D21/’)2] dQ <1,

I’égalité n’ayant lieu que si la gauchissement est nul.
A partir de 'expression (11.17), on déduit aisément

Dsus =w —uw'z — vy + 607

ce qui permet de donner & I’énergie de déformation par unité de longueur de la
poutre la forme suivante :

U = EQu'? + EI.u"? + EI,v"? + EK0"? + 2EL,0"u" + 2EL,0"v" + G.J§"
en posant

(11.23)
Q:/dQ, Igc:/xde, I :/deQ
Q Q

Y
Q
K=/w2d9, L, = —/ badQ, L, = —/ YydQ  (11.24)
Q Q Q

Nous supposons ici implicitement vérifiées les conditions

Iy = / zydQ =0, / zdSQ, / ydQ2 =0 (11.25)
Q Q Q

qui signifient que I’on travaille dans les axes principaux d’inertie de la section.

11.6 Définition du centre de torsion

Considérons le changement de variables & deux paramétres xp et yr défini
par
uw=ur+0yr, v=uvpr—_~0xp (11.26)
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revenant a écrire
up =ur —0(y —yr), uz=vr+0(x—x7)

Le point (z7,yr) se présente alors comme le point ou l’on mesure les dépla-
cements ur et vp. En choisissant bien ce point, il est possible de découpler la
flexion et la torsion. On a en effet

U = EQu?+ EL(ur” +0yr)? + El,(vy” — 0" 27)? + EK0?
+EL,0" (ur” + 0 yr) + 2EL,0” (vp” — 0 x7) + GJO"
= EW?+ ELur"® + Elyur™® + 2E(Ly + yrl )0 ur”
+2E(Ly — o71,)0"vr” + E(K + y31, + 231, + 2L,yr — 2L,o7)0"?
+GJo"

11 suffit donc de poser

L, 1
rr = —— = —— Y
1y Iy Ja
pour obtenir ’expression découplée suivante de ’énergie :
U = EQuw” + ElLyur"? + Elvr"? + EK70"% + G.J0"” (11.28)
avec
Kr =K —y31, — 231, (11.29)

Le point défini par les coordonnées x7, yr est le centre de torsion de Kappus-
Weinstein [36, 45].
Remarquons que I’on a encore

ug = w(z) — upr — vy + 0'Yr (11.30)

avec
Yr =9 —yrx + o1y (11.31)

et que

J= /Q [(D1vr —y+yr)® + (Dotor +x — 27)?] d (11.32)
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11.7 Fonction de Prandtl

Les équations régissant le gauchissement de torsion s’obtiennent aisément &
partir de (11.18) :

Dl(Dlw - y) + DQ(DQ'L/) + IE) = 0 dans Q
nl(Dl'l/J - y) + nQ(DQ/lZ) + .’E) = 0 sur 90

On satisfait & ces conditions en posant
D1 —y=Dap, Dap+x=—-Dip (11.33)
avec la condition de contour
n1Dap —naD1p =0
soit, comme (fig. 11.1) ny = t5 et ny = —t1,
t1D1p+taDop = Dyp =0 (11.34)

La fonction ¢ ainsi définie porte le nom de fonction de Prandtl [70].

FIGURE 11.1 — Normale et tangente au contour

L’exploitation de la condition de contour (11.34) appelle quelques commen-
taires. En effet, il ne faut pas perdre de vue que les sections creuses ne sont pas
rares. Pour celles-ci,

0N =CyUCLU...Cg

ou Cp est le contour extérieur et C;, ¢ = 1,...,k , les contours intérieurs (fig.
11.2). Comme la fonction de Prandtl n’est définie qu’a une constante additive
prés, on pose généralement

eloy =0 (11.35)
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Section 12

FIGURE 11.2 — Poutre & section creuse

Pour les autres contours, on a alors

©le, = @i (cte sur C;) (11.36)

Cependant, il est clair que toutes les fonctions ¢ vérifiant ces conditions ne
peuvent pas convenir, car il faut encore assurer ’existence du gauchissement de
torsion, solution de (11.33). L’intégrabilité locale de 1) sera assurée si

Dy(D1%)) = Dagp+ 1= Dy(Datp) = —Dy10 — 1

soit si

Vip+2=0 (11.37)

Sur chaque C;, i = 1,...,k, on devra en outre assurer I'unicité de la fonction 1,
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c’est-a-dire la condition

0 = / Dypds
Ci

_ / (t D1t + b5 Dat))ds
= /C (—n2 D19 + n1Datp)ds
- /C [—n2(Dag + y) — n1 (D1 + x)]ds

soit

Cette derniére intégrale de contour peut étre transformée comme suit : appelant

F1GURE 11.3 — Définition de la normale n~

; laire du trou n°i, la normale extérieure a Q; est n~ = —n (fig. 11.3) et on a

—/ (n1z + noy)ds = / (nyx+nyy)ds = / (D12 + Doy)d2 = 2Q;
Ci Ci Q;
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ce qui rameéne les conditions de contour a
/ %ds =20, (11.38)
C; on

On remarquera que le probléme (11.37), assorti des conditions aux limites
(11.35), (11.36) et (11.38) n’est pas d’un type classique, puisque ’on impose en
fait deux conditions sur les C;. On pourrait donc se poser des questions quant
a lexistence de la solution. Pour dissiper ces doutes, définissons la fonction
prolongée @ sur Q5 =QUQ U...UQ par

p = ¢ dans Q
{ $ = ; dans les (11.39)
et considérons le probléme de minimisation de la fonctionnelle
1= / [(D1£)? + (D2p)? — 2¢] dQ2 (11.40)
Qo

Ce probléme admet visiblement une solution, et celle-ci vérifie les relations sui-
vantes pour tout d¢ nul sur Cy :

0 = / (D1¢D15¢ + DQ@DQ(S@ - 25(,0)dQ
Qo
= / (D1$D16@ + DapDad — 264)dY — Y bk
Q i

dp 2
21:5@ /C 5-ds /Q&p(v © +2)dQ 22}915%

soit précisément

Vip+2 = 0 dans €
Jo g—ids = 2Q; surles C;

Le principe variationnel (11.40) sert de base & de nombreuses solutions appro-
chées. La variation particuliére d¢ = ¢ fournit la relation importante

/Q [0 + (Do) dey =2 R

Qo
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qui entraine

[
S— —

S

©

e

+

-

[ V]

S

o

ISH

o)

Qo

= 2/ pdS) (11.41)
Qo

11.8 Reésultantes et équations d’équilibre

Considérons un systéme de forces de volume f1, fa, f3 et calculons leur éner-
gie potentielle sur une section donnée :

P =— / (fiur + foug + fausz)dQ
Q
On a tout d’abord

- / (frun + fou)d = — / {filur — 60y — y2)] + folvr + 0(x — 27)]}d9
Q Q

= —q.ur — qyur —mypl

en définissant les résultantes

Gz = [qf1dQ (résultante des forces selon Ox)
a = Jo f2dQ (résultante des forces selon Oy)
my = [oll@—xr)fo— (y—yr)1]ldQ (moment autour de Oz)

(11.42)
D’autre part,

7/ fausdQ) = f/ f3(w — zulp — yvly + Pr8’)dQ
Q Q

= —nw+ myup + myvp — b’
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en posant
no = [ fdQ (résultante des forces selon Oz)
my = [o fszdQ  (moment des forces fs3 dans le plan zOz)
(11.43)
my = [o fsydQ  (moment des forces f3 dans le plan yOz)
b = [, fstbrdQ (bimoment des forces f3)

La variation de I’énergie de déformation par unité de longueur vaut, a partir
de (11.28)

U = EQw'sw + Elyup”Sur” + Elyup”dvp” + EKp0” 807 + G656/
= Now' — Mup” — Mydvr” + B0 + M50’

& condition de définir les résultantes suivantes :

N =  EW = [,033dQ (effort normal)
M, = —ELup” = [,0332dQ (moment de flexion
dans le plan zOz)
M, = —ELvp" = [,033ydQ (moment de flexion
dans le plan yOz)
B = EKO = [,03307dQ (bimoment de Vlassov)
M, = GJY = fQ[Uﬁ(Dﬂ/} —Y)
+0b3(Datp + x)]dQ)  (moment de torsion)

(11.44)
ol o}y et obs représentent les contraintes de torsion. Comme celles-ci sont de la
forme
ol =GO Dyyp, oby=—-GO Dy

ol ¢ est la fonction de Prandtl, on a 1’égalité

/(O’ingw + UéBDQ'l)/J)dQ = GQ/ / (DQ(le’lp — Dl(pDQ'I/J)dQ
Q Q

=Go' 2/

w(nnggo — TL2D1(p)dS — / ¢(D12(p — Dlg(p)dQ =0
i#0 7 Ci &
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qui raméne M; & sa définition classique

M, = / (woby — yols)dQ (11.45)
Q

Le probléme de 1’équilibre intérieur se traite en minimisant l’énergie totale
par rapport & toute variation de déplacements nulle avec toutes ses dérivées aux
extrémités. On a

¢
o0& = / (Now' — My oup” — Mydvr” + BéO” + M50
0
— ndw + myoup + mydvy — bd0" — qudur — g, dv, — mydh)dz = 0

ce qui méne aux équations suivantes :

N 4+n=0 (11.46)
et
M, —ml+q¢. = 0
M, —mj, +q, = 0 (11.47)
—B 4V 4m; = 0
Introduisant les grandeurs
Q: = M;/t — My
Qy = M, —m, (11.48)
R B —b
on peut mettre les équations (11.47) sous la forme suivante :
Qy,+tq = 0 (11.49)
R/ = my

Il se trouve que les trois nouvelles grandeurs définies en (11.48) peuvent étre
interprétées comme des résultantes simples. En effet, si 'on admet 1’équilibre
local,

Qm X x
Qy = / (D30'33 + f3) Y d$) = 7/ D,oas Y dQ2
R Q pr @ Yy
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d’ou, en intégrant par parties,

Qr = [o013dQ (effort tranchant selon xOz)
Qy = [o023dQ (effort tranchant selon yOz)
R = [y(013D1¢7 + 093Datpr)dQY  (bi-effort tranchant)
(11.50)

11.9 Conditions aux limites

Considérant & présent des variations quelconques des déplacements, on ob-
tient les termes aux limites suivants :

[Néw]f — [MySur]y — [M,dvr]g + [B6'] + [M,56];
+ [M]Sur]§ + [M,dvr]s — [B'66]§ (11.51)

Supposons, pour fixer les idées, qu’il s’agit d’une poutre console. A 'extrémité
libre, les tractions de surface £, et t3 induiront une énergie potentielle

P — / [Frus (6) + Fauz(€) + Eyus(£))dO

- / (B [ur(0) — (v — yr)6(0)] + Eafor () + (& — 21)8(0)

Fsw(l) — e (£~ yoip(€) + et (D]}
= Nuw(t) +2ur(t) + Quor(t) — Maup() — Myvip(1)

+M0(¢) + BO'(¢) (11.52)
avec
V= 532 Qp= [ 0dQ Q= [, F2dQ
= [ots2dQ, M, = [tsydQ, M, = [[t2(x —xr)—t1(y — yr)]dQ
B = [, txord®

(11.53)
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Les conditions d’extrémité sont alors

N(E) = N, Qx(g) = Qma Qy(g) = Qy
M, (€)= M,, My({)=DM,, M/{)—B'({)=DM, (11.54)
B({) =B
Les conditions d’encastrement varient avec la perfection de celui-ci. Au mi-
nimum, on aura, en z = 0, up = vy = wr = up = vy = 6 = 0. Si, de plus,
Pencastrement assure la nullité du gauchissement, on aura en outre §° = 0.
Nous appellerons le premier cas encastrement imparfait et le second, encastre-
ment parfait.

11.10 Calcul des contraintes

A partir des résultantes, il est aisé de calculer les contraintes normales

o33 = EWw —xuf —yvp” +r0”)
N M, M, B
- = 2, 7Y — 11.55
ot T TR, (11.55)
De méme, les contraintes de torsion s’obtiennent par
oy = GO (D1 —y) =GO Dy
oty = GO (Do +x) = —GO' Dy
ou encore, par
M M,
t t t
013 7 (D1¢ —y) 7 2
M M
oy = S (Dapta)=——Dip (11.56)

Par contre, le calcul des contraintes de cisaillement de flexion est plus déli-
cat, car du fait de nos hypothéses, ces contraintes ne travaillent pas. Au sens
variationnel, on n’a accés qu’aux résultantes (11.50), ce qui signifie que le calcul
local de ces contraintes revét une part inévitable de convention dans le cas d’une
distribution arbitraire des forces f1, fa, f3. On méne généralement le calcul en
admettant que f3 a la méme forme que o33, soit

Q" I

n m m b
fs=qto +y +vr—
y K
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Il vient alors

fooo g% Qy B
Dyolg = xlw w dans 2 (11.57)

naaé?) = 0 sur 02

Mais la solution de ce probléme n’est pas unique : & toute solution particuliére
de (11.57), on peut ajouter une solution de I’équation homogéne, qui est de la
forme

g13 = DQ(I), 093 — —qu), q:>|c0 = 07

qui s’interpréte comme un champ de torsion. Comme le moment de torsion des
contraintes de flexion doit étre nul, le plus simple est d’imposer la condition
d’orthogonalité & tout champ de torsion :

0 = / (ofs D20 — o, D1@) a2
Q

Z (0¥ / (n20{3 n1023> ds — / P (Dzofg — Dla£3) ds?
Q

i#£0 Ci

ce qui équivaut a

Daoly = Dyol, dans Q
(11.58)
fCi (tla{B + tQO'gg) ds =0 sur les C;
Ces relations assurent I'existence d’un potentiel g tel que
f =D f.=D 11.59
013 19, 023 29 ( . )
et raménent le probléme (11.57) &
B
Vzg+xQ +y%+z/}:r =0 dans
5 I "I Kr (11.60)
99— sur 0f)
on

La solution de ce probléme a la forme

Qq Qy B
t 11.61
9= [g$+1ng+KTg¢ (11.61)
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les fonctions g, g, et g, étant définies comme les solutions des problémes par-
tiels

9o | x
Vil g, |+ |y =0 dans
9y Yr
(11.62)
5 9z
371 9y | =0 sur 0f2
9y |
ou, ce qui revient au méme, comme les fonctions qui minimisent les fonctionnelles
I, = / (|gradgm|2 - xgx) ds)
Q
I, = / (lgradg,|* — ygy,) dQ (11.63)
Q
Zy = / (Igradgy|* — vrgy) d
Q

Le champ de cisaillement de flexion défini par les relations (11.59) a (11.63) est
appelé champ principal de flexion [36].

11.11 Torsion non uniforme
Attardons-nous un peu sur le cas particulier de la torsion, c’est—dire d’une

sollicitation n’excitant que la rotation 6. Nous considérerons le cas d’une poutre
console, parfaitement encastrée en z = 0. On a donc

¢
0€ = / (EK70780” + G.J0'50"Ydz — M50(¢) — B66' (£) =0 (11.64)
0
On observera tout d’abord la possibilité d’exciter la torsion par un bimoment

d’extrémité, qui consiste en un systéme de charges aziales (de résultante et de
moments nuls). Il est aisé de déduire de (11.64) I’équation différentielle

EKp0"Y —GJ0” =0 dans 0, /] (11.65)
et les conditions d’extrémité
6(0)=6(0) = 0 (11.66)
EKp0°(0) = B (11.67)
GJO'(0) — EKp0™ (0) M, (11.68)
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Des conditions (11.65) et (11.68), on déduit aisément 1’équation

GJ M,
"o A
0 EKTG Bk, dans ]0, /]
dont la solution générale a la forme
0= & +Ci+C h — —I— Cysh =
GJZ 1 2C 38 %
avec EK
2 T
= 11.69
Des conditions d’appui, on déduit
M, Cj
Ci1+Cy=0, —+—=0
1+ G2 ey + -
d’ou i
N z _h 2
eiGJ <z zoshzo>+Cl<1 ChZO)
A Textrémité z = £, on a par (11.67)
My sh(f/z) 1 B
————% — —(Cych(¢ =
GJ 22 1h(€/) EKr
d’ou _
M, 9 B
C1 = ———=2zyth(¢ — 2=
1= gyt 20) = B g )
La solution est donc
M, ‘ ¢ B ,chZ
0= 2L zysh = — th — h = th
aJ {z 208 P 20 +zoc P z} EKT sh%
soit )
Mt e h =£ B Ch
0= —=1|z—20th— = 11.70
GJ |7ty R ch £ EKp © sh% (11.70)

Dans le cas ou la poutre est suffisamment longue (¢/z9 > 3), on peut écrire
4 5°/o0 prés th(¢/zg) ~ 1, ce qui entraine

sh == shfch=2 —sh2cht
20 20 20 20 20

ch £ ch £
zZ0
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et
z L (L= _
az-1 Lo (5)]-t
sh £ sh £
) Z0
chtchéz —ghLghéz_q
_ z0 20 z0 20
sh £
20
l— 0 — 0/ —
~ ch ® _sh Z—l:exp(— Z)—l
20 20 20
d’ou

Mt z B 2 {—z
~ _ _Z2) | - 1 - 11.71
0 el [z zo—i—zoexp( Zo)] EKTzO [ exp( = )] (11.71)

La solution se présente donc comme la superposition d’une torsion uniforme

0, = —(z — 20) (11.72)

et de termes d’extrémité, dont la profondeur de pénétration est 2o (c’est-a-
dire qu’ils décroissent d’un facteur e tous les zp). Le terme de torsion uniforme
correspond & un encastrement imparfait fictif & une distance zg, comme le montre
la figure 11.4. Le comportement de la solution dépend évidemment de la longueur

8
effet du bimoment
dextrémité
solution uniforme
(encastrée en z,
effet de 5
l'encastren 4
. i I
0 % /

FIGURE 11.4 — Torsion non uniforme
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[EK,
zZ0 =
0 GJ
Cette affirmation est générale. En effet, la torsion sera non uniforme si les termes
EK7072 et GJO"? de I'énergie de déformation sont du méme ordre de grandeur.

Or, si A est la longueur d’onde de 'angle de torsion 6, lui-méme d’ordre de
grandeur O, on a

e? e?
92 __ 2 _
EKp0"* =0 (EKT)\4) , GJ9*=0 (GJ 2 >

et I'interaction n’aura lieu que si

EKp
A2 = )
1) ( a7 > (11.73)

ce qui détermine la profondeur de pénétration. Il est donc utile de chiffrer ce
rapport dans les cas courants.

11.12 Etude approchée des sections massives

Pour les sections massives, on peut, en premiére approximation, utiliser la
méthode de Rayleigh, avec un gauchissement de la forme [90]

Pla,y) = Ay (11.74)
qui vérifie visiblement la condition
[ vty =0
Q
On a alors
/Q [(D1¢ —y)? + (Dotp + )] d2 = (A — 1)L, + (A+ 1)*],
et cette expression est minimale pour
20A-1)I, +2(A+ 1)1, =0

soit

(11.75)
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On en déduit les coordonnées approchées du centre de torsion par

1 1171,—1
= —— aQ = — z/ 2dQ
o I, /QW LI, +1, Jo""
(11.76)
1 11,1
vr Ix/(lxqp lex"'Iy Qxy
et la constante K est donnée par
(Io —1y)* [ 55
K = / P2 = 22 [ 2?y?d0 (11.77)
Q (Lo +1y)* Jo
On a alors
Kr =K —y3I, — 271, (11.78)
Quant & la constante de torsion, elle est donnée par
IL—1 2 L —1 2 AL
J=("—*2-1) I =2 41) I, =—"L 11.79
@rwy >”+<&+@+> "L (79

Pour une section symétrique ayant les deux moments d’inertie égaux, comme le
cercle ou le carré, on obtient donc

conformément a la théorie élémentaire de Coulomb. Dans le cas d’une section
dont un des moments d’inertie est trés inférieur & l'autre (I, < I,), comme
une ellipse trés allongée ou un rectangle trés mince, on obtient, si la section est
symétrique,

u (-t
I
J = -, K= 5 / z2y?d
Ainsi, pour un rectangle trés mince, de largeur a et d’épaisseur t < a,
2
t2
1 at (1 - *2) 1
J:gia N2 K:7a2 2ma3t3
@ T 0
ce qui donne
(1-5)
1 T az
2=t )
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soit, dans le cas extréme ou t/a — 0,

Q

~|

(11.80)

20 ~

5
o

C’est donc la plus grande dimension de la section qui importe. Ce phénoméne
est encore renforcé dans le cas des poutres & parois minces comme nous allons
le voir.

11.13 Théorie des poutres & parois minces ou-
vertes

11.13.1 Considérations géométriques

ligne_moyenne

e i —

v[__._.__jb__-___._._;!

F1GURE 11.5 — Poutre & parois minces ouverte

Une poutre & parois minces a sa section constituée de corps trés minces
reliés en des nceuds. On dit qu’elle est ouverte si son profil est simplement
connexe. En admettant une certaine approximation géomeétrique aux nceuds, on
décrit la section a I’aide de sa ligne moyenne, repérée par une coordonnée s, et
une coordonnée n selon ’épaisseur (fig. 11.5). La longueur totale a de la ligne
moyenne est supposée trés grande devant l’épaisseur du profil. Par ailleurs, la
ligne moyenne peut étre courbe, pourvu que son rayon de courbure R vérifie la
condition t/R < 1. Enfin, on suppose toujours que la poutre est longue, ce qui
g’écrit ici a/¢ < 1. En un point quelconque de la ligne moyenne, de coordonnées
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FIGURE 11.6 — Normale et tangente unitaires

(Z(s),5(s)), on définit le vecteur unitaire tangent

dz dy
= —,—= 11.81
& (ds,ds) (11.81)

et le vecteur normal (& gauche, dans le sens de parcours)

dy dz
n=|—7,— 11.82
© ( ds ds) (11.82)

comme le montre la construction vectorielle de la figure 11.6. La courbure de la

FIGURE 11.7 — Courbure de la ligne moyenne
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ligne moyenne, 1/R(s), peut étre définie comme le taux de variation de 1’orien-
tation de la tangente lors d’une progression le long du feuillet moyen (fig. 11.7) :

1 da

- =—— 11.83

R ds ( )
Le signe négatif provient de la convention définissant o comme l’angle entre
I’axe des z et la tangente orientée positivement. Notant que

dy
cosa = sina = —
’ ds
on obtient aisément
d’z . da 1 dy
— = —sina— = —=-—-">
ds? ds R ds
(11.84)
d?j da 1dz
— = cosa— = ———
ds? ds R ds
Un point quelconque de la section a ses coordonnées égales &
(xﬂ y) = (:f? g) + nen
soit explicitement
di
z(s,mn) = Z(s)— n<Y
s (11.85)
(s,) = )+
Yis, ds

En conséquence, le jacobien de la transformation (s,n) — (z,y) s’écrit

dz _ &% _dy
(z,y) ds ds? ds

O(s,n) dy d*z dz
as T"asr ds

n
= =14+ —= (11.86
=142 (Lso)
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da\*  (de\"_
ds ds N

L’élément de surface vaut donc

car on a toujours

dxdy = (1 + %) dsdn =~ dsdn (11.87)

puisque t/R < 1.

11.13.2 Une formule d’intégration par parties [31]

B
noeud

FI1GURE 11.8 — Description d’un profil ramifié
Dans le cas d’un profil ramifié, on définit arbitrairement un sens de parcours

sur chaque branche C; de la ligne moyenne, comme le montre la figure 11.8. On
a alors, pour une fonction quelconque de s,

/CdeZZ/Cifds

L’intégration par parties demande alors une certaine attention. En effet, si f est
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une fonction continue aux nceuds, g ne I’étant pas nécessairement, on aura

/C gD, fds Z / gD fds
Z / I Dsgds

Z INTN(g / fD.gds (11.88)

noeuds N

en posant en chaque noeud

Tn(g) = Z Jconvergents — Z 9divergents

un g étant convergent s’il appartient & une branche convergeant vers N, di-
vergent sinon.

11.13.3 Torsion

Le probléme fondamental en torsion est de minimiser I'intégrale

/ [(D1¢ — y)? + (D2t + 2)*] d2 = / |f|2dS
Q Q

avec pu pu
f= (Dﬂ/)—y—nm> e; + (D2¢+a:—ny> €9 (1189)
ds ds
Notant que

e, -e dz e, -e @

1 s — dS’ 1 n — dS

dy dzx

€2 €5 = ds’ €z en = s

on a encore

fs = <D1w —y—ndm> Zf <D2w+x —nj) Z—Z Dy —r —n (11.90)

avec d d
xz ay
=gJ— — 11.91
"= ds ds ( )
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et
_ dx \ dy dy\ dx
fo = —(Dlw—y— ds) = (Dgt/i—i-:r—nd )ds
dx dy
- D, 11.92
R i ( )

La grandeur r définie ci-dessus a une interprétation géométrique utile : c’est,

FIGURE 11.9 - Interprétation géométrique de r

comme l'illustre la figure 11.9, la projection sur la normale au profil de la distance
au centre de gravité de la section.

On est donc amené & minimiser I’expression

/Q[(Dszb—r—n)Q ( nz/H—xZ— +y‘;y> 1dQ (11.93)

On remarquera que le premier terme entre parenthéses de l'intégrale est d’ordre
O(% +p) et le second, d’ordre (’)(% +p). Le second est donc beaucoup plus grand
et, moyennant une erreur d’ordre t?/a?, on peut le minimiser séparément, ce qui
meéne a la condition

dzx dy

DpyYp == E_y£

ce qui méne a

W(s,n) = $(s) —n <xfi + Zg) (11.94)
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Introduisant cette valeur dans la premier terme, on trouve

- d*z d*y
Dgp—r—n = Dsw—n—n(a@d;—i—ydsg)—r—n

- n dy dx
= Dap—n—— (72 —g—) —r—
von R (xds yds) e
n
— Dy —2n— (1 7)
P n—r|l+ -
soit, en négligeant n/R devant l'unité,
Dap—r—n~Dgp—r—2n
Il reste donc & minimiser I’expression
_ _ 3
/ (Dgth — 1 — 2n)%dQ = /t(st,ZJ —7)%ds + / 3 ds (11.95)
Q c c

Variant 1), on obtient

0 /C t(Dyt) — r)Dydtbds

SO TN (DL — )6ty - / SOD,[H(Dh — r))ds
N C

ce qui méne aux conditions

Dy[t(Dgip —7)] = 0 dans les C;

Tn[t(Dsyp —7)] = 0 aux nceuds

La solution de ce probléme est aisée a construire (fig. 11.10) : aux nceuds d’ex-

trémité, la condition est simplement Dyt = r, et en maintenant cette propriété
sur tout l'arc adjacent, on satisfait a 1’équation différentielle sur cet arc. Par
conséquent, de proche en proche, on obtient en tout nceud Dyt = r sur tous les
arcs adjacents. Il suffit donc de construire la fonction

w=uwy+ /rds (11.96)

obtenue en partant d’un noeud quelconque, et continue aux nceuds. On détermine
finalement wq par la condition

YdQ = | Ptds = | wtds =0 (11.97)
o= [ |
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F1GURE 11.10 — Construction de la solution

FIGURE 11.11 — Aire sectorielle

La fonction w ainsi définie porte le nom d’aire sectorielle, car la grandeur
dw = rds

vaut deux fois ’aire balayée par le vecteur joignant le point courant sur la courbe
moyenne au centre de gravité, comme l'illustre la figure 11.10. On a évidemment

D) —r=Dyw—r=0
ce qui entraine que
t3
J = / —ds (11.98)
c 3

C’est la formule classique de la raideur de torsion des sections minces 2.

2. Vlassov [90] néglige dans ses développements la variation sur I’épaisseur des glissements,
ce qui revient a négliger dans (11.95) le terme (2n) devant r, alors que ce dernier peut étre
petit. Cette hyperidéalisation conduit a J = 0 et oblige a réintroduire la valeur correcte (11.98)
... comme un fait d’expérience.
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Les coordonnées du centre de torsion sont données par

1
- f/a:wdﬂ
I, Jo

1 _ dy . dx  _dy
L

1 3 | _dzdy g\ 2
Ix{/c Tw 8—|—/ [dsd8+y<d$) ds

Q

1
—/t:ﬁwds
I Je

avec une erreur relative O(t?/a?) et, de méme,

1
xTz——/tgjwds
Iy Je

Calculons & présent la constante K. On a

K = j/'¢2d(2
Q
3 dx _dy
= tw3d d
/Cw S+/ ( ds ds> s
/thds
]

avec une erreur relative O(t?/a?). On en déduit directement

Q

Kr =K -2}, — y71,
11 est intéressant d’évaluer la grandeur du rapport K/J. On a
w = O(ra) = O(a?)

d’ou
K = O(ta®)

et, par ailleurs

ce qui donne

(11.99)

(11.101)

(11.102)
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si bien que la longueur fictive d’encastrement vérifie

=0 (a- %) (11.103)

Ainsi, dans une poutre a section mince, les effets de torsion non uniforme ont
une profondeur de pénétration nettement plus grande que la plus grande dimen-
sion du profil, ce qui a d’ailleurs fait dire & certains auteurs que le principe de
Saint-Venant ne s’applique pas & ce genre de poutres. La section rectangulaire
mince fait exception & cette régle parce que, dans ce cas, r est toujours nul, de
méme que w, si bien que c’est le terme négligé dans (11.102) qui subsiste seul.
Il est d’ailleurs habituel de dire que K = 0 pour ce profil.

11.13.4 Cisaillement de flexion

Tout revient & minimiser les trois intégrales définies en (11.63), qui s’écrivent

ici
Q
7, = /
QL

T, = [ [(D00) + (a0’ = wray] a0

(Dsg2)® + (Dngs)? — (:z - n> gx} a0

B dx
(Dsgy)2 + (Dngy)2 - (y + nds) gy} Q2

Dans les trois cas, le terme (D,,gx)?, a®/t? fois plus grand que le terme (D4g*)?,
peut étre minimisé séparément , ce qui conduit &

Gz = ?]I(S), gy = gy(s)a gy = gw(s)
et ramene les intégrales & minimiser a
7, = / [(Dsgm)2 ;fgm} ds

sy)° ygy} ds

oG0)° = (w = yr + 279)gy | ds (11.104)

frle
I, = /Ct[ 5Jv)’ dmw}ds
[l
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Les solutions de ces trois problémes vérifient les équations

Dy(tDsg.)+Z = 0
Dy(tDsgy) +y = 0 pdansles(; (11.105)
Dy(tDsgy) +w —yrZT + a7y = 0
et les conditions
TN(tDsgx) =0
Tn(tDsgy) = 0 » aux noeuds (11.106)
TN(tDSg¢) = 0
L’introduction des fluz de cisaillement
Sp =tDsg, = trl, (11.107)
Sy =1tD,g, = trf, (11.108)
Sy =tDygy = 7l (11.109)
permet de réécrire ces relations comme suit :
DS+ = 0
DS, +y = 0 dans les C;,
DSSw +w—yrz+zry = 0
Tn(S:) = 0
Tn(Sy) = 0  auxnceuds (11.110)
Tn(Sy) = 0

1l s’agit donc, dans les trois cas, de résoudre un probléme de la forme
D,S =T dans les C;, Tn(S) =0 aux noeuds (11.111)

Un tel probléme n’admet de solution que si

/\Ifds:O
c

/DsSds = Tn(S)=0
¢ N

Si cette condition est vérifiée, on obtient la fonction S comme suit (fig. 11.12) :

car
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FIGURE 11.12 — Construction de la fonction S

on part d’un noeud d’extrémité et on détermine

5= [ w0

jusqu’a atteindre un nouveau nceud. On procéde de méme pour toutes les
branches possédant un noeud d’extrémité. Il est alors possible de progresser
de nceud en neceud, grace aux relations

> Sconv = > Sdiv =0
en partant d’abord des noeuds ot une seule branche reste inconnue.
Dans le cas présent, on a
/ zd) =0
Q

/ids
c
/ ydQ =0
Q

/yds

c

/wds / Pd) =0
c Q

ce qui garantit I’existence des trois solutions.On notera que S, et Sy ne sont
autres que les moments statiques, en conformité avec les cours élémentaires de
résistance des matériaux (formules du type 7 = %)



382 CHAPITRE 11. THEORIE TECHNIQUE DES POUTRES

11.14 Caissons

Dans le cas des caissons mono- ou multicellulaires, la méthode la plus simple
de calcul de la torsion uniforme est la théorie de Bredt, déja exposée en sections
6.13.1 et 6.13.2 et sur laquelle nous ne reviendrons pas. Nous nous intéresserons
cependant & la détermination du gauchissement et des flux de contrainte de
cisaillement de flexion.

11.14.1 Deétermination du gauchissement

On peut déduire le gauchissement par une voie analogue a celle que nous
avons suivie pour les poutres a parois minces ouvertes. Mais ici, on peut écrire

/ (Dgtp —r —2n%)dQ ~ / (Dgtp — r)2dQ2 = /t(DSL/_J —r)ids  (11.112)
Q Q c
car la raideur de torsion est beaucoup plus grande que
3
—ds
c 3

du fait que I’on ne peut obtenir D, = r partout. En effet, la fonction r n’est
pas intégrable sur un contour fermé, du fait que

/ rds = 2 - (aire du contour)
c

fermé

Au probléme de la recherche de 1) vérifiant les conditions

FI1GURE 11.13 — Maillage du contour

0 dans les C;
0 aux nceuds

(11.113)

{ D, (tDst))
TN<tDsz/J)
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on peut donner une solution approchée par la méthode suivante (fig. 11.13) :
on décompose le contour en un certain nombre de segments approximativement
rectilignes, appelés éléments, et limités par des neuds de maillage . Sur chaque
élément, r est une constante. On y approche 1 par une fonction affine, entiére-
ment définie par ses valeurs aux noeuds de maillage. Ainsi, sur I’élément 1 — 2
de la figure 11.13, on écrira

L s s
Y =1 (1612)+¢2€12

en notant s la coordonnée allant de 1 ver 2, et /15 la longueur de cet élément.
On a alors _ _
Yo =1

412

en notant rq5 la valeur unique de r sur ’élément 1 — 2. On en déduit

T e SR
/1_2 t(Dstp —r)?ds = (612 r12> /1_2 tds

o, L
tialis l(T/fz—wl) —2r12w2_1/}1+rf2

D51/_1 —r= 12

Lo

ou t12 est ’épaisseur moyenne de 1’élément 1 — 2. Procédant de méme pour tous
les éléments, on obtient une expression de la forme

/t(DSzZJ —r)2ds = Z Kijih; — 2 Zg”j]l + terme indépendant des v;
I — -
iJ 7
dont le minimum est atteint pour
Z Kij; = gi
J
soit

Kq=g

en notant ¢ le vecteur dont les éléments sont les ;. Le probléme se raméne
ainsi a inversion d’une matrice. Cependant, sa résolution se heurte & une petite
difficulté technique, car la matrice K est singuliére. En effet,

' Kq= / t(Dstp)%ds =0
c
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pour ¢ = vecteur constant, soit pour ¥ = ... = 1,,. Pour s’en sortir, il suffit de
poser arbitrairement ¢) = 0 en un nceud de maillage quelconque, ce qui diminue
d’une unité la dimension du systéme matriciel et fait disparaitre la singularité
puisque dans ce cas

Dyp =0 = 1 = 0 partout

A la solution ¢* ainsi obtenue, on ajoute uniformément 1y choisi de telle facon
que

/Ct(1/_10+1/_1*)d5:0

soit
Py = fl/td_z*tds
o = Q.
1 — s . S
= -5 Z / [qp (1—&>+wj&}tds
élts i—; " ! 7
1 Ui+
~ _ﬁ Tjei]’tij
élts i—j

I’égalité étant exacte si les éléments sont d’épaisseur constante. Il est alors aisé
de calculer les coordonnées du centre de torsion, ainsi que toutes les grandeurs
dépendant de . On notera en particulier que

- 2
Yi =y
J:,Z (&j]_rij Cijtis
élts i—j

Cette procédure n’est d’ailleurs rien d’autre qu’une méthode d’éléments finis.

11.14.2 Recherche des champs de cisaillement de flexion

La méme méthode peut étre appliquée pour la recherche des champs de
cisaillement de flexion, en minimisant les fonctionnelle Z,, Z, et Z,, apres dis-
crétisation des fonctions g,, g, et g,. Celles-ci obtenues, on obtient aisément les
flux de cisaillement, par des formules du type

Sy = tij

(Les flux sont constants dans chaque élément.)
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11.15 Exercices

Exercice 39 Calculer la raideur de torsion d’une poutre en I 4 ailes en dé-
pouille (fig. 11.14).

b,

=
|

G

' b
a
3 LY
_ e ——

FIGURE 11.14 — Poutre en I & ailes en dépouille

Solution - On a
J = Jame + 2Jsemelle
avec
Jame = 1b e
ame 3 1¢1
Pour la semelle supérieure, on a

dg

o
COs 5

t62(1%)+632<
by

ds =

et
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P t
osan g_% dc_bidg
by’ 2
on a
1 2 (b2 2 20 1°
Jamate = g [ [ (1-5) redy]
1 by [! 3
= — 1—
Soz | 21—+ st
S 03/1(15)3d€+3026 /1<15>2£ds
3 cos § 2 0 278 0

1 1
+3czc§/0 (1 —&)E%de + cg/o £3d§}

Tenant compte du fait que

Fm+ 1I'(n+1) m!n!

1
/Ogm(l—f)”dng(m+l,n+1): Im+n+2)  (m+n+1)!

on obtient

! . 300 1
3 _ 3 _ —
/0(1—§)d€ = /Oédf— TR
! 1 211 1
2 _ 2 _ _ _
/0(1—5) §d§ = /05(1 é)df—fl =13

Il en résulte

1 b 3 2 2, 3
Jsemelle 2 7 (e + +cye3 + cacs + c3)
m 34cos §
1 by
= Sleeszlet c3)(c3 + ¢3)
2
si bien que
1 2 b 1
J = gblc‘;’ + §c0522 . Z(CQ +c3)(c2 + cg)

2
Dans la plupart des cas, on peut confondre cos § avec I'unité, ce qui donne

1 2 1
J =~ gblcf + gbg . E(CQ + ¢3)(c3 + c%)
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-.4\<

G Xr

FI1GURE 11.15 — Résultante des contraintes de cisaillement

Exercice 40 Montrer que la résultante (Q., Q) des contraintes de cisaillement
de flexion passe par le centre de torsion.

Solution - 11 suffit de montrer (fig. 11.15) que

Mt(Tf) = _szT + nyT
Or,

My(r7) = /Q [xDz (%’gz + %’%) —yDy (%"gz + %’gyﬂ dQ
x Yy x

Notant que

/ [(Dﬂ/) —y)D1 <%gx + ?ygy> + (D2t + x) Do (%gm + ?ygyﬂ dQ =0
Q z y @ v

on a encore

Mt (Tf)

—/Q [Dld)Dl <%9x + %gy) + Do Do <%9w + %gy>:| ds)
0 (Qq Q 2 [ Qu Qy
- /BQ ¢% (ng$ + Iyygy> ds + /Q (AY (ngz + 1, gy) Q2

B Qx Q,
= —/S)w(hx—i—fzy)dQ

_QxyT + nyT
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Exercice 41 A partir de l’exercice précédent, montrer que le centre de torsion
d’une section composée de parois minces rectilignes convergeant en un point se
trouve en ce point de concours (fig. 11.16).

FIGURE 11.16 — Poutre & parois minces convergeant en un point

Solution - Les efforts tranchants partiels des parois rectilignes ont la direction
de ces parois, donc leur résultante passe par leur intersection.

Exercice 42 Définissant, & partir d’un point quelconque de la section d’une
poutre, la fonction
Ya =9 —yar + 4y

ou 1 est le gauchissement de torsion, on considére la grandeur
K(A) = / Y34 dQ
Q

1. Quelle fonctionnelle est minimisée par 14 ?

2. Montrer que K(A) admet un minimum lorsque A est le centre de torsion
et que ce minimum est précisément K.

3. En déduire que le centre de torsion d’un profil composé de segments recti-
lignes concurrents est le point d’intersection de ces segments.

Solution

1. On a
Y =1a+yar —zay
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d’ou
Dy = D1pa+ya, Doth = Dotpg — x4, Y =014

et, par conséquent,
J = ilqu/ [(ha—y+ya)® + (Wa+z—x4)%] dQ
Q

2. On a évidemment

K(A)

/9(1/) — yar + 24Yy)?dQ

K+ y3L + 241, — 2ya /Q hdQ + 27 4 /Q yd©
= K+ yi[x + :C%Iy —2yalyr — 2xalyxT

et cette expression est minimale pour

YA =Yr, TA=2TT

Elle vaut alors
K(T)=K —y3lz — 231, = Kr

3. Lorsque A est le point de concours (fig. 11.17), on a sur chaque segment

A

FIGURE 11.17 — A est le point de concours des parois
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d’ou
U.)A:O7 Kis=0

Pour tout autre point B, wg # 0, Kp > 0. Donc A est le centre de torsion.

Exercice 43 Calculant, a partir d’un point quelconque (xa,ya), la fonction 14
minimisant

/Q (W4 —y+ya)® + (Wa+z—x4)%] dO,

montrer que
1 1
Yyr —ya = */ zpad), T —Ts = —*/ Y adQd
I, Jq I, Jq

En déduire la position du centre de torsion d’une poutre en U.

Solution - On a en effet
Y =1%a+yar —zaY

d’ou

1 1
v = =1 [t uar—sana@ = L [ wpadn+
z JQ Q

Iy

1 1
xp = :f*/y(Z/JAerAI*IAy)dQ:**/y¢AdQ+xA
Iy QO I:E Q

Pour la poutre en U (fig. 11.18), en partant du point O, centre de ’ame, on a
visiblement

h h
TA, = 5) TAsy = _57 TAss = 0
d’ou
wy=w3 =0, w ——% w —%
2 — w3 — Y, 1 — 2 ) 4 — 9
et
L PRt DRt DRt
T, 8 8 ) 4l

Quant & yr, il est nul par symétrie.

Exercice 44 Est-il possible de provoquer la torsion d’un poutre en sollicitant
sa section finale par des contraintes o33 ¢



11.15. EXERCICES 391

b
1 2
h O.____QXT
¢
— g
t

FIGURE 11.18 — Poutre en U

Réponse - 11 suffit pour cela d’appliquer des contraintes o33 telles que

N = / O’33dQ =0
Q

Mz = / 0'33$dQ =0
Q

My = / Uggde =0
Q

BT = /Ugg\I/TdQ 7&0
Q

La figure 11.19 illustre un tel systéme de charges pour une poutre en I.

Exercice 45 Comparer la raideur de torsion d’un tube de rayon R et d’épais-
seur t a4 celle du méme tube fendu longitudinalement, pour R = 25mm, t =
1mm.
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FIGURE 11.19 — Systéme de contraintes normales provoquant la torsion

Solution -
Jnon fendu = 277R3i
Jendu = QWR%
Jnon fendu  _ 3<R)23-6251875
Jtendu t

On notera que ce rapport est considérable!



Chapitre 12

Flexion des plaques

12.1 Introduction

La théorie des plaques traite de la flexion des corps plans dont 1’épaisseur
est faible devant les deux autres dimensions.

12.2 Description de la plaque et évaluation des
ordres de grandeur

FIGURE 12.1 — Plaque

Pour décrire la géométrie de la plaque, on repére les points du feuillet moyen

393
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par deux coordonnées x; et za, parcourant une surface S. Un point quelconque
de la plaque a la forme (z1,29,2), z variant de —t/2 & t/2 (fig. 12.1). Par
convention, nous écrirons x, 1'une quelconque des coordonnées z; ou zs. La
coordonnée x3 = z est toujours soigneusement distinguée des deux autres.

e

P

FIGURE 12.2 — Sollicitation par pression

Un cas typique de sollicitation de plaque est celui ol une pression p agit sur
une des deux faces de la plaque (fig. 12.2). Dans ce cas, la contrainte o33 prend
la valeur —p sur la face comprimée et s’annule sur ’autre face. Notant S3 'ordre
de grandeur de o33 et P celui de la pression, on aura donc

P
53 = P, D30’33 = O(?) (12.1)

A partir de ’équation d’équilibre
Dyoaz + D3o33 =0

on tire, en notant 7' ’ordre de grandeur des contraintes o,3 et A leur longueur
d’onde définie par

T
DaO'a3 = O(X)
la relation
T Sg
Xt
c’est-a-dire
T= Sg% = P% (12.2)

On peut s’attendre a ce que les contraintes o, varient de leur ordre de grandeur
sur une distance du méme ordre de grandeur \; d’autre part, les contraintes
tangentielles sont nulles sur les deux faces de la plaque, ce qui implique

T
D3on3 = O(?)
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De I’'équation d’équilibre

Dgoga + D3ogs =0 (12.3)
on déduit donc, en notant S, 'ordre de grandeur des contraintes o,g,
Sa _ T
A t
soit
soordes(2) = (2) 12
t t t
t —_hq“_;-
777 7T
%

FIGURE 12.3 — Sollicitation par efforts tangentiels

Un autre type de mise en charge en flexion consiste a imposer des efforts
tangentiels opposés sur les deux faces (fig. 12.3). Dans ce cas, on a

7as(E3) = 4o = O(Q)

et on s’attend & ce que les 0,3 soient des fonctions paires de z. Alors, comme
D3o33 = —Da0as

o33 sera impaire de z. Or, cette contrainte doit s’annuler en £¢/2. Il en résulte
que
D30’33 = O(Sg/t)

On en déduit

T S3
Dpopa = O(x) = O(T)
d’ot
Sy =T
A
Enfin, on déduit a nouveau de ’équation (12.3) que
A

So =T—
t
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On constate que dans les deux cas,

{ T = S,

2
S = 5.(5)
Dés lors, si 'on restreint I’analyse aux effets & une distance grande devant 1’é-
paisseur, ce qui revient & admettre que A est grand devant ¢, on obtient que les
contraintes de cisaillement o,3 sont ¢/ plus petites que les contraintes d’exten-
sion 0,4 et la contrainte o33, (t/\)? fois plus petite que les 0,5. En admettant

une erreur de lordre de (¢/)\)? sur les contraintes, on peut donc poser o33 ~ 0,
ce qui rameéne & un état plan de contrainte.

(12.5)

— >

12.3 Structure des contraintes 0,3

La symétrie gauche en z des problémes de flexion méne & écrire les contraintes
o.p comme des fonctions impaires de z, que nous développerons en série de

Taylor :
3

z
Oap = zAap(x1,22) + EB%@(xl,xz) + ... (12.6)
Il en découle en particulier
Dggo'aﬁ = ZBaﬁ + ... (12.7)

Nous allons montrer que ces derniers termes doivent étre négligeables. En effet,
une des équations de compatibilité de Beltrami-Michell s’écrit

1 1
D’y’yaaﬁ + D330’a@ + mDa5077 + mDaBUSB =0

Eu égard aux ordres de grandeur obtenus ci-dessus, on a & priori
1 S,
Dyy0ap + mDaBUW = 0 ()\;>

S3 Sy t?
Durs = 0(3)=0(3%%)

Sa
D33003 = O ()\2)

ce qui donne, a t?/\? pres,
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L’introduction de ce résultat dans (12.6) et(12.7) donne

t2
Oap — ZAaﬁ =0 (Sa)\2>

Ainsi, I'erreur commise en limitant ’expression des contrainte o,g au seul terme
linéaire en z est du méme ordre que celle qui provient de ’hypothése d’un état
plan de contrainte. Nous écrirons donc a juste titre

Oap = 2Aap (12.8)

Il est d’usage d’utiliser d’autres grandeurs que les variable A,g, & savoir les
moments

t/2 t/2 t3
M, = / 200pdz = Anp 22dz = Aup— (12.9)
—t/2 —t/2 12

En fonctions de ceux-ci, on a donc

12
222 Map (12.10)

Uaﬁ = t?’

Traditionnellement, on appelle M1, et Mas moments de flexion et Mo, moment
de torsion. Ils sont représentés en figure 12.4.

XB:Z

7 L
M
My, %

FIGURE 12.4 — Représentation des moments
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12.4 Application du principe de Hellinger-Reissner

Tenant compte de ’hypothése d’état plan de contrainte, le principe de Hellinger-
Reissner d’écrit

t/2 1
/ {/ |:0'a52(Da’U5 + Dgugy) + 0a3(Daus + Dsug) — @(0)} dz} dsS
s

—t/2
+ P(u) stationnaire (12.11)

en notant P(u) ’énergie potentielle des charges. Dans le cas d’un corps isotrope,

on a 1+
v v
(o) = —50a8008 — =5
(0) = 3 Oa8%s ~ 35
Pour les contraintes 0,3, nous appliquerons le résultat de structure linéaire en
z; par contre, nous ne ferons pas d’hypothéses particuliéres sur les contraintes

043, ni sur les déplacements. On a d’abord

1
Oaa088 + ﬁaagaag (12.12)

t/2 1 1 t/2 12
/ aagi(Dau[; + Dgug)dz = §Ma5 / t—?’z(DauB + Dgug)dz
—t/2 —t/2

1 M2 19 2 19
= —-M,3% D, / —szu/gdz + Dg / Tzuadz
2 —ty2 t —ty2 t
ce qui suggére d’introduire les rotations moyennes

Pa = / g dz (12.13)
—t/2 t

Pour justifier cette appellation, notons d’abord que si les déplacements étaient
linéaires en z, c’est-a-dire de la forme u, = zv,, on aurait bien

t/2 12
Pa = / *ZQlﬂadZ = '(/Ja

_eyo B

t2 2
- op, (B2
8 2

une simple intégration par parties fournit

12 t2 2 t/2 12 t/2 t2 2
o = {3 ( _ 2) ua] +73/ ( - Z) Dauadz  (12.14)
t 8 2 —t2 U2\ 8 2

De plus, comme
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ce qui fait effectivement apparaitre ¢, comme une moyenne pondérée de la
pente Dsu, puisque

12 (12 (42 2 12 (3 3
e Vo2 V=2 ()Y 12.15
w5 5)e=5 (5 m) 1219

A Taide de ces rotations moyennes, on peut donc écrire

t/2 1 1
/t/2 O'aﬂi(Dauﬂ + Dgua)dz = Maﬁ?(Da@ﬂ + Dg(pa) (1216)

Par ailleurs, on calcule aisément

2 14w v 12 (1+v v
/_t/2 (;_ang(fag - 2EJaa055> dz = t73 {;_EMagMaﬁ - wMaaMﬁﬁ}
(12.17)
Pour pouvoir traiter d’'une maniére analogue les autres termes de la fonc-
tionnelle (12.11), il nous faut recourir aux équations d’équilibre qui résultent,
comme on sait, de la variation des déplacements u,. On obtient, pour autant
que P(duy) = 0, les équations d’équilibre intérieur

Dﬁgaﬁ + D30a3 = 0

Les conditions de contour seront traitées plus loin. On déduit de la structure de
oo 12
z
DgO'(XB = 7t73D5Maﬁ

et, tenant compte de la nullité des contraintes de cisaillement sur les deux faces
de la plaque,

12 (42 22
a3 = 2|\ 5 T &5 D Ma
03 = 13 (8 2 ) Aap
L’intégration de ces relations sur 1’épaisseur fournit les efforts tranchants
t/2
Qo = / 0a3dz = DgMap (12.18)

—t/2

en vertu de (12.15). La relation inverse s’écrit

12 /12 22
= (= =) Qa 12.1
T3 t3<8 2>Q (12.19)
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A partir de ce résultat, on peut calculer

bz 12 (12 (2 22
/ Gag(DaU:g + Dgua)dz = Qoé*g/ < - > (DaUS + D3ua)dz
—t/2 t —t/2 8 2

12 (72 2 22 12 (Y2 (2 22
= Dy | — — — — | usdz +—/ — — — | Dsuqdz
Q”{ “lﬁLKWQ(S 2) TE e \s T )
On retrouve dans le second terme la rotation moyenne ¢, ; quant au premier,
il s’interpréte comme la dérivée par rapport & x, d’'un déplacement transversal

moyen
12 (12 (2 22
_ =2 2 ) uad 12.20
v t3/—t/2(8 2)u32 ( )

ce qui permet d’écrire finalement

t/2
/ 0a3(Daus + Dsug)dz = Qu(pa + Daw) (12.21)
—t/2

Il reste & calculer le terme

/ 0a30a3 dz = 77662@@(1/ < — 72 + Z> dz
e 26 2G 1 2 \61 8 1

1 144 1o

- %?Qa@am
1 QuaQa

= — 12.22
2G 5t/6 ( )

Ayant pris pour point de départ une structure particuliére des contraintes,
nous avons par le fait méme restreint les charges qu’il est possible de prendre en
compte. Pour préciser celles-ci, il faut examiner les conditions d’équilibre. Ainsi,
par exemple, en posant a priori 0,3 = 0 en z = £¢/2, nous avons implicitement
éliminé la cas d’'une mise en charge par des efforts tangentiels opposés sur les
deux faces, du reste moins important en pratique. Les seules charges possibles
découlent de ’équation d’équilibre selon z, qui s’écrit

DaUQB +f3 =0

f3 étant une charge de volume verticale. Cette charge a d’ailleurs une structure

en z déterminée : ) )
12 [t z
= (%5 ) DaQa
fo=—% <8 2 ) @
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Sa résultante
t/2

p= fadz = —=D,Q4 (12.23)
—t/2
doit étre considérée comme une représentation « équivalente »d’une éventuelle
charge de pression. Cette approximation est nécessitée par I’hypothése d’état
plan de contrainte. On notera que l'on a exactement
t/2
fauzdz = pw (12.24)
—t/2

Examinons enfin les conditions qu’il est possible d’imposer sur la partie 9.5
du contour ou I’on impose les efforts. Si n, sont les composantes de la normale
au contour, les tractions de surface imposées T,, doivent avoir la méme structure
que les contraintes pour vérifier la condition d’équilibre local :

— 12z

To = 15050 = —5-nsMpsa

Aprés multiplication par z et intégration, cela donne

t/2 _
ngMag = /t/2 2T odz = My,

Pour les tractions de surface T3, on devra avoir

_ 12 [t2 22
Tg = nﬁaﬁg = tis (8 — 2) ’ngQﬁ

Intégrant sur z, on obtient

t/2 _ B
nﬁQg = / 2T3dZ = Qn

,t/

On vérifie sans peine qu’a 'aide de ces résultantes et moments, le travail virtuel
des tractions de surface s’écrit

/ (Mpodpa + Qnow)ds
9852

Adoptant sur 055 le systéme d’axes curvilignes défini par la normale et la
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05,

FI1GURE 12.5 — Normale et tangente sur le contour
tangente au contour parcouru dans le sens laissant laire & gauche (fig. 12.5), on
peut écrire
0pa = (0ppng)na + (0pptp)ta = 0pnna + 0pita
ol d¢p, est la rotation normale et d¢;, la rotation tangentielle. Il en découle que
Mpobpa = naMpadpn + taMpodp: = M50, + Mpidp;

ou s’introduisent le moment de flexion de contour

M, = noM,, (12.25)
pour lequel 1’équilibre s’écrit,

Mygnang = M, (12.26)

et le moment de torsion de contour

My = to Mo (12.27)
pour lequel la condition d’équilibre est

Mapgnats = Mnt (12.28)

Ils permettent d’écrire le travail virtuel des tractions de surface sous la forme
/ (M5 + Myi60¢ + Q0w)ds (12.29)
85,

Ces effort et moments sont représentés en figure 12.6.
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FIGURE 12.6 — Moment normal et moment de torsion sur le bord

12.5 Equations générales des plaques

En rassemblant les résultats acquis jusqu’ici, on peut donner au principe de
Hellinger-Reissner la forme bidimensionnelle

1
0 {/S |:Ma,62(Da<PB + Dﬂ‘ﬁa) + Qa(%pa + Daw)

12

B

1
((1 + V)Ma,BMaB - VMaaMgﬁ) - mQaQa - p’w:| dsS

—/ (Mpspn + Mpsps + an)ds} =0 (12.30)
95

ol nous avons écrit n a la place de 5/6 pour des raisons qui apparaitront dans
la suite.

La variation des ¢, dans ce principe conduit aux équations d’équilibre des
moments

DgMpg, = Qq dans S (12.31)

Magnaeng = M, et Magnatg = My, sur 052 (12.32)
La variation de w fournit

D,Qn.+p = O0dans S (12.33)
NaQa = Q sur 05, (12.34)

Variant les moments, on obtient les relations moments-courbures :

1 12
5 (Daps + Dppa) = E—t:,)[(l +v)Map — VMyy0ag]
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Il est d’usage de noter g les courbures

1
Xap = i(DaQDﬁ + Dﬁ(pa) (12'35)

En particulier, on appelle torsion la grandeur (2x12). La résolution de ces équa-
tions, de maniére & expliciter les moments, fournit

Mag = D[(1 = v)Xap + VXy~y0as) (12.36)
ou l'on a introduit la raideur de plaque

Et3
D=—"__ 12.
12(1 — v?) (12.37)

Enfin, la variation des efforts tranchants méne & I’équation

Qo = nGt(pq + Dyw) = nGtry, (12.38)
en notant
Ya = Pa + Daw (1239)
L’énergie complémentaire de déformation s’écrit
¥ / L 1 ) Moy Moy — Moo Mis] + ——QuQ (12.40)
= v «a af — ViVlga alWa -
E? pilab P o Gt

L’énergie de déformation s’en déduit en y remplagant les valeurs de M,z et de
Q. obtenues en (12.36) et (12.38). Il vient

nGt
U= / { (1 = v)XapXas + VXaaXss] + 2%7&} ds

soit explicitement,

U= / { YOG + X532 + 2x32) + V(X1 + X32 + 2X11X22)]
nGt

JFT(Wf +722)}d5

= /S {Z[Xi + X52 + 2x11x22 + 2(1 — ) (X32 — xa1x22)] + 7(712 + 73)} ds
(12.41)
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12.6 Autres types d’hypothéses

La théorie ci-dessus est due & Reissner [72, 73]. Une autre approche, dévelop-
pée par Hencky [43], consiste & poser o33 = 0 comme ci-dessus, puis & profiter
du relachement de la compatibilité en z que cette hypothése entraine dans un
cadre variationnel, pour poser uz = w(x,y); on y ajoute une structure linéaire
des déplacements u,, :

Uy = 2P0 (12.42)

Le développement de cette théorie méne & des expressions semblables aux pré-
cédentes, sauf a donner & n la valeur 1 au lieu de 5/6, ce qui manifeste le
supplément de raideur d’une théorie cinématiquement admissible (dans le cadre
o33 = 0) par rapport & la théorie de Reissner, qui est statiquement admissible.
Par ailleurs, il n’y a pas, dans cette théorie, de restrictions sur la forme de la
mise en charge.

12.7 L’hypothése de Kirchhoff

Une simplification supplémentaire, introduite pour la premiére fois par Kirch-
hoff [48, 52|, consiste & négliger la déformation due a l’effort tranchant. On notera
en effet que ’équation d’équilibre

Qo = DgMp,

entraine la relation o

Q= Y (12.43)
entre lordre de grandeur @) des efforts tranchants et lordre de grandeur M
des moments. Les courbures sont de l'ordre de ¢/, en appelant ¢ l'ordre de
grandeur des rotations, si bien que, par les équations moments-courbures,

Et? o

M= 12(1—2) A

(12.44)
Par ailleurs, ’ordre de grandeur () des efforts tranchants est lié & l'ordre de
grandeur « des glissements 7,3 par la relation

Q = nGty (12.45)

On obtient donc 0 . an
n 0l

< == 91—t

Mo me g
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ce qui entraine

1o B (Y
o 12(1 —v2)nG \ A

W (;)24 (12.46)

Pour une plaque homogéne en z, de coefficient de Poisson égal & 0,3, on a

c’est-a-dire

Pa = —Dyw+ O

E 1
= =0,29 12.47
12(1 = v2)nG  6n(1 —v) ( )
en supposant n = 5/6. Dés lors, en posant a priori
Po = —Daw (12.48)

on ne commet qu'une erreur du méme ordre de grandeur que celles que nous
avons déja consenties jusqu’ici. Ce n’est que dans le cas de matériaux équiva-
lents, destinés a représenter, par exemple, des sandwiches (fig. 12.7) (souvent
anisotropes d’ailleurs), que 'on peut observer des valeurs relativement grandes
du rapport (12.47). La simplification (12.48) est connue sous le nom d’hypothése
de Kirchhoff. On peut également donner & cette hypothése une présentation

feudlles de métal

matériau ou entassement refativement souple

FIGURE 12.7 — Sandwich

énergétique. En effet, les relations (12.43) impliquent que ’énergie de flexion a
pour ordre de grandeur

1 12
Fi

112,
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tandis que ’ordre de grandeur de 1’énergie de cisaillement est

1 11 M?
EC = — = -
© 2nGt @aQa =0 (2 nGt \? )
si bien que leur rapport est de 'ordre de
EC. E

E.F.~ 12nG \2 (12.49)

2 .
En admettant une erreur en %f\—z sur le calcul de I’énergie, on peut donc
écrire le principe de Hellinger-Reissner simplifié

1
4 {/ |:2M06ﬁ(Da<p[3 + Dﬁ‘ﬂa) + Qa(@a + Daw)
S
12
— 5 (4 v)MagMap — vMaaMpp)
_ / pwdS — / (Mppn + Mpsips + an)ds} =0 (12.50)
S 0Ss

ou les efforts tranchants @, jouent le role de multiplicateurs de Lagrange as-
sociés a la condition de Kirchhoff. Pour le reste, ils perdent toute signification
énergétique (ils ne travaillent pas) et si I'on exprime les conditions de Kirchhoff
a priori, ils disparaissent du principe. C’est du reste de cette maniére que 1’on
procéde le plus souvent : & partir des conditions (12.48), on calcule les courbures

1
Xag = _§(Daﬁw + Dgqw) = —Dypw (12.51)

Sur le contour, on a
on = —Dpw, pr=—Dyw (12.52)

ce qui méne a la forme suivante du principe de Hellinger-Reissner :

12
1) {A l:_MaBDaﬁw — t73 ((1 + V)MQBMQB — VMaaMgﬁ) — p’w:| dsS

053
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seconde réalisation

de Ow

F1GURE 12.8 — Indépendance de la pente normale sur le bord

12.8 Le paradoxe de Kirchhoff

Il se trouve que les conditions de Kirchhoff modifient profondément la struc-
ture des conditions aux limites. Tout d’abord, sur 057, on remarquera que s’il
est possible, étant donné une fonction w, de se donner D,,w arbitrairement (fig.
12.8), il n’en est pas de méme de D;w, puisque

’lI)(S) = @(Sl) +/ thds*

Au lieu des trois conditions w = w, ¢,, = @, et p; = @y, on se trouve donc réduit
aw=wet Dyw = D,w. De la méme maniére, sur 955, on sera ramené & deux
conditions seulement. Pour le montrer, nous supposerons 0.5 formé d’un nombre
fini d’arcs réguliers C; joignant un point P;_; & un point P;, comme représenté
en figure 12.9. En ces points, le contour peut posséder des angles. Notant que
Diw dépend de w, on peut faire apparaitre ce dernier par une intégration par
parties :

_ /(;52(_Mntth)ds = — Z:/Cl(_Mntth)dS
v (Pi)- _
= Z I:Mntw} (Pi—1)+ - Z/C(DtMnt)wdS
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F1GURE 12.9 — Contour typique

et, en réarrangeant les termes, on obtient

- Z [ My (Pi,) — My (Pi_)] wi — Z/ (D¢ My )wds
i i /G
ce qui permet de donner au travail des forces imposées sur 0S5 la forme finale
—/ (Kynw — M, Dyw)ds — Z Ziw; (12.54)
dSs p

en définissant les forces de coin

Zi = My (Pi,) — My (Pi_) (12.55)

et Ueffort tranchant de Kirchhoff
K, = Qn + DMy (12.56)

I n’est donc plus possible de spécifier séparément Q,,, M, et M., le premier et
le troisiéme se combinant pour donner 'effort K, et les forces de coin. Ce fait
paradoxal, démontré par Kirchhoff par la présente méthode, a suscité au X1X¢
siécle de nombreuses controverses, jusqu’a ce que Thomson (Lord Kelvin) et Tait
[83] en donnent une interprétation physique trés claire. Du fait de I'hypothése
de Kirchhoff, un moment de torsion élémentaire M,,;ds est indiscernable par son
travail d’un couple de forces M, situées & une distance ds. Les différents couples
équivalents de forces M, relatifs a des éléments voisins s’équilibrent & Dy M,,;
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Mpds

_— ] . ______.__.T

Myt :A!m dJ
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L9s |
|
]
Mo

L
oMnt

e —— ——— s e e e

FIGURE 12.10 — Paradoxe de Kirchhoff

pres, si bien que sur 'arc régulier considéré, on applique en fait une densité
d’efforts tranchants Dy M,,; (fig. 12.10). Ainsi, les couples M,,;ds s’équilibrent &

Dy M;,ds pres, sauf aux extrémités de I’arc ou, ne trouvant pas d’équivalent, les
efforts M,,; forment une charge de coin.

12.9 Equation de Sophie Germain

L’élimination des moments au profit des déplacements dans le principe (12.53)
meéne au principe variationnel

/S g{(vQW)Q + 2(1 — V)[(Dmﬂ])g — anDQQ’w]}dS

- / pwdS — (Knw — M, Dyw)ds — Z Z;w; minimum  (12.57)
S 85, 7
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Lors d’une variation de w, le terme multiplié par (1 — v) ne produit que des
termes aux limites. Il peut donc étre omis dans le cas d’une plaque encastrée
sur tout son contour. L’équation d’équilibre intérieur s’écrit

4 p
= = 12.
Viw D (12.58)

et a été obtenue pour la premiére fois par Sophie Germain en 1816. La théorie
de Sophie Germain péchait cependant par ses conditions aux limites.

12.10 Expression des résultantes de bord en termes
des déplacements

Partant de l'expression générale des moments
Mag = —D[(1 = v)Dapw + vDyywiag]
on obtient directement
M,, = —D[(1 — v)nangDasw + vV?w] (12.59)

On notera que V2w est la trace de la matrice hessienne de composantes D, gw.
Comme cette matrice a, dans le systéme de base (n,t), les composantes

NaNgDagw NatgDagw
NatgDopw  tatgDagw

on a donc également
V2w = nangDasw + tatg Dopsw

si bien que
M, = —DV?w + D(1 — v)tatgDopw

Or, on peut écrire

tatgDopw = tBDt(Dgw)
= Dt(thgw) — DgwD;tg
= Dttw — Dﬁthtg

Notant que
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ST
)

0@

FIGURE 12.11 — Dérivée du vecteur normal

tgt 1

ngDitg = Dt(ngtﬁ) —tgDing = —tgDing = — D0

et que

0 étant ’angle que fait la normale avec une direction fixe (fig. 12.11), on obtient
Dytg = —ng(D0)
ce qui entraine finalement
M,, = —DV*w + D(1 — v)[Dyw + D, w(D;0)] (12.60)
On peut procéder de méme pour le calcul de K,,. Tout d’abord,
Qo = DgMgs, = —D[(1 — v)Dyppw + vDrqw] = —DD, V2w

d’ou
Qn = naQa = —DDnVQw

On a par ailleurs

M, = —-D(1—-v)natgDasw
= —D(1 —v)[D¢(Dypw) — DywDiny]
—D(l — V)[me — (DtH)th]

Rassemblant ces deux résultats, on obtient

K, = Q.+ DiM,; = —DD,V*w — D(1 — v)D[Dsn,w — (D;0)Dyw] (12.61)
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12.11 Comparaison des théories avec et sans effet
des efforts tranchants

La caractéristique essentielle de la théorie de Kirchhoff est que le champ de
rotations ¢, est intégrable, ce qui revient a dire que

Q = D1<p2 — D2Q01 = 0
Au contraire, dans les théories de Hencky et de Reissner, on a

Q = e3a8Daps

1

= _e3a,8Dan + TmeSaﬁDaQﬂ
1

= TGt%aﬁDavaB

D
= @e&lﬁDaw[(l — V)X~ — VXan0y8]
D(1-v)
= WeSaBDa'yX’yﬂ - DVeSaBDaBX)\)\
D(1-v)
= —gnap @apDay(Dyps + Dsoy)
D(1-v)
- T a . « Da
2nGt €3 B 'Y’Ysoﬁ
D(1-v)_,
= ——=V°Q
2nGt
solt 2nGt 12
n n
Vil=—""—"0=—"2-0 12.62
D(1-v) t2 ( )
dans le cas d’une plaque homogéne sur son épaisseur. Avant d’examiner les
propriétés de cette équation, notons que cette grandeur 2 admet, dans la théorie

de Reissner, la représentation

12 [4/2 12 (2 2 22
0= = 2(Diug — Douy)dz = ?3/ (8 - 2) D3(D1us — Douq)dz
—t/2 —t/2

qui la donne comme une moyenne pondérée de la torsion normale de la plaque
[29], ainsi que lillustre la figure 12.12. L’équation (12.62), écrite sous la forme

2,
Q=—V-Q
12nV
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FI1GURE 12.12 — Torsion normale

se présente comme une perturbation singuliére de 1’équation de Kirchhoff. Elle
admet des solutions & variation trés rapide : ainsi, en cherchant une solution de

la, forme
O = Aexp(—ax; — fxs)

on obtient )
3 2 2
- -1
T3, (@ +5%)
soit, lorsque n = 5/6,
3
/012 + ﬁQ ~ ;

c’est-a-dire que la profondeur de pénétration (distance a laquelle la solution
est divisée par e) est de l'ordre de t/3. Par conséquent, les zones de violation
de la condition de Kirchhoff sont trés localisées, prés des bords ou des points
d’application de la charge.

La recherche du champ de déplacements w se fait, en théorie de Kirchhoff, a
partir de I’équation de Sophie Germain. Dans le cadre des théories prenant en
compte l'effet de ’effort tranchant, il faut partir de la relation

D
Mo = 5(1 —v)(Daws + Dppa) + VDD prbap

ce qui donne

p = _Da[ﬁMaﬁ
D
= —5 (1 =)(Dapavs + Dapppa) = VDDaay ey
= —DV?D,p, =—DV? (me + DQQ"“>
nGt
2
— DVwiD P

nGt
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soit, finalement,

2
Viw = % - % (12.63)

La solution de cette équation peut étre mise sous la forme

w=wg +ws

ol wy est la solution de Kirchhoff et wg, une solution de ’équation

V2p
Viwg = ——+
s nGt
Cette derniére, qui vérifie
p
v (Vius+ 25)
ws + nGt

a la forme générale
wg = ’lU* + w**

avec
p

2, % 4 k%
Vw* = pyerl Viw™ =0
La solution partielle w** est toujours réguliére ; en revanche, la régularité de w*
dépend de celle de p. Si la charge de pression p est relativement réguliére, il en
sera de méme de w* et, du fait du coefficient 1/(nGt) qui est petit devant 1/D,
w* sera négligeable devant wy . Par contre, pour les charges trés irréguliéres, la
situation change radicalement. Ainsi, dans le cas d’une charge concentrée en un
point a, la solution w* est
P 1

w ==~ o In(fe — al)
et admet donc une singularité logarithmique. Au contraire, la solution de Kir-
chhoff conduit & un déplacement fini (mais & une singularité logarithmique des
moments).

12.12 Torsion d’une plaque rectangulaire encas-
trée sur un bord

La comparaison des deux types de théories de plaques se fait aisément dans le
cas de la torsion d’une plaque rectangulaire (fig. 12.13). En théorie de Kirchhoff,
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. /y_____//////;;
/ ya

FIGURE 12.13 — Torsion d’une plaque

on cherche une solution de la forme

w(z,y) = yA(r) (12.64)
ce qui donne
9w
T Y = —yA”
X 52 yA” (z)
9w
7
0%w
T fr— _ = —A/
On aura donc
M, = D(Xex+VXyy) = —DyA”
M, = D(xyy+VXsz) = —vDyA”
Mgy = DA-v)Xey = —-D(A—-v)A

La torsion pure est caractérisée par M, = M, = 0, ce qui implique A” = 0, soit
A" =0 = cte, d’ou

w(z,y) = Ozy
On a alors
B _ OMg,  OMy,
Myy=-D(1-v)0, Q,= By =0, Qy= o =0
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. S ok S

FIGURE 12.14 — Conditions aux limites

Examinons a présent les conditions aux limites, a ’aide de la figure 12.14.
1. En y = b/2, on doit avoir M, = 0, ce qui est identiqument vérifié; on a
d’autre part My, = —M,, ds= —dz, d’o la condition
OMyy
or

également vérifiée. Mais il convient de noter que 'on n’a pas M,, = 0.
D’ailleurs, au coin 2, il existe une force de coin

Zy = (]\/[nt)z+ = (Mne)y = — (Mary)2+ — (Mzy), =2D(1—-v)0
2. En y = —b/2, on a également M, =0 et M,; = —M,,, ds=dz,dotla
condition OM
K,=-Q,— =0
@ Oz
également vérifiée sans mener & M,, = 0. Au coin 1, il existe une force de
coin
Zy = (jwnt)1+ — (Mye), = (Mwy)1+ + (Mzy), = —2D(1-v)0

3. Sur le bord x = ¢, le moment M,, = M, est nul; on a par ailleurs M,,; =
M, et ds = dy, d’ou la valeur suivante de I'effort tranchant de Kirchhoff :

Kn:x
Q+8y

=0
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Le moment de torsion appliqué a 'extrémité de la plaque vaut

b b Et3b

M, = -7 —— 1 Z1=2D(1 — )b = 2———
t 22+<2> L (1-v) 12(1 + )
On retrouve donc la formule classique des poutres a section mince. Il est inté-
ressant de noter la chose suivante : si I’on calcule en z = a

b/2

Myydy = D(1 —v)6b
—b/2

9:%Gﬁw (12.65)

on n’obtient que la moitié du moment, ’autre provenant des moments de torsion
résiduels aux coins (voir linterprétation de Thomson-Tait), assimilables aux
contraintes de cisaillement nécessaires pour refermer les lignes de cisaillement
que ’on obtiendrait en théorie des poutres (fig. 12.15). Du reste, en ne comptant
que les My, on ne retient dans le calcul du moment que les contraintes 7, ,
et la théorie des poutres enseigne effectivement que les contraintes 7., et 7.
contribuent chacune pour moitié au moment.

!

t— g e e e e o

Txy

—— e B P P D

!

FIGURE 12.15 — Les contraintes tangentielles dans les deux directions ont une
contribution identique au moment

Voyons & présent comment étudier le méme probléme en prenant en compte
l'effet des efforts tranchants. Tout d’abord, il faudra modifier la structure du
moment Mg, pour lui permettre de s’annuler sur les bords libres. D’autre part,
pour sauvegarder la nullité des moments M, et M,, il faudra que les rotations
Yz et @, vérifient

0Py 12
Oy 12
T = My v =0

La nullité de @, nécessitera la relation

ow
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tandis que
ow Qs
%= "or T naT

implique, par dérivation,

an o 89095 8211)
or nait < Ox * x?

Si 'on admet un déplacement w de la méme forme qu’en théorie de Kirchhoff,
a savoir,

x = Oxy (12.68)
on obtient donc par (12.66) 0Q./0x = 0, soit
ce qui implique
ow
o= 12.
¢ 5 T W) (12.69)
Il vient alors
1—v (Op, Opy
M,, = D Py
Y 2 ( dy T oz
1—v 0%w 0*w
e Di — / -
2 ( 0x0y A 6m8y>
1—v
=D (=20 + f'(y))
° oM, oM, 1
_ z ry — V. _
Qo =5~ + o P [ (y) = nGtf(y)
ce qui donne I’équation
P y) +wfly) =0 (12.70)
avec onl .
W2 onGt _ 12n (12.71)

D(1—-v)

La solution générale de cette équation s’écrit

fly) = Achwy + Bshwy
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les constantes A et B étant & choisir de maniére que M, s’annule en y = £b/2,
ce qui fournit les conditions

—29:|:wAshwg —&—chhwg =0

dont on déduit
A = 0
20

b
wchw§

1l vient donc
_ 20shwy

fly) = wehw?
et

260 shwy
wchw%

M,, = —D(1-v)f (1 - Chw%)
chws

P = _9y+

shwy

Q. = 2nGto
wchwsg
On remarquera que leffort tranchant @, est strictement confiné aux bords,
décroissant & partir de ceux-ci en étant approximativement divisé par e sur une
distance égale a t/(nv/12). Quant aux contraintes, elles valent

12 /2 2 1 2\ sh+v/12n¥%
Ty = = ( - Z) Q. = 2V12nGY ( - 22> 2V
t 8 2 8 2t ch \/12n§
12 chv12n%
Tyo = My, =260z (1 - ——L (12.72)
’ t ’ ch v12n5;
Le moment de torsion & 'extrémité est donné par
b/2 1 . thw?
M, = 7/ (May — yQa)dy = ZGbt* [ 1 — —2 | 6 (12.73)
—b/2 3 w§

Il est plus petit que celui que fournit la théorie de Kirchhoff, ce qui est normal,
puisque celle-ci surestime les raideurs. La présente solution coincide avec la so-
lution approchée développée en section 6.13.4, ot elle est comparée & la solution

exacte.
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12.13 Flexion des plaques rectangulaires simple-
ment appuyées (théorie de Kirchhoff) : mé-
thode des séries doubles de Navier

FIGURE 12.16 — Plaque simplement appuyée

Les plaques rectangulaires simplement appuyées s’étudient aisément & ’aide
des séries doubles de Navier :
o0
krx U
wz,y) = Y wyesin L sin Ty (12.74)
a
k=1

ou les wyy sont des inconnues, en double infinité. On déduit immédiatement de
cette expression

0%w k27?2 . krx | Imy
Xexz = _73$2 = kéz o2 Wgyp S 70, S 7[)
0w 0227 . kmx | Iny
= —— = ——— Wy Sin —— sin —=
Xyy Oy? p2 a b

ke

_ Pw _ gokmim AL
Xzy = Bxay_ g bwkgcos a cos b




422 CHAPITRE 12. FLEXION DES PLAQUES

et
2 . kmx | UImy
Mzz = D(Xaz + VXyy) ) = 72 g ( —‘rl/b ) Wi Sin — = sin —=
M Y n ZZ €2+ k2 krx | lmy
vy = Xyy me =T 1/ Wpp SIN “ Sin o
k¢ k 14
My, = D1 —v)xey =-72(1-v) kgé g Wkt €os %x cos %y

Pour calculer I’énergie de déformation

1 a b
= 5 / dl’/ [M:chmc + Myyny + 2szxxy]dy
0 0

on notera les relations

A
/ sin mTXdX / cos meX = éémn
dont on déduit

wtab kA k2 02 k2027

WU = D— %:{(144%44@ s 21— v) s | Wi
wtab k2 2\?

= D~ > (a2+b2> w}, (12.75)
ki

Etant donné une charge p répartie, on peut calculer son énergie potentielle

a b
- / dx / pwdy
0 0

Cette énergie potentielle est une fonctionnelle linéaire du déplacement w, as-
sociant donc un nombre & chaque champ de déplacements particulier. Dans le
cas de charges concentrées sur une courbe ou sur un point, ’énergie potentielle
reste définie, mais son expression est différente : pour une charge ¢ répartie sur

une courbe C, on aura
P=- / quds
c
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et pour une charge P concentrée en un point B, il faudra écrire
P = —Pw(B)
Quoi qu'il en soit, la linéarité (et la continuité) de la fonctionnelle permet d’écrire

. kmx X
P(w) =P (Z Wiy SIn % sin 7;y> = — %PMU}M

ke

ce qui fait apparaitre la composante (k, £) de la charge, définie par

Py =P <sin fmz sin T) (12.76)
a

Ce point de vue, bien qu’un peu abstrait, permet de traiter avec la méme aisance
tous les problémes menant & une énergie finie, ce qui constitue le cadre naturel
du probléme. En particulier, les charges concentrées se traitent aussi simplement
que les autres. La solution résulte en effet de la minimisation de I’énergie totale

1 _7tab K22\’
Y Y

par rapport aux inconnues wy;, ce qui fournit, par simple dérivation, la solution

4 P

Comab fp2 0 g2\ 2
(5 7)

Il suffit alors de recombiner ces valeurs pour obtenir les déplacements et les

moments.
Traitons a titre d’exemple le cas d’une charge P concentrée au centre de la

plaque. On a, dans ce cas,
a b
= —P —_—, =
P(w) w (2, 2)

W (12.77)

Or,
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et on sait qu’en général, sin g% = 0 si m est pair, si bien que seules inter-

viendront les valeurs impaires de k et . Nous tiendrons compte de ce fait en
écrivant

k=2m+1, £=2n+1, Wyn=weamnmt1,2n+1)

Notant encore que

on obtient
w (; g) =3 W (—1)™*" (12.78)
Par conséquent,
P, = (-1)™t"p
et

4P —1)mtn
Wn = (=1 . (12.79)

7T4D“”K2WHL1)2 <2n+1>2
_l’_
a b

Le déplacement au droit de la charge se calcule alors par (12.78).

La sommation des séries obtenues se fait d’ordinaire par voie numérique.
Pour effectuer une somme double de ce genre, il convient de progresser simul-
tanément en m et n, ce qui se fait de la maniére suivante : on progresse en fait
en incrémentant d’une unité le nombre r = (m +n). A r = 2 correspond m =
1, n = 1. Pour r = 3, il existe deux termes, (m =2, n=1) et (m=1, n=2).
Pour r = 4,les termessont (m =3, n=1); (m=2,n=2); (m=1,n=23)
et ainsi de suite, c’est-a-dire que ’on calcule en fait

co r—1

Z (I)mn = Z Z q)r—n,n

r=2n=1

Il convient de noter que la vitesse de convergence de la série est tributaire de
la régularité de la mise en charge. Pour une précision donnée, il faut sommer
plus de termes dans le cas d’une charge concentrée que dans le cas d’une charge
répartie.
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12.14 Flexion d’une plaque rectangulaire appuyée
sur deux bords opposés (théorie de Kirch-
hoff) : méthode des séries simples de Lévy

0
0

w.
o

FI1GURE 12.17 — Plaque appuyée a ses deux extrémités

Dans le cas d’une plaque rectangulaire appuyée sur deux bords opposeés (fig.
12.17), il est plus simple d’utiliser les séries simples de Lévy, de la forme

w(z,y) =Y An(y) sin — (12.80)

ou apparaissent des fonctions inconnues A, (y), en simple infinité. On obtient
aisément,

O%w n27r2A . nx
Xew = —a5 =2 —5 Apsin—o

02 a? a

9w A7 nmwx
Xy = _—— = — n Sl
yy ayz § : a

n

0%w T nwx

Xy = - — A}, cos
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et
n?n? L\ . nmx
My = D(Xaz +VXyy) = DZ aTAn —vA,” | sin —
. nim? . nux
My, = D(xyy+VXaz) = — Z A — e A, sin ——
My, = D1 —v)xsy)=-D(1-v) Z Al cos @

L’énergie de déformation se calcule alors par

b/2
/ / My Xoz + Myyny + 2MxyXxy)dy
b/2

ce qui donne

1 Da b/2 nirt 2 n’r? » ”2 n’n” 12
“:Z/_b/z [&An—”aw‘ln/‘n A2 )5 A”}dy

et, aprés réarrangement des termes,

1Daz/b/2

b/2

.  nim? 2 n2m?
(An -~ An> +2(1-v) e

(A2 4+ A,A,7) | dy

(12.81)
L’énergie potentielle des charges s’écrit, quant & elle,

P="P (Z A (y) sin m) ZP (12.82)

P, étant l’harmonique d’ordre n de l’énergie potentielle. La minimisation de
Pénergie potentielle totale (4 + P) méne & une simple infinité de problémes
variationnels & une dimension.

Illustrons cette méthode par un exemple. Il s’agit d’une plaque supportant
une charge uniformément répartie sur sa ligne médiane (fig. 12.18).

L’énergie potentielle vaut

b/2
P = —q/ 3" Aysin %dy (12.83)
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/ bord libre
Q
X
/ / y
bord libre 3

a’/2 a/le

FIGURE 12.18 — Plaque sous une charge uniformément répartie sur sa ligne
médiane

si bien que la variation des A,, méne aux conditions suivantes, o les harmoniques
sont découplés :

b/2 2,2 2,2
&/ |:<An”—n72TAn> <5An”—n72T 5An)
2 Jop a a

n?n?

+2(1 —v)

1 1
- (A;l(SA;l + 5 AnbAL" + 2A,;’5Anﬂ dy

Intégrant deux fois par parties de maniére & faire disparaitre les dérivées des
0A,, dans les intégrales, on obtient (aprés multiplication par 2/(Da))

2,_2 2 _2 1 b/2
Ay =T A ) A 200 — )T (A5 A, + ZALAL
a? a? 2 s
2,2 2, 2 b/2
A - A} 54, + (1 - ) A5 A,
n a2 n a2 n o2

b/2 2,2 4,4 2 b/2
n / (A;V —2n A+ "ZAH) §Andy— =L gin "8 §Andy = 0
—b/2 a a Da 2 J

ce qui permet de déduire I’équation d’Euler

nirt 2q

.onm
7‘4” = ng] S11 ? dans } - b/Q, b/2[ (1284)

n

2, 2
7r
5 A+

AV _ 9
a
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et les conditions aux limites suivantes (§A4,, et §A] sont libres aux extrémités
y==1b/2):

n?m?

(nullité de leffort tranchant de Kirchhoff) (12.85)

et

n?n?

A — V7An =0eny==+b/2 (nullité du moment normal)  (12.86)

La solution générale de I'équation différentielle (12.84) est

2¢a3 sin 2
Ap = (Bn + Coy)ch Y 4 (B, + Fyy)sh 7Y 4 209 50 5
a a

DnArd
La symétrie du probléme par rapport & y exige C,, = E, = 0. On a alors
successivement
nmw nmw 2¢ga® sin X
Ay = Bych ™4 pysn MY T8
a a Dnin
Al = (niBn+Fn) Shw+annyChw
a a a a
n2n? nmw nry  nlw? nwy
A = —Bn+2—F,)ch— + ——F,ysh—
a a a a a
3.3 2,2 3.3
A n°mw Bn+3n7r F, Shnwy+n7r Fnychmry
a3 a? a a3 a

Ces résultats permettent d’écrire les conditions aux limites. La condition (12.85)
donne

n3m3 nrb  n2n? nmb nwb | nwb
— 1—v)B,sh—+ —F, |(1 h——-(1-v)—ch—| =
a’ (1=v)Bys 2a+ a? {( tv)s 2a (1=v) % °© 2a} 0
ce qui équivaut a
a 1+v nnwd )
B,=—F, — — coth — 12.
nmw L -V 2a «© 2a } (12:87)
Quant & la condition relative au moment normal, elle s’écrit
n?m? nwb nt . nab  nla?b nmb
1-—v)—B,ch— + F,, |[2— ch — —(1—v)sh—
(1-v) a? ¢ 2a+ [ac 2a+a2 2( v)s 2a]
_ 2vqasin °F

Dn2n2
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soit, en éliminant B, a l’aide de (12.87),

MY sh

nmb nmb o 2vqa sin &*
3 h— — (1 - 2a —F, = ———2%
(B3+v)c 5a ( V)sh’gb] a DnZn?
ce qui donne
o nm 2vga’ sin o 1
" a Dn47r4 nmb 71277;1)
(3+V)Chﬁ —(1—l/>m
sh 52
et
2uqa® sin & v 1+v nwd nmb nmy
A, =" "2 11 — — coth — ) ch —=
Dnirt { +Nn {(1—1/ 20 " 2q )N *
avec
nmb
b i
Ny =B+v)ch 22 —(1-v)—2a_
a nmb
sh —
2a

429

nmy

a

)

Il s’agit d’une série & convergence assez rapide (terme général O(1/n*)). En
premiére approximation, on peut ne conserver que le premier terme, car le second
est nul, et pour le troisiéme, la valeur de n* est 81. On obtient ainsi

D N |[\1—-v 2a

2qa’® 1 b b
w R il {1—1— Y {( +V—7Tcoth7r>ch7ry+7ryshﬂy]}sin
2a a a a

T™r

(fz.ss)

Le premier terme de ’accolade représente la flexion cylindrique. Le second, di
A Deffet de Poisson, s’appelle déformation anticlastique. Lorsque la plaque est
large (a petit devant b), cette déformation reste confinée aux bords de la plaque,
avec une profondeur de pénétration de l'ordre de a/w. Lorsque, au contraire, la
plaque est étroite, on s’attend & retrouver des résultats comparables & ceux

d’une poutre. Pour b < a, on a en effet

N = 34+v—-—(1-v)=2(1+v)

—coth— =~ 1
2a 2a
b w2y?
h— =~ 1
¢ 2a + 2a2
2,2
o™ oL Y
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d’ou

2qa’ v [ 2v w2y? w2y? T
~ 1 1 in —
v D7r4{ +2(1+1/) _11/( Toe )t e —
2qa® 1 w2y? . T
D7r4{1u2 [1+V2a2 —
2Pa? [ w22 | 7z
+

— 3 v
T Eb L 202 |

Q

Q

ol P est la charge totale gb. Notant que g, = Z—;Al sin %%, on obtient

2Pa® | 7z n y?
W R~ SN —— + UXap =
e e Xy

ce qui correspond bien 4 la structure en y du déplacement que donne la théorie
des poutres . La solution des poutres aurait donné une fleche au centre égale &
Pa4/(48Eb%). Nous obtenons ici 74/2 = 48,70 au lieu de 48, mais ceci est di
a la troncature du développement.

12.15 Flexion des plaques circulaires

Les plaques circulaires s’étudient naturellement en coordonnées cylindriques
(r,0,2). Les courbures s’obtiennent aisément en remarquant qu’elles sont aux
rotations comme les déformations sont aux déplacements : partant des rotations
©r €t g, on obtient

9,
-k
o e ) e
1. Dans le cas dune poutre, oyy = 0, donc £y = —vene, 501t o = —xyy = VXon-

oy?
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Les glissements sont les sommes des rotations et des composantes du gradient
du déplacement :

_ o,y
Yrz Or 87"
1 0w
. = - 12.
Yo 0o + 20 (12.90)
S
of
R Ry

FIGURE 12.19 — Secteur de plaque
Pour obtenir les équations d’équilibre & l'intérieur et sur le contour, le plus

simple est de considérer 1’équilibre d’un secteur de plaque d’angle « et de rayon
allant de Ry & Ry (fig. 12.19), a l'aide du principe des travaux virtuels

dpr 10ps | r 1 0pyr 9 (o
// { ( >+M5< ae+r>+M”’5{ o0 o ()

ow 10w
+Q,0 ((pr + 8) + Qg6 ((,09 + 60) — péw} rdrdf = 0

A la variation de ¢, correspondent I’équation

0 OM,
——(rM My — = 12.91
8r(r ) + My 20 +7rQ,=0 dans S (12.91)
et les conditions aux limites
rM,6p, = 0 enr=R;etr=Ry
Mo, = 0 enf=0etf=a

La variation de g donne ’équation

10

3 ( 2MT9) + 4 — My =rQp dans S (12.92)

00
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et les conditions aux limites

rM,gdpg = 0 en R=Ryetr=Ry
Modpg = 0 enf=0etfl=a
Enfin, en variant w, on obtient
0] 0Q0 B
E(TQT) + 5 TPr= 0 dans S (12.93)

et, aux limites,

rQ0w = 0 enr=R;etr=Ry
Qobw = 0 enf=0etf=a

Dans le cadre de 'hypothése de Kirchhoff, il convient d’introduire aux fron-
tiéres les efforts tranchants de Kirchhoff et les charges de coin. Pour les obtenir,
notons que sur les bords r = cte, le travail virtuel de bord

/ (rM,. 8¢, + rM,gdpg + rQ,ow)dl
0

se transforme, en tenant compte des conditions de Kirchhoff

ow 190¢

=_—— =22 12.94
Pr or’ ®o r 00 ( 9 )
en
@ ow ow
— M. 0— — M,p0—
/o (r -0 o 00 20 +rQT5w) df
a « ow @ 1 8MT9
= [M, — M,.6— -
[Medw];, /0 r réardé’—l—/o r <Qr+ T >6wd9
ce qui donne 'effort tranchant de Kirchhoff
10M,¢
K, =Q, + - 12.
r=Qr+ T (12.95)
Sur les bords 6 = cte, on obtient de méme
OM,.¢
Ky = 12.
0=Qo+ o (12.96)

Quant aux charges de coin, elles gardent leur signification classique AM,;.
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12.16 Déformations axisymétriques

Un probléme est dit azisymétrique si sa géométrie, ses charges et ses fixations
sont indépendantes de 6. La symétrie impose alors que les lignes verticales avant
déformation restent dans le méme plan méridien, c’est-a-dire que @y soit nul. De
plus, toute dérivée par rapport & 6 doit s’annuler. On obtient ainsi les conditions

Mre = 07 Xro = 0, Y0z = 0, Qe =0 (12.97)
Les problémes axisymétriques peuvent se traiter soit par la méthode énergétique,
soit par résolution directe des équations d’équilibre. Examinons & titre d’exemple

le cas d’une charge concentrée au centre de la plaque. Comme le montre la figure

P

e
FIGURE 12.20 — Equilibre sous une charge concentrée

12.20, ’équilibre des efforts tranchants implique, en un rayon r quelconque,

P = -27rQ,
soit p
= —— 12.98
Q 2rr ( )

L’effort tranchant admet donc au centre une singularité en 1/r. L’équilibre des
moments s’écrit alors

d P
M) — My =7rQ, = —— 12.
dr (rMy) 0 =rQ 27 (12.99)
Dans le cadre des hypothéses de Kirchhoff, les courbures valent
doy d*w O 1 dw
rr — = T 19> = =TT TZO
X dr a2’ X0 T rdr X

d’ou

dPw  vdw 1 dw 2w
M,—-p (L2 Y2y, — _p (220 2Y 12.1
<dr2+rdr> 0 (rerrVer) ( 00)
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ce qui meéne a I’équation

d dPw 1 dw P
S (e e o 12.101
dr (r d7’2> + r dr 27D ( 01)

Il est commode de poser g = %f, ce qui raméne ’équation ci-dessus a

A () q_ P
dr \ dr r 2rD

Cherchons d’abord des solutions de 1’équation homogéne sous la forme

q=r"

Il vient
(1-)r"t=0

soit £ = +1, ce qui permet d’écrire la solution générale sous la forme
B
qn = Ar + —
r

Une solution particuliére de I’équation compléte peut étre cherchée sous la forme

ap =1f(r)

ce qui donne
f+37,f/+7,2fn7f: P
2D

Essayant une solution de la forme f’ = C/r, on obtient la condition

P
20 = —
¢ 2w D

soit P
C=—

47D

Il vient ainsi
fir)y= —P Inr
~ 4xD

et
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Finalement, la solution générale de I’équation compléte est

B
q=qp+qn= rlnr—ﬁ—Ar—i—?

47D

On en déduit par intégration

P r? r2 r? .

Au centre de la plaque, on doit avoir dw/dr = ¢ = 0, ce qui implique B = 0.
Supposant la plaque appuyée sur son contour, on aura w(R) = 0, ce qui donne

2 2 2
C*:_i (RlnR_R> _A]i

47D \ 2 4 2
et

P r? R? r?2 — R? r?2 — R?

= —(—=Inr——1 — A

v 47TD<2 nr- 5k 1 >+ 2

P 2 r r2-R? r? — R? 72 — R?
P r21 T+R2—7“2 +FT2—R2

= —_— — 1N —
47D\ 2 R 4 2

et

_ dp, ery P T
MT_D<dT+uT>_ E{(l—ku)lnﬁ—i—l} DF(1 +v)

La nullité de ce moment & ’appui donne donc

B P
~ 4nD(1+v)
d’ot I’expression finale du déplacement :
3+v

2lniJr

_ 2 _ 2
w=o 5 |ring 20 +0) (R* —r?) (12.103)
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On notera que la fleche au centre est finie et vaut

3+v PR?
v =17 16D (12.104)
On peut en déduire la rotation
dw P or 1yt 1-—v
= ——- = —= n———m—m—m—m——
4 dar 8D | "R 20 +v)
ainsi que les courbures
P 3+ 5v r
rr — 5 |51 N 2In —
X 87D [2(1+1/) + HR]
S I L T
Xeo = D [ 21+ R
et les moments
P [3+v r
M, = — 2(1 In —
8t [ +21+y) nR}
P |5v—1 r
My = 3r { +2(14+v)In R} (12.105)

On constate donc que les moments présentent une singularité logarithmique,
mais que le déplacement est fini. La raison en est que

12
Pw(0) =2(U) = ﬁ(MT2 + MZ — 2uM, My)dS
S

et que la singularité logarithmique est de carré intégrable :

R N
27r/ r(ln—) dr < oo
0 R

donc w(0) < oco. Ceci est propre a la théorie de Kirchhoff. Au contraire, si I’'on
tient compte de la déformation due & ’effort tranchant, il apparait dans I’énergie
le terme supplémentaire

2 R 2
@ ds = 2m / L rdr = 00
g 2nGt 2nGt Jo \27r
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ce qui signifie que la fléche est infinie. Calculons la différence wg entre ces deux
solutions. Elle est, comme on a vu, de la forme

U}S:’U}*—f—w**

ou w* vérifie
__pb
nGt

tandis que w**, biharmonique, est une correction éventuelle permettant de tenir
compte des conditions aux limites. La solution compléte w = wx + wg devra,
sur le contour de rayon R, vérifier les conditions aux limites suivantes :

Viw* =

1. w(R) = 0. Comme c’est déja le cas de wg, il faudra que
’ws(R) =0
2. M,(R) = 0. Pour vérifier cette condition, il faut d’abord établir I'expres-

sion du moment. On a

dw | Q dw P

Yr=" dr + nGt  dr 27mrnGt

ce qui entraine

der d*w P

Xro = dr — dr? ' 2anGtr2
e ldw P

Xoo = r rdr 2mnGtr?

dPw  vdw DP
M, = D(x» =-D|—+-—— 1—p)——
(er +vx0) {er + r dr} +( V) 2mnGtr?
En r = R, la grandeur entre crochets s’annule pour wg, si bien qu’il reste
la condition

(12.106)

d>w v dw 1—-v)DP
D s + 2 S _ ( )
dr? r dr 2 R2nGt
Commencons par calculer w*. On notera que si p était une charge répartie,
on aurait, sur tout disque de rayon r,

*

P 9 dw
— S = V =2
/ST nthS /ST w*dS r o
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11 suffit, dans notre cas, de remplacer p par la mesure de Dirac P§, ce qui entraine
la relation

_P e
nGt dr
soit
dw* P 1
dr — 2mnGtr

Cette équation admet la solution

P r

- 1
2mnGt " R

en tenant compte de la condition de nullité de w* sur le bord. Calculons la
contribution de ce w* au premier membre de (12.106). On a

w* =

(12.107)

d*>w* P 1dw P

dr2  2nr2nGt’  rdr | 2nr2nGt

D dPw*  vdw*] (1-v)DP
drz v dr | 2mr2nGt
On constate donc que la condition (12.106) est vérifiée sans qu'’il soit nécessaire

de faire appel & une fonction correctrice w**.
Le déplacement total est donc donné par

w = wg+wsg=wg+w"
P 9, T 3+v 9 9 P r
o+ 2TY (g2 2| - In —
87D [T Tl ”] oGt R

PR? r? A2 r 3+v r2
= (= -S ) metr -7 (1=
8D |\ R? R? R 2(1+v) R?

2 2
fr— %t

nl—-v
Voisi .. .
Au voisinage de l'origine, on peut écrire

avec

8mD 3+v A

~ —

71'R2w~2(1+1/) ﬁlnﬁ

et le second terme égale le premier pour

T 3+v R?
In - =

R~ 2(1+uv) A2
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soit

r 3+v R?

RSP <_2(1 ) )\2)
ou encore

r R 3+v R?

3TN (‘2<1+m2
Posant

v 3+v T ¥ _ 3+v E

\/2(1+u>\’ \/2(1—&-z/>\

on obtient
T = XFfX2

Le maximum du second membre a lieu pour

0= % (Xe_X2> =(1-2x%)e X

soit pour X = 1/4/2. 1l vaut 0,4289. Ainsi, le rayon r( ot la correction due 2
Peffort tranchant égale la solution de Kirchhoff vérifie

201
ro §0,4289\/M ~ 0,4
A 3+v

c’est-a-dire que les différences par rapport & la solution de Kirchhoff ne sont
significatives qu’a une distance de la charge de ’ordre de grandeur de 1’épaisseur
de la plaque.

12.17 Exercices

Exercice 46 Etudier une plaque circulaire soumise a une charge uniformément
répartie, et simplement appuyée sur son contour (théorie de Kirchhoff).

Exercice 47 Méme probléme dans le cas d’un contour encastré.

Exercice 48 Etudier, dans le cadre de la théorie de Kirchhoff, le cas d’une
plaque circulaire encastrée a son contour et soumise a une charge concentrée.
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Chapitre 13

Théorémes énergétiques
extérieurs

13.1 Préambule

Les théorémes énergétiques extérieurs sont ici considérés comme des appli-
cations particuliéres des principes variationnels. Les énoncés ainsi obtenus sont
trés généraux et trés précis, excluant en particulier les nombreuses équivoques
qui peuvent naitre d’une approche par trop simplifiée.

13.2 Théoréme de Castigliano

Nous considérerons dans ce qui suit des variations de contraintes gouver-
nées par un ensemble discret de paramétres g, que nous appellerons charges
généralisées. Ces variations auront donc la forme

Soij = 070, (13.1)

Nous ne ferons aucune hypothése a priori sur ’admissibilité statique des modes
de contrainte o;;. Nous utiliserons la fonctionnelle de Hellinger-Reissner

1 . _
/ |:O'ij(Diu7‘ + D]‘ui) — ‘P(U) — fiuz} dV — / tiu;dS — ti(ui — ﬁ,)dS
1% 2 ’ Sz 5

441
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Les variations de contraintes considérées conduisent & une variation du premier
terme que 'on peut mettre sous la forme

Z(SgT/ 132 (Diju; + Dju;)dV = Z(Sgrqr (13.2)

ou apparaissent les déplacements généralisés q, conjugués aux charges g, , donnés
par

%:/‘”%D%+Dumw (13.3)

Cette définition, qui peut paraitre quelque peu artificielle, se simplifie par une
intégration par parties : on a en effet

qT:/njafjuide/ ’U,iDjO'iTjdV
S 14

et, en faisant apparaitre les charges liées au champ de contrainte o7,

=  mnjo ” sur S
{ fi = —Djoj; dansV (13.4)
on obtient
s v

c’est-a-dire que g, s’identifie au travail d’une variation dg, = 1.
Appliquant & présent une variation de contrainte de la forme (13.1) dans le
principe de Hellinger-Reissner, on obtient les équations ce compatibilité globales

0P
o = / or dV (13.6)
v 80’1']' J
qui constituent le théoréme de Castigliano. On écrit souvent [59, 12, 26, 68, 67|

les relations (13.6) sous la forme condensée mais beaucoup moins précise

_ov
qr = g,

(13.7)

ot ¥ est ’énergie complémentaire. Le théoréme de Castigliano est largement ap-
pliqué pour le calcul des déplacements généralisés, comme nous allons l’illustrer
sur un certain nombre d’exemples simples relatifs aux poutres.
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=1

=T ] MP\ Trﬂ

F1GURE 13.1 — Calcul du déplacement du point A.

13.2.1 Déplacement d’un point d’une poutre

Soit (fig. 13.1) une poutre arbitrairement chargée, dont on désire connaitre
le déplacement g4 en un point. Connaissant le diagramme des moments M que
subit la poutre, il suffit de déterminer en outre le diagramme des moments M 4
correspondant & une charge g4 = 1 au point A. Alors, comme

4 2
M
U= [ 4
/0 281"
on aura

£
M
= —Mad

13.2.2 Meéme probléme pour une poutre hyperstatique

Lorsque la poutre est hyperstatique, il existe plusieurs variations du moment
M 4 capables d’équilibrer la charge unitaire en A et dont les déplacements géné-
ralisés se limitent & g4 du fait des fixations. Dans la figure 13.2, M4, est obtenu
en posant que le moment est nul sur 'appui central. Le déplacement généralisé
correspondant & cet état est

c b
+c QDb+c

QA—QCb =4qa
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T

V7

Az

T

FIGURE 13.2 — Dans le cas d’une poutre hyperstatiques, plusieurs diagrammes
de moments M, sont possibles.

De méme, le déplacement généralisé correspondant & M4, est

c a+b B
a+b+c 4 A

44— 45 Datbte

Enfin, le déplacement généralisé correspondant & M4, est de la forme
qa —aqB — Bgc — V4D = qa

On a donc

M M M
= [t Made = | 6= Mayde | 6 Ma,d
qA/OEI Alx/OEI Azx/oEI A 4T
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Cette observation permet, dans bien des cas, d’obtenir de notables simplifica-
tions. Dans le cas présent, les deux premiers champs de moments sont nettement
plus simples que le troisiéme.

13.2.3 Déplacements pondérés
m
[

g=!

Wil

FIGURE 13.3 — Déplacement pondéré.

Soit (fig. 13.3) une poutre soumise & une sollicitation quelconque. En consi-
dérant une charge répartie entre deux points a et b de la poutre, on obtiendra

le déplacement généralisé
b
q= / v(x)dx

14

M
= —Mid
q OEIIx

dont la valeur sera

ou M; est un champ de moments équilibrant la charge répartie considérée. On
peut obtenir de la sorte de nombreuses espéces de déplacements pondérés.

13.2.4 Rapprochement de deux points A et B.

Supposons que ’on veuille connaitre le rapprochement de deux points A et
B du portique représenté en figure 13.4. Ce déplacement gap est conjugué au
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| /

'Sg\"m 5{\-\
\\\ \\\\
\\ ~
~—_] "qu \\&
ou

Fi1GURE 13.4 — Rapprochement de deux points A et B de la structure

couple de charges §g; représentées dans la méme figure et

ov

gAB = 75—
on

Ici encore, on peut, pour le calcul des O’Z»lj, rendre au préalable le systéme iso-
statique, par exemple en remplacant ’articulation en D par un appui simple.

13.2.5 Formules de Navier-Bresse [12, 60, 67]

Considérons une poutre a faible courbure, soumise & une sollicitation plane.
L’énergie complémentaire de déformation s’écrit

v e + T2 + M d
= s
o \2EQ  2GQ*  2FEI
ot ds est ’élément d’abscisse curviligne le long de la fibre moyenne, €, la section,
Q* la section réduite de cisaillement et I, 'inertie. Dans tout ceci, nous ferons
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b
%/

NMT

FI1GURE 13.5 — Conventions relatives aux signes des efforts et moments.

les conventions de signe indiquées en figure 13.5. Les déplacements wug, v, wq
sont imposés & l'origine et on désire connaitre les déplacements en A. Pour les
déterminer, on considére les états de contrainte correspondants a §F ,, 0F,, et
OMy.

Etat da a §g; = 6F,,

La figure 13.6 montre que

(SFQCO = (Sgl
JFyO =0
oMy = —ydg:

Le déplacement conjugué est donc donné par
0T = —0F,up — 0Fy v9 — dMowo + 0F, ,ua = 691 (tq — uo + ywo)

c’est-a-dire

q1 = ua — ug + Ywo
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9

y
SF;
6Fyo
&,
SM/Q/},_,,]
]
S 1 NST ”l
/ |
/ E \! X-B

FIGURE 13.6 — Etat dt a §g; = 0F,,.

Par ailleurs, le champ de contrainte est facile & calculer :

ON = dgicosb
0T = —dgisinf
M = —d0g1(y —n)
ce qui donne la premiére formule de Navier-Bresse
¢ £ ¢
B N cost T'sin 6 M(y —n)
ua =0 eyt g A ) st‘/o T B

Etat dt & dgo = 0F),
On voit sur la figure 13.7 que
6Fw0 = O, 5Fy0 = (Sgg, 5M0 = 56592

d’ou

0T = —0F,,ug — 0Fyyvg — dMowo + 0Fy,va = 0g2(va — vo — 2wp)

ds

(13.8)
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FIGURE 13.7 — Etat di & §go = 6F,,.

soit
g2 = VA — Vo — TWo

Le champ de contrainte correspondant sera

ON = dgosinf
6T = {dgocosb
oM = (z—¢)dge

ce qui donne la deuxiéme formule de Navier-Bresse

AT o ¢ ¢
Nsin6 T cosd Mz —¢§)
- i T - | TS (18,
VA= Vot wor | Teg H/O aor /0 gr s (139)

Etat da a 6g3 = 0M 4
On voit sur la figure 13.8 que

§F,, =0, 6F, =0, 0My=0M4
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8N 5T

FIGURE 13.8 — Etat di & 6M 4

d’ou
g3 = wWa — Wo

D’autre part, le champ de contrainte correspondant est
oM =6My, 6N=0, T'=0

ce qui meéne & la troisiéme formule de Navier-Bresse

14

M
= —d 13.1
wa = wp + Bl s (13.10)

Ces formules sont souvent utilisées pour le calcul des déformations des poutres.
Lorsque celles-ci sont suffisamment élancées, si F' est I’ordre de grandeur des ef-
forts N et T, M est de 'ordre de F'¢; on a par ailleurs, si p est le rayon de
giration de la section de la poutre,

Q=0(?), Q= 0(p?), I=0(p")

o) Eo) il

p?
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ce qui montre que les déformations dues au moment sont prépondérantes. On
obtient alors, en faisant formellement tendre 2 et Q* vers l'infini dans les for-
mules précédentes, les expressions simplifiées dites de Navier :

¢
M(y —mn)
uo—woy—|—/ ——=ds
o EI
¢
Mz —1)
v v0+w0x+/ ——2ds
o EI
¢

—ds
o EI

S
Q

(13.11)

&
Q

wo +

13.3 Systémes hyperstatiques - Théoréme de Me-
nabrea

On appelle état d’autocontrainte un état de contrainte auquel correspond un
déplacement généralisé confiné a la partie S; de la surface ot sont établies les
fixations. Dans le cas fréquent ou les déplacements imposés sont nuls (absence
de tassement d’appuis), le déplacement généralisé est d’ailleurs nul pour la so-
lution cherchée. Ainsi, pour une poutre sur trois appuis, le champ de moment

ab
A 7 W.C
A R B A
/
’ o
b
97 9T

FIGURE 13.9 — Etat d’autocontrainte de la poutre sur trois appuis.

représenté en figure 13.9 est un état d’autocontrainte, puisqu’il correspond au
systéme de charges composé d’une charge g vers le bas en B, d’une charge gb/¢
en A et d’une charge ga/l¢ en C, ces derniéres vers le haut. Le déplacement
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généralisé correspondant, donné par

b a
q= ZUA—UB-FZUC
est en effet un pur déplacement d’appuis.

L’existence d’états d’autocontrainte est caractéristique de I’hyperstaticité du
systéme. Il est intéressant de noter qu’il est possible de les interpréter en termes
de coupures. Ainsi, I’état considéré ci-dessus est le diagramme des moments de
la poutre dont on aurait coupé ’appui central, celui-ci étant remplacé par sa
réaction. Par cette coupure, on a défini un systéme isostatique de référence Sy
— ici, la poutre sur deux appuis d’extrémité. C’est ainsi que ’on aurait pu, par
exemple, mettre une rotule en un point D de la travée BC, comme l'illustre
la figure 13.10. L’état d’autocontrainte correspondant ett alors correspondu &

A B c A B LD ¢
& K A — £ Y A
systéme réel un nouveau S,

FIGURE 13.10 — Un autre systéme isostatique de référence.

un couple de moments appliqué a la rotule, voir figure 13.11. C’est exactement

MD
Mo 7
UadY | | | I
i a 8 A B D ¢

FIGURE 13.11 — Le nouveau systéme isostatique de référence conduit au méme
état d’autocontrainte.

le méme état d’autocontrainte que ci-dessus, & un facteur éventuel prés. Nous
laissons au lecteur le soin de vérifier que 1’on retrouverait un état de contrainte
identique en coupant ’appui A ou 'appui C ou encore, en faisant une quel-
conque coupure des moments : le systéme considéré n’admet qu’un seul état
d’autocontrainte indépendant.

Considérons & présent une poutre continue sur quatre appuis A, B, C, D (fig.
13.12). Une maniére de le rendre isostatique consiste a supprimer les deux appuis
C et D. En appliquant une charge unitaire en C' et en D, on obtient deux
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, S

premyer &tat
dautocontrainte (1)

| second état
_ld’auz‘ocom‘/'a/hfe (2

FiGURE 13.12 — Poutre sur quatre appuis. Une premére facon de la rendre

isostatique.

états d’autocontrainte indépendants. Un autre systéme isostatique s’obtient en
plagant des rotules au droit des appuis B et C, comme l'illustre la figure 13.13.

4 B ¢ p
b 8 A .\
MB
AW rEL
o )

FiGURE 13.13 — Poutre sur quatre appuis. Un autre systéme isostatique de

référence.

En appliquant de couples de moments & ces deux rotules, on obtient appa-
remment deux autres états d’autocontrainte. Mais ces deux nouveaux états sont
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des combinaisons des précédents, comme le montre clairement la figure 13.14. 11

3 41

FIGURE 13.14 — L’état d’autocontrainte 2 est une combinaison des états 3 et 4.

n’y a, en fait, que deuz états d’autocontrainte indépendants pour ce systéme.

Ces exemple montrent le bien-fondé de la définition suivante : on appelle de-
gré d’hyperstaticité h d’un systéme élastique le nombre d’états d’autocontrainte
linéairement indépendants de ce systéeme. Cette définition, tout-a-fait générale,
inclut aussi bien ’hyperstaticité intérieure que ’hyperstaticité extérieure. Ainsi,
le cadre de la figure 13.15 est trois fois intérieurement hyperstatique (il s’agit
d’hyperstaticité cinématique : le corps est doublement connexe).

Un systéme isostatique de référence s’obtient en placant des rotules en B, C
et D et on en déduit aisément les trois modes d’autocontrainte représentés. La
caractéristique de modes d’autocontrainte purement intérieurs comme ceux-ci
est que les déplacements généralisés correspondants sont toujours nuls.

La notion de mode d’autocontrainte sert de fondement & une méthode de
résolution des systémes hyperstatiques que ’on appelle méthode des forces. Son
principe est le suivant. Les équations d’équilibre, sous les charges de volume et
les tractions de surface sur S5, admettent la solution générale

h
iy = o+ > 6t (13.12)
k=1

ol a?j représente une solution particuliére des équations d’équilibre sous les
charges données, tandis que les &fj sont les états d’autocontrainte, gouvernés
par les charges généralisées g ! que I'on appelle, en la circonstance, inconnues
hyperstatiques. La solution particuliére s’obtient dans un systéme isostatique de
référence quelconque, éventuellement méme différent du systéme ayant présidé
a la détermination des états d’autocontrainte. Il est clair que les coupures ayant
mené & la solution particuliére ont rompu la compatibilité, mais celle-ci pourra
étre rétablie en faisant usage du principe de Hellinger-Reissner, ot la variation

des contraintes a précisément pour objet de ’obtenir. Le champ U% étant choisi

1. Les accents circonflexes sont destinés a marquer qu’il s’agit d’états d’autocontrainte.
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Fi1GURE 13.15 — Cadre.

une fois pour toutes, on aura
h
Soij = 6500 (13.13)
k=1

Par définition, les déplacements généralisés conjugués aux états d’autocontrainte
sont toujours imposés — le plus souvent nuls, d’ailleurs. Nous les noterons donc
Gk, conformément & nos conventions générales. L’application particuliére du
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principe de Hellinger-Reissner a ce probléme méne & la condition
h h
. 0d . e
> i [ el = S ansi
k=1 v 90ij k=1

qui entraine, vu arbitraire des dgi, les équations

99

AV = G (13.14)

v 00ij
constituant le théoréme de Menabrea sous sa forme la plus générale. Le méme
résultat aurait d’ailleurs pu étre déduit du principe du minimum de l’énergie
complémentaire totale, car les variations de contrainte considérées sont stati-
quement admissibles.

13.4 Exemples d’application des deux théorémes
précédents

13.4.1 Arc a deux articulations

A titre d’illustration, proposons-nous de calculer le déplacement de la clef
d’un arc & deux articulations soumis & une charge verticale appliquée sur ladite
clef (fig. 13.16). On commence par chercher une solution particuliére, qui s’ob-
tient le plus simplement en placant une rotule sous la charge. Il est aisé de se
rendre compte que cette solution sera

P
T 2cosa

M Yy

y étant représenté sur la figure. Quant & l'état d’autocontrainte, on I’obtient
aisément en remplacant ’appui C' par un appui a rouleaux. Nous noterons M
le champ de moment correspondant. Le déplacement conjugué est

d=uc —uzg
nul dans la solution. Cette derniére est de la forme
M = My + gM
g étant déterminé par la condition
MM p ¢ MM [t a2

—ds = ds+g | —=ds=0
o EI o FEI o EI
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]

g:l

FIGURE 13.16 — Arc & deux articulations.

soit

£ Mo M
fo B ds
£ N2
o ETY

g=-

L’état de contrainte étant déterminé, on calcule le déplacement par le théo-
réme de Castigliano. A cet effet, il suffit de connaitre une distribution de moment
équilibrant une charge unitaire a la clef. Une telle distribution est donnée par

ls) = 5
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Par le théoréme de Castigliano, on a donc

¢ ¢

M MM

w = st:l 0
oy EI PJ, EI

ds

13.4.2 Coupures généralisées

Pour illustrer le fait que la notion de coupure peut étre parfois inattendue,
considérons le systéme & trois barres de la figure 13.17, soumis & une chrge P.
Les équations d’équilibre des trois barres s’écrivent

FIGURE 13.17 — Systéme & trois barres.

Njcosbt; + Nocosly + N3cosfs +P = 0
{ lein01—|—Ngsin92+Ngsin93 0
Pour obtenir des solutions particuliéres & ces équations, on peut poser N; = 0,
Ny = 0 ou encore N3 = (, ce qui revient a couper la barre correspondante.
Mais on peut aussi bien écrire par exemple N; = kNs, avec k quelconque.
C’est ce que 'on appelle une coupure généralisée, pour la simple raison que
sa réalisation technique ne saute pas aux yeux. Elle est cependant possible &
l’aide d’un systéme hydraulique composé de deux vérins dont les pistons ont
des surfaces kS pour la barre 1 et S pour la barre 2 (fig. 13.18). Une connexion
hydraulique garantit 1’égalité des pressions, d’ou

Ny =kSp, N> =_S5p
ce qui implique N1 = kN>. Dans ces conditions, la solution particuliére vérifie

Ny, (kcosby + cosbs) + N3, cosls = —P
N, (ksinfy +sinfy) + N3, sinf; = 0
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kS

FI1GURE 13.18 — Coupure généralisée obtenue a l’aide de vérins.

ce qui donne successivement

B Ngo(k' sin #; + sin 92)

N =
3 sin 03

0

et
Ny, [k cos By + cosy — (ksinfy + sinbs) cotg 03] = —P

ce qui permet de calculer Ny,, N3, et enfin N;,. Bien entendu, cette solution
particuliére n’est pas la plus simple. Aussi allons-nous en chercher une qui, elle,
I’est particuliérement. Elle consiste & imposer la condition

cos 05
Ny, = —Ngy——=
cos 01
ce qui donne directement
P
N3, = —
cos 03

et
Ngo(sin92 — tg 91 COS 92) = —Ngo sin 93 = Ptg 93

Quant & I’état d’autocontrainte, il doit vérifier la double condition

Nl cos 6y + ]\72 cos By + Ng cos 03 0
Nysinf; + Nosinfls + N3sinfls = 0

On peut poser, par exemple, Ny = 1, ce qui donne

]\71 cos 1 + Ng cos 05 —cos b3
N1 sin91 +N2 sin92 = —sin93
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Il est aisé de voir que la solution est unique : le systéme est une fois hypersta-
tique. La solution a donc la forme

Ny = Ny, +gNy, Ny = Na, + Ny, N3 = N3, + N3
avec la condition

/El (N1, JrgNl)Nl /ZZ (N3, Jrlez)Nz /ZS (N3, + ?]NS)N3
0 0 0

=0
By By E5Q)3
soit
/fl NlONldx_’_/éz NQONde_’_/ZS NSONSdm
§= o Ei o E2Q o 383
- lq NZ Lo NQ L3 N?
i 3 3
dr + dr + dx
o Eifh o 2l o E3Q3

13.5 Théoréme de Clapeyron extérieur

Na

9,
4
F1GURE 13.19 — Théoréme de Clapeyron extérieur.

Proposons-nous de calculer 1’énergie complémentaire en termes des charges
et déplacements généralisés (fig. 13.19). Les forces appliquées, gouvernées par

des charges généralisées d’intensité g1,..., gn, peuvent étre équilibrées par des
champs ce contrainte particuliers crz-lj, O (non nécessairement compatibles),
auxquels il convient d’ajouter une combinaison des h états d’autocontrainte
~1 ~h .

Gijs---»07;. On a donc en général

n h
o= ohgk+ Y 000 (13.15)
k=1 =1
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Lorsque le matériau a des propriétés homogénes de degré 1, on a

1 09

P(o
(o) = 2 80”
d’ot, par intégration,

1 0P
V(o) = = | z=—0dV
v 00y; J

- 72%/70— AV + - Zgz a@ 65V
Oij

soit, en faisant appel aux théorémes de Castigliano et de Menabrea,

n h
1 1
= — qQr + — Geq 13.16
(o) 2};%%4-2;94@4 ( )

C’est le théoréme de Clapeyron extérieur.

13.6 Théoréme de réciprocité de Betti

Considérons (fig. 13.20) un corps élastique soumis a deux systémes de charges

différents, caractérisés par les charges généralisées gﬁl) pour le premier et gg)

pour le second. Chacun peut en outre avoir des déplacements imposés, cjél) pour

le premier et qf) pour le second. Calculons la valeur du travail croisé

ng qk)+ZA(1 (2)

On a

(2) (2)
k(l) (1)
z () dv+z () stay
k=
(2)
@
aO'ij J

Ti2

op 1)0'(2)dV

ZJP‘I
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g2(4)

)

F1GURE 13.20 — Théoréme de réciprocité de Betti.
en supposant le corps linéairement élastique. On obtiendrait de la méme fagon

¢! N 2 (2
21 = Zg q;, (1) + Z (2) / C’ijqa )aé}z)dV
k=1

Vu la symétrie des relations de Hooke, on en déduit 712 = 721, soit explicitement

ZQ(I)QkQ) + Zg(l ng qkl) + ZQ(Q qe (13.17)

C’est le théoréme de réciprocité de Betti. On ’énonce souvent en supposant les
déplacements imposés nuls, ce qui donne

Z g,C Z ng) (1) (13.18)
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13.7 Théoréme de réciprocité de Maxwell

F1GURE 13.21 — Théoréme de réciprocité de Maxwell.

Considérons (fig. 13.21) le cas de deux charges généralisées g1 et g2, sans
tassement d’appui, et supposons que

FONEESInC 0
A = 0 g -

On a alors, par le théoréme de Betti,

)
)
|

qél) _ qf)

C’est le théoreme de réciprocité de Mazwell : le déplacement généralisé gz sous
la charge g1 = 1 est égal au déplacement généralisé q1 sous la charge go = 1.



464 CHAPITRE 13. THEOREMES ENERGETIQUES EXTERIEURS



Chapitre 14

Diagrammes d’influence

14.1 Notion de diagramme d’influence

Dans un certain nombre d’applications pratiques, on s’intéresse & un effet
particulier : déplacement généralisé, force généralisée, pour un grand nombre de
cas de charge. L’exemple le plus typique est celui du pont ot en défilant, un
train prend toutes les positions possibles sur le tablier, chacune correspondant
a une sollicitation particuliére. Le diagramme d’influence est précisément la
représentation de la grandeur de ’effet considéré pour une charge unitaire placée
en un point quelconque. Dans le cas d’une charge composée, il suffit alors de
sommer les effets.

14.2 Diagramme d’influence d’un déplacement gé-
néralisé

Soit & chercher le diagramme d’influence d’un déplacement généralisé qq (fig.
14.1). Tragons la déformée de la structure sous une charge conjuguée go = 1.
On notera que, par le théoréme de Betti, le travail d’une charge quelconque g;
sur cette déformeée, soit glqgo), est égal au travail de gg pour la déformée due a
la charge g1, ce qui s’écrit

Tio = gqu)) =To1 = goQél) = q(()1)

465
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FIGURE 14.1 — Ligne d’influence d’un déplacement généralisé.

Ainsi, le déplacement considéré q(()l) di & une charge quelconque g; est égal au

travail de cette charge pour la déformée due & le charge unitaire go = 1. Cette
déformée constitue donc le diagramme d’influence du déplacement qq.

14.3 Diagramme d’influence d’un effet de type
effort

Pour ce probléme, les exposés classiques [12, 67] distinguent le cas des struc-
tures isostatiques, ou il est d’usage d’invoquer le principe des travaux virtuels,
du cas des structures hyperstatiques, pour lesquelles on fait appel au principe
de réciprocité. Voici un exposé unifié fondé sur le principe de variation des dé-
placements.

Soit F' Deffort généralisé (contrainte, réaction, etc.) dont on cherche le dia-
gramme d’influence et soit d(u) le déplacement conjugué a F' pour un champ
de déplacement u. F' sera par exemple (fig. 14.2) la réaction au point A d’une
poutre, le moment en un point D de cette poutre, etc. Une régle essentielle
est que le déplacement d(u) doit étre nul pour toute variation de déplacement
cinématiquement admissible. C’est le cas pour les deux exemples considérés ci-
dessus, car a la réaction est conjuguée la violation de la condition d’appui et au
moment en D, un saut de rotation en ce point.

Pour faire apparaitre d(u) dans le principe de variation des déplacements, on
relache la condition d(u) = 0 en faisant la coupure voulue : on coupera ’appui
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1D
TB T'c:

FIGURE 14.2 — Poutre sur trois appuis.

en A, ou ’on installera une rotule en D. On utilise alors la fonctionnelle énergie

totale augmentée
U+ P — Fd(u) (14.1)

ou F est le multiplicateur de Lagrange associé & la condition d(u) = 0. La
notation U* rappelle que le systéme a subi une coupure, ce dont il faut tenir
compte dans le calcul de ’énergie, en faisant une coupure dans les intégrations.
Pour la commodité, nous utiliserons la notation

1 *
U () = a*(ww), 0" = a*(u,00) = /V Come(Wen@GudV  (14.2)

qui fait bien apparaitre le caractére de forme bilinéaire de 1’énergie. Soit alors v
le champ de déplacement tel que

dv) = -1
{ a*(v,0u) =0 Vou tel que d(du) =0 } (14.3)

Ces conditions signifient que ’on cherche le champ de déplacement v tel que
d(v) = —1 et qu’en outre, I’équilibre soit satisfait en ’absence de charges ex-
térieures. Pour la poutre de la figure 14.12; ce sera le champ de déplacement
représenté en figure 14.3. Pour une poutre sur deux appuis A et B, dont on

FIGURE 14.3 — Déplacement v lié & la réaction en A.

recherche la réaction R4, il s’agira du déplacement de corps rigide indiqué en



468 CHAPITRE 14. DIAGRAMMES D’INFLUENCE

A —— e — ,
-] | B

FIGURE 14.4 — Cas d’une poutre sur deux appuis.

figure 14.4. Le champ de déplacement réel de la structure sous les charges rend
la fonctionnelle (14.1) stationnaire, ce qui s’écrit

a*(u,du) + P(du) — Fd(du) =0
pour tout du. Le choix particulier du = v donne
a*(u,v) +P(v) — Fd(v) =0

Mais on a d’une part d(v) = —1 et d’autre part, comme d(u) = 0, on a également
a*(u,v) =0, ce qui implique

F=-P)="T() (14.4)
On obtient ainsi le théoréme de Land :

Théoréme 11 Pour obtenir le diagramme d’influence d’un effort F', on fait une
coupure relative a cet effort. On cherche alors le déplacement du systéme coupé
tel que, d’une part, la valeur du déplacement conjugué a l’effort considéré soit
égal a (—1) et que, d’autre part, I’équilibre soit vérifié en l’absence de charges.
La valeur de F' pour une mise en charge quelconque est alors égale au travail de
cette mise en charge pour le déplacement en question.

14.3.1 Remarque

Dans le cas d’une structure isostatique, le déplacement en question est le
seul déplacement sans déformation de la structure coupée.

14.4 Exemples

14.4.1 Réaction d’une poutre sur deux appuis

Soit & déterminer la réaction en B de la poutre de la figure 14.5 posée sur
deux appuis A et B et soumise a trois charges Py, P; et P3. On coupe 'appui
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1 3
A | By
A —A

B |E
I

D
q, q,

9
FIGURE 14.5 — Réaction d’une poutre sur deux appuis.

en B et on donne & la poutre un déplacement unitaire en ce point, dans le sens
inverse & Rg. On a alors

_Ac _AD - AE
QC—AB7 QD—AB, qE—AB

d’ou
AD AFE

AC
RB_P1E+P2E+P3@

14.4.2 Effort tranchant d’une poutre sur deux appuis

On considére la poutre sur deux appuis avec encorbellements de la figure
14.6, soumise & un systéme de charges P;, P5, P3, Py. On désire connaitre 1’effort
tranchant au point C. Pour obtenir la ligne d’influence, on effectue une coupure
simple relative a leffort tranchant (coupure de cet effort uniquement). Cette
coupure peut étre congue comme réalisée & ’aide de deux plateaux permettant
de passer le moment mais non l'effort tranchant. Ces plateaux, étant infiniment
rigides, ne permettent que les déformations ot les lévres de la coupure restent
paralléles entre elles. la ligne d’influence est représentée sur la figure. On en
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R N
deo T

>0
FI1GURE 14.6 — Effort tranchant d’une poutre sur deux appuis.

déduit, pour la mise en charge donnée,

Te = Pi1-q1+P2-q2+Ps-q3+Ps-qq
AD BE BF BG
= Pac PeethBetBe

14.4.3 Moment d’une poutre cantilever

Une poutre cantilever est une poutre sur appuis multiples rendue isostatique
a l’aide de rotules. Soit par exemple & déterminer la ligne d’influence du moment
en I de la poutre cantilever de la figure 14.7. On pratique la coupure simple
relative aux moments en F, qui consiste en une rotule en ce point, comme
le montre la figure 14.8. La seule difficulté réside dans la détermination de
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A F BE ¢ D

s &
(v

FIGURE 14.7 — Moment d’une poutre cantilever.

~ i LiM,)

A v LitM,
\Q : 1My

F1GURE 14.8 — Ligens d’influence des moments en E et F.

I’unité : I’angle est en principe unitaire, mais comme il s’agit d’un déplacement
infinitésimal, c¢’est un segment rectiligne situé a une distance horizontale unitaire
de C' qui doit avoir une longueur égale & 1. On a également représenté sur la
figure la ligne d’influence du moment en F.

14.4.4 Moment dans un arc a trois articulations avec mise
en charge indirecte
Pour tracer la déformée de l'arc de la figure 14.9 ou l'on aura préalablement

inséré une rotule en B, on peut chercher le centre instantané de rotation R
de la section BC comme indiqué en figure 14.10. La déformation de I’arc est
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P P
I u/k o LN wow

FIGURE 14.9 — Arc & trois articulations & mise en chatge indirecte.

alors simple & obtenir, et les poteaux et passerelles suivent en gardant leur
longueur, ce qui permet de faire la construction au compas. La seule difficulté
est de définir 'unité. Avant déformation, les points A, B, R sont en ligne droite
et le déplacement BB’ du point B mesure la rotation des deux parties. C’est
dans cette direction que doit étre mesurée la rotation : & une distance égale & 1
(dans la direction RA), I'unité u est paralléle & BB’. Pour une mise en charge
(Py, P, P3), on aura donc

1
MB:a(Pl'Q1+P2'QZ+P3'CI3)

F1GURE 14.10 — Diagramme d’influence du moment en B.
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14.4.5 Reéaction de ’appui intermédiaire d’une poutre sur
trois appuis

La figure 14.11 est suffisamment explicite pour se passer de commentaires.

% Y W—

F1GURE 14.11 — Ligne d’influence de la réaction de ’appui intermédiaire d’une
poutre sur trois appuis.

14.4.6 Effort dans une barre quelconque d’un treillis iso-
statique

FIGURE 14.12 — Treillis.

Sur le treillis de la figure 14.12, soit & déterminer I'influence d’une charge sur
Peffort de traction dans la barre GH. Le déplacement conjugué a cet effort (la



474 CHAPITRE 14. DIAGRAMMES D’INFLUENCE

barre GH étant coupée) est le rapprochement des deux points G et H dans la
direction GH. On donne & ce déplacement la valeur (—1). On détermine alors la
déformée du treillis, par les méthodes classiques de la cinématique des travaux
virtuels (fig. 14.13). La valeur de l'effort de la barre GH pour une charge P; est

F1GURE 14.13 — Diagramme d’influence de ’effort dans la barre GH.

donc )
Neg = -P1-ax
u



Chapitre 15

Stabilité des systémes
élastiques

15.1 Introduction

Le probléme de la stabilité d’un équilibre élastique se pose notamment dans
le cas d’une colonne comprimée par une charge P (fig. 15.1). Si la colonne est

£P
WA

VA
\

\

\\ 4

\\\
|

f
\

¥
N/

FiGURE 15.1 — Flambage.

suffisamment longue, on observe qu’a partir d’'une charge donnée, elle fléchit,

475
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prenant ainsi une nouvelle position d’équilibre assez éloignée de la précédente. !
1l s’agit évidemment d’une instabilité. Dans le cas considéré, elle porte le nom de
flambage et méne le plus souvent & la ruine de I’édifice que soutient la colonne.
C’est dire I'importance pratique du phénoméne.

Nous avons vu, lors de I’étude de I’élasticité géométriquement linéarisée, que
tout état d’équilibre était stable dans le cadre de cette théorie. En conséquence,
la théorie de la stabilité reléve a priori de l’élasticité non linéaire (grands dépla-
cements).

15.2 Principe du minimum de ’énergie

Soit une structure en équilibre sous un systéme de charges, et soit £ ’énergie
totale correspondant & cet état d’équilibre. De nombreuses causes fortuites, au
nombre desquelles il faut compter les vibrations de la fondation, I'effet du vent,
etc., peuvent donner & la structure une certaine énergie cinétique 7. Il s’agit en
I’occurrence de vitesses tendant a déplacer la structure de son état d’équilibre.
Pour que ce déplacement ne croisse pas indéfiniment, il faudra que la variation
d’énergie totale £ tende a diminuer I’énergie cinétique. Or, la conservation de
I’énergie implique

AE+AT =0 (15.1)

si bien que pour obtenir AT < 0 en s’écartant de I’équilibre, il faudra que
A& > 0. Dans ce cas, la structure se mettra & osciller, jusqu’a ce que I’amortisse-
ment inévitable, bien que souvent faible, anihile la vibration. Ainsi, la condition
de stabilité de I’équilibre est que, lors d’un déplacement a partir de la position
d’équilibre, l’énergie totale augmente. C’est la condition de Lejeune-Dirichlet
Dirichlet1847. 11 est équivalent de dire qu’un équilibre stable correspond a un
minimum d’énergie totale.

Il convient de noter que ce principe ne permet que de garantir la stabilité
infinitésimale, c’est-a-dire que la stabilité n’est garantie que pour des perturba-
tions suffisamment petites. Il est trés possible qu’une perturbation assez grande
entraine le passage par un autre point ol l’énergie est maximale, entrainant
ainsi la structure vers un autre minimum qui constituera une nouvelle position
d’équilibre stable. Une comparaison utile et classique consiste & raisonner sur
le probléme d’une bille dans une chaine de montagnes. Dans le cas représenté
en figure 15.2, les points A et B sont deux positions d’équilibre stable. Mais en

1. Pour pouvoir observer ce phénoméne & I’état pur, il convient d’utiliser une colonne faite
d’un matériau a haute limite élastique, car dans le cas contraire, la flexion risque de produire
une déformation plastique menant & la ruine.
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A

FIGURE 15.2 — Analogie de la bille.

donnant une énergie suffisant & la bille, il est possible de passer d’une position
a lautre. Observons que ce probléme est moins académique qu’il ne pourrait
sembler. Ainsi [26], si 'on place un crayon sur sa face extréme plane, comme
Iillustre la figure 15.3, il est stable au sens infinitésimal, car tout petit mouve-
ment autour de sa position d’équilibre reléve son centre de gravité. Néanmoins,

A

I

T,

F1GURE 15.3 — Ce crayon est stable au sens infinitésimal, mais il s’agit d’une
stabilité est précaire.

il s’agit d’un équilibre précaire, car il existe un seuil, fort proche de la verticale,
ol le centre de gravité passe par une hauteur maximale, suite & quoi il redes-
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cend. Un exemple similaire est celui de la bille maintenue en un sommet par
une fraisure (fig. 15.4). On peut donc dire que, dans un certain sens, 1’é¢tude

FIGURE 15.4 — Bille maintenue en équilibre par une fraisure.

de F/ar:ement

FIGURE 15.5 — La stabilité devrait étre mesurée par 1’énergie & apporter pour
la détruire.

de la stabilité infinitésimale est incompléte et que la stabilité d’un équilibre
donné devrait en fait étre mesurée par la plus petite différence d’énergie entre
I’état considéré et une instabilité voisine, comme l'illustre la figure 15.5. Ainsi,
dans le cas du crayon, on observerait que le saut d’énergie correspondant est
trés faible. Malheureusement, dans nombre de cas pratiques, une telle démarche
nécessiterait un nombre d’analyses que ’on ne peut raisonnablement prescrire.

15.3 Variations successives de I’énergie totale

Etant donné un état d’équilibre caractérisé par un champ de déplacement
uY, considérons une petite perturbation 6w du champ de déplacement, ot w
représente une variation cinématiquement admissible de déplacement, de norme
unitaire, et 6, un parameétre réel. Supposant w fixé, ’énergie se présente comme

une fonction de 6. Nous admettrons qu’il est possible de la développer en série
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de Taylor jusqu’au second ordre, c’est-a-dire que
0 0 0 0> 2
EW’ + 0w) = E(u’) + 06E(u ;w)—l—?(s E(ug; w) + 0(6%) (15.2)

ol apparaissent la variation premiére 5€ et la variation seconde 6°E. Le champ
de déplacement u°, comme tout état d’équilibre, vérifie la condition de station-
narité de 'énergie totale

6E(ul;w) =0 (15.3)
si bien que ’on peut écrire

92

AE (W = u® + Ow) = E(u’ + w) — EW°) = 5

52 (uw) + 0(6?)  (15.4)

Pour 6 suffisamment petit, le signe de la variation d’énergie sera celui de la
variation seconde, ce qui permet de dire que si la variation seconde est négative
pour une variation de déplacement donnée de norme unitaire, la structure est
instable. A l'inverse, la structure sera stable si, pour toute variation de déplace-
ment w de norme unitaire, la variation seconde est positive.

Il peut se faire que la variation seconde soit nulle. Dans ce cas, il faut pousser
le développement en série plus loin

94
41

0 0 02 n. 07
E(u” +0w) =E(u’) + 00 + —6°E +

0" o3
5 3!654-

SE+ ... (15.5)

ce qui définit la variation troisiéme, la variation quatriéme, etc. Si la variation
troisiéme est différente de zéro pour un certain w, positive pour fixer les idées,
il suffit de changer le signe de 0 (ce qui équivaut & remplacer w par —w) pour
changer le signe de l’accroissement d’énergie : la structure est donc instable.
Si la variation troisiéme est nulle, on reproduit sur la variation quatriéme le
raisonnement relatif & la variation seconde : elle doit étre positive pour qu’il y
ait stabilité. Plus généralement, si la premiére variation non nulle est d’ordre
impair, I’équilibre est instable. Si cette variation est d’ordre pair, I’équilibre est
stable si elle est toujours positive. Ces résultats s’interprétent aisément a ’aide
de I’analogie de la bille. Le fait que la premiére variation non nulle soit d’ordre
impair signifie que ’on se trouve sur un palier, comme l'illustre la figure 15.6.
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FIGURE 15.6 — Cas ou la premiére variation non nulle est d’ordre impair.

15.4 Analyse générale de la stabilité des corps
élastiques

Nous nous limiterons au cas habituel d’un matériau linéaire. Notant tou-
jours u® le déplacement & ’équilibre et fw la perturbation, on peut écrire les
déformations de Green sous la forme

1
Vi = i[Di(u(; + 0w;) + Dj(uf + 0w;) + Di(ul, + Ow,,)Dj(ul), + Ow,,)]
_ 0 0 1 92 2 15.6
= v+ %‘j"‘g%j (15.6)
avec

’yloj = %(Dlu(j) + Dju(i) + Diu?nDjugn)

vy = 3(Diwj + Djw; + Diupy, Djwe, + Djug, Diwn) (15.7)
’71'2_7' = Dimejwm

L’énergie de déformation s’écrit donc (en supposant I'existence de contraintes
initiales s7; & I'état de référence)
« [0 A
U= [ sl +07;+ o Vi av
v
1 0 A 0 Y
+3 ) Cijrr { 75 + 0735 + 2% ) \ Tkt 07 + PR av

62 62 04
= Uy + 06U + ?521/{ + 5531/1 + Ea‘*u (15.8)



15.4. ANALYSE GENERALE DE LA STABILITE 481

avec

Uy = [y (si0 + 3Cimiyn) dV
U = [y (siyv; + Ciguiyvi) AV
U = [y (si78 + Cigurdvi + Comnvigvig) AV (15.9)
U =3 [, CijviradV
MU = 3 fv Cijkl’yfj%%ldV
Dans le cas usuel de charges mortes, I’énergie potentielle s’écrit
P =P’)+ 6P (15.10)

On a d’abord U + §P = 0, ce qui signifie que le champ de déplacement u°
correspond a un état d’équilibre. Examinons & présent la variation seconde. En
notant 8% les contraintes totales a l’équilibre,

s = st + Cijruviy (15.11)

on peut la mettre sous la forme
52U = / (s?j'y?j + Cijkﬂilﬂlil) av (15.12)
1%

Quel est son signe? Examinons d’abord le second terme. Le tenseur Cjjx; étant

défini positif, ce terme sera toujours positif ou nul, et ne s’annulera que si %-1]- =0.
On a

1
Vilj = 7(Diwj + Djw; + Diuo Djw,y, + Djuo Dywy,)

2 m m

= 5[0yt D) Ditv + (i + D) Dy
et, en introduisant les coordonnées spatiales & 1’équilibre &; = (z; + u),
1 = 5 (D3 Dt + ik D)
Nous noterons 0; les dérivées par rapport aux &;. On a, si 'yilj =0,

1
0= 3pxi8qzj7}j = 5(6qijj§m6pxiDiwm + priDifmaqijjwm)

1
= 5(5qm8pwm + OpmOgWim,)
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soit ]
5(8pwq + 0qwp) =0 (15.13)

La solution de cette équation est
Wy = Ap + €pgrwgésr (15.14)

c’est-a-dire un déplacement de corps rigide & partir de la configuration déformée.
En supposant les déplacements rigides bloqués, on aura donc %-1j # 0, et le second
terme de la variation seconde est toujours positif.

Venons-en au premier terme de cette variation, qui s’écrit

/ $0; D DjwndV
v
Il ne peut jamais étre négatif si le tenseur sgj est défini positif, c’est-a-dire si,
pour tout vecteur g;, on a

533045 > 0
Par conséquent, il ne peut y avoir d’instabilité si le tenseur des contraintes
totales a ’équilibre est défini positif en tout point du corps.

Mis a part cette conclusion qualitative importante, le test de la variation
seconde semble & priori assez délicat & mener, puisqu’il suppose en principe
I’exploration de la totalité de la sphére unité, pour une norme qu’il nous reste &
préciser. Le choix de celle-ci est relativement arbitraire, & ceci prés qu’il convient
au moins qu’il assure la bornation de la variation seconde. La plus simple des
normes assurant cette condition est

ol = | Cprliav (15.15)

Ce choix fait, on évite I’exploration de la sphére unité par la méthode sui-
vante, proposée par Jacobi : appelons p la grandeur
0 A2
[ = sup — fV 515754V
c fV Oz’jkl'}/}j%ildv
C étantl’ensemble des perturbations admissibles de déplacements. Selon la valeur
de u, trois cas peuvent se présenter :

(15.16)

1. 4> 1 - Dans ce cas, pour tout € > 0, il existe un déplacement w € C tel
que

—/VS?ﬂ?jdV > (u—a)/vcijm}ﬂizd‘/
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Il en découle
U = / 02 4 / CopvihdV < (1— i+ ¢) / CiiurikdV < 0
v v v

pour € < u — 1, ce qui implique que 1’équilibre est instable.
2. p <1 - Alors, tout déplacement w € C vérifie

—/‘/Sgﬂfjdv SM/V Cijkl’}/ilj'}/]%ldv < /‘/Cijmilﬂlildv

ce qui signifie que I'on a toujours 2 > 0. L’équilibre est donc stable.
3. u =1 - Dans ce cas, on ne peut pas conclure.

La plupart des auteurs admettent implicitement que la meilleure borne su-
périeure (15.16) est réalisée par un champ de déplacement donné. Or, cette
propriété n’a rien d’évident, et la question reste ouverte dans le cas général 2.
Signalons cependant qu’elle est garantie lorsque les dérivées intervenant dans
le numérateur sont au moins d’un ordre inférieur a celles qui apparaissent dans
le dénominateur, auquel cas il y a compléte continuité (voir par exemple Ne-
cas [63], Riesz et Nagy [76]). Cette condition est vérifiée pour les poutres sans
déformation a ’effort tranchant, les plaques de Kirchhoff et quelques autres cas.

Supposant, cette réalisation effective, la recherche de p peut étre considé-
rée comme le probléme de maximisation du numérateur, moyennant la condi-
tion |Jw||?> = 1, qui peut étre reprise & I’aide d’un multiplicateur lagrangien \.
L’équation variationnelle de ce probléme est alors

J {_/ S?ﬂfj - )\/ Cijkl%'lj’ylildv} =0 (15.17)
v v

et se présente comme un probléme aux valeurs propres A. La plus grande de
celles-ci est précisément p. Le déplacement correspondant est appelé la forme
critique.

15.5 Bifurcation de I’équilibre
On dit qu’il y a instabilité par bifurcation de I’équilibre lorsque I’état d’équi-
libre initial vérifie
Sim + Diul & Sim (15.18)

2. Dans le cas d’une structure discrétisée, cette propriété est évidente, car la sphére unité
dans R™ est compacte, et toute fonction continue y atteint ses bornes.
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c’est-a-dire qu’il est caractérisé par des rotations infinitésimales. Dans ce cas,
on a L
i(Diwi + Diwj) = €5 (w)

et le critére de la variation second se raméne & tester que

1 o
Yij ~

526 = /VsZQjDimejwde-F/vCijkz&j(w)ﬁkl(w)dv >0

Seul, le premier terme subit 'influence de 1’équilibre initial, et il varie linéai-
rement avec les contraintes. C’est pourquoi on parle, dans ce cas, de stabilité
linéaire. On profite de cette propriété pour choisir au départ la forme du champ
de contrainte, et définir son amplitude & part : on choisit donc un champ unitaire

s4; = —Sij (15.19)
et le champ menant & I'instabilité sera —0S;;, oll o est le facteur multiplicatif.
Tout revient & chercher la facteur critique (encore appelé, par abus de langage,
charge critique), défini comme la plus petite valeur de o pour laquelle

526 = —a/ Sij Diwm Djw,dV +/ Cijrgij(w)er(w)dV =0
1% 14
et qui vérifie

o — ing dv Cismci(wep (w)dVv
o weCl fV SijDimejwde

(15.20)

Si cette valeur est réalisée, il est équivalent de chercher les solutions du probléme
aux valeurs propres

1) {/ C’ijkleij(w)akl(w)dv - CT/ SijDikajwde} =0 (15.21)
1% 1%
les formes critique vérifient alors I’équation
Dg(ckhj{:‘ij (w) — JDj (SﬂDlwk) =0 dansV (1522)
et les conditions aux limites
ng(C;ggijsij(w)) —on; (Sngzwk) =0 sur Sy (15.23)

So étant la portion de la surface ou les efforts sont imposés nuls.
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15.6 La colonne d’Euler

le plus classique des problémes de bifurcation est celui d’une colonne encas-
trée en son pied et soumis & une charge P en son sommet (fig. 15.7). Sous une

iP

X

L

FI1GURE 15.7 — Colonne d’Euler.

faible charge, la colonne reste droite; mais & partir d’'une charge donnée, elle
fléchit. C’est ce que 'on appelle le flambage. Appelant z la coordonnée prise
le long de la colonne et x ’axe tel que I, soit le plus petit des deux moments
d’inertie, on écrira

uz = w(z)+za(z)
up = u(z) (15.24)

En admettant 'approximation des gradients de déplacements modérés, on écrira,
en notant d’un prime la dérivation par rapport a z,

1 1
Y33 = Dsuz+ §(D3u1)2 =w +xa’ + §u’2

Diuz +Dsu; =a+u (15.25)

Y13
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Le déplacement & I’équilibre est wgy. La perturbation est caractérisée par w, u
et a. Nous ferons ’hypothése d’absence de déformation due & ’effort tranchant,
ce qui s’écrit

a=—u' (15.26)
et donne
/ 9 1 12
Y3z =w —zTu + 5”
soit
€33 = w —axu”
2 2
Y33 = u'
L’état de contrainte initial normalisé est S33 = —1/£2, ce qui donne directement

la charge critique P comme facteur d’amplitude. Le principe variationnel s’écrit
alors

£
/ (EQuw™ + EI1,”% — Pu'?)dz stationnaire (15.27)
0

Les formes critiques vérifient donc les équations suivantes

—EQuw” = 0 dans]0,/]
EQu'(f) = 0 (15.28)
w(@0) = 0
et
Elu'V + Py’ = 0 dans]0,/]
—EIu"(¢) — Pu'(¢) = 0

W0 = o (15.29)
u(0) = 0

Des équations (15.28), on déduit w = 0. A partir des deux premiéres équations
du systéme (15.29), on déduit

ce qui donne la solution générale

P . P
U(Z>ZACOS\/EZ+BSIDHEZ+C
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Des conditions aux limites en z = 0, on déduit B = 0 et C' = —A. La condition

d’extrémité donne alors
P
76 =
o8 \/; 0
P

1
Eﬁzg—&-(n—lﬁr: (n—2>7r, n entier > 0

1\? 72EI
P_(”z) Iz

Ce sont les charges d’Euler. La plus petite d’entre elles, qui marque la limite de
stabilité, est

soit

ou encore

2Bl
402

P.. = (15.30)

15.7 Autres cas d’appuis

Lorsque les appuis sont différents du cas envisagé ci-dessus, les équations
d’équilibre intérieur restent inchangées, mais les conditions aux limites varient.
Voici quelques cas courants.

15.7.1 Poutre bi-appuyée
Ce cas est illustré par la figure 15.8. Les conditions d’extrémité sont ici
u(0)=0, u{)=0, v (0)=0, uw'¥)=0
L’équation d’équilibre

P
w4+ —u' =0

Bl
admet la solution générale
u(z) = Acoswz + Bsinwz 4+ Cz+ D (15.31)
avec
ol P
~ EI

Les conditions en z = 0 donnent

A+D=0
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FiGURE 15.8 — Flambage d’une poutre sur deux appuis.

et
—Aw? =0

ce qui implique A = D = 0, en excluant le cas w = 0 pour lequel la solution est
identiquement nulle. Ensuite, on déduit des conditions en z = /¢

Bsinwl+Cl =0
et
—B?w?sinwl =0
d’ou C' = 0 et, pour que la solution ne soit pas identiquement nulle,
sinwl =0
ce qui donne
wl =nm, nentier >0
On obtient donc
9 m2El m2ET
=n

=—= (15.32)

P 62 ’ PC'!‘ - [2
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15.7.2 Poutre encastrée-appuyée

P

FIGURE 15.9 - Flambage d’une poutre encastrée-appuyée.

Clest le cas illustré en figure 15.9. Portant dans la solution générale (15.31)
les conditions aux limites

on obtient d’abord
A+D=0, wB+C=0

puis
A(coswl — 1)+ B(sinwl —wl) = 0
—Aw? coswl — Bw?sinwl = 0

Ce systéme homogéne de deux équations aux inconnues A et B n’admet de
solution non nulle que si son déterminant est nul,

—w? sinwl(coswl — 1) 4+ w?(sinwl — wl) =0

soit, en excluant la solution triviale w = 0,

tgwl = wl (15.33)
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FI1GURE 15.10 — Représentation des solutions de tgwl = w.

Pour résoudre cette équation, il est utile de tracer les graphes y = tgw/ et
y = wl, voir figure 15.10. Les solutions cherchées sont leurs intersections. Pour
wl grand, on peut résoudre approximativement 1’équation tgwf = oo, ce qui
meéne aux solutions asymptotiques

™
(wl),, ~= 5 +nm
Pour obtenir avec précision la premiére solution, on peut utiliser I'itération
(W41 = arctg(wl)y + 7

en partant de w. Aprés quatre itérations, 4 chiffres sont stabilisés :

P
0 =4,493 =/ —
v Bl
ce qui donne
4,493)2E1 ET 2ET ’EI
p, = \LA93)°BL 20,19—> = —~ ~ (15.34)

Iz 2~ (0,69920)2  (0,70)2
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La solution asymptotique wf = 37” elit donné la valeur par excés
m2EI EI
P,~—— =2221—
(0,6667¢)2 02

15.7.3 Poutre bi-encastrée

p

Av

FIGURE 15.11 — Flambage d’une poutre bi-encastrée.

Les conditions aux appuis de ce cas représenté en figure 15.11 sont
w(0) =0, «'(0)=0, u()=0, u'()=0
En les portant dans la solution générale (15.31), on obtient d’abord
A+D=0, wB+C=0

puis

|
o

A(coswl — 1) + B(sinwl — wf)
—Awsinwl + B(coswl — 1)

|
o

491
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Ce systéme homogeéne en A et B n’admet de solution non nulle que si

w(coswl — 1) 4+ w(sinwl — wl) sinwl = 0

ce qui implique, pour w # 0

cos?wl — 2coswl + 1 + sin wl — wlsinwl = 0

soit
2(1 — coswl) = wlsinwl

Ceci peut encore s’écrire

14 14 14
4 sin? % = w€~2sin%cos%
soit ’ ’ ’
4sin — (sin % % cos %) =0
Cette équation est résolue chaque fois que
wl
9
sin =
ou
ot wt
89 72
Les solutions de (15.36) sont
wl .
5 = nm, n entier > 0
soit
an’m2El Am2EI
P= /2 y cr = /2

(15.35)

(15.36)

(15.37)

(15.38)

Quant a Péquation (15.37), elle se résout comme dans le cas de la poutre
encastrée-appuyée. La plus petite valeur de “’7[ est alors 4,493, ce qui donne

o 4m2ET
0 (0,6992¢)2

(15.39)

valeur plus grande que la précédente. L’existence de ces deux familles de modes
critiques s’explique aisément : le premier mode critique présente deux points
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Yy

YISl s
a b

F1GURE 15.12 — Les deux familles de modes critiques d’une poutre bi-encastrée.

d’inflexion ot M = 0, voir figure 15.12a. La partie centrale, de longueur ¢/2,
peut donc étre identifiée & une poutre sur deux appuis, d’oul la solution

P, = m2EI
(¢/2)?

Le deuxiéme présente un point d’inflexion au centre et la poutre peut donc étre
assimilée & ’assemblage bout a bout de deux poutres encastrées-appuyées de
longueur ¢/2, voir figure 15.12b. 1l vient donc

, m?El

 (0,6992%)°

cr



494 CHAPITRE 15. STABILITE DES SYSTEMES ELASTIQUES

15.8 Colonne flambant sous son propre poids ou
sous une charge longitudinale uniformément
répartie

15.8.1 Colonne encastrée a sa base et flambant sous son
propre poids

{

i

¥

* )

¥9

;i
|

{

\
171,

FIGURE 15.13 — Colonne sous une charge uniformément répartie.

Dans ce cas illustré en figure 15.13, soit ¢ la densité linéique de charge. La
solution statique est donc

NY = —q(f—2) (15.40)

ce qui méne au probléme de stationnarisation de la fonctionnelle

¢ ¢
/ ElIu?dz — q/ (6 — 2)u?dz (15.41)
0 0
L’équation de la forme critique est donc

—[(t = 2] =0 (15.42)
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avec les conditions aux limites

—EI"(0) — q(¢ — O

)
g - (15.43)
)

o O OO

La solution exacte de ce probléme a été développée par Greenhill [42, 86]. Elle
fait appel aux fonctions de Bessel d’ordre 1/3 et son exposé est assez lourd. Nous
nous contenterons ici de développer une solution approchée par la méthode de
Rayleigh-Ritz. Posant

u = az’ + B2* (15.44)

on satisfait aux conditions aux limites en z = 0. On calcule sans difficulté
/Z(e — 2)udz =04 <1A2 + 3By 6AB€>
0 3 10 10
et ;
/0 w?dz = € (44 + 12ABL + 12B(?)

Il suffit donc de trouver les points stationnaires de la forme quadratique
s 36 2,2 38
A2 (4—-C ) +2ABL(6 - "= ) + B** (12 - &

( 3 + 6 10 + 10

en posant
_af

B_EI

Il en découle les équations

(1-8)a+(6-%)B = 0
(—%)A+(12—% B =0

compatibles en dehors de la solution nulle moyennant la condition

(-5) (- 8)- -3 -

5% — 1603 4+ 1200 = 0

soit
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La plus petite racine de cette équation est

ce qui donne

EI
(g0)er = 7,889 (15.46)

La solution exacte est S.. = 7,837, inférieure & la valeur approchée de 7°/
seulement.

15.8.2 Colonne bi-appuyée, soumise a la fois & une charge
en bout et 4 une charge répartie

-0

- W B A o e O W T

!

FIGURE 15.14 — Colonne bi-appuyée, soumise & la fois & une charge en bout et
a une charge répartie.

En comptant, comme 'indique la figure 15.14, la coordonnée z & partir du
point le plus haut de la poutre, on a ici

N°z)=—-P—qz (15.47)
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ce qui méne & rendre stationnaire ’expression

¢ ¢ ¢
/ Elu%dz — P/ uw?dz — q/ 2u'?dz
0 0 0

On résout ce probléme de maniére approchée en posant [86]

u(z) = Asm% (15.48)
ce qui rameéne la variation seconde a
2A2 7T2A2 62
o) AQ— —P—— —q——
Iz e 2 ey
Le point stationnaire correspond donc & la condition
g¢ mEI
P+ == =P 15.49
3 2 " (15.49)

On constate que cette solution équivaut & admettre que la moitié de la charge
répartie est appliquée & chacune des extrémités de la poutre.

15.9 Effet de la déformation due a l’effort tran-
chant

Pour évaluer leffet de la déformation due & D'effort tranchant, nous repar-
tirons des expressions (15.24) et (15.25), mais nous abandonnerons ’hypothése
(15.26). La variation seconde s’écrit alors

¢ ¢
52U = / {EQw’2 + EId? + G (a + u'2)} dz + / Nou'?dz (15.50)
0 0

Traitons par exemple le cas d’une poutre bi-appuyée chargée en bout. Nous
noterons encore Ny = —P. Les équations relatives & w sont les mémes qu’en
I’absence de déformation a l’effort tranchant et ménent encore & w = 0. Les
équations relatives & a et u sont

—(EIdY + G*(a+u') = 0 dans]0,/]
—(GO*(a+u)) + (Pu') = 0 dans]0,/{]
EId(0) = 0
EI/(f) = 0 (15.51)
u(@) = 0
ull) = 0
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De la deuxiéme, on tire

P
"= (1- ! 15.52
@ ( GQ*) u (15.52)
soit
P
avec A—cte et P
(a+u')= e u +GFA
Introduisant ces résultats dans la premiére équation de (15.51), on obtient
P " ! *
EI liGQ* "+ Pu' +GUTA=0
ce qui équivaut a
u'V Wi’ =0 (15.53)
avec P
w? = — (15.54)
EIl1-
(1~ am)

Les conditions aux limites sont, compte tenu de (15.52)

On retrouve donc le méme probléme que sans effort tranchant, mais avec une
autre définition de w. La solution est donc encore

nm

soit

1

GOF

en notant Pg la charge d’Euler. On en déduit, pour m =1,

P
P, =P j ——
E( GQ*)
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soit

P, = (15.55)

Pg
1
oo

Ce résultat a été obtenu par Engesser [23]. La correction relative par rapport a
la charge d’Euler est

2
T EL (15.56)
GQ* 02

Pour les poutres courantes, ce rapport est petit, et la correction est négligeable.
En revanche, pour les poutres composées de plusieurs matériaux et pour les
structures en treillis étudiées comme des poutres & titre d’approximation, la
section de cisaillement Q2* peut étre relativement petite, de sorte que le rapport
(15.56) ne soit plus négligeable devant I'unité. La formule d’Engesser a d’ailleurs
été mise & I’honneur suite a la ruine, au début du X X ¢ siécle, du Pont du Québec
qui était formé de poutres en treillis [24, 25].

15.10 Stabilité des plaques

Nous considérerons, dans cette section, des plaques de Kirchhoff soumises &
des efforts membranaires

0 0
Noz,B = taaﬁ

Dans certaines circonstances, ces efforts peuvent mener au voilement, qui consiste
en une flexion de la plaque. Le champ de déplacements correspondant est de la
forme

up = —zDjw(x,y)
uy = —zDyw(z,y) (15.57)
us = w(m, y)
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Les déformations de Green correspondant a la sollicitation initiale s’écrivent
alors, dans le cadre des gradients de déplacements modérés,

1 1
m1 = Diui+ §(D1U2)2 + §(D1u3)2

1 1
= Dyuy + §ZQ(D121U)2 + §(D1w)2
1 1
Yoo = Doug+ §(D2u1)2 + §(D2U3)2
1 1
= Doug + 522(D21w)2 + §(D2w)2
1
Y2 = §(D1U2 + Douy + DyuzDaug)
1
5(D1U2 + Douy + DleQU}) (1558)
si bien que
7 = 2(Diw)’ 4 (Diw)?
V32 2*(D1ow)* + (Dyw)?
v, = DiwDyw (15.59)

La variation seconde de I’énergie s’écrit donc

52U = / D{(V?w)? +2(1 — v) [(D12w)?® — D1ywDasw] } ds
s

t3
—l—/s(ogl —|—032)E(D12w)2d5+/SNQOBDalegwdS

On notera que comme les contraintes initiales sont nécessairement beaucoup plus
petites que les modules élastiques, la deuxiéme intégrale de cette expression est
négligeable devant la premiére. Dés lors, en posant

N2g=—PNus (15.60)

«

on obtient I’expression simplifiée suivante
82U = / D {(V?w)? +2(1 — v) [(D12w)* — DyywDapw] } ds
s
— P/ NagDangwdS (15.61)
s

qui est due & Bryan [8].
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15.11 Voilement d’une plaque rectangulaire sim-
plement appuyée et comprimée dans une

direction
by
— ——
— -
NX ] et b4
R— i e
] D
S (e
X
a

FIGURE 15.15 — Plaque comprimée dans une direction.

La figure 15.15 représente le probléme. Développant le déplacement w en
série double de Navier

b

w = Z Wiy, SID Y i Y (15.62)
a

on obtient aisément & partir de (15.61), en posant N, = 1,

4 2 2\ 2 2 2
9, T ab 9 m n m* o 7 ab
Fu=pTE S vk, ( ; b2> Py T
La variation de w,,, fournit la charge
Dr2a? (m? n2\? Dn? n2 a2\ >
Prn = =5 (az+bz> Sl <m+mbz> (15.63)

Pour m fixé, c’est toujours P,,1 qui a la plus petite valeur,

Dr? 1a2\?
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La valeur critique de m dépend du rapport a/b. On a

0P,  Dn? 1 a? 1 a?
om a? mt m b2 m?2 b2

et cette dérivée s’annule pour

m=3 (15.65)

C’est donc la valeur entiére de m la plus proche de a/b qui donne le minimum.
La valeur de celui-ci est toujours supérieure &

b T

D% sa  a\2 Dr?
a? ( ) :462

On a donc toujours en pratique

Dr?
P, = 4ka’ k>1, k=1 (15.66)

Pour trouver la valeur de k, voyons comment évoluent les charges P,,; en fonc-
tion du rapport a/b. On a

Dn? 1a2\?

P = 0 (””w)
D2 1 a? 2
B = = <(m+1)+(m+1)b2)

donc Py = P11 lorsque

+ Lo (m+1)+ Lo
m+ ——==(m —_—
m b2 m+ 1 b2
soit pour
1 a? _

m(m+1) b2
c’est-a-dire “

3 (m+1)

Dr Dr? Dr? [ 4m? + dm + 1
Pot = 2 [+ (m+ 1)) = a” (2m+1)? = b;r (m +Am )

m2+m
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soit

Ainsi, & partir de a/b =1, on a toujours

l<k<1l+ = ~14+ ! =1+ s
am(m+1) 4%; B 4a?

c’est-a-dire que k ne s’écarte guére de 'unité. En particulier, la transition entre
P11 et Py; a lieu pour

a

29

b V2
valeur pour laquelle

1
k=1+35=112

C’est la plus grande valeur pour a/b > 1. Pour a/b < 1, on a

Dr? a2\> D (b a\®
Py =2 (1% 27 (0 a
1= <+b2> 52 (a+b>

1/b a\’
k=—-|-+-
4 (a + b)
Pour les besoins de la pratique, on se place du coté de la sécurité en admet-
tant la valeur unique

soit

4D7?

Pcr% b2

toujours approchée par défaut, et d’autant plus correcte que le rapport a/b est
plus grand. Tout ce qui précéde est bien illustré par la figure 15.16 qui représente
les valeurs de k en fonction du rapport a/b.

Il est intéressant, quant a la physique du probléme, de noter que la condi-
tion (15.65) signifie que la plaque tend a voiler selon des cellules de voilement
sensiblement carrées. C’est 'impossibilité de ce mode de déformation pour a/b
non entier qui reléve la charge critique.
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1125 104 102

1VvZz 2 Ve 3 Viz o 4 an
FIGURE 15.16 — Diagramme du coeflicient & en fonction du rapport a/b.

15.12 Flambage par flexion et torsion

Dans I’étude du flambage, nous n’avons jusqu’ici considéré que l'instabilité
en flexion. Mais il peut se faire, lorsque la poutre a une faible raideur de torsion,
que des formes critiques plus complexes ménent & une charge critique plus faible.
Ce genre d’instabilité est fréquent dans le cas des poutres & parois minces. Nous
considérerons donc des déplacements transversaux incluant de la torsion, soit

u = u(z) —yb(2)
us = v(z)+x0(z) (15.67)

1l vient alors, dans le cadre des gradients de déplacements modérés,

1 1
Y33 = Dsug+ §(D3U1)2 + §(D3u2)2
_ 1 12 1 12 In! In! 1 7.2 2
= —u"4+ 0" —u0y+00x+ =0 (2" +y*)
2 2 2
soit
Yoy = u? v =20y + 200 + 0 (2% + ) (15.68)

Dans le cas d’un champ de contrainte initial de compression pure

P
0y = o) (15.69)
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on a donc

¢
I
/ 093Y33dV = —P/ (u’2 +v? + ;2’0'2> dz (15.70)
v 0

Reprenant alors le terme linéaire de ’énergie d’une poutre en flexion et torsion,
on obtient

£
52U = / (ELw? 4 ELyw’? + EKO"? + 2ELv" 0" + 2EL,u"0") dz

0
0 4 I
+/ GJO"?dz — P/ <u’2 + 0"+ 5’9’2> dz (15.71)
0 0

ou, rappelons-le, les intégrales L, et L, sont liées au coordonnées du centre de
torsion par les relations

Ly =—Iyr, Ly=I,z7 (15.72)

Les équations régissant les formes critiques se déduisent aisément de l’ex-
pression (15.71). Dans le cas d’une colonne encastrée a sa base et libre & son
extrémité, elles s’écrivent

— Pour u

ELu" + EL6"Y + Puw =
u(0) =

Il
coococo

u'(0)
ELaw’ (0) + EL,0” (¢)
ELu" () + EL,0"(¢) + Pu'(f)

— Pour v

Elo"Y + EL6"Y + Py’ =
v(0)

dans |0, ¢]

I
coococo

v'(0)
ELw () + EL0" () =
ELu"(¢) + EL,0" (0) + Pv' ({)
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— Pour 0
I
EK#YV + EL o'V + ELvaV - GJO + PEPG”
6(0)

nullité du gauchissement : 6’(0)
EKO’({) + +ELyu”(¢) + EL,v” (0)

PI
EKO0"(¢)++EL!"” (£)+ EL" () — GJO'(¢) + ?”9’(6)
En posant

u:U(lfcos¥), V= (lfcos%), 9:@(1fcos%)

on satisfait aux trois premiéres conditions aux limites pour chaque
reste alors & vérifier les conditions

3 3
(E] 7T—P7T)U+EL AN

AT S
m  Pr w3
o A V) -
( 50 2z)V+ v5E®
3 3 I T
EL L EK T _prlle
gl y8£3v+( 8€3+GJ2€ 9213)@

En introduisant les notations

2 2 2

on obtient la condition suivante :
P, —P 0 —yrby
0 P,—P vrPy | _ g
—yrPr arP, 2(p,—P)

Q

= 0 dans]0,/|

I
o

(15.73)

champ. 1l

0(15.74)

(15.75)

(15.76)

dont les trois solutions sont les charges critiques relatives aux trois formes fon-
damentales de flambage. Les formes critiques s’obtiennent alors en combinant
(15.73) et (15.74). Il est intéressant de considérer deux cas particuliers.
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15.12.1 Le centre de torsion coincide avec le centre de
gravité
Dans ce cas, L, = L, = 0 et le systéme (15.74) est découplé. Les trois charges

critiques sont P, P,, Py. Si y est la plus petite des deux inerties de flexion, le
flambage par torsion sera déterminant si

Q m2EK m2EI
— < Y
I <GJ+ 102 )— 102

soit si
J ET?EK 7T2Ely

I, T GaLeE < I
Or, le gauchissement de torsion v a les coordonnées pour gradient, ce qui im-

plique ¢ = O(p?) o p est le rayon de giration de la section. Il en découle
que

K= 24V = O(p*Q
/Vw (P*Q2)

Comme
I, = p*Q

ce qui signifie que ’on doit avoir

< mEIl, Em’EK (p2>

J
I, = 42 G aLe T \e2

Cette condition d’extréme petitesse du rapport J/I, n’est vérifiée en pratique

que pour les sections minces, pour lesquelles

J = 0 (pt3) , t = épaisseur du profil
I, = O (P4)

J 3
fp—@(ps)

si bien que le lambement par torsion ne pourra étre déterminant que si

ce qui donne

% <0 (%)2/3 (15.77)
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15.12.2 La section posséde un axe de symétrie

Dans ce cas, une des coordonnées du centre de torsion, soit yr, est nulle et
une des charges critiques est P,. Les deux autres vérifient I’équation

~

(P,—P)2(Py—P)—27P,=0

Q
soit

2 Qx%
P°— (Py+ Pp)P+ | PyPy — I—Py =0
p

Les solutions de cette équation sont données par

Qa2
(Py+P0)i\/(Py_P9)2+4 IT
P

1
P=3 P, (15.78)

La plus petite de ces valeurs est inférieure a P, et & P, et la plus grande leur
est supérieure. Cependant, pour que cet écart se fasse sentir, il faut que

2
Qa7

4
I

Py

soit du méme ordre de grandeur que | Py — Py|.

15.13 Déversement des poutres fléchies

Le déversement est une instabilité particuliére des poutres possédant un
moment d’inertie I, beaucoup plus grand que 'autre et chargées en flexion
dans le plan de forte inertie (c’est notamment le cas des poutres en I ayant une
ame trés haute et des semelles de faible largeur). On observe qu’a partir d’une
certaine valeur du moment, le plan de forte inertie de la poutre se voile, dans un
mouvement comprenant a la fois de la translation et de la torsion. Nous nous
limiterons au cas des poutres ayant deux axes de symétrie. On a donc

I.>1,, I,>»J, xr=yr=0 (15.79)

La sollicitation initiale est un moment z°, pouvant dépendre de z. Il y est associé
une contrainte d’extension

M?
0 _ z
z I;C

(2

(15.80)
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et des contraintes de cisaillement 70, et 70, vérifiant les équations

yz
0/
D7), + Dy1)), + Iw r = 0 dans
M Ter +N2Ty, = 0 sur 09 (15.81)
JoTe-d = TO= MY
fQ Tyzd) = 0
La perturbation de déplacement sera de la forme
up = u(z) —yb(z)
{ uy = v(z)+z0(z) (15.82)
ce qui donne, dans le cadre des gradients de déplacements modérés,
V3 = (Diu1)? + (Dyu2)? = u'? + 0% — 2y0'u’ + 22600 + 0" (2? + y?)
V2 = DiugDsus = 0(v' + 0'z)
V33 = DouyDsuy = —0(u' —0'y)
(15.83)
On a donc

/Q(USV:?B + 279?2’713 + 27 2723)d9
= 2M20"V + 200" T + 206’ / (@Tps + y7y2)dQ)  (15.84)
Q

Examinons la derniére intégrale du second membre. On a

2 2 2 2
/(.ISTIZ-FyTyz)dQ:/ {Tszl (33 —2i-y )+TyzD2 (m —;—y )} dQ
Q Q

2 2
:/ (55 —;y )(anMﬁ—ngTyZ )dQ — / (a: + 32 > (D173 + Doty )dQ2
(o9} w
— Ti (ereryQ> dQ =0
Q

I, 2

en vertu des symétries de la section. En conséquence,

/ (027935 + 279715 + 279, 733)dQ2 = 2MJ0'v' + 200'T,) = 20/ (MJ9)"  (15.85)
Q
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compte tenu du fait que TO = Mg/.
La variation seconde de l’énergie de déformation s’écrit donc, en posant
My = Au(2),

14 4
52U = / (ELv"? + EK0"? + GJ0?)dz + 2\ / o' (uf)' dz (15.86)
0 0

15.13.1 Déversement d’une poutre soumise & un moment
quelconque et appuyée a ses extrémités de telle
facon que v=0et 6 =0

Ce genre d’appui correspond rigoureusement a une fourche articulée a ses
extrémités, voir figure 15.17. La variation de v dans (15.86) fournit les conditions

1%

FI1GURE 15.17 — Appui sur fourche.

ELo™ —Aub)” = 0 dans]0,/] (15.87)
v(0)=v({) = 0
ELw"(0) = ELw(0) = 0

De ’équation (15.87), on déduit

o
” = Ai
v Ely +ClZ+CQ

et, comme v” et 0 s’annulent aux extrémités, cela se raméne a

no
V= A—— 15.
v ¥, (15.88)
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Réintroduisons ce résultat dans (15.86). On a d’une part

£ 0 292
/ ELp %dz = \2 / P2 dz
0 0 EIy

et d’autre part, comme 6 = 0 aux extrémités,

‘ ‘ £ 202
0 wo
9 ’ "dy = 2y [_2/ » M — _9 2/
)\/0 v’ (uh)'dz = 2[v' b, ; T dz A . EI, dz

Y

Ceci raméne la variation seconde & l’expression suivante qui ne contient que le
champ 6 :

¢ L M292
§*U = / (EKO"? + GJ0"%)dz — \? / dz (15.89)
o o EI,

Il en découle la formule générale

¢ 1/2
0/2 EKG”2 d

I u202d>

Aer = /EIL, - GJ (ir;f

Traitons le cas particulier d’'un moment constant (x = 1). La variation de 6
dans (15.89) conduit alors a I’équation

EK0"Y —GJe — AQi =0
EI,

La solution générale de cette équation est
0 = Cicosaz + Cysinaz + Czch Bz 4+ Cysh Bz

avec

VG2 HANE — G
‘= 2EK » P=

JG2J? + 4)\2% +GJ

2EK

Les conditions en z = 0 sont

0 = 0 dou Ci+C5=0
7 = 0 dou alCi+pBC3=0
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ce qui implique C; = C5=0. En z = ¢,
0 = 0 dou Chsinal+ CyshpBl =0
07 = 0 dou —a?Cysinal+ 2Cyshfl =0
La compatibilité de ce systéme en Cy et Cy exige
sin alsh Bl(a® 4 ) =0

et, comme « et 3 sont positifs, cela implique

sinal =0
et, donc, C4 = 0. On obtient finalement

0 = Cysinaz

K 2,2
G2J2 +4X2— — GJ =2EK T
I, Iz

avec af = nm, soit

c’est-a-dire
K 2,2\ 2 2,2
GPJ? + 4= = (2BEK ) + @GP +4EK G
1 02 02
ou encore,
EI,GJ n?m? EK
2 y 2.2
= —- 1 _—
A e T ( 2 GJ)
La charge critique est donc
VEIL,GJ \/ 72 EK
Aer = ———m\/ 1+ —— 15.91
7 m/1+ IENeN; (15.91)

15.13.2 Remarque sur la répartition des charges [58]

Dans le probléme du déversement, si les charges ne sont pas appliquées sur
I’axe neutre, mais & une hauteur a par rapport a celui-ci, leur énergie potentielle
s’écrit (voir fig. 15.18)

P =—Plu+ a(l — cosb)]
si bien que
5P = —Pah?
et ce terme doit étre ajouté & la variation seconde :

82€ = 5°U — Pab? (15.92)
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FIGURE 15.18 — Effet déstabilisant de la hauteur du point d’application de la
charge.

15.13.3 Déversement d’une poutre appuyée sur des fourches
en ses deux extrémités, sous 1’effet d’une charge
centrale appliquée & une hauteur a par rapport a
Paxe neutre

On peut chercher une solution approchée de ce probléme par une technique
de Rayleigh-Ritz, en posant

0(z) = Osin % (15.93)
Le moment d’équilibre vaut
z
P§ dans ]0,¢/2|

P%’Z dans  10/2, (]



514 CHAPITRE 15. STABILITE DES SYSTEMES ELASTIQUES

Il vient alors, en tenant compte de la symétrie du probléme par rapport au point
d’application de la charge,

2 ‘ 2 ” 2P2 (12, NT?
& /O(EK9 +GK0 >dz_4EIx/0 2°0°dz — Pa {0 (2)]

pP2e2 [? Tz
_ 2 2 2.2 _ 2
= EK%S@ +GJ 9 24 I /0 z° sin i dz — Pa®

Pour le calcul de l'intégrale qui reste encore, on note que

£/2 2/2
/ 2% sin? dez = 1 / 1 —cos 2z dz
0 14 2 Jo L

B 2 2
= —77/ 22 cos 22 dz
8 2, ‘

&

VT 167r3/ ¢ cosgd

48 1673

1 1 246
= /3 — ) =
(48 + 87r2> 4872

= 63{1 L (26 cos € + (&2 2)sin§]g}

L’annulation de la variation seconde donne alors une équation du second degré
en P,

P24 Pa— —
2 GJ

(2 +6)¢3 2 1+ 2 EK
96m2ET, 20

o) o=

soit

5 96m%El.a 7 487* EI,GJ ﬁ% B
(72 4 6)¢3 m2+6 04 2 GJ)
La racine positive de cette équation de la forme

P24+ bP—c=0

est
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soit, explicitement,

2 EK
\/ELEGJ <1 + €2G<]>

P, = 17,16 e K (15.94)
avec
K = — ! : — (15.95)
\/1+12, 108—2W%2ECTIJ()+3,478z ST T

Pour les faibles valeurs du rapport a/¢, on peut écrire sans grande erreur

2
prGr(1+ T EE
2 GJ a EI,
¢ LV GI(1+=E5)

(15.96)
La formule (15.94) estime la charge critique avec un excés d’environ 3%. Les va-
leurs exactes ont été calculées par Timoshenko [85] & partir d’'un développement
en série.

P., =17,16
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Annexe A

Equations de ’élasticité en
coordonnées curvilignes
orthogonales

A.1 Introduction

Il n’est pas rare de devoir écrire les équations de 1’élasticité en coordonnées
curvilignes. Le plus souvent, il est vrai, il s’agit de coordonnées curvilignes or-
thogonales. Mais aprés un certain nombre de travaux dans ce cadre restreint
[14], nous sommes finalement arrivé & la conclusion que le chemin le plus simple
est encore d’examiner au départ le cas de coordonnées curvilignes quelconques,
puis de particulariser les résultats aux coordonnées curvilignes orthogonales. On
peut ainsi obtenir sans grand effort la forme générale des opérateurs courants —
gradient, divergence, rotationnel, laplacien — ainsi que ’expression générale des
déformations et des équations d’équilibre pour tout systéme orthogonal.

A.2 Coordonnées curvilignes

A.2.1 Base covariante

Soit P un point de I’espace euclidien & trois dimensions, dépendant de trois

coordonnées z!, 2% 23, de telle facon que P(x!, 22 2%) € C2%. On appelle base

o17
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covariante I’ensemble des trois vecteurs
gi = D;P (A1)

pour autant qu’ils soient linéairement indépendants. Tout vecteur a peut alors
étre mis sous la forme 4
a=a'g; (A.2)

Les nombres a’ sont appelés composantes contravariantes du vecteur a.

A.2.2 Tenseur métrique

Pour une variation infinitésimale dz? des coordonnées, le point P se déplace
d’un vecteur dP = g;dz*. [’élément de longueur correspondant est donné par

ds? = dP - dP = g;dz" - g;da’ = g;jda’dx’ (A.3)
ce qui fait apparaitre le tenseur métrique
9ij = &i " 8j (A4)

qui, par définition, est symétrique et défini positif. Son inverse est noté g*,
c’est-a-dire que _ _
glkgkj =J; (A.5)

A.2.3 Base contravariante

Appliquant le tenseur métrique inverse ¢*/ a la base covariante, on obtient
les vecteurs

g' =g"g; (A.6)
qui jouissent de la propriété suivante :
g g =9%gk g =9"g =0 (A7)

Ces vecteurs g’ forment la base contravariante. La propriété (A.7) exprime que
les deux bases sont biorthogonales. Tout vecteur a peut étre mis sous la forme

a=a;g' (A.8)

Les nombres a; sont appelés composantes covariantes du vecteur a. On notera
que

a-g; = ajgj c8i = aj(;g = a; (Ag)
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A.2.4 Produit scalaire de deux vecteurs

Etant donné deux vecteurs a et b, on a les quatre expressions suivantes de
leur produit scalaire :

a;gl - brgr = aibsp = alb’
4 alg; - bkg"”' = aibkéf = a';
a-b= ag-bg = gyaib (A.11)
aigl . bjgj = g”aibj

A.2.5 Produit mixte et produit vectoriel
Produit mixte de trois vecteurs

Le produit mizte (a,b,c) de trois vecteurs a, b et ¢ est un nombre défini

comme suit :

— Sa grandeur est égale au volume du parallélipipéde construit sur les trois
vecteurs en question.

— Son signe est positif si le triedre {a,b,c} a la méme orientation (dex-
trorsum ou sinistrorsum) que le triedre {g, g2, g3}, négatif dans le cas
contraire.

Il va de soi que cette définition n’est pas totalement indépendante de la base
choisie, puisque le produit mixte change de signe si I’on change ’orientation
d’un des vecteurs de base ou si 'on permute deux éléments de la base. C’est
pourquoi on dit que le produit mixte est un pseudo-scalaire.

Le produit mixte jouit de la propriété suivante :

(a7b7c)(d’evf) = (A].Q)

o oW
S oAy
o T
® 0o 0
6o T
= h

qu'il est facile de vérifier dans un systéme d’axes cartésiens rectangulaires, o

ar b
(37 b7 C) = ag b2 C2
az by c3

Introduisant alors le pseudo-tenseur de Lévy-Civitta

Eijk = (gi7 g5, gk) (A-13)



520 ANNEXE A. COORDONNEES CURVILIGNES ORTHOGONALES

on remarquera qu’il est totalement antisymétrique et ne posséde de ce fait qu’une
seule composante indépendante, & savoir

€123 = (81,82,83) >0

La propriété (A.12) entraine alors

2181 8182 8183
(6123)2 =| 8281 828 82:'83 | =49
2381 8382 8383

en notant g le déterminant du tenseur métrique. Il vient donc

€123 = \/g (A14)

Produit vectoriel

On définit alors le produit vectoriel a x b de deux vecteurs a et b par
axb=(a,b,gg"
Développant a et b dans la base covariante, on obtient alors
axb=ab (g, g 88" = cnija't/g"

soit, pour c = a x b,

L = e;ﬂ-jaibj (A.15)
De la méme facon, en posant
et = (g',¢7,8") = """ etmn (A.16)
on trouve )
123
e = % (A.17)

et, pour ¢ = a x b, il vient

¢t = e*a;by, (A.18)
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Produits de pseudo-tenseurs de Lévy-Civitta

La propriété (A.12) implique

62 st 6
€% pn = (&', 87, 8") (80, 8m &) = | 6] &1, &)
ot o ok

= 5309, 6F 4 570k 68 + 61 5168 — 6160 08 — 5163 5k — 5t 510k (A.19)
En particulier,

€9F e inn = 369 6% -5 6% 6% 63 — k5T 361 6% — 5 5% = 57 6k — 5% 63 (A.20)

m-n n-m m-n n-m m-n m-n m-n
il = 36% — §F = 25k (A.21)
et
Emké'ijk =6 (A.22)

A.3 Dérivation des vecteurs de base

A.3.1 Dérivées de la base covariante

Dans maintes applications, il est nécessaire de dériver les vecteurs de base.
A cette fin, on pose
Dygi - 8¢ =Tkei (A.23)

On donne aux I'gy; le nom de symboles de Christoffel de premiére espéce. Ils sont
symétriques par rapport a leurs indices extrémes, puisque

Irei = DiiP - gy

En projetant les dérivées de la base covariante sur la base contravariante, on
obtient
Dygi-g" = 9" Digi - &m = ¢""Thmi = T}/, (A.24)

Les F,fi sont appelés symboles de Christoffel de second espéce.

A.3.2 Dérivées de la base contravariante

Pour obtenir les dérivées de la base contravariante, notons que

Dyg'-g' = Di(g' -g0) — g Drge = -1}y (A.25)
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A.3.3 Relations entre les symboles de Christoffel et le ten-
seur métrique

On a immeédiatement
Digjr = Di(g; - gr) = Digj - gk + &5 - Digr = Tirg + T (A.26)

Ecrivons trois fois cette relation, en permutant les indices de maniére cyclique :

Digje = Tijk+Lik;
Djgri = Tjki+Ljik
Drgi; = Tkij + T

et soustrayons la deuxiéme relation de la somme des deux autres, puis divisons
par deux. On obtient, en tenant compte de la symétrie des symboles de Chris-
toffel par rapport & leurs indices extrémes, la relation fondamentale suivante :

1
Cijr = i(Digjk + Drgij — Djgi) (A.27)
Cette relation est trés utile, car elle permet de calculer les symboles de Christoffel
a partir du tenseur métrique.

A.4 Dérivation covariante d’un vecteur

La dérivation d’un vecteur nécessite a la fois la dérivation de ses composantes
et celle de la base. Pour u = u'g;, on a

Dyu = Dyu'g; + u'Dygi = Dyu'g; + u'T,ge = (Dpu’ +u'Ty g
La quantité entre parenthéses est appelée dérivée covariante et notée u'|y. Ainsi,
Dpu =u'lpg; avec u'lp = Dyu' + sz'éue (A.28)
Passons au cas u = u;g’. On a
Dyu = Dyu;g’ + u;Dyg’ = Dyuig’ — w, T} 8" = (Dyu; — T jue)g’
ce qui meéne a écrire

Dpu = u;|pg’  avec wug|p = Dyu; — F,fiue (A.29)
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A.5 Tenseurs du second ordre et leurs dérivées
covariantes

Un tenseur du second ordre est une grandeur & deux indices qui, appliquée
4 un vecteur, donne un nouveau vecteur. Plusieurs cas sont possibles :

1. a;;’ = ¢; (tenseur deux fois covariant)

2. a“b; = ¢’ (tenseur deux fois contravariant)
3. all! = ¢ (tenseur mixte)

4. albj = ¢;(tenseur mixte)

La dérivation covariante des tenseurs est définie par les relations

(@bl = aijlel +ayt|

(@9b)le = a"lub; + a'bjl

(a;-bj)\k = a;-|kb7 + a;-bj|k

(a7b;)

Examinons le cas d’un tenseur deux fois contravariant. Posant ¢ = a% bj, on
doit donc avoir

e = allkb; + albjl

x = D¢ + T yc* = a¥[ib; + a Dibj — a"T,f ;b

soit
Dyab; + a” Dyb; + T a7 b; = a7 |kbj + a’ Dyb; — a™' T ;b

ce qui équivaut a
a|kbj = (Dyai; + Ty pa +T,7 ,a")bg
Ceci devant étre vrai pour tout vecteur b;, on obtient
a|y = Dyay; + T} a + T/ ,a' (A.30)
On montrerait de méme que

aijlk = Draij — Flfiaéj - F;fjaie (A.31)

a;-\k = Dkaé- + Fkieag - I‘,fjaé (A.32)
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A.6 Lemme de Ricci

Calculons les dérivées covariantes du tenseur métrique. On a
9ijlk = Digij — T4l igej — szjgiz = Drgij — Ukji = Tkij =0

en vertu de (A.26). C’est le lemme de Ricci : les dérivées covariantes du tenseur
métrique sont nulles.
Le tenseur métrique inverse posséde la méme propriété. En effet, en dérivant
Iidentité
gijgj m=4"

1
on obtient . 4
Dgijg”™ + 9i;Drg’™ = 0
Contractons avec gP*. On obtient

9"'g"" Drg" + 8] Drg’™ =0

soit
Dkgpm — _gpigjnLDkgij
—9"" """ (Caj + Trji)
= *gjmrkpj - gplfk”?
Dés lors,

9"k = Drg™™ +Tf ;9" +Tyig" =0
Enfin, on a encore

S|k = Do +T7 67 —T,\m65, =0+T7, —T7, =0

k m71 %
Une conséquence importante de ce lemme est
aile = (9:50")|k = gi;0”[&

a'ly = (gYa)lk = 9" ajlx (A.33)

A.7 Propriétés de /g

Remarquons d’abord que ’élément de volume élémentaire se construit sur le
parallélipipéde formé par les trois vecteurs gidx’, godz? et gsda?, ce qui donne

dV = (gida’, goda?, gada®) = /g da'da’dx® (A.34)
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Les dérivées de /g sont tout-a-fait remarquables. En effet,

D;i(y/9) = Dici2s = (Dig1,82,83) + (g1, Dig2,83) + (81,82, Dig3)
.5 (g, g2, 3) + 15 (81, 26, 23) + 0% (21, 82, 8x)

En vertu des propriétés du produit mixte, cela donne
Di(v/g) =T e103 + T %e103 + T%e103 = V9T, (A.35)
Enfin, il y a lieu de signaler une identité utile :
Di(vgg') = (Divg)g' + VaDig' = g(Iihig' ~Ti'g") =0 (A.36)

que nous appellerons dans la suite identité de Jacobi®.

A.8 Opérateurs différentiels courants

A.8.1 Gradient

Etant donné une fonction scalaire ¢, on définit son gradient par la relation
dy = grady - dP
ce qui peut encore s’écrire
dy = grady - g;dz’

Or, on sait que
dy = D;pdz’

Par comparaison, on déduit que
grady - g; = Dy (A.37)

ce qui revient & dire que les dérivées courantes sont les composantes covariantes
du gradient.

1. Dans le cadre d’une présentation des coordonnées curvilignes par transformation des co-
ordonnées cartésiennes [14], le méme résultat se retrouve comme une propriété du déterminant
jacobien et est connu sous le nom d’identité de Jacobi [39]. 11 est donc légitime de conserver
cette appellation pour I’identité (A.36) ci-dessus qui est son strict équivalent géométrique.
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A.8.2 Elément de surface orienté

Considérons une fonction arbitraire ¢. On connait la relation d’Ostrogradski

/gradgpdV:/g&ndS (A.38)
v S

Le groupement ndS qui apparait dans 1’élément de surface est ce que nous
appellerons I’élément de surface orienté. Transposons la premiére intégrale de
la relation ci-dessus dans I’espace des coordonnées z*. Au volume V de I’espace
physique correspond le volume V'’ de ’espace des coordonnées. L’élément de
volume physique étant dV = ,/gdV’, on a

/gradgodV:/ VgDipg'dV’
v v

Notons S’ la frontiére de V' et soit v; le vecteur normal & cette surface. L’ap-
plication du théoréme d’Ostrogradski donne ici

/V / VaDipg'dV' = /S / Vavieg'dS' — /V / ©D;(y/9g")dV’ (A.39)

et le dernier terme du second membre est nul en vertu de I'identité de Jacobi.
L’identification des termes de surface de (A.38) et (A.39) pour toute fonction ¢
conduit alors & la relation

ndS = /gv;g'dS’

soit encore
n;dS =n-g;dS = \/§ude’ (A.40)

A.8.3 Divergence

La formule classique
/divudV:/u-ndS (A.41)
1% s
se transforme en
/ \/§divudV’:/ \/gu-giuids’z/ \/guiyids'z/ D;(/gu")av’
Vl S/ Sl V/

ce qui donne
1 A
diva = —D;(y/gu' A.42
NG (Vgu') (A.42)
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Tenant compte de I'expression (A.35) des dérivées de /g, on peut encore écrire
1 _ . . . _

divu = %(\/gDiu’ +uty/glm) = Dyt + T, 0k =l (A.43)

On déduit alors de (A.41) la relation fondamentale

/ u';dV = / u'n;dS (A.44)
Vv S

A.8.4 Laplacien

Le laplacien est défini par la relation
Ay = divgrady
ce qui, en vertu de (A.42) et de (A.37) traduit sous la forme
(grady)’ = g Dj¢p

entraine
1 .
Ap=—D;(\/99"” D, A45
=7 (V997 Djp) (A.45)

A.8.5 Rotationnel

Nous introduirons le rotationnel par la relation

/ rotudV = / n x udS
1% s

qui se transforme dans ’espace des coordonnées comme suit

// VgrotudV' = /S/ Vavig' x udS’ = /V/ D;(/9g" x u)dV’

En vertu de l’identité de Jacobi, la derniére intégrale se réduit a

/ /98" x DiudV’
V/
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On en déduit
rotu = g'x D;u
= g’ (g - g )urli
= g oL,
= gl (A.46)

On notera que
r _ T P m _ r
Py, |q = ePI" Dyu, + P4 L = P Dyu,

en vertu de la symétrie des symboles de Christoffel par rapport a leurs indices
extrémes. On obtient ainsi I’expression plus simple

rotu - g? =P Du, (A.47)

A.9 Tenseur des déformations de Green

Au cours de la déformation, un point P se transporte en P + u. On a alors
d(P 4+ u) = (DyP + Dyu)dz® = (gi + Dyu)dz®
et I’élément de longueur aprés déformation est donc donné par
AP +u)]®> = (gr+ Dru)dz” - (g¢ + Dyu)da’

= (gre+8r-Dia+gr Dyu+ Diu- D@U)d.’bkdl’z
= (9m+ 27;11 + ’yil)dxkdze

avec
1 1

e = g (ule +uelk) (A.48)

Yo = ulkgiugleg’ = ulruale (A.49)

A.10 Equations d’équilibre

Nous nous limitons ici au cas géométriquement linéaire. On écrit alors ey =
7j;- Pour un déplacement virtuel du, le théoréme des déplacements virtuels
L
s’écrit

/ (Jijéﬁij — fiou;)dV = / t'6u;dS =0 (A.50)
Vv S
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Or,
g 1 g g
/ 0'”5€Z‘jdv = */ a”(éuib + 5U]|1)dv = / a”éui|jdV
v 2 Jv v
Notons que le théoreme de la divergence entraine

/(aijéui)de:/Uij(Suinde
14 S

ce qui se développe en

/Uij‘j&lidv"‘/ Uij5ui|jdV:/Jij5umde
\4 \%4 S

/U”5u1|]dV:/cr”5umde—/ Jij|j5ul-dV
14 S v

Dés lors, (A.50) se raméne a

soit

7/ (O’ij |j + fl)éude + / (njaij — tz)dS = 0
v s
ce qui donne les équations d’équilibre

c;+f" = 0 dansV
n;o = t' sur S (A.51)

A.11 Coordonnées curvilignes orthogonales

Des coordonnées curvilignes sont dites orthogonales si leur tenseur métrique
est diagonal. Dans tout ce qui concerne ce type de coordonnées, nous ne suivrons
pas la convention de sommation d’Finstein et les sommes a4 effectuer seront
notées explicitement. Par définition, on a ici

i = hidi; (A.52)
avec h; = |g;|. On a immédiatement
V9 = hihahs (A.53)

Les symboles de Christoffel se calculent alors par la formule classique (A.29), ce
qui donne

1
Crie = i[Dk(h?(sié) + D(h20k;) — D;i(h36xe)]
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L’examen de ce résultat méne & la conclusion que deux indices au moins doivent
étre confondus pour trouver une valeur non nulle et que

Trre
Crik

Drik

On en déduit aisément

1
iDz(hi) = hxDehy,

1
—§Di(hi) = —hiD;hy,

1
§[Dk(hi) + Dy (hi) — Di(h3)] = hyiDihy, (A.54)
Dyhy,
Lt =
k¢ o
i krD;hy
Fk k = - h2
Dih
rk, = —2* (A.55)
hi;

et les dérivées covariantes se calculent comme suit

1. Pour i # k,

m
Uil = Dkui—g | T
m

Uil4

Dy.h; D;hy,
—  Dpu; — —Fy, —
kU hi u hk

Uy Uk
= hDp|—|—--—D;h A.
(h) - Di (A.56)

Uk

§ m
= Dz“i - Fz‘ iUm
m

m 7
= Dju; — E I — 1,

hi Dby D;h;
= Dju; + Z Uy — U

2
m#i m

3 (A.57)
=
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3. Pour i # k,
ully, = Dpu'+ ZI‘,} mu™

hxD;h Dyph; ;
- kh? kukJr ;; U

1 i oy Dihi

= Dkui

(A.58)

u'l; = Diul—FE Filmum
m

= D'+ Z L' + D
m#i

; D, h; ; Dih;
— DZ 7 m m'vr I3 (22
u —|—Zu —— Tu I

, h;
m#i
- hiDi(hiu)—kg(hmu Vo

(A.59)

A.12 Utilisation des composantes physiques

Il est d’usage, dans le cas des coordonnées curvilignes orthogonales, d’utiliser

la base dite physique,

e = % = g (A.60)

qui est orthonormée. Un vecteur s’écrit alors
a = E die,-
i
les a; étant ses composantes physiques. Comme
~ ~ 8i A i
ay de;=Y» a7 =Y ahg
, — " h; ,
K3 3 1

il est clair que
CLi =, a; = hldz (A61)
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Pour les tenseurs, on utilisera la condition d’invariance du scalaire

; bi¢; s
0 =a;b'd =a;j—-L =abé
J J hi h] J J
ce qui donne
aij = hihja;; (A.62)
et de méme,
ij 1 h;

ai = Lay (A.63)

Reprenons dans ce cadre les opérateurs usuels

A.12.1 Gradient
1
A.12.2 Divergence

divu = ;g Z D; (ygu') = \jg Z D; (f”) (A.65)
A.12.3 Rotationnel

1 N
rotu=— Y grepp Diug = — > eiwhserDi(hyi)

1
VI i VI
ce que ’on peut encore écrire

hiei hges hges
rotu = — D1 D2 D3 (A66)
hytty, hoiy  hails

A.12.4 Laplacien

1 .
Ap = ﬁ ;DZ (\/ﬁg”ngo) =— Z <\h/2§Di90> (A.67)

Q-
-
k
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A.12.5 Dérivées covariantes
Pour i # k, on tire de (A.56)
Uik = hy Dty — U Dihy,

et, par (A.57),

wil; = hyDit; + Z T
m#i

A.12.6 Déformations

Des formules précédentes, on déduit, pour i # k

25ik = thfLZ — ’LAl,lehk + thiﬁk — ﬁszhz

_ 2 1 hZD ﬁk
th(hz>+ (hk

En conséquence,

De méme,

éii uz|7. - D uz + E um

mi zm

:h2

A.12.7 Equations d’équilibre

933

(A.68)

(A.69)

(A.70)

(A.71)

La démarche la plus simple pour obtenir les équations d’équilibre consiste &
utiliser le principe des travaux virtuels. Pour une variation de déplacement &y,

on a, en vertu de (A.70) et (A.71)

651@1@ = ka(Suk
B
Pour i # k 0y = hikh;: Ot

5i
Pour £ £k 266, @Dz (Uk)
e R
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Le principe des travaux virtuels s’écrit donc, pour dty,

~ 1 ~ kh hk 5uk
—D D
/V/\/g O'kkhk k5uk+i§£k0uhhk5 k+ g O'ké e(hk
ffk&lk} AV’ =0

ce qui conduit a la condition d’équilibre intérieur

(o) 5

ko

Uke)-l-z\fan—ffk—o

i#£k
soit encore

00 (Yoo )+ S0 (Vo) ~ a4 =0 (A2

k ozk itk

A.13 Exercices

Exercice 49 Ecrire lexpression du gradient, de la divergence, du rotationnel,
du laplacien, des déformations et des équations d’équilibre en coordonnées cy-
lindriques.

Indication
rcos
P= rsin 6
z
cos 0 —rsind 0
g-=| sinf |, gyp= rcos 6 , 8=10
0 0 1

On vérifie aisément leur orthogonalité.

ds® = dr? + r2df? + dz>
Vi=r
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Exercice 50 Idem pour les coordonnées sphériques caractérisées par

7 sin 6 cos ¢
P=| rsinfcosyp
rcos 6

Indication
hr=1, hg=r, h,=rsind

Exercice 51 Idem pour les coordonnées elliptiques cylindriques, données par

les relations
ach&cosn

P=| ashé&sing
z

he = h, = a\/ch®€ —cos?n, h, =1

Indication
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