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SUR CERTAINES INEGALITES FONDAMENTALES

ET LEUR GENERALISATION DANS LA THEORIE DES

BORNES SUPERIEURES ET INFERIEURES EN ELASTICITE

par B. FRAEIJS de VEUBEKE,

Professeur a I'Université de Liege

Résumé. — Les principés énergétiques clas-
siques de [Délasticité permeitent d’établir une
paire fondamentale d’inégalités, encadrant 'la
valeur exacte d’une intégrale de létat de tension,
entre deux bornes accessibles a des calculs simpli-
fiés. Ces inégalités suffisent & évaluer certaines
caractéristiques élastiques globales d’une structure,
en choisissant convenablement I’état de tension
correspondant a chacune d’elles.

Pour encadrer d’autres intégrales d’un élat
déterminé de tension, les inégalités fondameniales
sont généralisées suivant une méthode inspirée
par celle des charges fictives.

En raison de leur concision les notations essen-
tielles de la théorie de Pespace des états de tension
sont exposées et utilisées.

I. — Les principes énergétiques classiques

Soient U D’énergie de déformation, exprimée
a partir des dérivées du champ des vecteurs
déplacement, et P ’énergie potentielle de charges
extéricures mortes (invariantes en intensité et
dircction). Le principe du minimum de ’énergie
totale peut étre énoncé comme suit. : « Parmi
tous les déplacements possibles, respectant éven-
tucllement des conditions géométriques a priori
(appuis, encastrements, etc), ceux qui sont
physiquement réalisés rendent I’énergie totale
U 4 P minimum ».

On montre en effet [2, 3, 4] que pour de tels
déplacements les conditions d’équilibre en volume
et en surface avec les charges données sont satis-
faites. :

Soient V' I’énergie de déformation exprimée
cette fois a partir d’'un champ de tensions et
Q Dénergie potenticlle complémentaire. Cette
derniére peut étre définie au signe prés comme
le travail virtuel des réactions inconnues sur les
déplacements imposés a priori. Le principe du
minimum de I’énergie complémentaire peut alors

s’énoncer comme suit : « Parmi tous les champs
de tension qui vérifient Déquilibre avec les
charges imposées, celui qui est physiquement
réalisé rend minimum D’énergie complémentaire
totale " 4 Q ».

On montre en effet [2, 3, 4] que les déformations
locales associées & ce champ de tensions obéissent
aux conditions de compatibilité locales qui
permettent d’en déduire par intégration wun
champ de déplacements. De plus, si ’espace
occupé par la structure est 4 connexion multiple
(structure hyperstatique), les conditions qui
rendent le champ de déplacements univalent
sont également vérifiées.

Notons que si les relations entre tensions et
déformations ne sont pas linéaires, le premier
principe reste valable 4 condition d’y substituer
a4 « minimum » le qualificatif « stationnaire ».
Le second principe reste aussi valable avec une
modification supplémentaire : I’énergie complé-
mentaire V' doit étre définie par une trans-
formation de contact de Legendre [4] et n’est
plus simplement une expression modifiée de
Pénergic de déformation méme.

Les inégalités fondamentales qui seront établies
ci-dessous reposent strictement sur le caractére
de minimalité des principes et par conséquent
sur I’hypothése d’une relation linéaire entre
tensions et déformations.

2. — Les inégalités de base

Supposons que nous résolvions un probléme
d’élasticité en faisant des hypothéses simpli-
ficatrices restrictives sur ’ensemble des champs
de déplacement possibles. En vertu du caractére
minimal du premier principe nous pourrons
écrire :

U+P>U + P (1)

oi U, et P, sont respectivement ’énergie de
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déformation et Uénergic potenticlle des charges
dans Ia solution exacte inconnue. L’eflet des
hypothéses restrictives est bien connu : au licu
d’¢tre vérifiées partout exactement, les équations
déquilibre ne le sont plus que suivant certaines
moyennes pondérées. On peut dire que le champ
de tensions de la solution approchée est un
champ « compatible » (scs déformations dérivent
d’un champ de déplacements ayant les raractéres
de continuité et d’univalence désirables) mais
ce n’est plus un champ d’équilibre exact.

Supposons maintenant que nous puissions
résoudre le méme probléme en formulant des
hypotheses simplificatrices restrictives sur Ven-
semble des états d’équilibre possibles. En vertu
du caractére minimal du second principe nous
aurons :

YL Q > Tt Q. ®)

Cette fois le champ de tensions approché est
un champ d’¢quilibre exact mais n’est plus
un champ exactement compatible, .o

Pour exploiter les inégalités précédentes consi-
dérons les deux égalités suivantes :

U=¥o=—,(P+Q) 0

La premiére est évidente puisque, dans le cas
de relations linéaires entre tensions et défor-
mations, U, et W, ne sont que deux formes
distinctes de la méme énergie. La deuxictme
égalité est expression du théoréme de Clapeyron
(extérieur) suivant lequel I’énergie de déformation
d’un corps élastique est égale & la moitié du
produit des charges (y compris les réactions dont
les points d’application se déplacent) par les
déplacements correspondants.

A l'aide des équations (3) éliminons U, et ¥,

des inégalités (1) et (2) qui deviennent respective-
ment :

U+P>;5(P—Q)

T+Q>35(Q—F

[T ST

Soit, moyennant un changement de signe et
donc de sens de la seconde inégalité :

L

U+P>,

Pe—Q) >—(¥+Q (9

Ce sont les inégalités de base. :

Le champ des déplacements et I'état de ten-
sion d’une structure sont en principe déterminés
de fagon unique par les données : charges et
déplacements imposés. A cet état ne correspond
par (4) qu’une scule intégrale caractéristique
que nous puissions évaluer par bormes supé-

rieures ¢t inféricurcs sans résoudre exactement
le probléme posé par la recherche de I'état
correspondant aux données. Les renseignements
que nous pouvons tirer des inégalités (4) concer-
nant un état spécifié de la structure sont donc
limités. Mais les renscignements que nous pou-
vons tirer concernant les propriétés élastiques
de la structure méme sont aussi nombreux
que les problémes que nous pouvons poser en
variant les données. C’est donc ici le probléme
qui doit &tre choisi en fonction de la caracté-
ristique élastique & déterminer. -

Par contre nous pouvons é&tre confrontés
avec un probléme de détermination d’un état
de tension, de résolution exacte diflicile, et
désirer encadrer une propriété de la solution
entre des bornes accessibles a des calculs simples.
N’étant plus maitres du probléme posé, les
inégalités (4) ne fournissent en général pas le
renseignement voulu. Nous verrons cependant
qu’elles peuvent encore constituer la base d’une
généralisation répondant i de telles préoccupa-
tions.

Si les inégalités (4) et leur démonstration
élémentaire ne semblent pas figurer dans la
littérature, la raison en est probablement a
Porientation trés particulire donnée au calcul
des bornes supérieures et inférieures par I'emploi
du formalisme d’un espace vectoriel des états de
tension [5, 8, 10]. Le grand intérét des bhases de
ce formalisme nous incite & les exposer briéve-
ment et & redémontrer les principes énergétiques
et la place qu’y occupent les inégalités (4) avant
de procéder a leur généralisation.

3. — Champs compatibles

et champs d’équilibre

Pour simplifier au maximum exposé un
« champ » désignera désormais, sauf qualification
expresse, un champ de tensions dans une struc-
ture déterminée. A tout champ de tensions est
toujours associé par les regles :

o0 oQ o
€x = 8—6:1; gy = é;g E; = 3_0'—: ;
o0 o0 od ©)

T e VT T e

un champ de déformations. Dans ces expres-
sions @ est la densité d’énergie (complémentaire)
exprimée & partir des tensions. Par exemple :

. 1 N2
(D=§E<5-’D+GU+GZ) +

1
2"(‘; "72112 + ’171,122 - 1222 — 626y — 6O —— G0z

pour un matériau isotrope; les dérivations
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indiquées en (5) restituant alors les lois de
Hooke usuelles.

Un champ sera dit champ d’¢quilibre quand
les tensions vérifient les équations d’équilibre
en volume :

aG;: S’TIU a’?zz . <
a~x+ —a:-y— 8; == —p}x etc... (6)

avec les charges imposées par unité de masse
(X, Y, Z) et les équations d’équilibre en surface :

loz 4 mrzy + n%z: = pz  etc.. sur X, (7)

avec les charges (pz, py, p:) sur Pensemble X;
des surfaces ou clles sont imposées; (I, m, n)
désignent les cosinus dirccteurs de la normale
extéricure.

Un champ sera dit « compatible » si un champ
de déplacements (u, v, ) ayant les carac-

prenant des valeurs particuliéres :
pe=pa’ py=p," p:=p sur L, (1)

E désigne un champ arbitraire d’auto-tensions.
C’cst un champ vérifiant les équations d’équi-
libre (6) et (7) rendues homogénes par annulation
des seconds membres. Les valeurs (pze, pys, pzx)
qui lui sont associées sur X, sont arbitraires.

D’aprés ces définitions, D’ensemble des
champs compatibles d’un probléeme peut étre
représenté par G’ 4- C; Pensemble des champs
d’équilibre du méme probléme par E° 4 E.

S désignera le champ exact répondant aux
conditions du probléme; il est simultanément
champ d’équilibre et champ compatible.

4. — Déflinition du produit scalaire de deux champs

Le produit scalaire de deux champs A ct B
est par définition Pintégrale de volume :

(A, B) = l (O‘IAE:cu “+ &UAEUB -+ GzaEzn +»TZEUAYIUB + TyzaYyzn + Tzz:A'YzJ:u) d Vol

. Vol

_( (.
(A, B) = ( o oo

+...+T:1:UA

ou encore, par suite des formules (5) :

od

87:.-,,5

T ...>d Vol.

Les propriétés des formes bilinéaires permettent alors d’écrire aussi :

(’ [

Gz 7
. Vol aGZ‘A

(A, B) =

...+szaaT

oo ) d Vol. = (B, A).

TYA

Cette propriété de commutativité du produit scalaire est ici la
traduction du principe de réciprocité de Betti-Rayleigh.

Le carré de la norme d’un champ est ’expression :

S 7 00
" OzA A
Vol \ 06za

(A, 4) = |

téres de continuité et d’univalence voulus existe,

tel que :
10) ou o0 ou ov
&Tx == é; a—“;:; — a—:)—, + a:’,' etc... (8)

C” désigne un champ compatible particulier
vérifiant les conditions :

u=u v =v w =w sur, 9)
sur ’ecnsemble X,, complémentaire a X;, des
surfaces ou les déplacements seraient imposés.

C désigne tout champ compatible vérifiant les

conditions homogénes :
u=0 v=0 w=0 sur 2, (10)

E® désigne un champ d’équilibre particulier,
vérifiant les équations d’équilibre (6) et (7) et

s 'l‘TxUA PR

...)dVol.——z " d Vol

OTaya Vol

Ici a été appliqué le théoréme d’Euler sur les
fonctions quadratiques homogénes et il en est
découlé le théoréme de Clapeyron intérieur :
« I’énergie de déformation est égale a la moitié
du produit des tensions par les déformations,
intégré dans le volume». Comme 1’énergie de
déformation ne s’annule que si le champ est
identiquement nul, la métrique définie dans
Pespace des états de tension est définie-positive.

5. — Un théoréme fondamental

Le produit scalaire d’un champ d’auto-
tensions et d’un champ compatible vérifiant
les conditions homogénes (10) est nul :

(E,C) = (C,E) =0 (12)
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En effet, puisque C est un champ compatible :

due / Oue

+ P "“TJ:UE '“a;,‘

(6 = J‘m(m E

ox
Intégrons par parties, il vient :

(E,0=|

EEP ST DI
- " ~
(Cxr OTzye
N
- Vol ox oy

Or, de par sa définition, le champ E satisfait
aux équations (6) et (7) sans second membre,
ce qui rend nulles les intégrales de volume et de
surface sur Z;. L’intégrale sur X, disparait aussi
du fait quele champ C satisfait aux équations (10).
Le théoréme se trouve ainsi démontré.

Deux réciproques importantes :

A, C) =0 pour tout C implique A = E (14
p phq =1

arm\

« Un champ A orthogonal 4 tous les champs
compatibles vérifiant les conditions homogénes
(10) est un champ d’auto-tensions ».

(A, E) = 0 pour tout E tmplique A = C (15)

«Un champ A orthogonal & tous les champs
d’auto-tensions est un champ compatible véri-
fiant les conditions homogéncs (10) ».

Une autre conséquence importante est ’uni-
cité d’une solution. Si en effet S, et S, étaient
deux solutions exactes d’un méme probléme,
leur différence S, — S, serait i la fois un champ
d’auto-tensions et un champ compatible véri-
fiant les conditions homogenes (10). On en déduit
par le théoréme (12) :

(Sa_“sv 52“81) =0

Mais alors Iéncrgie de déformation associde au
champ S, — 8§, est nulle et S, = S,.

Il sera utile pour la suite de généraliser la
formule (13). Chaque fois que dans un produit
scalaire de deux champs 'un d’eux est un champ
compatible, il est possible d’intégrer par parties
et d’exprimer le produit sous forme d’intégrales
de volume et de surface portant sur les charges
associées & lautre champ. Ainsi, si B est un
champ compatible :

(A, B) m ] \(1)'21\1'13 '—{‘ pUA’Uu "" pzAWn) (12 +

Yt

+ J o (Xuttu + Yavy + L) d Vol. (16)
Vol

ol :
Pea == loza + mrzya -+ nrzas etc...
oc: ot ot
— Xy = e A a“;“‘ etc...

= Tox dy

v

+ ’awx') +...> dVOL

[z (lozx -+ MTzye + Nzm) - v (.. ) -+ we (.. )] dE

i (13)

wa_;) + v (...) -}—wc(...)\} d Vol,

6. — Le principe du minimum
de I'énergie totale

Intégrant par parties, ou utilisant directe-
ment le résultat (16) avec les propriétés (6), (7
et (11) du champ E?, il vient :

(B, C"+C) =—P+

-

+ | (Pt + P+ pie)ds (17
ol P est I’énergie potentielle :
P—— _j'EE}L; (e + w) + ... ]dE —
— J'm[ X (ue+ ) + ...]dVol. (18)

Par conséquent ~—(E9% C 4 C) est, & une
constante prés, 'énergie potentielle des charges
appliquées associée aux déplacements du champ
compatible général C’ + C. Le principe du mini-
mum de ’énergie totale peut s’énoncer :

- =%(C’+C,C’+C)-—(E°,C’+C)

prend sa plus petite valeur pour C' 4 C = S.

En effet, puisque S est un champ compatible,
la différence entre S et €’ 4 C est un champ
compatible SC, vérifiant les conditions homo-
génes (10). Pour C’ 4 C =S + 3C la valeur
prise par m, est : :

my = 5 (8 4 8C,S + 50) — (EY, § + 50)

=’L§(S,S)~—(E°,S)]+

13 (€, 50) + (56, S

100

Mais, 5 étant aussi un champ d’équilibre,
S—E° est un champ d’auto-tensions et en
vertu du théoréme (12).

(3C, S — E%) = 0
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D’autre part le premier terme du second
membre est la valeur prise par m, pour la solution
exacte. Enfin comme :

(5C, 3C) >0

et égal & zéro seulement si le champ 8C est
identiquement nul, le principe est prouvé.
11 fournit Pinégalité :

%(C’—{—C, ¢+ C) — (B% ¢+ C) >

>3 (88 —(E,9) (9)

Dans les solutions approchées le champ C” + G
n’est pas le plus général possible. 11 est restreint
A certains modes de déplacement principaux,
suggérés par Uintuition physique ou les solutions
connues de problémes voisins. Les paramétres
ou fonctions inconnues qui subsistent dans le
systéeme de déplacements auquel on s’est volon-
tairement restreint pour la simplicité des calculs,
sont eux-mémes déterminés en cherchant le
minimum que prend m; dans de telles conditions.
Ceci se fait A ’aide du calcul des variations et
donne finalement une meilleure approximation
en ce sens que 'inégalité (19) est la plus serrée.

7.

Le principe du minimum
de Dénergie complémentaire
A Taide du résultat (16) on trouve de fagon
similaire :
(CLE+ E) = —Q + (}gﬁxu'+ L) dE

(Xu'+ ...)d Vol

Vol

+ | (20)

ol Q désigne I'énergie potentielle complémentaire:

Q=
— | Lpspai (pu*+ oo (pe4 pofia)
e

‘Par conséquent —(C’, E°+4 E) est, 4 une
constante prés, [’énergie potentielle complé-
mentaire associée aux réactions du champ
d’équilibre général Eo +4 E. Le principe du
minimum de 1'énergie complémentaire peut
s’énoncer :

(E0 + E, B + E) — (C’, E° + E)

1
my == é
prend sa plus petite valeur quand E° + E =S,

En effet, puisque S est un champ d’équilibre,
la différence entre S et E0 -~ E est un champ

d’auto-tensions SE. Pour E°-- E = S - 3E,

la valeur prise par m, est :

my = 3 (5 + OF, $ + 3F) — (C', S + 3E)

- [3E9—.9)]+

+ & (E, 3E) + (B, 5 — C)

Mais S étant aussi un champ compatible,
S—C’ est un champ compatible vérifiant les
conditions bomogénes (10) et, en vertu du
théoréme (12) :

®E,S—C) =10
Le premier terme du second membre étant la

valeur prise par m, pour la solution exacte et
comme : '

(5E, 5E) >0

et égal & zéro seulement si le champ SE est
identiquement nul, la preuve du second principe
est établie. Elle fournit I'inégalité :

——

%(E°+E, E° - E) — (C’, E°+ E) >

|

>:(S, 8)—(C,8) (22

o

Cette fois les solutions approchées sont basées
sur la considération d’états d’équilibre limités a
certaines modes suggérés par I'intuition physique
ou la solution de problémes voisins. Les para-
métres ou fonctions indéterminés dans Ien-
semble des états envisagés se déterminent par
le calcul des variations. Ils donnent & m, sa plus
petite valeur dans ce cadre restreint et par
conséquent 'inégalité (22) la plus serrée.

8. — Les inégalités de base
En vertu du théoréme (12) on peut écrire :
(8—E%S—C)=0
Le développement de cette relation fournit :

1

1 0 Loon 1o o
5 (5,8) = 5 (B%8) + 5 (5,C) —5 (E%,C) (23)

A gauche figure Dénergie de déformation

exacte. A droite on trouve aprés application de
transformations du type (16) et simplifications :

(peos + ...) dZ +

% J'z(‘ﬁnu +..)dE+ % _;'Za

1 o
+ iJv‘Zx(X” + ...)d Vol
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ou les déplacements (u, v, w) et les (pz, py, p:)
appartiennent a la solution exacte. L’équation (23)
n’est donc autre que la traduction du théoréme
de Clapeyron extéricur. 11 nous permet de re-
calculer les membres de droite des inégalités (19)
et (22) qui deviennent :

-%(C’-{-C,‘C’-{—C)——(EO, C+0) >

1 1
- — 0 ¢
>2h 2(E,C)

%(E°+E,E°+E)—(C’,E°+E) =
1 1
e h— (R0
> 2h 2(E,C)
ou :

h = (S, C’ — K9

En ajoutant (E° C’) aux deux membres de la
seconde inégalité on obtient le principe d’en-
cadrement : .«

(24)
5 (€ +CC 40— (B, C +0) >

(E°+ E,E° -+ E) + (C', E)
(25)

=5 [h—(E%C)]>—

[T
[N

Il permet d’enfermer h, grandeur caracté-
ristique de la solution exacte, entre deux bornes
calculables sans faire appel & cette solution
exacte. L’écart entre les deux bornes permet
d’apprécier la nécessité de rafliner les solutions
approchées en étendant I’ensemble des champs
compatibles et des champs d’équilibre servant
a les construire.

L’équivalence compléte entre les inégalités (25)
et celles (4) devient apparente aprés le calcul
explicite de :

h—(E°%C) =P, —Q.—

- J E(pchE + py™ + plw) dX

Tous les membres de (25) ne différent des
membres de (4) que par une constante, dont la
valeur ne dépend pas des ¢&léments inconnus
de la solution exacte. Cette constante pourrait
encore ¢étre annulée en vue d’une identification
compléte, en précisant que le champ E° doit
vérifier sur X, les conditions supplémentaires
p" = 0,p,° =0, p:° = 0. Ceci ne fait cependant
qu’introduire une difliculté supplémentaire et
inutile dans les calculs.

9. — Les inégalités généralisées

Les inégalités (25) ou (4) sont suffisantes pour
la recherche de bornes a certaines caractéristiques

de rigidité globales d’une structure. On les verra
en particulier appliquées a la recherche des
cocllicients d’influcn ce directe d’un treillis hyper-
statique [11]. Pour d’autres caractéristiques,
telles que Ies coellicients d’influence mutuclle,
il faut disposer d’inégalités d’un caractére plus
général. Des inégalités de caractére général,
basées sur la méthode dite « de ’hypercercle »,
ont été  données dans la littérature par
Prager [5, 8], Synge [5, 10], Greenberg [6, 7],
Diaz [7] et Washizu [9]. Nous poursuivrons ici
une voie différente en généralisant les inégalités
de base de fagon a4 permettre en principe I’en-
cadrement de n’importe quelle caractéristique
de la solution exacte d’un probléme d’élasticité
relatif a une structure donnée.

Considérons deux problémes distincts relatifs
a la méme structure. L’un a pour solution exacte
le champ S, et correspond aux données :

(—}_(1, ?1, Zl) en volume (]—311, ;yp ;zl) sur 2; (;1, 171,
w,) sur Z,.

L’autre a pour solution exacte le champ S, et
correspond a :

(Xza Yz» Zz) en volume G’rzv E’ugf ;22) sur Z;
(s Vs ;2) sur X,.

Introduisons les notations :

-

— 1
h=; (€ + Gy, G + C)) — (E%, €' + C))
1 ’ 0 1 ’
‘hi=3 (Sp ¢’ —E,%) — 5 (Ey0 Cy)
1 .
a="5 (B + Eg, B + Ey) + (G, Ey)
de fagon a écrire les inégalités (25) relatives au

premier probléme sous la forme condensée :

(20)

€11 =C11 =0y

Avec les notations correspondantes pour le
second probléme :
0 (27

22

e

\
x]
133

Con

Appliquons ensuite les inégalités fondamentales
au probléme dont la solution exacte est S; 4 AS,,
A étant un paramétre arbitraire. Nous trouvons
qu’elles peuvent g’écrire :

e+ 2 Mg + Negy > ¢ + 20y, +
+ Ny > oy + 2hepp + Neyy  (28)
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a condition de poser :

2y = (€ + G}, Gy 4 C) — (B0, G + Cy) —

- (Ezo, Cl/ + Cl)

L EnC—

261 = 9

e

1 ’
B0+ 58 G/ — B —

(B, C) — (B2 C)) (29)

T2
2¢,, = — (B, + E,, E* + E,) +
+ (G5 By + (G Ey)

De (28) nous tirons en divisant par un A positif :

1 — . _
2e1p <o (63 —cyy) + 2655+ A(cgp—

S (30)

C30)

et, a fortiori grice a (26) et (27) :

1 — _— .

2655 <)‘(011 - C_u_) + 2o + A (ca “‘ﬁzgl
Nous obtenons la meilleure borne supérieure
en cherchant le minimum du membre de droite
pour A positif. En annulant la dérivée par

rapport 4 A nous obtenons immdédiatement :

¢, —¢

1
x-\/

Cop ™ Cgp

< o+ V(e — cy) (6 —

Pour une valeur négative de A nous devons
changer le sens de 'inégalité (30) et de nouveau
en vertu de (26) et (27) :

e + 2655 + A (C3 — Cg9)

et

C92)

) R—
2¢p > Y (e —

Cette fois le maximum du membre de droite
pour un A négatif est obtenu pour :

iy
‘u " ‘n C11
A= — ==
022 Cag

/
— /
C1g 2 €1y — \

et

(61 — €11) (Co2 — C22)

B J‘Z(zp atta +

= ’. (Pz:ul
J Te

:4' Cig = — J Z(;xzul + ;’huz +

o) dz—Jz(;;;u1+

)dz"‘ ‘ P%”z

Ainsi on dispose déja des inégalités :

C—I—2 -+ \v/ (611 — 0_1_1) (Cgo — C:zz) =0y 2

012 \ Cu Cn sz"'“czz) CON

En traitant de la méme facon la seconde des
inégalités (28) il vient :

A— -
€ \ (611 — Cu) (€22

>'012 \,/ (e — fn (6;2

I3 9 .
Suivant que on trouve c,, > ¢, 0U ;5 < Crp0

- C22) =6y 2

(32)

— cyy)

Ia meilleure paire de bornes sera constituée de
la seconde de (31) et la premidre de (32) ou de la
premiére de (31) et la seconde de (32). Ges bornes
sont manifestement telles qu’elles peuvent étre
estimées sans faire appel aux solutions exactes des
problémes S, ni S,. La grandeur estimée est,
aprés évaluation des termes a I'aide de (16) et
simplifications, égale 4 :

) dS —
— | ¢ty + Xy + ...) dVol.

+ | Pty + P

o

) dE—

—_—2 ‘ (pz,Outy + pazlu; + ...) d2
)

Le dernier terme ne dépend d’aucun des élé-
ments inconnus de 5, ni de S, ; ¢’est de nouveau
une constante parasite. Le résultat se simplifie
en faisant usage du principe de réciprocité
suivant :

(Sp Sp) = ) dE +

-

l (I_’;uz + ..
a
-+ (Vi:(iluz—{—...)dVol—j— (épxjﬁ o) dE =

= | (e o) 4%+ | oK. Vol 4
pY Vol

+ JZ(anu_l+ <) dE = (5, 5;) (33)
Ceci nous donne les deux formes suivantes de

la grandeur enfermée entre bornes :

2o+ [ (pels + patin + ) 4T =
Xt dVel  (34)
Vol
..)dZ-———fp(X;%-{r- ...)dVel (35)
Vol
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On observera que la premiere (34) est une

caractéristique de la solution inconnue du pro-
bléeme S, estimée uniquement & 'aide des don-
nées de Sg. La scconde (35) est la caractéristique
formellement analogue de la solution inconnue S,
estimée uniquement a Paide des données de S,.

On peut poser en principe qu'un choix judi-
. cieux du probléme S, permet de mettre n’importe
quelle caractéristique de la solution S, sous la
forme (34). 8’1l s’agit de trouver des bornes &
une tension ou & un déplacement local, le pro-
bleme S, sera celui d’une solution wunitaire,
ou fonction de Green, comportant une singularité
locale correspondante.

Si la solution exacte du probléme S, était
connue il serait possible d’évaluer exactement
la grandeur cherchée a l'aide de la formulation
équivalente (35) puisque celle-ci ne fait appel
qu’aux données connues de S;. Ce procédé
revient évidemment 3 se servir directement du
principe de réciprocité de Betti-Rayleigh. Dans
ce cas d’ailleurs notre systéme d’inégalités se
réduit aux identités :

‘312261230_3:"*( £ S,)
ce qu'on vérifie aisément en posant :
0 — [ga— — —
E0=C)/ =S5, E,=0 Co=0

En général le probléme S, qui se pose est
lui-méme d’une difficulté égale a celle du pro-
bléme S,;. Les inégalités généralisées (31) et (32)
jouent alors leur réle pour encadrer la caracté-
ristique cherchée & I'aide d’approximations
simultanées sur les deux problémes.

10. — La raideur de torsion
des barres prismatiques massives

Cet cxemple classique est choisi & dessein
parce que, avec un article de Trefftz [1], il se
trouve a ’origine des recherches sur ces questions.
Nous le traiterons comme une application typique
des inégalités de base puis nous tenterons de
faire ressortir par contraste le point’de vue
original de Trefltz.

La structure élastique consiste en un prisme
de génératrices paralldles & ’axe oz, compris entre
les sections z =0 et z = L. La scction droite
massive D est limitée par un contour simple
fermé ¢, le matériau est supposé isotrope. Les
spécifications du probléme conduisant & une
estimation de la raideur de torsion sont les
suivantes :

X=0 Y=0 Z=0 - (36)
sur la sectionz =0 o:=0 (37
u=0 v=0 (38)

—_—

Gzzo

v=01Lx

sur la section z = L (39)
u=—0Ly (40)

Cette section est donc tournée d'un angle
iraposé 0L par rapport & la section z= (.
Enfin le manteau cylindrique est libre de ten-
sions; comme le cosinus directeur n y est nul
on a done :

le + mey = O )

41
lTa:y + 7nGU == 0 S ( )

sur %’
Itz -+ mTyz = 0 (4:2)

Dans la solution exacte qu’il a donnée de ce
probléme, Barré de Saint Venant adopte les
hypothéses semi-inverses :

Oz == Oy == 67 == Tgy = 0

(39) et (41). Avec

une fonction de

qui satisfont déja a (37),
Prandtl nous introduisons
tension O (x, y), telle que :

Tz = GO a——®' == G9®y
U

Tuz B GO@:U (4'3)

Compte tenu de (36) on vérifie alors facilement
que les équations d’équilibre en volume sont
satisfaites. Les hypothéses précédentes seront
retenues aussi bien pour la solution exacte que
pour les solutions approchées. La seule équation
d’équilibre restant a satisfaire est celle de sur-
face (42) qui devient :

By —mBz= = =0 sur ¢
0s

En effet si s désigne ’arc mesuré le long du

contour ¢ décrit dans le sens de rotation de ox

vers oy on a :
| = dy|ds

Comme la fonction de tension ne doit étre
définie qu’a une constante prés, il nous est
loisible de satisfaire & cette derniére équation
d’équilibre en demandant que :

® =0 sur ¢

m = —dx/[ds

(44)

Par conséquent du moment que la fonction
de tension vérifie cette condition aux limites
nous obtenons un champ d’équilibre. Il résulte
des hypothéses semi-inverses que les équations
du type (8), exprimant la compatibilité des
déformations se réduisent pour un matériau
isotrope aux suivantes :

u ov cu  Ov
ow cw (ov | ow
i T’”’—(;K<'5:¢+ ) T”z“G\8z+5}>
(46)
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On satisfait au groupe (45) ct simultanément
aux spécifications (38) et (40) en prenant :

(47)

Posant 1w =0W (x, y) pour satisfaire a la
premicre des relations (46) les deux autres
deviennent, compte tenu de (43) et (47) :

Oy=We—y —0:=W,+=x

La condition de compatibilité se résume donc
ici & la condition d’intégrabilité de W soit, par

élimination de W, a :
@:m: + ®UU — A2® = '—2 (448)

Par conséquent nous obtenons un champ
compatible du moment que la fonction de
tension satisfait a I’équation aux dérivées
partielles (48). La solution exacte du probléme
est obtenue en déterminant la fonction de tension
qui satisfait & (48) avec la condition aux limites
(44), elle se raméne au probléme de Dirichlet. .

Déterminons maintenant la caractéristique
élastique de la pidce correspondant & ce pro-
bléme dans les inégalités (4). Il résulte immédiate-
ment des spécifications du probléme que :

P¢=O

v = Ozx

u = —Ozy

Qe=— ({ (— 0Lyt + 0Lx7zy) dedy = —6LC

v -

ou C est le couple de torsion. La raideur de
torsion J étant définie par C = GJ0, il en résulte :

e || w0s+ y0)dsdy  (09)

En divisant nos inégalités par le facteur
%GLP, nous obtiendrons donc des bornes a la

raideur de torsion. L’énergie de déformation,
divisée par ce facteur vaut :

2 L
G a6 | | (et ) ddy =

- -

- D
Désignant alors par ¢ une fonction de tension
qui ne satisfait éventucllement qu’a (48), par ¥

une qui ne satisfait éventuellement qu’a (44),
nous avons les inégalités :

P

J JD(szz'f‘ ) dxdy 8 - P

— J ) (P2 + W) dxdy;

—2 ( f (@¥aty¥) dxdy  (50)

- [[jos+oiar

Donnons immédiatement I’application numé-
rique suivante, également cmpruntée a Trefftz.
Il s’agit d’évaluer J pour une section carrée,
les équations des c6tés étant x = +-a, y = +-a.
La fonction de tension & deux paramétres :

22 N\ y? r 22 2
v=t G Gy et e (o 5)]

posséde la symétrie requise et satisfait a la
condition fronti¢re (44). Tous calculs effectués
elle donne au membre de droite de (50) la valeur :

gié’w [—%(105a2+72ag+4432)+5a+2 B]

Son maximum est atteint pour les valeurs :

35

4432 =15

o= T4 ——— des paramétres

4432

et 'on obtient finalement
J > (5600)/(2493) a* = 2,2463 a*

La fonction de tension & un paramétre :

x2+y2
2

a la symétric requise et satisfait & ’équation
aux dérivées particlles (48). Tous calculs effectués
elle donne au membre de gauche de I'inégalité (50)
la valeur :

+ 5 (st — 6x%y7 + )

8 :
108 (35 4 112 & + 576 «?) at

dont le minimum est atteint pour o« = —7/72
et fournit finalement J > (2128)/(945) a* =
2,2518 a* Dans ce cas I’écart entre la borne
supérieure et la borne inférieure est inférieur
a 2,5 pour mille de la moyenne arithmétique.
Cette puissance de la méthode est typique dans
Pévaluation de caractéristiques de rigidité globa-
les. Les caractéristiques locales d'une solution,
évaluées par les inégalités généralisées, deman-
dent en général pour la méme précision un labeur
plus considérable.

Trefftz a centré ses considérations sur la
dualité entre vérification des conditions aux
limites et vérification de I’équation aux dérivées
particlles. On est en droit de se demander s’il
a réalisé la coincidence fortuite de cette dualité
avec la dualité entre champ d’équilibre et champ
compatible, qui justifie de fagon profonde ses
inégalités en les présentant comme un cas
particulier de (4). Il est instructif & cet égard
de suivre sa démonstration. Celle que nous
présentons ci-dessous suit fidélement ses idées
tout en supprimant la nécessité d’introduire,
comme il a di le faire, un multiplicateur lagran-
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gien. Observons d’abord que I'on peut modifier le membre de droite de (50) par :

J J (Vo y¥y) dedy = | (le+ my) Wds— 2 J J WPdxdy = —2 J J Wdxdy
D s C D D

puisque la fonction W' doit étre prise nulle sur c.
D’ou :

|| @2+ addy >3 >4 || Warty— [| (w2t v sy (51)

Pour la méme raison on peut écrire

-

I=2 | J'D@dxdy (52)

Partons de l'inégalité évidente :

f J D[(cpx — 02)* + (¢y — ©,)*] dwdy = fJD (<® + @) dxdy —

—2 [ (g:0u + 9,0) dudy + [ [ (@24 0,7 ddy >0

et transformons les deuxiéme et troisiéme termes par des intégrations par parties :

JJ ot 4 o) sty —2 | qu0ds +2 | J A% © dxdy + f OO nds — f J OA0 dxdy >0
D [ ‘ D c D
Tenant compte du fait que ¢ vérific (48) et O (44) et (48) :

o = . o

JJD(szz + ¢,2) dxdy — 2 ffp@ dxdy = JJD((P:CZ + 92 dxdy —J >0

Ceci démontre I'inégalité de gauche dans (51). Partons ensuite de I’autre inégalité évidente :

J' J'D[(% — @) + (¥, — 0,)] dxdy = J f (T2 4 W) dudy —
—g f f D(\Fl'@z + ‘FUGU) dxdy + f f D(®‘2 + 0,2 dxdy >0

et transformons encore a I'aide d’intégrations par parties :

J| (v 4 ) dudy —2 J VO, ds + 2 J f WA dady + | ©0, ds — J
D (o] D » C
Comme ¥ vérifie (44) et © (44) et (48) il vient :

(P24 v dxdy—ztﬂ P dady £ J >0

J' OA0 dxdy > 0

s/ « D

ainsi se trouve démontrée I'inégalité de droite dans (51).
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