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1. Introduction

Le schéma de transmission d'un savoir est assez
bien connu en didacticque des mathématioues et des
sciences en général,

Au départ d'un « savoir savant » découvert par les
cherchenrs el présenté daus des publications scien-
Lifiegies ont lovs de congres, la « noosphére », cest-a-
dire lensemble des actenrs intervenant dans U'élabo-
ration des programmes, effectue une premiére trans-
position, gualifiée d’ezterne, et livre le « savaoir 4 en-
seigner », matiére qui figure dans les programmes
officiels denseignement.

Flacé dans nne situation d’enseignement, ce savolir
d enselgner subit une denxidme transposition, qua-
lilige dinterne, qui fournit le « savoir enseigné » ;
cette derniére transformation représente une mis-
sion essenticlle de Penseignant,

Dans cette note, nous nous intéressons particulie-
rement 4 enseignement de la physique. qui est
une grande consomnnatrice de « savoirs A mathéma-
tigues ». ¢'est-a-dire, selon Chevallard |9], de savoirs
dont la manipulation suppose, pen on prou. la ma-
nipulation de mathématioques vivantes, Les mathé-
matirques peuvent étre considérées, pour cette rai-
son, comine un « savoir fondamental » ([5], Artand)
pour la physique.

Nous proposons un modéle théorique élémentaire
qui met en évidence 'existence possible d'un « dé-
calage interdisciplinaire » résultant de la transmis-
sion d'un méme savoir par les deux communautés

d'enselgnants.

En guise d'illustration, nous envisagerons le cas
d'une notion immanguablement rencontrée dans la
formation des physiciens @ les infiniment petits,

2. Modélisation
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2.1. Notion de décalage interdisciplinaire

Lors d'études scientifiques. les savoirs & mathéma-
biggues transmis anx ebudiants sont généralement
issus de deux sources différentes qui sont, d'une
part, la sphére savante mathématique (Artaud [4],
p. 299), et, d'autre part. la gphére savante de la
discipline concernie,

Il advient dés lors gquelguefois gu'une méme notion
soit présentée différenument par deux intervenants :
cela pent entrainer, chez U'étudiant concerné, ce que
nous noimerons un déeelage. Bien entendu. il s agit
la d'un cas particulier d'un phénoméne qui peut
se rencontrer chague fois que les mathématiques
jouent le réle de savoir fondamental dans I'élabora-
tion d'un savoir 4 mathématigues au sein d'une dis-
cipline quelconque. c’est-d-dire sont utilisées pour
produire et ‘'ou pour mettre en oeuvee le savoir dis-
ciplinaire en question (Artaud [4], p. 299); dans ce
contexte général, nous parlerons alors de déealage
interdisciplinaire (Henry [14]).

2.2. Un modéle élémentaire

Le cadre théorique dans lequel nous allons dévelop-
per notre modéle est celui de Uapprentissage d'un
savoir 4 mathématiques, qui sera noté 5 ultérienre-
ment, spécifique pour physicien. Ce savoir est trans-
post d'un savoir savant qui s'est développé au cours
du temps, mais dont nous supposerons qu’il a évolué
uniquement dans la sphére’des mathématiciens on
unicpuement dans la sphére des physiciens. 11 s'agit
la d'une hyvpothése qui n'est évidemment pas tou-
jours vérifiee dans la pratique, notamment A cause
des interactions possibles entre les recherches réali-

sees dans les deux sphéres considérées.




Repérons par un indice 1 la discipline dans laguelle
se construit le savoir savant considéré, Nantre disci-
pline. indicée par un numéro 2. se limitant. confor-
mément a notre hvpothése, & exploiter ce savoir sa-
vant.

Pour tenir compte de aspect dinamique du mo-
dele. nons désignerons par 51T} 'état du savoir sa-
vant au temps . De plus, nous désignerons par
54T le savoir & enseigner et par 55T le savoir
enseigne qui correspondent 4 5{7T).

Lorsque nous prenons en compte les deux disci-
plines. il peut s"avérer qunn professenr de la dis-
cipline 1 se référe & un certain état S0 ) do savoir
S, alors que son collégue de la discipline 2 considére
I'état S{T3) de ce méme savoir. Or. ves deux états
du savoir S(717) et 5113} ne coincident pas toujours.
En effet, les deux enseirnants n’ont pas foredment
la méme formation. ni les mémes objectiis péda-
gogigues. La discipline 1 avant. par hvpothiése, été
celle dans laquelle s'est développée la maticre consi-
dérée, ses enseignants ont vraisemblablement une
[ormation plus poussée que leurs collégues sur le
sujet. el ont aussi souvent le souci de présenter &
lenrs étndiants des développements parmi les plus
récents de lenr branche, Par contre, les professenrs

Savoir Fiats n savoir

a mathématioues savant

Savolr
A enseigner

S1(T)

S*(1z2)

de la discipline 2 ont fréquemment des ambitions
moins didactiques. mais plis praxéologiques (Ar-
taud |5]) puisqu’ils se contentent d'utiliser nne théo-
rie, construite dans une autre sphéve que la leur.
généralement pour résoudre un probléme coneret
qu'ils rencontrent dans leur propre sphére. 11 en ré-
sulte que T7 ne coincide d’habitude pas avec 13, e
done gue S(717 ) peut différer de S(T3). 1l peut bien
sur en aller de méme avec les savoirs 4 enseigner
57Ty ) et 57(T5), ainsi qu’avec les savoirs enseignés
5%(71) et 5°%(7T3).

Au total, le savoir appris (Antibi - Brousseau [2]).
noté dans Ia suite SA. par un méme apprenant au
sijel du savoir 8 peut provenir de deux enseigne-
ments distincts. & savoir 5°(17) et 5%(Ta). ce qui
provocne alors un décalage interdisciplinaive.

La figure ci-dessons représente schématiquement ce
modéle. avee. en lgne préliminaire, les différents
types et états des savoirs relatifs an théme S, ainsi
fque. prés des Héches et dans un encadré, les dif-
[érents acteurs qui seront notés respectivement S;
pour les membres de la sphére savante, N, pour la
noosphére, P, pour les enseignants de la discipline
Pipour ¥ =1.2), et ET pour les étudiants.

Savoir
appris

Savoir
enseigné

7]

Figure 1. Schéma relatif an modéle

3. Un exemple : la notion d’infini-
ment petit

3.1. Evolution historique du savoir savant

L'existence des infiniment petits, latente depuis
I'Antiquité et pressentie notamment par Fermat,
Pascal et Barrow, fut admise par Newton et surtout
Leibmiz. Ce dernier concevait un infiniment petit,

encore appel® infinitésimal, connue une entité mé-
taphysique « évanouissante » qui est plus petite que
toute quantiteé donnée, puisqu’il est en notre pouvoir
de diminuer Uincomparablement pelit. que l'on peut
toujonurs supposer aussi petit que Uon reut (Leibniz
1702, cité par Mawhin ([16] 1997. p. 37)). Les in-
finitésimaux ont alors essentiellement une vocation
heuristinue @ ils peuvent servir a batir les fonde-
ments de Nanalyse classique.




Les bases de 'analyse mathématique furent effec-
tivement développées par des successeurs de New-
ton et de Leibniz qui exploitérent les infinitésimanx
an sujet desquels ils adoptérent nne position « a-
ontologique », cest-d-dire dans laquelle 'existence
des objets mathématiques ne se pose pas [ Boulean
[8] 1999, p. 112); ainsi en atteste cette prise de po-
sition, caractéristique de 'époque, exprimeée au dé-

but du 19°"¢ siécle par Bossut dans son Essai sur

[histoire géndrale des mathématiques (Paris. t. LLL
1802, pp. 141 - 142) : Admettez les infiniment petits
comiine une hypothése, étudies o pratique du caleul,
et la foi vous viendri (cité dans Cournot [10] 1984,
p. H30).

Dans la suite, au 19" siécle, il v eut. surtout
en France et en Allemague, des débats passionnés
sur 'usage en analyse mathématique des infinitési-
maunx. On vit alors naitre deux sortes de critiques :

- Des eritiques émanant du courant philosophigue
de empirisme et relatives a lexistence méme des
infiniment petits. Par exemple, D’ Alembert dans
son Essai sur les éléments de la philosophie ou
sur les principes des connaissances, rejetait idée
oue des quantités penvent « s évanouir ». car il es-
timait qu'une quantile est guelgue chose ou rien.
St elle est quelgue chose, elle w'est pas encore fva-
nouie : st elle n'est rien, elle est évanouwie tout a
Jait. C'est une chimére que la supposition d'un
ftal moyen entre ces dewr-la {17 Alembert 1759,
cité par Gand et al. [12] 1098, p. 127).

- Des critiques de logique. Ainsi G. Berkelev, dans
L™ Analyste. s'opposa violemment aux théories de
Leibniz ; il formula notamment cet avis : Je ne

discute en vien vos conclusions. mais sewlement

votre logique el votre méthode (Berkeley 1734,

cité par Gaud ef al. [12], 1998.p. 17).

De plus. la théorie leibnizienne des infinitésimanx
viole ce qui E‘Ht‘alljl‘.ull'd'h11i appelé le principe ar-
chimédien selon lequel. pour deux nombres positifs
i et b,oon peut trouver un entier n tel que na > b

Petit & petit, les mathématiciens, a partir du 19°™*
siecle, s'efforcérent d’abandonner idée qu'un in-
finiment petit est une grandeur assignable. Par
exemple. Lagrange essaya d'éviter le recours anx
infinitésimanx dans ses cours d’analyse, ainsi qu'en
atteste le titre d'un de ses ouvrages : Théorie analy-
tigue des 5o o fiEes AN | r
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cité par Gaud ef af. |12] 1998, p. 77). En d'antres
termes. Uidée d'un infiniment petit actuel fut pro-
gressivement abandonnée. et remplacée par celle
d'un infiniment petit potentiel. A cet effet. les ma-
thématiciens promurent Uidée quun infiniment pe-
tit n'est plus une « quantité assignable », mais une
variable : d’aprés Cauchy, lorsque les valeurs sueces-
stves d'une méme vartable décroissent indéfiniment,
de maniére @ s'abaisser en dessous de fout nombre
donné, cette variable devient ce que on nomme un
infiniment petit ou wne quantité infiniment petite.
Une variable de cette espéce a zéro pour limite (cité
par Artigue et al. [6] 1985, p.3). Ainsi, petit a pe-
tit, la théorie des infinitésimaux se développa es-
sentiellement dans un cadre fonctiounel, au départ
dn concept de limite dont une définition rigoureuse
se dégagea progressivement des travaux de savants
tels que Bernhard Bolzano (1781 - 1848), Augustin-
Louis Cauchy (1789 - 1857) et Karl Theodor Wil-
hem Weiersrtrass (1815 - 1897).

Parallélement, les consommatenrs de mathéma-
ticques tels gue les physiciens on les économistes,
plus encling & s'intéresser aux résultats obtenus
fqu aux justifications réclamées par les mathémati-

Criens, continuérent A utiliser ces notions dinfinite-

simanx qui sappliquaient si bien 4 leurs rajsonne-
mernts.

Le texte suivant, tiré du site du Cégep de "Abitili-
Témiscamingue illustre ce fait historique.

Cest alovs que Pierre Virignon, jeune professenr
de mathématiques an collége Mazarin, & Paris. e
membre de ['Académic royale des sciences deprines
1688, a une tdée qui va sortir la mécanique de cette
impasse il déeide de Ini appliquer le calcul différen-
tiel, ce nouwveau formalisme maihémaligue mis au
point par le mathématicien ef philosophe allemand
Gottfried Leilmiz en 1684, Depuis quelgues anndes
déja, Pierre Varignon, comme d'aulres mathémati-
ciens tels que les fréves Jean et Jacques Bernoulli ou
encore le marquis de I'Hospital. défend ardemment
le ealeul différentiel & UAcadémie des sciences. ot
il se heurte @ Uhostilité de la majorité des scien-
tifiques. Em effet. ce calewl est basé sur la notion
des infiniment petits, mfinis que n'aiment quére les
mathématiciens, Néanmoins, i est particuliérement
efficace pour étudier les courbes. ¢ est-da-dire caleu-
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niment petits et de voir comment se comportent ces
morceaur infimes, pour ensuite en déduire allure
globale de la courbe.

Ce p'est que dans les années 1960 gqu Abraham
Robinson, profitant des progrés récents de la lo-
gigque mathématique, notamment de la théorie des
modéles, reprit les théories leibniziennes dans un
cadre nouvean et tout i fait indiscutable. Dans
son ouvrage intitulé Non-standard Analysis (Ro-
binson (18] 1961). il formalisa avec rigueur 'intui-
tion et les techiniques efficaces du caleal infinitési-
mal des siécles précédents. A cet effet, il convint
d'étendre 'ensemble des réels et de définir de nou-
veaux nombres, qualifiés de non standards, qui sont
infiniment petits, mfiniment grands ou infiniment
proches d'un réel. Une présentation succincte de la
construction robinsonienne peut étre trouvée, par
exemple, dans Deledicq - Diener ([11] 1989, pp. 182-
185). Les auteurs font d'ailleurs référence, dans la
préface, aux liens entre la notion d'infiniment petit
et I'utilisation qui en est faite en physique ;

Espévons gu'en rendant accessible une théorie mo-
derne des infinitésimaur, nous contribuerons a ce
que satent renouds les liens avee une partie substan-
tielle de o genése de UAnalyse, et par I méme avee
cewr, physiciens ou aulres gui n'avaient jomais vé-
ritablement renoncé q raisonner avee des quantités
infinitésimales ou infiniment grandes,

De méme, Gérard Villemin définit analyse non
standard comme :

une technigue mathdématique gui permet :
- de pratiquer le caleul infinitésimal des anciens et

des physiciens

ot une quantité petite est une guantité fire el non

un parameétre qui tend vers zéro

respectant toutes les preseriptions de la vigueur

mathémalique moderie.
Il affirme également que

Cette nowvelle analyse (par opposition a l'Analyse
Classique) permet de calculer rigoureusement avec
des nombres infiniment grands et infiniment petits,
comme ont toujours fait les physiciens.
L'ensemble de tous les nombres hyperréels, c'est-a-
dive des réels standards et des nombres non stan-
dards, constitue un cadre numérigue au sein duguel
peut se développer analyse mathématigque : en ef-
fet. il jouit des mémes « propriétés » que l'ensemble
des réels. Par la suite, une approche axiomatique de

I'analyvse non standard fut proposée par Nelson (|17)
1977). Ces derniéres années, ces savoirs savants ont
été transposés de diverses maniéres pour pouvoir
étre enseignés a des apprenants novices en analyse
(voir. notamment, Keisler [15] 1976. Artigue et al.
[6] 1985, Bair-Henry |7| 2004. Henrv [13] 2003 et
[14] 2004.

3.2. Application du modéle

La théorie § des infiniment petits a été initialement
développée par des mathématiciens: de sorte que
I'indice 1 de notre modéle se rapporte aux mathé-
matiques. Les physiciens font fréquemment appel
au raisonnement infinitésimal ; Uindice 2 se référe
done a la physigue.

De nombreux mathématiciens concoivent intuitive-
ment les infiniment petits & la maniére de Cauchy
dans son cours d’Analyvse 4 I'Ecole Polyvtechnique ;
en conséquence, 17 vaut approximativement 1821 :
pour S(T1 ), un infiniment petit est une variable ten-
dant vers zéro. Toutefois, le savoir 57(T)) enseigné
par certains mathématiciens présente un infiniment
petit comme une fonction tendant vers zéro.

Les plivsiciens ont une conception plus positiviste
de cette théorie et se référent ainsi 4 la présentation
leibnizienne des infinitésimaux: partant. 75 peut
étre pris égal &4 1675 qui est 'année de 'invention
du caleul infinitésimal par Leibniz. Selon S(T%).
un infiniment petit désigne une quantité assignable
évanouissante. Mais, par pragmatisine, les physi-
ciens abandonment souvent Didée abstraite d'éva-
nouissance d'une quantité, de sorte qu'ils évoquent
alors un savoir 5*(7%) selon lequel un infiniment
petit représente une quantité trés petite on aussi
petite que 'on veut ; cette derniére acception d'un
infiniment petit constitue le savoir S%(7%). Le rai-
sonnement suivant, proposé par B. André, G, Egue-
ther et J.P. Ferrier, est un exemple de I'utilisation
des infiniment petits en physique,

Alors % = —AN pour des At assez petits. Pour
écrire une formulation ne laissant plus la place @ la
discussion sur le fait que At est assez petit ou non,

on dispose de la dérivée T On écrit % = —AN

di
tout simplement, ce qui revient en fait d choisir un

At infintment petit,

Ainsi un étudiant peut-il s'entendre dire qu'nun in-
finiment petit est une fonction tendant vers zéro




{5°(11)) ou encore désigne une trés petite quan-
tité (5°(15%)). La distance épistémologigue entre ces
denx présentations peut donner, lorsque 'étudiant
n'est pas & méme de combler cette distance, nais-

sance i déealage interdisciplinaire.

A la polysémie du gualificatif  « infinitésimal »
s'ajoute un ohstacle provenant de la présence conen-
mitante de denx cadres de travaik En effet. les phy-
siviens raisonnent volontiers en termes d'ovdre de
grandeur de guantités physigques, certaines gran-
denrs étant pour eux négligeables vis-a-vis d’autres
ils travaillent alors essentiellement dans e cadre
mnerigue. Or, pour tradoive une telle démarche
conformément an savoir savant enseigné 5°(T ). ils

devraient passer dans le cadre fonctionnel.

4. Epilogue

En théorie, il semble aisé de combler un décalage
interdisciplinairve : il « suffit » que les denx commu-
nantés d'enseignants travaillent dans la méme di-
rection et an méme rvthme. Pourguoi ne pas réver
dun enseignement interdisciplinaire dans lequel nn
mathematicien et un physicien présenteraient. si-
multanément et de facon concertée, une méme ma-
tidre ?

Dans la pratique, les nombreuses tentatives d'en-
seignemment interdisciplinaire ont mis en lnmiére les
multiples difficultés technigques lices & ce type den-
seignement,

Néammnoins, en ce gqui concerne de tels décalages

(=]
interdisciplinaives, les didacticiens nous semblent
pouvoir agir sur plusieurs ronts

repérer les sujets de décalage possible
prévoir une séquence de dé-transposition { Antibi
- Brousseau [1] 2000 et |2] 2002) quand un tel
décalage a été décelé
anticiper de tels décalages

- chercher des présentations adéquates qui pour-
rajent d'einblée convenir anx denx communautdos
enseignantes et &tre adaptées aux étudiants.

Un tel travail demande évidemment une boune
formation de enseignant tant en mathématiques
quen physigue. Eu plus de compétences discipli-
naires adéquates. le professenr devra également
faire preuve de compétences transversales afin
dadapter son enseignement et de relier entre eux
les différents points de vie.

Pour en savoir plus
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