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Kapitel 1EinleitungNeben der M�oglichkeit, Laserstrahlung durch stimulierte Photonenemission bei der Elektron-Ion-Rekombination zu verst�arken [1] , richtet sich das Interesse an laserinduzierter Rekom-bination vor allem auf die spektroskopische Analyse von Rydberg-Zust�anden hochgeladenerIonen. Experimente dazu [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] wurden vor allem an Ionenspeicherringen durch-gef�uhrt, in denen kalte, intensive Ionen- und Elektronenstrahlen �uberlagert werden. Nachder laserinduzierten Rekombination in eine Gruppe gebundener Zust�ande des rekombiniertenIons k�onnen einzelne �Uberg�ange in tieferliegende Niveaus mit einem zweiten Laser selektivinduziert werden und damit im Rekombinationsspektrum, das die gesamte Rekombinations-ausbeute als Funktion der Frequenz des zweiten Lasers wiedergibt, aufgel�ost werden [6, 7, 8].Zur theoretischen Beschreibung derartiger Zweistufenprozesse wurden im Experiment [8]die Ratengleichungen f�ur Zweiniveausysteme verwendet. Da eine Herleitung dieser Ratenglei-chungen aus den Grundgleichungen der Quantenmechanik f�ur den Fall der Rekombinationaus dem Kontinuum bis dahin noch nicht erfolgt war, war es nicht o�ensichtlich, wie diese Ra-tengleichungen f�ur den Fall, da� mehrere der durch den zweiten Laser induzierten �Uberg�angezu einer Resonanz zusammenfallen, verallgemeinert werden m�ussen bzw. ob und inwieweitKoh�arenze�ekte in diesem Fall eine Rolle spielen. Theoretische Untersuchungen [9, 10] zulaserinduzierter Rekombination beschr�ankten sich auf die Behandlung einfacher Spezialf�alle,die stimulierte Rekombination in einen diskreten gebundenen Zustand mit monochromati-scher Strahlung zeitlich konstanter Intensit�at beinhalten, ohne die Erweiterung auf den Fallder Rekombination in eine Gruppe gebundener Zust�ande bzw. der oben beschriebenen Zwei-stufenrekombination oder die Einbeziehung der Linienbreite und der zeitlichen Pulsform derLaser zu erm�oglichen. Zwar k�onnen im Rahmen des Dichtematrixformalismus derartige Ver-allgemeinerungen ber�ucksichtigt werden, die zeitliche Integration der daraus resultierendenDichtematrixgleichungen, die die Dynamik aller Kontinuumzust�ande enthalten, lie�e sich je-doch nur mit erheblichem numerischen Aufwand durchf�uhren.In dieser Arbeit pr�asentieren wir ein Verfahren, wie e�ektive Dichtematrixgleichungen1



2 Kapitel 1. Einleitungohne Kontinuumsanteil und Ratengleichungen zur Beschreibung von stimulierten Rekombi-nationsprozessen hergeleitet werden k�onnen. Wir zeigen, wie und unter welchen Bedingun-gen in den allgemeinen Dichtematrixgleichungen, die laserinduzierte Rekombinationsprozessebeschreiben, der Kontinuumsanteil eliminiert werden kann und wie und unter welchen Be-dingungen aus den daraus resultierenden Dichtematrixgleichungen Ratengleichungen herge-leitet werden k�onnen. Des weiteren diskutieren wir spezielle Rekombinationsprozesse, aufdie dieser Formalismus angewandt werden kann. Von besonderem Interesse ist dabei nebender laserinduzierten Zweistufenrekombination die laserinduzierte dielektronische Rekombina-tion, deren wesentliche Charakteristika wir mit Modellrechnungen erarbeiten. Abschlie�endwenden wir die f�ur die Zweistufenrekombination hergeleiteten Gleichungssysteme auf daseingangs beschriebene Experiment an, um zu untersuchen, inwieweit die Dichtematrixglei-chungen bzw. die Ratengleichungen in der Lage sind, das Rekombinationsspektrum eineskonkreten Zweistufenexperiments zu reproduzieren.



Kapitel 2Allgemeine Theorie derstimulierten Rekombination
2.1 Das SystemWir betrachten ein atomares System bestehend aus einem Kontinuum von Zust�anden jcioberhalb der Schwellenergie E0 und einer Gruppe diskreter Zust�ande jbi, die in der N�ahe derEnergie EB > E0 liegen, wie in Abb. 2.1 gezeigt wird.

EB
E

E0 jbi { Zust�ande
Abb. 2.1: Schematische Darstellung des atomaren SystemsDie Dynamik dieses Systems wird von dem e�ektiven Hamilton-OperatorH = H0 +H1 (2.1)bestimmt, wobei H0 =Xb (Eb � i2 
b) jbihbj + Z dc (Ec � i2 
c) jcihcj (2.2)3



4 Kapitel 2. Allgemeine Theorie der stimulierten Rekombinationund H1 =Xb Xb0 6=bHbb0 jbihb0j + Xb Z dc (Hbc jbihcj +Hcb jcihbj ) (2.3)mit Hbb0 = H�b0b und Hbc = H�cb. Hier bezeichnen Eb und Ec die Energien und 
b und
c die spontanen Zerfallsraten der Zust�ande jbi bzw. jci. Wir ber�ucksichtigen nicht denBeitrag spontaner �Uberg�ange innerhalb dieses Niveausystems, z.B. den Beitrag spontanerRekombination von jci nach jbi, unter der Annahme, da� diese �Uberg�ange zu schwach sindverglichen mit den durch H1 induzierten �Uberg�angen.In Rekombinationsprozessen be�ndet sich das System anfangs im Kontinuum. In einemallgemeinen Rekombinationsexperiment ist es allerdings nicht m�oglich, den Anfangszustanddes Systems durch eine Wellenfunktion j i = R dc Ac jci darzustellen. Alles, was man nor-malerweise �uber diesen "Anfangszustand\ wei�, sind die Wahrscheinlichkeiten pc, das Systemanfangs im Zustand jci vorzu�nden. Um den statistischen Charakter dieser Verteilung aus-zudr�ucken, m�ussen wir daher die Dichtematrix � verwenden, die der Gleichungddt� = � i (H�� �Hy): (2.4)gen�ugt. Die Anfangsbedingung lautet damit�(t = 0) = Z dc pc jcihcj : (2.5)(Falls die Anfangsverteilung nicht nur von der Kontinuumsenergie, sondern auch noch vonanderen "Kontinuum-Quantenzahlen\ abh�angen sollte, seien die Zust�ande jci so gew�ahlt,da� �(t = 0) eine Diagonalmatrix ist.)Strenggenommen ist so eine Anfangsbedingung nicht normierbar. In realistischen Anwen-dungen allerdings wird das atomare System �ublicherweise in einem begrenzten Volumen Vbetrachtet, so da� jci genaugenommen einen diskreten Zustand darstellt und R dc :: eherPc ::lauten sollte. Damit lautet die Normierungsbedingung f�ur eine statistische Verteilung freierElektronen beispielsweise 1 =Xc pc � Z dc pc � V(2�)3 Z d3k pk; (2.6)wobei jki den Impulseigenzustand zum Eigenwert k bezeichnet.Die Komponenten von � �bb0 := hbj � jb0i; (2.7)�cb := hcj � jbi =: ��bc; (2.8)�cc0 := hcj � jc0i (2.9)gen�ugen den Gleichungenddt�bb0 = �(
bb0 + i!bb0) �bb0 � i Xb00 6=bHbb00 �b00b0



2.2. Elimination des Kontinuums 5
+ i Xb00 6=b0 Hb00b0 �bb00 � i Z dc (Hbc �cb0 �Hcb0 �bc); (2.10)ddt�cb = �(
cb + i!cb) �cb � iXb0 Hcb0 �b0b+ i Z dc0 Hc0b �cc0 + i Xb0 6=bHb0b �cb0 ; (2.11)ddt�cc0 = �(
cc0 + i!cc0) �cc0 � iXb (Hcb �bc0 �Hbc0 �cb) (2.12)mit 
ij := 12(
i + 
j) (2.13)und !ij := Ei �Ej (2.14)f�ur alle i; j = b; c.2.2 Elimination des KontinuumsUm die Kontinuum-Dichtematrixelemente �cc0 , �cb, �bc zu eliminieren, verwenden wir dieLaplace-Transformation von (2.10 { 2.12) de�niert durch�̂ij(z) := Z 10 �ij(t) e�ztdt: (2.15)Die Laplace-Transformation von (2.12) lautet damitz �̂cc0 = pc �(c � c0) � (
cc0 + i!cc0) �̂cc0 � iXb (Hcb �̂bc0 �Hbc0 �̂cb) (2.16)und kann formal nach �̂cc0 aufgel�ost werden:�̂cc0 = pc �(c � c0)z + 
cc0 + i!cc0 � iXb Hcb �̂bc0 �Hbc0 �̂cbz + 
cc0 + i!cc0 : (2.17)Setzen wir diesen Ausdruck in die Laplace-Transformation von (2.11) ein, so erhalten wirz �̂cb = �(
cb + i!cb) �̂cb � iXb0 Hcb0 �̂b0b + iHcb pcz + 
c+ i Xb0 6=bHb0b �̂cb0 + Xb0 Z dc0 Hc0bz + 
cc0 + i!cc0 (Hcb0 �̂b0c0 �Hb0c0 �̂cb0): (2.18)Da die Gleichung f�ur �̂cb Kopplungen an �̂cb0 und �̂b0c0 beinhaltet, k�onnen wir dieses Glei-chungssystem im allgemeinen nicht nach �̂cb au
�osen. In einem ersten Anlauf vernachl�assigenwir daher diese Kopplungen und gehen vonz �̂cb = �(
cb + i!cb) �̂cb � iXb0 Hcb0 �̂b0b + iHcb pcz + 
c (2.19)



6 Kapitel 2. Allgemeine Theorie der stimulierten Rekombinationaus. Damit erhalten wir�̂cb = � iXb0 Hcb0z + 
cb + i!cb �̂b0b + i pcz + 
c � Hcbz + 
cb + i!cb : (2.20)Setzen wir diesen Ausdruck in die Laplace-Transformation von (2.10) ein, so erhalten wirz �̂bb0 = �(
bb0 + i!bb0) �̂bb0 � i Xb00 6=b0Hbb00 �̂b00b0 + i Xb00 6=b0 Hb00b0 �̂bb00� Xb00 �Z dc HbcHcb00z + 
cb0 + i!cb0 �̂b00b0 + Z dc Hb00cHcb0z + 
cb � i!cb �̂bb00�+ Z dc pcz + 
c � HbcHcb0z + 
cb0 + i!cb0 + HbcHcb0z + 
cb � i!cb� : (2.21)Unter der Annahme, da� Hbc und pc f�ur Ec � EB hinreichend langsam mit der Kontinuums-energie Ec variieren, k�onnen wir die Pol-Approximation durchf�uhren: In dem IntegralZ dc HbcHcb00z + 
cb0 + i!cb0 �̂b00b0beispielsweise ersetzen wir z durch � i !b00b0 , den Wert des Imagin�arteils des Pols von �̂b00b0in erster N�aherung, und f�uhren die Integration f�ur 
cb0 ! 0 durch. Die Anwendung diesesVerfahrens auf alle Kontinuum-Integrale in (2.21) liefertz �̂bb0 = r̂bb0(z) � �
bb0 + �b + �b02 + i(!bb0 � �b + �b0)� �̂bb0� Xb00 6=b( iHbb00 + i
bb00) �̂b00b0 � Xb00 6=b0( iHb0b00 + i
b0b00)� �̂bb00 ; (2.22)wobei �b := 2� Z dc jHbcj2�(!cb); (2.23)�b := PZ dc jHbcj2!cb ; (2.24)i
bb0 := � Z dc HbcHcb0 �(!cb0)� iPZ dc HbcHcb0!cb0 ; (2.25)rbb0(t) := � Z dc HbcHcb0 pc e�
ct (�(!cb) + �(!cb0))+ iPZ dc HbcHcb0 pc e�
ct � 1!cb � 1!cb0� : (2.26)De�niert man �bb0 := 
bb0 + �b + �b02 ; (2.27)�bb0 := !bb0 � �b + �b0 ; (2.28)�Hbb0 := Hbb0 +
bb0 ; (2.29)



2.3. Korrekturen h�oherer Ordnung 7so lautet (2.22) nach der Laplace-R�ucktransformation in die Zeitdom�aneddt�bb0 = �(�bb0 + i�bb0) �bb0 � Xb00 6=b i �Hbb00 �b00b0� Xb00 6=b0( i �Hb0b00)��bb00 + rbb0(t): (2.30)Wir sehen, da� der einzige Term, in dem die Anfangsbedingung auftritt, eine praktisch kon-stante Rate rbb0 ist (
c ist gew�ohnlich sehr klein in realistischen Systemen), die nicht nur dieBesetzung im Zustand jbi, sondern auch die Koh�arenz zwischen jbi und jb0i erh�oht. In derTat erh�alt man im Spezialfall pc = 0 f�ur alle c dasselbe Gleichungssystem, wenn man, vonder Schr�odinger-Gleichung ausgehend, das Kontinuum im Amplitudenformalismus eliminiertund das resultierende Gleichungssystem in den Dichtematrixformalismus transformiert (einSpezialfall von (2.30) mit pc = 0 wird in [11] behandelt).2.3 Korrekturen h�oherer OrdnungWir untersuchen jetzt, welche Korrekturen zu erwarten sind, wenn man �uber die N�aherung(2.18 { 2.19) hinausgeht.Wir beginnen mit (2.18), vernachl�assigen die Kopplung an �̂b0c0 (die eine vernachl�assigbareModi�kation des Kontinuum-Anteils aufgrund der Diskret-Kontinuum-Kopplung bewirkt)und f�uhren die Pol-Approximation in den verbleibenden Kontinuum-Integralen durch. UnterVerwendung der De�nitionen (2.23 { 2.25) und (2.29 erhalten wir(z + ~
cb + i ~!cb) �̂cb = �Xb0 6=b( i �Hbb0)� �̂cb0 � Xb0 iHcb0 �̂b0b + iHcb pcz + 
c ; (2.31)wobei ~
cb + i ~!cb = 
cb + i!cb + �b2 + i�b: (2.32)Unter der Annahme, da� j �Hbb0 j < j~
cb + i ~!cbj gilt, kann eine N�aherungsl�osung f�ur �̂cb miteinem iterativen Verfahren gefunden werden: Die L�osung erster Ordnung erh�alt man, indemman die Kopplung an �̂cb0 vernachl�assigt:�̂cb(z) = i Hcbz + ~
cb + i ~!cb � pcz + 
c � iXb0 Hcb0z + ~
cb + i ~!cb �̂b0b: (2.33)Dieser Ausdruck stellt bereits eine Korrektur von (2.20) dar, da der komplexe Pol hier ge-gen�uber (2.20) modi�ziert ist. Sofern die Pol-Approximation in den Kontinuum-Integralenin (2.21) immer noch gerechtfertigt ist, f�uhrt diese Modi�kation allerdings nur zur Ersetzung!cb ! !cb+�b in den Kontinuum-Integralen in (2.23 { 2.26), die diese Gr�o�en nur sehr geringver�andert, sofern Hbc und pc mit der Kontinuum-Energie gering variieren.



8 Kapitel 2. Allgemeine Theorie der stimulierten RekombinationAbgesehen davon erh�alt man einen Ausdruck zweiter Ordnung f�ur �̂cb, indem man (2.33)in den Kopplungsterm in (2.31) einsetzt:�̂0cb = �̂cb + ��̂cb; (2.34)wobei ��̂cb = �Xb0 6=b ( i �Hbb0)� �̂cb0z + ~
cb + i ~!cb= �Xb0 6=b ( i �Hbb0)� iHcb0(z + ~
cb + i ~!cb)(z + ~
cb0 + i ~!cb0) � pcz + 
c+ Xb0 6=bXb00 ( i �Hbb0)� iHcb00(z + ~
cb + i ~!cb)(z + ~
cb0 + i ~!cb0) �̂b00b0 : (2.35)Setzen wir �̂0cb in die Laplace-Transformation von (2.10) ein, so erhalten wir(z �̂bb0)0 = z �̂bb0 + �(z �̂bb0); (2.36)wobei �(z �̂bb0) = i Xb00 6=b0 Z dc Hbc ( i �Hb0b00)� iHcb00(z + ~
cb0 + i ~!cb0)(z + ~
cb00 + i ~!cb00) � pcz + 
c� i Xb00 6=b0 Z dc Hcb0 i �Hbb00 (� iHb00c)(z + ~
cb � i ~!cb)(z + ~
cb00 � i ~!cb00) � pcz + 
c� i Xb00 6=b0Xb000 Z dc ( i �Hb0b00)� iHcb000 Hbc(z + ~
cb0 + i ~!cb0)(z + ~
cb00 + i ~!cb00) �̂b000b00+ i Xb00 6=bXb000 Z dc Hcb0 i �Hbb00 (� iHb000c)(z + ~
cb � i ~!cb)(z + ~
cb00 � i ~!cb00) �̂b00b000 : (2.37)Nach der Durchf�uhrung der Pol-Approximation erhalten wir Integrale der FormS = Z dc fc(~
c + i ~!c)(~
0c + i ~!0c) : (2.38)Falls j~
c � ~
0cj and j~!c � ~!0cj klein sind im Vergleich zum Energiebereich, in dem fc einebetr�achtliche Variation aufweist, k�onnen wir S ann�ahern durchS � i Z dc fc @@~!c � 1~
c + i ~!c� (2.39)und erhalten nach partieller Integration (sofern wir den von den Integrationsgrenzen stam-menden Beitrag vernachl�assigen k�onnen),S � � i Z dc 1~
c + i ~!c � @fc@Ec � � i Z dc �� �(~!c)� iP 1~!c� @fc@Ec : (2.40)F�uhren wir (2.38 { 2.40) in (2.37) durch, so erhalten wir� ddt�bb0�0 � ddt�bb0 + Xb00 6=b0 �H�b0b00 Z dc �� �(!cB)� iP 1!cB� @@Ec hpc e�
ctHbcHcb00i



2.4. Ratengleichungen 9
� Xb00 6=b �Hbb00 Z dc �� �(!cB) + iP 1!cB� @@Ec hpc e�
ctHcb0 Hb00ci� Xb00 6=b0Xb000 �H�b0b00 Z dc �� �(!cB)� iP 1!cB� @@Ec [Hcb000 Hbc] �b000b00+ Xb00 6=bXb000 �Hbb00 Z dc �� �(!cB) + iP 1!cB� @@Ec [Hcb0 Hb000c] �b00b000 ; (2.41)wobei !cB := Ec �EB : (2.42)Wir sehen, da� die Korrektur erster Ordnung von (2.30) im wesentlichen die Ableitungen derDiskret-Kontinuum-Matrixelemente und der Anfangsverteilung nach der Kontinuumsenergiebeinhaltet. Korrekturen zweiter und h�oherer Ordnung w�urden haupts�achlich Ableitungenh�oherer Ordnung nach der Kontinuumsenergie beinhalten. Sofern Hbc und pc hinreichendlangsam mit Ec variieren (genauer: @@Ec (Hbc; pc) � (Hbc; pc)=�b), spielen diese Korrektureneine untergeordnete Rolle und wir k�onnen schlu�folgern, da� die Dichtematrixgleichungen(2.30) das betrachtete System sehr gut beschreiben.Diese Behauptung sollte sogar zutre�en, falls j �Hbb0 j � j~
cb + i ~!cbj. In diesem Fall m�u�teman die Matrixgleichung (2.31) exakt l�osen. Solange die daraus resultierenden Eigenfrequen-zen im Vergleich zum Energiebereich, in dem Hbc und pc betr�achtlich variieren, gering von ~!cbabweichen, w�are die Bedeutung der resultierenden Korrekturen der Dichtematrixgleichungen(2.30) ebenfalls gering.Falls jedoch Hbc oder pc in der N�ahe von EB zu stark variieren sollten, w�urde das ge-samte Konzept der Pol-Approximation scheitern. In diesem Fall kann das Kontinuum nichtvollst�andig eliminiert werden, man m�u�te daher im allgemeinen die Kontinuumsdynamik inden Dichtematrixgleichungen beibehalten.2.4 RatengleichungenIn einem speziellen Rekombinationsproblem kann (2.30) im Prinzip analytisch gel�ost werden.In praktischen Situationen k�onnte es allerdings vorkommen, da� eine numerische L�osungvon (2.30) sinnvoller erscheint; wenn zum Beispiel die Anzahl der aneinander gekoppeltenZust�ande jbi sehr gro� ist oder wenn die Kopplungskonstanten Hbb0 , Hbc zeitabh�angig sind.(Obwohl die Laplace-Transformation in diesem Fall nicht durchgef�uhrt werden kann, stellt(2.30) nach wie vor eine gute Beschreibung des Systems dar, vorausgesetzt, Hbb0 und Hbcvariieren zeitlich langsam verglichen mit R dc HbcHcb0e�(
cb+i!cb)t.)In diesem Fall k�onnte es von Nutzen sein, Ratengleichungen zu studieren, die aus (2.30)durch Elimination der Au�erdiagonaldichtematrixelemente �bb0 hergeleitet werden k�onnen.(Man beachte, da� Ratengleichungen im allgemeinen wesentlich schneller numerisch integriert



10 Kapitel 2. Allgemeine Theorie der stimulierten Rekombinationwerden k�onnen als Dichtematrixgleichungen.) Ob und wie diese Herleitung durchgef�uhrt wer-den kann, h�angt ab von den relativen Gr�o�enordnungen der Parameter �b, �b, 
bb0 , Hbb0 , rbb0 ,und von deren Zeitabh�angigkeit. An dieser Stelle werden wir die direkte Methode, Raten-gleichungen herzuleiten, aufzeigen, die g�ultig ist, falls j �Hbb0 j und die zeitliche Variationsrateobiger Parameter wesentlich kleiner sind als j�bb0 + i�bb0 j und falls t� 1=j�bb0 + i�bb0 j gilt f�uralle b, b0 6= b.In diesem Fall k�onnen wir wie folgt vorgehen. Wir integrieren formal (2.30) f�ur dieAu�erdiagonaldichtematrixelemente �bb0�bb0(t) = Z t0 0@rbb0(t0) � Xb00 6=b i �Hbb00 �b00b0(t0)� Xb00 6=b0( i �Hb0b00)� �bb00(t0)1A e�(�bb0+i�bb0 )(t�t0) dt0; (2.43)vernachl�assigen die Kopplungen an andere Au�erdiagonaldichtematrixelemente, n�ahern t0durch t in den Termen innerhalb der Klammer an und erweitern die obere Integrationsgrenzeauf 1. Dann erhalten wir �bb0 = rbb0 � i �Hbb0 �b0b0 � ( i �Hb0b)� �bb�bb0 + i�bb0 (2.44)f�ur b 6= b0.Setzen wir diesen Ausdruck in (2.30) f�ur Diagonaldichtematrixelemente ein, so erhaltenwir die Ratengleichungenddt�bb = �0@
b + �b �Xb0 6=b i �Hbb0 i �Hb0b�bb0 � i�bb0 + c.c.!1A �bb+ Xb0 6=b 2�bb0 j �Hbb0 j2�2bb0 + �2bb0 �b0b0+ rbb � Xb0 6=b i �Hbb0 rb0b�bb0 � i�bb0 + c.c.! : (2.45)Um den Ein
u� der Anfangsverteilung in den Dichtematrixgleichungen (2.30) und in denRatengleichungen (2.45) zu veranschaulichen, untersuchen wir (2.30) und (2.45) im Spezialfallisotroper Anfangsverteilung pc = p(Ec). Au�erdem nehmen wir an, da� 
c = 0 ist, da� dieMatrixelemente Hbb0 und Hbc reell sind und da� wir den Unterschied zwischen !cb und !cb0in den Kontinuum-Integralen in (2.23 { 2.26) vernachl�assigen k�onnen und alle !cb durch!cB := Ec �EB ersetzen k�onnen. Dann erhalten wiri �Hbb0 = Rbb0 � iSbb0 ; (2.46)rbb = p0 �b; (2.47)rbb0 = 2p0Rbb0 f�ur b 6= b0; (2.48)



2.4. Ratengleichungen 11wobei Rbb0 := � Z dc HbcHcb0 �(!cB) = Rb0b; (2.49)Sbb0 := PZ dc HbcHcb0!cB � Hbb0 = Sb0b; (2.50)p0 := p(Ec = EB): (2.51)Unter Verwendung dieser neuen Gr�o�en lauten dann die Dichtematrixgleichungenddt�bb = �
b �bb � �b (�bb � p0)� Xb0 6=b ((Rbb0 � iSbb0) �b0b + (Rbb0 + iSbb0) �bb0) ; (2.52)ddt�bb0 = �(�bb0 + i�bb0) �bb0� Rbb0 (�b0b0 + �bb � 2p0) + iSbb0 (�b0b0 � �bb)� Xb00 6=b;b0 ((Rbb00 � iSbb00) �b00b0 + (Rb0b00 + iSb0b00) �bb00) (2.53)f�ur b0 6= b:Die Ratengleichungen lautenddt�bb = �
b �bb � �b (�bb � p0) + Xb0 6=b 4�bb0 Rbb0 Sbb0�2bb0 + �2bb0 (�bb � p0)+ Xb0 6=b 2�bb0�2bb0 + �2bb0 �R2bb0(�bb + �b0b0 � 2p0) + S2bb0(�b0b0 � �bb)� : (2.54)Ersetzen wir �bb � p0 durch ��bb, so sehen wir, da� abgesehen vom spontanen Zerfall 
b Re-kombinationsprozesse mit isotroper Anfangsverteilung und Ionisationsprozesse (d.h. Prozessemit p0 = 0) durch �aquvalente Gleichungssysteme beschrieben werden. Tats�achlich bestehtf�ur 
b = 0 der einzige Unterschied in der Gleichgewichtsbesetzung in jbi, die im Ionisati-onsproze� verschwindet und im Rekombinationsproze� gleich der Anfangsbesetzung p0 beiEc = EB ist. Allerdings m�ussen wir ber�ucksichtigen, da� im allgemeinen verschiedene An-fangsbedingungen vorliegen. Nur wenn im Ionisationsproze� �bb(t = 0) = p0 f�ur alle jbi gilt,ist die zeitliche Entwicklung von �bb identisch mit der von �(�bb � p0) im entsprechendenRekombinationsproze�.Eine detailliertere Diskussion von (2.54) wird in Kap. 3.2 durchgef�uhrt, wo wir laserindu-zierte Rekombination in eine Gruppe gebundener Zust�ande diskutieren.



Kapitel 3LaserinduzierteRekombinationsprozesse
3.1 Rekombination in einen diskreten gebundenen Zustand3.1.1 Allgemeine TheorieWir wenden jetzt diesen Formalismus auf spezielle Probleme im Zusammenhang mit laserin-duzierter Elektron-Ion-Rekombination an. Der einfachste Spezialfall, den man sich vorstellenk�onnte, ist laserinduzierte Rekombination in einen diskreten gebundenen Zustand. In diesemFall besteht unser System aus dem Kontinuum und einem diskreten Zustand jbi mit derEnergie Eb, der durch das LaserfeldE(t) = � e i!t + ��e� i!t (3.1)mit Eb +! > E0 an das Kontinuum gekoppelt ist (Abb. 3.1). Wie in Kap. 2 ber�ucksichtigenwir spontanen Zerfall von jbi und den Kontinuumzust�anden jci mit den Raten 
b bzw. 
c.E ! jbiE0

Abb. 3.1: Schematische Darstellung des atomaren Systems12



3.1. Rekombination in einen diskreten gebundenen Zustand 13Die Kopplungsmatrixelemente des Hamiltonoperators lauten in der Dipol-N�aherunghbjH jci = Hbc(t) = �bcE(t); (3.2)wobei �bc = hbj� jci das Dipolmatrixelement zwischen jbi und jci ist. Unter Verwendung der\Rotating Wave Approximation" (analog z.B. [12]) vereinfacht sich (3.2) zuHbc(t) = Hbc e i!t (3.3)mit Hbc = �bc �.Um ein Dichtematrixgleichungssystem wie (2.10 { 2.12) mit zeitunabh�angigen Kopplungs-matrixelementen zu erhalten, f�uhren wir die langsam variierenden Komponenten der Dichte-matrix � ein �bb := hbj � jbi; (3.4)�cb := hcj � jbi e i!t; (3.5)�cc0 := hcj � jc0i; (3.6)die den Gleichungenddt�bb = �
b �bb � i Z dc (Hbc �cb �H�bc ��cb); (3.7)ddt�cb = ��
c + 
b2 + i(Ec �Eb � !)� �cb� iH�bc �bb + i Z dc0 H�bc0 �cc0; (3.8)ddt�cc0 = ��
c + 
c02 + i(Ec �Ec0)� �cc0 + i(Hbc0 �cb �H�bc ��c0b) (3.9)mit der Anfangsbedingung �cc0 = pc �(c � c0) (3.10)gen�ugen. F�uhren wir �Eb = Eb + ! in (3.8) ein, so sehen wir, da� dieses Gleichungssystemeinen Spezialfall von (2.10 { 2.12) darstellt.Alternativ dazu k�onnen wir das System unter Verwendung von "Systemzust�anden\ be-schreiben: Wir de�nieren den Zustand j�bi := jb;ni; (3.11)in dem das Atom im Zustand jbi ist und n Photonen im Lasermode vorliegen, und ganzanalog den Zustand j�ci := jc;n� 1i: (3.12)Diese "Systemzust�ande\ haben die Energien E�b := Eb + n! bzw. E�c := Ec + (n� 1)!. Mitdiesen Energien und mit H�b�c = � �bc stimmen dann die Gleichungen f�ur die Dichtematrix-komponenten genau mit (3.7 { 3.9) �uberein.



14 Kapitel 3. Laserinduzierte RekombinationsprozesseUnter der Annahme, da� Hbc und pc hinreichend langsam mit Ec variieren, um die Pol-Approximation zu gew�ahrleisten, k�onnen wir das Kontinuum eliminieren, wie es in Kap. 2.2durchgef�uhrt wurde, und erhaltenddt�bb = r � (
b +�) �bb; (3.13)wobei � := 2� Z dc jHbcj2 �(Ec �Eb � !); (3.14)r := 2� Z dc jHbcj2 pc e�
ct �(Ec �Eb � !): (3.15)Im Spezialfall zeitunabh�angiger Laserfeld-Amplituden und f�ur 
c = 0 kann diese Gleichungexakt gel�ost werden: �bb(t) = r
b + � �1� e�(
b+�)t� : (3.16)3.1.2 Vergleich mit einer genauen RechnungUm zu sehen, wie gut die Pol-Approximation (2.21 { 2.22) in diesem Spezialfall ist, vergleichenwir diese L�osung (3.16) mit [9], wo dieses Rekombinationsproblem f�ur beliebige (d.h. nichtnotwendig 
ache) Anfangsverteilungen im Spezialfall 
c = 
b = 0 diskutiert wird. Speziellbei der (in unseren Formalismus �ubersetzten) Anfangsverteilungpc / 
(Ec �Eb � !)2 + 
24 (3.17)wird folgende Rekombinationswahrscheinlichkeit angegeben:�bb(t) = �0 24 1 + e��t� 
 (� + 
) + 20@ e��t� (� + 
) (�� 
) � e��+
2 t
 (� + 
) (�� 
)1A35 : (3.18)Im Grenzfall einer 
achen Anfangsverteilung (also 
 !1) entspricht dies unserem Resultat(3.16): �bb(t) �=
!0�! �0�
2 �1� e��t +O��
�� : (3.19)Damit sehen wir explizit, da� die Pol-Approximation in dem Kontinuum-Integral in (2.21),das pc enth�alt, gut ist, solange die Ionisationsbreite � viel kleiner ist als der Energiebereich
, in dem pc betr�achtlich variiert.3.2 Rekombination in eine Gruppe gebundener Zust�ande3.2.1 Allgemeine TheorieEin realistischeres Problem ist laserinduzierte Rekombination in eine Gruppe gebundenerZust�ande jbi, die in der N�ahe eines Energieniveaus EB < E0 liegen (Abb. 3.2), z.B. Rekom-bination in einen Unterraum wassersto��ahnlicher Zust�ande mit gleicher e�ektiver Haupt-quantenzahl.



3.2. Rekombination in eine Gruppe gebundener Zust�ande 15
E

EBE0 ! jbi { Zust�ande
Abb. 3.2: Schematische Darstellung des atomaren SystemsUm den in Kap. 2 entwickelten Formalismus anzuwenden, betrachten wir wieder dieDynamik der langsam variierenden Komponenten der Dichtematrix oder verwenden, alter-nativ dazu, "Systemzust�ande\, wie das in Kap. 3.1 vorgef�uhrt wurde. Mit Hbc := � �bc,wobei � die Laserfeld-Amplitude und �bc das Dipol-Matrixelement zwischen jbi und jci ist,!cb := Ec�Eb�!, wobei ! die Laserfrequenz ist, undHbb0 := 0 k�onnen wir die Ergebnisse vonKap. 2 direkt �ubernehmen. Unter der Voraussetzung, da� die entsprechenden N�aherungenhier g�ultig sind, erh�alt man nach der Elimination des Kontinuums die Dichtematrixgleichun-gen (2.30) mit ihren Korrekturen erster Ordnung (2.41) und nach der Ratengleichung-N�ahe-rung die Ratengleichungen (2.45). Im Spezialfall isotroper Anfangsverteilung und unter denan gleicher Stelle in Kap. 2.4 vorgenommenen Annahmen vereinfachen sich Dichtematrix-und Ratengleichungen zu (2.52 { 2.53) bzw. (2.54).3.2.2 Rekombination in eine Gruppe wassersto��ahnlicher Zust�andeWir betrachten jetzt den Spezialfall der Rekombination in eine Gruppe gebundener Zust�andemit gleicher e�ektiver Hauptquantenzahl n in einem wassersto��ahnlichen Atom oder Ion(oder allgemeiner: in einem Atom oder Ion bestehend aus einem Rumpf mit verschwin-dendem Drehimpuls und einem zus�atzlichen Elektron) unter Verwendung linear polarisierterLaserstrahlung. In diesem Fall k�onnen wir die Zust�ande jbi dieser Gruppe durch die Quanten-zahlen jl;m; si repr�asentieren. Da die Wechselwirkung mit linear polarisierter Laserstrahlungdie magnetische Quantenzahl m und die Spinquantenzahl s nicht ver�andert, gen�ugt es, jbidurch die Drehimpulsquantenzahl jli innerhalb einer Untergruppe mit gleichem m und s zuparametrisieren und jede dieser Untergruppen getrennt zu behandeln. (Die Energien und diespontanen Zerfallsraten von jli seien mit El bzw. 
l bezeichnet.) Ebenso parametrisieren wirdie Kontinuumzust�ande, an die die Zust�ande einer Untergruppe koppeln, durch jci = jE; li,wobei E die Energie und l die Drehimpulsquantenzahl von jci bezeichnen. Die spontanenZerfallsraten 
c der Kontinuumzust�ande werden im folgenden vernachl�assigt.



16 Kapitel 3. Laserinduzierte RekombinationsprozesseDe�niert man H�l (E) := hljH jE; l � 1i (3.20)und pll0(E) := hE; lj �(t = 0) jE; l0i (3.21)und f�uhrt man die ErsetzungZ dc : : : �! 1Xl=0 lXm=�l Z 1E0 dEcD(Ec) : : : (3.22)durch, wobei D(E) die Dichte der Kontinuumszust�ande ist, so erh�alt man f�ur (2.23 { 2.26)�l = 2�D(El + !)�jH+l (El + !)j2 + jH�l (El + !)j2� ; (3.23)�l = PZ 1E0 jH+l (E)j2 + jH�l (E)j2E �El � ! D(E) dE; (3.24)i
l;l�2 = �D(El�2 + !)H�l (El�2 + !)�H�l�2(El�2 + !)��� iPZ 1E0 H�l (E)�H�l�2(E)��E �El�2 � ! D(E) dE; (3.25)rll0 = Z 1E0 dED(E) (� (�(E �El � !) + �(E �El0 � !))+ iP � 1E �El � ! � 1E �El0 � !�)��H+l (E)�H+l0 (E)�� pl+1;l0+1(E) + H�l (E)�H+l0 (E)�� pl�1;l0+1(E)+ H+l (E)�H�l0 (E)�� pl+1;l0�1(E) + H�l (E)�H�l0 (E)�� pl�1;l0�1(E)� :(3.26)(Man beachte, da� aufgrund der Parit�ats- und Dipol-Auswahlregeln Kopplungen �uber dasKontinuum nur zwischen jli und jl � 2i auftreten.)F�ur die Dichtematrixgleichungen (2.30) erh�alt manddt�ll0 = rll0 � (�ll0 + i�ll0) �ll0� i
l;l+2 �l+2;l0 � i
l;l�2 �l�2;l0� ( i
l0;l0+2)� �l;l0+2 � ( i
l0;l0�2)� �l;l0�2; (3.27)wobei �ll0 := 
l + 
l0 + �l + �l02 ; (3.28)�ll0 := El �El0 � �l + �l0 ; (3.29)und f�ur die Ratengleichungen (2.45)ddt�ll = �(
l + �l) �ll +  i
l;l+2 i
l+2;l�l;l+2 � i�l;l+2 + i
l;l�2 i
l�2;l�l;l�2 � i�l;l�2 + c.c.! �ll
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+ 2�l;l+2 j i
l;l+2j2�2l;l+2 + �2l;l+2 �l+2;l+2 + 2�l;l�2 j i
l;l�2j2�2l;l�2 + �2l;l�2 �l�2;l�2+ rll �  i
l;l+2 rl+2;l�l;l+2 � i�l;l+2 + i
l;l�2 rl�2;l�l;l�2 � i�l;l�2 + c.c.! : (3.30)Im Spezialfall isotroper Anfangsverteilung und unter den an gleicher Stelle in Kap. 2.4vorgenommenen Annahmen vereinfachen sich (3.23 { 3.26) zu�l = PZ 1E0 (H+l (E))2 + (H�l (E))2E �EB � ! D(E) dE; (3.31)i
l;l�2 = Rl;l�2 � iSl;l�2; (3.32)rll = p0 �l; (3.33)rl;l�2 = 2p0Rl;l�2; (3.34)�l = �+l + ��l ; (3.35)wobei Rl;l�2 := 12q��l ��l�2; (3.36)Sl;l�2 := PZ 1E0 H�l (E)H�l�2(E)E �EB � ! D(E) dE; (3.37)��l := 2�D(EB + !) (H�l (EB + !))2; (3.38)p0 := p(EB + !); (3.39)sofern wir die Phasen der Wellenfunktionen der beteiligten Zust�ande so w�ahlen, da� H�l (EB+!) positiv ist f�ur alle l. Damit lauten die Dichtematrixgleichungenddt ��ll0 = �
l + 
l02 �ll0 � ��l + �l02 + i�ll0� ��ll0� (Rl;l+2 � iSl;l+2) ��l+2;l0 � (Rl;l�2 � iSl;l�2) ��l�2;l0� (Rl0;l0+2 + iSl0;l0+2) ��l;l0+2 � (Rl0;l0�2 + iSl0;l0�2) ��l;l0�2 (3.40)mit ��ll0 := �ll0 f�ur l0 6= l und ��ll := �ll � p0. Die Ratengleichungen lautenddt�l = �
l �ll � (�+l �Al)�l + Bl (�l + �l+2) + Cl (�l+2 � �l)� (��l +Al�2)�l + Bl�2 (�l + �l�2) + Cl�2 (�l�2 � �l); (3.41)wobei �l := �ll � p0 und Al := 2�l;l+2 Sl;l+2q�+l ��l+2�2l;l+2 + �2l;l+2 ; (3.42)Bl := 12�l;l+2 �+l ��l+2�2l;l+2 + �2l;l+2 ; (3.43)Cl := 2�l;l+2 S2l;l+2�2l;l+2 + �2l;l+2 : (3.44)



18 Kapitel 3. Laserinduzierte RekombinationsprozesseUm einen kleinen Einblick in die physikalische Bedeutung der Kopplungskonstanten Al,Bl und Cl zu gewinnen, betrachten wir die Dynamik zwischen den Besetzungen in jli undjl + 2i separat. Ohne spontanen Zerfall und isoliert von allen anderen Zust�anden lautet derAnteil der Ratengleichungen, der die Wechselwirkung zwischen �l und �l+2 beschreibt,ddt�l = ��+l �l + Al �l + Bl (�l + �l+2) + Cl (�l+2 � �l); (3.45)ddt�l+2 = ���l+2 �l+2 � Al �l+2 + Bl (�l + �l+2) + Cl (�l � �l+2): (3.46)Wir sehen, da� Bl einen Beitrag zum Zerfall von �l + �l+2, der Abweichung der Gesamtbe-setzung von ihrem Maximalwert, liefert, w�ahrend Cl einen Besetzungstransfer zwischen jliund jl + 2i verursacht mit der Tendenz, die Besetzungen in beiden Zust�anden anzugleichen.Dies erscheint plausibel, da Cl nur den Imagin�arteil von i
l;l+2, also den hermiteschen Anteilder Kopplung, und Bl nur den Realteil von i 
l;l+2, also den nichthermiteschen Anteil derKopplung, enth�alt.Inwieweit Al zum Zerfall von �l + �l+2 oder zum Besetzungstransfer zwischen jli undjl+2i beitr�agt, h�angt ab von den momentanen Besetzungen in jli und jl+2i. Falls �l � �l+2,verursacht Al einen Besetzungstransfer vom niedrigeren zum h�oheren Niveau f�ur Sl;l+2 > 0(und in umgekehrter Richtung f�ur Sl;l+2 < 0). Falls andererseits �l � �l+2, verursacht Alpraktisch nur eine Modi�kation des Zerfalls von �l und beein
u�t damit sowohl �l + �l+2 alsauch �l � �l+2.Ob und inwieweit Besetzungstransfer �uber das Kontinuum statt�ndet, h�angt letzten En-des von den Zerfallsraten �+l und ��l+2 ab. Im Extremfall �+l = ��l+2 und �l;l+2 = 0 zerfallen�l und �l+2 gleich schnell und sind daher stets gleich gro�, weshalb kein Besetzungstransferauftritt. Ist jedoch �+l > ��l+2, so bewirkt der aus dem durch den Unterschied der Zerfallsra-ten verursachte Unterschied der Besetzungen resultierende Besetzungstransfer von jli nachjl + 2i eine e�ektive Erh�ohung der Zerfallsrate von �l + �l+2.Um diesen E�ekt zu demonstrieren, integrieren wir (3.45 { 3.46) im Extremfall ��l+2 = 0.Da hier Al = Bl = 0 gilt, erhalten wir f�ur (3.45 { 3.46) einfachddt�l = �(�+l +Cl)�l + Cl �l+2; (3.47)ddt�l+2 = �Cl �l+2 + Cl �l: (3.48)Mit der Anfangsbedingung �l(t = 0) = �l+2(t = 0) = �p0 ergibt sich die gesamte rekombi-nierte Besetzung zu�l + �l+2 = 2p0 241 � e�( 12�+l +Cl)t0@coshs�12�+l �2 + C2l t+ Clr�12�+l �2 + C2l sinhs�12�+l �2 + C2l t1CCA3775 : (3.49)
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Abb. 3.3: Zeitentwicklung der gesamten rekombinierten Besetzung �l+�l+2 gem�a� (3.49) f�ur verschie-dene Werte von Cl=�+lAus Abb. 3.3, in der der zeitliche Verlauf von �l + �l+2 f�ur verschiedene Werte von Cldargestellt ist, sehen wir, da� die gesamte rekombinierte Besetzung desto schneller gegen 2p0konvergiert, je gr�o�er Cl ist, d.h. je intensiver Besetzung von jli nach jl+2i transferiert wird.Nat�urlich ist es im Prinzip nicht m�oglich ist, aus der Diskussion dieses vereinfachtenTeilsystems Schlu�folgerungen zu ziehen, die das gesamte System betre�en. Doch es deutetsich hier an, da� bei Vorliegen zweier Zust�ande mit stark unterschiedlichen Zerfallsraten derhermitesche Anteil der Kopplung �uber das Kontinuum zwischen diesen Zust�anden eine nichtunwesentliche Erh�ohung der gesamten Rekombinationsausbeute bewirken k�onnte.3.3 Laserinduzierte Zweistufenrekombination3.3.1 Allgemeine TheorieWir wenden unseren Formalismus jetzt auf laserinduzierte Zweistufenrekombination an, dassich als n�utzliches Verfahren zur Vermessung von Rydbergzust�anden hochgeladener Ionenerwiesen hat [6, 7, 8]. Wir betrachten ein atomares System bestehend aus einer Gruppevon Zust�anden j�i in der N�ahe der Energie EA, einer zweiten Gruppe von Zust�anden j�i



20 Kapitel 3. Laserinduzierte Rekombinationsprozessein der N�ahe der Energie EB > EA und einem Kontinuum von Zust�anden jci oberhalb derSchwellenergie E0 > EB , wie in Abb. 3.4 gezeigt wird. Dieses System wechselwirkt mit einemLaserfeld E1(t) = �1 e i!1t + ��1 e� i!1t; (3.50)das die obere Gruppe an das Kontinuum koppelt (!1 > E0�EB), und einem zweiten LaserfeldE2(t) = �2 e i!2t + ��2 e� i!2t; (3.51)das die untere an die obere Gruppe koppelt (!2 � EB � EA). Wie �ublich ber�ucksichtigenwir spontanen Zerfall von den j�i- und den j�i-Zust�anden und vernachl�assigen den Beitragspontaner �Uberg�ange innerhalb des Niveauschemas (z.B. von j�i nach j�i).

EA !2
EE0 jbi { Zust�ande!1EB jai { Zust�ande

Abb. 3.4: Schematische Darstellung des atomaren SystemsUnter Verwendung der Dipol-N�aherung und der \Rotating Wave Approximation" lautendie Au�erdiagonalelemente des e�ektiven Hamiltonoperatorsh�jH jci := M�c e i!1t; (3.52)h�jH j�i := M�� e i!2t; (3.53)wobei M�� := �2 � h�j� j�i; (3.54)M�c := �1 � h�j� jci (3.55)und � der Dipol-Operator ist.Um ein Dichtematrixgleichungssystem wie (2.10 { 2.12) mit zeitunabh�angigen Kopplungs-matrixelementen zu erhalten, f�uhren wir die langsam variierenden Komponenten der Dichte-



3.3. Laserinduzierte Zweistufenrekombination 21matrix � ein, die durch ���0 := h�j � j�0i; (3.56)���0 := h�j � j�0i; (3.57)�cc0 := hcj � jc0i; (3.58)��� := h�j � j�i e i!2t; (3.59)�c� := hcj � j�i e i!1t; (3.60)�c� := hcj � j�i e i(!1+!2)t (3.61)de�niert sind. F�ur diese Komponenten erhalten wir ein Gleichungssystem, das den Dichte-matrixgleichungen (2.10 { 2.12) entspricht, wobei jbi hier entweder einen Zustand j�i deroberen Gruppe, der an das Kontinuum und an Zust�ande der unteren Gruppe gekoppelt ist,oder einen Zustand j�i der unteren Gruppe, der nur an Zust�ande der oberen Gruppe gekop-pelt ist, repr�asentiert. Im einzelnen erhalten wir die Gleichungenddt���0 = �(
��0 + i!��0) ���0 � iX� (M�� ���0 �M��0� ����); (3.62)ddt��� = �(
�� + i���) ��� � iX�0 M��0� ��0�+ iX�0 M���0 ���0 � i Z dc M�c �c�; (3.63)ddt���0 = �(
��0 + i!��0) ���0 � iX� (M��� ���0� �M��0 ���)� i Z dc (M�c �c�0 �M��0c ��c�); (3.64)ddt�c� = �(
c� + i�c�) �c� � iX� M��c ��� + iX� M��� �c�; (3.65)ddt�c� = �(
c� + i�c�) �c� � iX�0 M��0c ��0�+ iX� M�� �c� + i Z dc0 M��c0�cc0 ; (3.66)ddt�cc0 = �(
cc0 + i!cc0) �cc0 � iX� (M��c ��c0� �M�c0 �c�) (3.67)mit der Anfangsbedingung �cc0(t = 0) = pc �(c � c0); (3.68)wobei 
ij := 12(
i + 
j); (3.69)!ij := Ei �Ej (3.70)



22 Kapitel 3. Laserinduzierte Rekombinationsprozessef�ur alle i; j = �; �; c und ��� := E� �E� � !2; (3.71)�c� := Ec �E� � !1; (3.72)�c� := Ec �E� � !1 � !2 (3.73)f�ur alle �; �; c sind. Wie immer bezeichnen Ei und 
i die Energien bzw. die spontanenZerfallsraten der Zust�ande jii.Alternativ dazu k�onnen wir die "Systemzust�ande\j��i := j�; n;mi; (3.74)j��i := j�; n;m� 1i; (3.75)j�ci := jc; n� 1;m� 1i (3.76)de�nieren, wobei ji; n;mi den Produktzustand bezeichnet, in dem das Atom im Zustand jii,n Photonen im Lasermode von Laser 1 und m Photonen im Lasermode von Laser 2 sind. Mith��jH j��i = M�� und h��jH j�ci = M�c stimmen die Gleichungen f�ur die Komponenten von �bez�uglich dieser Basis genau �uberein mit (3.62 { 3.67).Unter der Annahme, da� M�c und pc in der N�ahe von Ec = EB+!1 hinreichend langsammit Ec variieren, um die N�aherungen (2.18 { 2.19) und (2.21 { 2.22) zu gew�ahrleisten, k�onnenwir das Kontinuum gem�a� Kap. 2.2 eliminieren und erhalten die Dichtematrixgleichungenddt���0 = �(
��0 + i!��0) ���0 � iX� (M�� ���0 �M��0� ����); (3.77)ddt��� = �(��� + i���) ��� � X�0 6=� i
��0 ��0�+ iX�0 M���0 ���0 � iX�0 M��0� ��0�; (3.78)ddt���0 = �(���0 + i���0) ���0 � X�00 6=� i
��00 ��00�0� X�00 6=�0( i
�0�00)� ���00 � iX� (M��� ���0� �M��0 ���)+ r��0 ; (3.79)wobei ���0 := 
��0 + 12(�� + ��0); (3.80)��� := 
�� + 12��; (3.81)���0 := !��0 � �� + ��0 ; (3.82)��� := ��� � �� (3.83)



3.3. Laserinduzierte Zweistufenrekombination 23und �� := 2� Z dc jM�cj2 �(�c�); (3.84)�� := PZ dc jM�cj2�c� ; (3.85)i
��0 := � Z dc M�cM��0c �(�c�0) � iPZ dc M�cM��0c�c�0 ; (3.86)r��0 := � Z dc M�cM��0c pc e�
ct ��(�c�) + �(�c�0)�+ iPZ dc M�cM��0c pc e�
ct  1�c� � 1�c�0! : (3.87)Korrekturen h�oherer Ordnung von (3.77 { 3.79) k�onnen gem�a� Kap. 2.3 berechnet werden.Sofern H�c so gering mit Ec variiert, da� wir in (2.41) nur Terme, die @@Ec pc enthalten,ber�ucksichtigen m�ussen, lauten die Korrekturen erster Ordnung von (3.77 { 3.79)� ddt���0�0 � ddt���0 + r0��0 ; (3.88)� ddt����0 � ddt��� + r0��; (3.89)wobei r0��0 = X�00 6=�0 
��0�00 Z dc �� �(!cB)� iP 1!cB� @@Ec (pc e�
ctM�cM��00c)� X�00 6=�
��00 Z dc �� �(!cB) + iP 1!cB� @@Ec (pc e�
ctM�0cM��00c); (3.90)r0�� = X�0 M���0 Z dc �� �(!cB)� iP 1!cB� @@Ec (pc e�
ctM�cM��0c): (3.91)Falls j i
��0 j � j���0 + i���0 j; j��� + i���j (3.92)und jM�� j � j��� + i���j; j���0 + i���0 j; j
��0 + i!��0 j (3.93)gilt, k�onnen wir die Ratengleichung-N�aherung gem�a� Kap. 2.4 durchf�uhren und erhalten dieRatengleichungenddt��� = �(
� + ��) ��� � X�0 6=� i
��0 i
�0����0 � i���0 + c.c.! ���+ X�0 6=� j i
��0 j2 2���0�2��0 + �2��0 ��0�0+ X� jM�� j2 2����2�� + �2�� (��� � ���)
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+ r�� � X�0 6=� i
��0 r�0����0 � i���0 + c.c.! ; (3.94)ddt��� = �
� ��� + X� jM�� j2 2����2�� + �2�� (��� � ���): (3.95)Wir sehen, da� die Dichtematrixgleichungen (3.77 { 3.79) und die Ratengleichungen (3.94{ 3.95) zwei verschiedene Arten von Kopplungen enthalten: die von Laser 1 induzierten
-Kopplungen zwischen j�i und j�0i �uber das Kontinuum, die auch in der Einstufenrekom-bination in eine Gruppe gebundener Zust�ande auftreten und in Kap. 3.2.2 diskutiert wurden,und die von Laser 2 induzierten Kopplungen zwischen j�i und j�i, die durch die Eliminationdes Kontinuums nicht ge�andert wurden.In einem realistischen Spektroskopieexperiment (z.B. [6]) wird die gesamte Rekombina-tionsausbeute als Funktion der Frequenz von Laser 2 zu gemessen, um �Uberg�ange zwischenZust�anden der oberen und der unteren Gruppe aufzul�osen. F�ur die Berechnung der Form desbei diesem Experiment zu erwartenden Rekombinationsspektrums sollten die Kopplungenzwischen Zust�anden der oberen Gruppe �uber das Kontinuum, deren Ein
u� auf die Rekom-binationsausbeute in erster N�aherung unabh�angig ist von der Frequenz von Laser 2, einegeringe, wenn nicht vernachl�assigbare Rolle spielen. Daher sollte es prinzipiell m�oglich sein,die Form des Rekombinationsspektrums mit Hilfe des vereinfachten Ratengleichungssystemsddt��� = �(
� + ��) ��� + X� jM�� j2 2����2�� + �2�� (��� � ���) + r��; (3.96)ddt��� = �
� ��� + X� jM�� j2 2����2�� + �2�� (��� � ���) (3.97)zu berechnen, das (3.94 { 3.95) ohne Kopplungen �uber das Kontinuum (bzw. mit 
��0 =0) ist und das formal jenem Gleichungssystem entspricht, das man sich intuitiv f�ur diesenProze� �uberlegen w�urde: ein Gleichungssystem, das spontanen Zerfall (
�; 
�) von allenZust�anden, induzierten Zerfall (��) von den Zust�ande der oberen Gruppe, eine Rate (r��),mit der die oberen Zust�ande bev�olkert werden, und eine Rate, mit der die Besetzung vonder oberen in die untere Gruppe �uberf�uhrt wird und die mit zunehmender Laserverstimmungkleiner wird, ber�ucksichtigt. Wie gut (3.96 { 3.97) das Spektrum eines Zweistufenexperimentsreproduzieren kann, wird in Kap. 5 untersucht.3.3.2 Ber�ucksichtigung der LaserlinienbreiteBis jetzt haben wir monochromatische Laserstrahlung angenommen. Jeder realistische Laserweist jedoch eine nichtverschwindende Bandbreite auf, die in eine quantitative Beschreibungeines Zweistufenrekombinationsexperiments miteinzubeziehen ist. Realistischer ist daher dieAnnahme einer Linienform, die in Resonanzn�ahe einer Lorentzkurve entspricht und f�ur Fre-quenzen weit au�erhalb der Resonanz st�arker als eine Lorentzkurve abf�allt. (Man beachte,



3.3. Laserinduzierte Zweistufenrekombination 25da� eine rein lorentzartige Linienform zu unphysikalisch hoher Besetzung von Zust�andenweit au�erhalb der Resonanz f�uhrt.) Nach [13] kann eine derartige Linienform vom Phasen-di�usionsmodell eines idealen Ein-Moden-Lasers vorhergesagt werden und f�uhrt zu folgenderModi�kation der Zerfallsraten der Au�erdiagonaldichtematrixelemente �c� und ���:
c� �! 
c� + b1 � �21�2c� + �21 ; (3.98)
�� �! 
�� + b2 � �22�2�� + �22 : (3.99)Dabei sind 2 b1 und 2 b2 die Linienbreiten (FWHM) der Laser 1 bzw. 2. �1 � b1 und �2 �b2 sind Abschneidefrequenzen, oberhalb derer die Linienformen st�arker als Lorentzkurvenabfallen. W�ahrend die �Anderung (3.98) die Dichtematrixgleichungen (3.77 { 3.79) nichtbeein
u�t (nat�urlich unter der Annahme, da� die G�ultigkeit der Pol-Approximation durch(3.98) nicht beeintr�achtigt wird), mu� (3.99) (bzw. die entsprechende Modi�kation von ���)in den Dichtematrixgleichungen (3.77 { 3.79) bzw. in den Ratengleichungen (3.94 { 3.95)ber�ucksichtigt werden.3.3.3 Variante der Ratengleichung-N�aherungMit dieser Modi�kation ist es im Prinzip m�oglich, da�jM�� j; j i
��0 j � j��� + i���j (3.100)und zugleich jM�� j oder j i
��0 j � j���0 + i���0 j; j
��0 + i!��0 j (3.101)gilt, z.B. wenn b gr�o�er als s�amtliche Zerfallsraten 
i, �� und Oszillationskonstanten !��0 , �ijist, die ihrerseits unterhalb oder in der Gr�o�enordnung der Kopplungskonstanten M�� , 
��0liegen. In diesem Fall ist die direkte Elimination der Au�erdiagonaldichtematrixelemente, wiesie in Kap. 2.4 vorgef�uhrt wurde, nicht gerechtfertigt. Lediglich ��� kann eliminiert werden,indem man (3.78) unter Vernachl�assigung der Kopplung an ��0� und unter Ber�ucksichtigungder oszillierenden Anteile der unter dem Integral verbleibenden Dichtematrixelemente ���0und ���0 analog (2.43 { 2.44) integriert. Man erh�alt damit��� = X�0 � iM��0� ����0��� + i���0 + X�0 iM���0 ���0��� + i��0� : (3.102)Setzt man diesen Ausdruck in (3.77) und (3.79) ein, so erh�alt manddt���0 = �(~
��0 + i ~���0) ���0 � X�00 6=� i ~
��0�00 ��00�0 � X�00 6=�0( i ~
�0��00)� ���00+ X��0 M��M��0�0  1���0 + i��0�0 + 1��0� � i���! ���0 ; (3.103)



26 Kapitel 3. Laserinduzierte Rekombinationsprozesseddt���0 = �(~
��0 + i ~���0) ���0 � X�00 6=� i ~
��0�00 ��00�0 � X�00 6=�0( i ~
�0��00)� ���00+ X��0 M���M�0�0  1��0� � i��0�0 + 1���0 + i���! ���0 + r��0 ; (3.104)wobei ~
��0 + i ~���0 := 
��0 + i!��0 + X�  jM�� j2���0 + i��� + jM�0�j2��� � i���0! ; (3.105)~
��0 + i ~���0 := ���0 + i!��0 + X�  jM�� j2��0� � i��� + jM��0 j2��� + i��0�! ; (3.106)i ~
��0�00 := X� M��M��00����0 + i���00 ; (3.107)i ~
��0�00 := i
��00 +X� M���M��00��0� � i��00� : (3.108)Falls in diesen Dichtematrixgleichungen die modi�zierten Kopplungskonstanten kleiner sindals die modi�zierten Zerfalls- und Oszillationskonstanten, kann die Ratengleichung-N�aherungin (3.103 { 3.104) analog (2.43 { 2.44) durchgef�uhrt werden. Man erh�alt damit Ratenglei-chungen, die sich, sofern man nur Terme erster Ordnung inM��=(�������) ber�ucksichtigt,zu ddt��� = �~
�� ��� + X� K�� ��� + ~r��; (3.109)ddt��� = �~��� ��� + X�0 6=�K��0 ��0�0 + X� K�� ��� + ~r�� (3.110)vereinfachen, wobei~��� := ~
�� � X�0 6=� i
��0 i
�0�~
��0 � i ~���0 + c.c.! � X�0 6=�X�  1~
��0 � i ~���0� i
��0 M��M���0��� � i��� + i
�0�M��0 M������ � i��0� !+ c.c.! ; (3.111)K��0 := j i
��0 j2 2 ~
��0~
2��0 + ~�2��0 + X�  1~
��0 � i ~���0� i
��0 M��M���0��0� + i��0� + (i
��0)�M��0 M������ � i��0� !+ c.c.! ; (3.112)K�� := 2 jM�� j2 ����2�� +�2�� � X�0 6=� i
�0�M��0 M���~
��0 � i ~���0� 1��0� + i��� + 1��� � i��0�!+ c.c.! ; (3.113)K�� := 2 jM�� j2 ����2�� +�2�� � X�0 6=� i
��0 M��M���0~
��0 � i ~���0



3.3. Laserinduzierte Zweistufenrekombination 27
� 1��� � i��� + 1��0� + i��0�!+ c.c.! ; (3.114)~r�� := X� X�0 6=� r��0 M��M���0~
��0 + i ~���0  1��� + i��0� + 1��0� � i���! ; (3.115)~r�� := r�� � X�0 6=� i
��0 r�0�~
��0 � i ~���0 + c.c.!� X�0 6=�X�  M���M��0 r�0�(��� � i��0�)(~
��0 � i ~���0) + c.c.! : (3.116)L�a�t man hier Terme /M��M��0 
��0 weg, so gehen diese Ratengleichungen wieder �uber in(3.94 { 3.95).



Kapitel 4DielektronischeRekombinationsprozesse
4.1 Laserinduzierte dielektronische Rekombination4.1.1 Allgemeine TheorieBis jetzt haben wir nur Rekombinationsprozesse betrachtet, in denen die Kopplung zwischendiskreten und kontinuierlichen Zust�anden durch einem Laser induziert werden. Die in Kap. 2entwickelte Theorie ist jedoch so allgemein formuliert, da� wir sie ebensogut auf Systeme mitelektrostatischen Kopplungen zwischen diskreten und kontinuierlichen Zust�anden anwendenk�onnen, also auf Systeme, die autoionisierende Zust�ande beinhalten. Mit anderen Worten,der in Kap. 2 entwickelte Formalismus erlaubt es uns, dielektronische Rekombinationsprozessezu studieren.Der einfachste dielektronische Rekombinationsproze� ist Rekombination in einen diskretenautoionisierenden Zustand, von dem aus spontaner Zerfall in gebundene Zust�ande statt�ndenkann. Dieses Problem ist �aquivalent zu laserinduzierter Rekombination in einen diskretengebundenen Zustand, was in Kap. 3.1 diskutiert wurde. Interessanter ist der Proze� derlaserinduzierten dielektronischen Rekombination, der sowohl Laserkopplungen als auch elek-trostatische Kopplungen zwischen diskreten und kontinuierlichen Zust�anden beinhaltet undder dem inversen Proze� zur laserinduzierten Autoionisation entspricht. Analog zur laserin-duzierten Zweistufenrekombination k�onnte aus diesem Proze� ein n�utzliches Verfahren zurVermessung von autoionisierenden Zust�anden mit hohem Drehimpuls entstehen. Soweit wirwissen, ist die Spektroskopie autoionisierender Zust�ande mittels laserinduzierter dielektroni-scher Rekombination experimentell jedoch bisher noch nicht realisiert worden.In diesem Kapitel untersuchen wir den einfachst m�oglichen laserinduzierten dielektroni-schen Rekombinationsproze�, der neben dem Kontinuum einen diskreten autoionisierendenZustand jai mit der Energie Ea und einen diskreten gebundenen Zustand jgi mit der Energie28
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E

!E0 jai
jgiAbb. 4.1: Schematische Darstellung des atomaren SystemsEg beinhaltet, der durch das LaserfeldE(t) = � e i!t + �� e� i!t (4.1)(! � Ea � Eg) an jai und an das Kontinuum gekoppelt ist (Abb. 4.1). Unter Verwendungder Dipol-N�aherung und der \Rotating Wave Approximation" lauten die Au�erdiagonalma-trixelemente des Hamiltonoperators dieses SystemshgjH jai = hgj� jai � � e i!t =: Dga e i!t; (4.2)hgjH jci = hgj� jci � � e i!t =: Dgc e i!t; (4.3)hajH jci = haj e2jr1 � r2j jci =: Vac; (4.4)wobei � der Dipol-Operator ist und e2jr1�r2j die elektrostatische Elektron-Elektron-Wechsel-wirkung symbolisiert. Die Zeitabh�angigkeit der Matrixelemente hgjH jai, hgjH jci wirdz.B. durch die Verwendung von "Systemzust�anden\ (siehe Kap. 3.1) beseitigt.Wie immer beschreiben wir das System durch die Dichtematrix � mit der Anfangsbedin-gung �(t = 0) = Z dc pc jcihcj : (4.5)Unter der Annahme, da� Dgc, Vac und die Anfangsverteilung pc hinreichend langsam mitder Kontinuumsenergie Ec variieren, so da� die N�aherungen (2.18 { 2.19) und (2.21 { 2.22)gerechtfertigt sind, k�onnen wir den Kontinuum-Anteil in den Dichtematrixgleichungen elimi-nieren und erhaltenddt�gg = �(
g + �g) �gg � i �Dga �ag � ( i �Dga)� �ga + rg; (4.6)ddt�ag = �(�ag + i�ag) �ag � i �Dag �gg � ( i �Dga)� �aa + rag; (4.7)ddt�aa = �(
a + �a) �aa � i �Dag �ga � ( i �Dag)� �ag + ra (4.8)



30 Kapitel 4. Dielektronische Rekombinationsprozessemit �ag := 
a + 
g + �a + �g2 ; (4.9)�ag := Ea �Eg � ! � �a + �g; (4.10)i �Dag := iD�ga + � Z dc VacD�gc �(Ec �Eg � !) � iPZ dc VacD�gcEc �Eg � ! ; (4.11)i �Dga := iDga + � Z dc Dgc V �ac �(Ec �Ea) � iPZ dc Dgc V �acEc �Ea ; (4.12)�a := 2� Z dc jVacj2 �(Ec �Ea); (4.13)�g := 2� Z dc jDgcj2 �(Ec �Eg � !); (4.14)�a := PZ dc jVacj2Ec �Ea ; (4.15)�g := PZ dc jDgcj2Ec �Eg � !; (4.16)ra := 2� Z dc jVacj2 pc �(Ec �Ea); (4.17)rg := 2� Z dc jDgcj2 pc �(Ec �Eg � !); (4.18)rag := � Z dc VacD�gc pc (�(Ec �Ea) + �(Ec �Eg � !))+ iPZ dc VacD�gc pc 1Ec �Ea � 1Ec �Eg � !! (4.19)(
g und 
a sind die spontanen Zerfallsraten von jgi bzw. jai; wir vernachl�assigen den spon-tanen Zerfall von jci).Falls j �Dag j; j �Dgaj � j�ag + i �agj gilt, k�onnen wir die Ratengleichung-N�aherung durch-f�uhren und erhaltenddt�gg = rg �  i �Dga rag�ag + i�ag + c.c.! � (
g + �g) �gg+  i �Dga i �Dag�ag + i�ag + c.c.! �gg + 2�ag j i �Dgaj2�2ag + �2ag �aa; (4.20)ddt�aa = ra �  i �Dag rga�ag � i�ag + c.c.! � (
a + �a) �aa+  i �Dag i �Dga�ag � i�ag + c.c.! �aa + 2�ag j i �Dagj2�2ag + �2ag �gg: (4.21)Im Spezialfall isotroper Anfangsverteilung und unter der Annahme, da� das Kontinuumund die Anfangsverteilung 
ach genug sind, umEg+! durch Ea in den Kontinuum-Integralen(4.11 { 4.19) ann�ahern zu k�onnen, und da� Dga, Dgc und Vac reell sind, lauten (4.11 { 4.12)�Dag = �Dga = ~D �1� iq� ; (4.22)



4.1. Laserinduzierte dielektronische Rekombination 31wobei wir, der allgemeinen Konvention folgend (z.B. [14]),~D := D�ga � PZ dc VacD�gcEc �Ea ; (4.23)q := ~D� R dc VacD�gc �(Ec �Ea) (4.24)einf�uhren. (4.17 { 4.19) vereinfachen sich damit zura = p0 �a; (4.25)rg = p0 �g; (4.26)rag = 2 p0 ~Dq (4.27)mit p0 = p(Ec = Ea): (4.28)Damit lauten die Dichtematrixgleichungenddt�gg = �
g �gg � �g (�gg � p0) � ~Dq � 2Re �ag + ~D � 2 Im�ag; (4.29)ddt�ag = �(�ag + i�ag) �ag � i ~D (�gg � �aa) � ~Dq (�aa + �gg � 2 p0); (4.30)ddt�aa = �
a �aa � �a (�aa � p0) � ~Dq � 2Re �ag � ~D � 2 Im�ag (4.31)und die Ratengleichungenddt�gg = �
g �gg � �g (�gg � p0) + 2 ~D2�2ag + �2ag���agq2 (�aa + �gg � 2 p0) + �ag (�aa � �gg) + 2 �agq (�gg � p0)� ; (4.32)ddt�aa = �
a �aa � �a (�aa � p0) + 2 ~D2�2ag + �2ag���agq2 (�aa + �gg � 2 p0) + �ag (�gg � �aa) � 2 �agq (�aa � p0)� : (4.33)4.1.2 ModellrechnungenUm die G�ultigkeitskriterien f�ur die Ratengleichung-N�aherung explizit zu �uberpr�ufen und umzu untersuchen, inwieweit sich Autoionisationsspektren und Spektren der laserinduziertendielektronischen Rekombination wesentlich unterscheiden, f�uhren wir jetzt analog [14] einigeModellrechnungen durch. Wir gehen aus von den Dichtematrixgleichungen (4.29 { 4.31)bzw. von den Ratengleichungen (4.32 { 4.33), nehmen also an, da� die Matrixelemente desHamiltonoperators reell sind, da� wir Eg + ! = Ea in den Kontinuum-Integralen setzenk�onnen und da� die Anfangsverteilung isotrop ist. Au�erdem erlauben wir uns,�Z dc VacD�gc �(Ec �Ea)�2 = �Z dc V 2ac �(Ec �Ea)��Z dc D2gc �(Ec �Ea)� (4.34)



32 Kapitel 4. Dielektronische Rekombinationsprozessezu setzen, woraus �g = 4 ~D2q2 �a (4.35)folgt. Dies tri�t z.B. zu, wenn jai und jgi nur an einen einzigen gemeinsamen Kontinuumska-nal koppeln (und man c � Ec in (4.34) setzen kann). Der Einfachheit halber vernachl�assigenwir spontanen Zerfall, nehmen also 
g = 
a = 0 an, und betrachten rechteckige Laserpulse.De�nieren wir � := 2 ~Dq �a ; (4.36)� := ��ag�a ; (4.37)sowie �a := �aa � p0; (4.38)�g := �gg � p0; (4.39)so lauten die Dichtematrixgleichungen1�a � ddt�g = ��2 �g � �Re(�ag) + q � Im(�ag); (4.40)1�a � ddt�a = ��a � �Re(�ag) � q � Im(�ag); (4.41)1�a � ddtRe(�ag) = �1 + �22 Re(�ag) � �Im(�ag) � �2 (�a + �g); (4.42)1�a � ddt Im(�ag) = �1 + �22 Im(�ag) + �Re(�ag) + q �2 (�a � �g) (4.43)und die Ratengleichungenddt�g = ��a �2 �g + �a �2(1 + �2)2 + 4�2� �(1 + �2)�(1 + q2)�a + (1� q2)�g� � 4q��g� ; (4.44)ddt�a = ��a �a + �a �2(1 + �2)2 + 4�2� �(1 + �2)�(1� q2)�a + (1 + q2)�g� + 4q��a� : (4.45)Wie schon in Kap. 2.4 erw�ahnt wurde, liegt hier der einzige Unterschied zwischen Au-toionisation und laserinduzierter dielektronischer Rekombination in der Anfangsbedingung.In einem Autoionisationsproze� ist zum Anfangszeitpunkt nur der Zustand jgi besetzt undp0 = 0, also �g(t = 0) = 1; (4.46)�a(t = 0) = �ag(t = 0) = 0; (4.47)



4.1. Laserinduzierte dielektronische Rekombination 33w�ahrend im Fall der laserinduzierten dielektrischen Rekombination jgi und jai anfangs un-besetzt sind, also �g(t = 0) = �a(t = 0) = �p0; (4.48)�ag(t = 0) = 0 (4.49)gilt. Gemessen wird im Autoionisationsexperiment die Ionisationswahrscheinlichkeit P (t) =1 � �g(t) und im Rekombinationsexperiment die Rekombinationsausbeute P (t) = �gg(t) =�g(t) + p0. Ber�ucksichtigt man, da�, wenn man im Rekombinationsproze� p0 = 1 w�ahlt(man beachte, da� p0 lediglich die Skalierung der Rekombinationsachse bestimmt) und dieErsetzungen �g ! ��g, �a ! ��a, �ag ! ��ag vornimmt, die Anfangsbedingung von �gund die das Spektrum produzierende Me�gr�o�e P in beiden Prozessen �ubereinstimmen, sosieht man, da� der wesentliche Unterschied zwischen dem Autoionisations- und dem Re-kombinationsproze� in der Anfangsbedingung von �a liegt. Man sollte daher f�ur niedrigeLaserintensit�aten, d.h. f�ur schwache Kopplungen zwischen jgi und jai, keine wesentlichenUnterschiede zwischen den Spektren beider Prozesse erwarten.Abb. 4.2 vergleicht die Rekombinationsspektren f�ur q = 5 und f�ur ~D = 0:1�a bzw. ~D =0:2�a, also f�ur relativ niedrige Laserintensit�aten, mit den entsprechenden Autoionisations-spektren. In der Tat sehen wir, da� die Spektren beider Prozesse im wesentlichen �uberein-stimmen. Mit zunehmender Laserintensit�at (Abb. 4.3 { 4.4) treten zunehmende Unterschiedezwischen den Spektren in Resonanzn�ahe auf. Besonders au��allig ist die Tatsache, da� dasMinimum des Rekombinationsspektrums zwar an gleicher Position, d.h. bei gleicher Ver-stimmung �ag, auftritt wie das Minimum des Autoionisationsspektrums, jedoch eine deutlichgeringere H�ohe aufweist.Dieses Minimum ist auf eine nichtzerfallende Mode �nd des Dichtematrixgleichungssy-stems (4.29 { 4.31) f�ur � = q2 (�2 � 1) (also f�ur die Verstimmung �ag = q �a2 (1� �2)) zur�uck-zuf�uhren. Hat die Dichtematrix � den Anfangswert�nd = 11 + �2 jgihgj + �21 + �2 jaihaj � �1 + �2 ( jgihaj + jaihgj ); (4.50)so ist �(t) = �nd f�ur alle Zeiten t. �nd stellt einen koh�arenten Zustand dar und entspricht derWellenfunktion (analog Gl. (22) in [15])j ndi = 1p1 + �2 jgi � �p1 + �2 jai: (4.51)Im Autoionisationsproze� lautet die Anfangsbedingung�(t = 0) = jgihgj = hgj �nd jgi �nd + zerfallende Komponenten: (4.52)Am Ende eines hinreichend langen Rechteckpulses bleibt nur noch die nichtzerfallende Kom-ponente �ubrig. Die Besetzung des Zustands jgi nach dem Laserpuls betr�agt damit�gg(t!1) = hgj �nd jgi2 = 1(1 + �2)2 : (4.53)
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Abb. 4.2: Vergleich der unter Verwendung der Dichtematrixgleichungen errechneten Rekombinations-(a, c) und Autoionisationsspektren (b, d) f�ur niedrige Laserintensit�aten. Aufgetragen sind in (a, c)die gesamte Rekombinationsausbeute und in (b, d) die Ionisationswahrscheinlichkeit als Funktion derLaserfrequenz f�ur q = 5 und ~D = 0:1�a (a, b) bzw. ~D = 0:2�a (c, d) zu den Zeiten T = 2 =�a(unterste Kurve), T = 5 =�a (zweitunterste Kurve), T = 10 =�a (zweitoberste Kurve), T = 20 =�a(oberste Kurve).
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Abb. 4.3: Vergleich der unter Verwendung der Dichtematrixgleichungen errechneten Rekombinations-(a, c) und Autoionisationsspektren (b, d) f�ur mittlere Laserintensit�aten. Aufgetragen sind in (a, c)die gesamte Rekombinationsausbeute und in (b, d) die Ionisationswahrscheinlichkeit als Funktion derLaserfrequenz f�ur q = 5 und ~D = 0:5�a (a, b) bzw. ~D = �a (c, d) zu den Zeiten T = 2 =�a (untersteKurve), T = 5 =�a (zweitunterste Kurve), T = 10 =�a (zweitoberste Kurve), T = 20 =�a (obersteKurve).
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Abb. 4.4: Vergleich der unter Verwendung der Dichtematrixgleichungen errechneten Rekombinations-(a, c) und Autoionisationsspektren (b, d) f�ur hohe Laserintensit�aten. Aufgetragen sind in (a, c) diegesamte Rekombinationsausbeute und in (b, d) die Ionisationswahrscheinlichkeit als Funktion derLaserfrequenz f�ur q = 5 und ~D = 2:5�a (a, b) bzw. ~D = 5�a (c, d) zu den Zeiten T = 2 =�a (untersteKurve), T = 5 =�a (zweitunterste Kurve), T = 10 =�a (zweitoberste Kurve), T = 20 =�a (obersteKurve).



4.1. Laserinduzierte dielektronische Rekombination 37Im Rekombinationsproze� gilt anfangs�(t = 0) = �p0 ( jgihgj + jaihaj ) = �p0 �nd + zerfallende Komponenten: (4.54)Die Rekombinationsausbeute nach dem Laserpuls betr�agt damitP (t) = p0 + �gg(t!1) = p0 � p0 11 + �2 : (4.55)F�ur p0 = 1 betr�agt die H�ohe des Minimums des Rekombinationsspektrums 1 � 11+�2 undist damit gr�o�er als die H�ohe des Minimums des Autoionisationsspektrums, die 1 � 1(1+�2)2betr�agt. Dieser Unterschied ist extrem bei � = 1 bzw. ~D = q2 �a (Abb. 4.4a, b).In realistischen Situationen mu� jedoch noch der Beitrag spontaner dielektronischer Re-kombination ber�ucksichtigt werden. Wie wie in Abb. 4.5 sehen, verursacht eine nichtver-schwindende spontane Zerfallsrate 
a von jai einen konstanten Untergrund im Rekombi-nationsspektrum und damit eine erheblich verschlechterte Au
�osung der Resonanz, die f�ur
a � ~D schlie�lich ganz verschwindet (Abb. 4.5a), w�ahrend im Autoionisationsspektrumder spontane Zerfall von jai nur die H�ohe der Resonanz gering beein
u�t. Ein wichtigesKriterium daf�ur, ob die Vermessung einer autoionisierenden Resonanz mittels laserinduzier-ter dielektronischer Rekombination mit hinreichend guter Au
�osung durchgef�uhrt werdenkann, scheint demnach das Verh�altnis der laserinduzierten Kopplung hgjH jai zur Rate 
ader spontanen dielektronischen Rekombination zu sein.In Abb. 4.6 { 4.8 vergleichen wir die Rekombinationsspektren, die Dichtematrixgleichun-gen und Ratengleichungen liefern. Wir sehen, da� nur f�ur niedrige Laserintensit�aten beideGleichungssysteme weitgehend �ubereinstimmende Resultate liefern. Abweichungen treten le-diglich f�ur kurze Pulsdauern T � 1�a in der N�ahe der Resonanz auf. F�ur mittlere und hoheLaserintensit�aten jedoch stimmen die Spektren von Dichtematrixgleichungen und Ratenglei-chungen nur noch weit au�erhalb der Resonanz �uberein. In Resonanzn�ahe liefern Ratenglei-chungen auch f�ur �a T � 1 deutlich geringere, zum Teil sogar negative Besetzungen vonjgi. Insgesamt k�onnen wir jedoch feststellen, da� in dem Bereich, in dem die Bedingung f�urdie Ratengleichung-N�aherung���� ~D �1 + iq����� ; 1T � �����g + �a2 + i�ag���� (4.56)erf�ullt ist, die Ratengleichungen das Rekombinationsspektrum weitgehend korrekt reprodu-zieren. Es sieht so aus, als w�are (4.56) eine hinreichende, jedoch nicht immer notwendigeBedingung daf�ur, da� die Ratengleichungen zur Berechnung von Rekombinationsspektrenausreichen.
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Abb. 4.5: Vergleich der unter Verwendung der Dichtematrixgleichungen unter zus�atzlicher Ber�uck-sichtigung spontaner dielektronischer Rekombination errechneten Rekombinations- (a, c, e) und Au-toionisationsspektren (b, d, f). Aufgetragen sind in (a, c, e) die gesamte Rekombinationsausbeute undin (b, d, f) die Ionisationswahrscheinlichkeit als Funktion der Laserfrequenz f�ur q = 5, ~D = 0:1�a undf�ur die spontanen Zerfallsraten 
a = 0:01�a (e, f), 
a = 0:1�a (c, d) und 
a = �a (a, b) zu den ZeitenT = 10 =�a (untere Kurve), T = 50 =�a (mittlere Kurve), T = 100 =�a (obere Kurve).



4.1. Laserinduzierte dielektronische Rekombination 39

-10 0 10�0.0
0.5
1.0

Rekombinati
onsausbeute
[p 0] 0.0
0.5
1.0

-10 0 10� 0.0
0.5
1.00.0
0.5
1.0

Rekombinationsausbeute[p0 ]

a

b

c

d

Abb. 4.6: Vergleich der unter Verwendung der Dichtematrixgleichungen (a, c) und der Ratengleichun-gen (b, d) errechneten Rekombinationsspektren f�ur niedrige Laserintensit�aten. Aufgetragen ist diegesamte Rekombinationsausbeute als Funktion der Laserfrequenz f�ur q = 5 und ~D = 0:1�a (a, b)bzw. ~D = 0:2�a (c, d) zu den Zeiten T = 2 =�a (unterste Kurve), T = 5 =�a (zweitunterste Kurve),T = 10 =�a (zweitoberste Kurve), T = 20 =�a (oberste Kurve). Die gestrichelte Linie markiert dasNullniveau.
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Abb. 4.7: Vergleich der unter Verwendung der Dichtematrixgleichungen (a, c) und der Ratengleichun-gen (b, d) errechneten Rekombinationsspektren f�ur mittlere Laserintensit�aten. Aufgetragen ist diegesamte Rekombinationsausbeute als Funktion der Laserfrequenz f�ur q = 5 und ~D = 0:5�a (a, b)bzw. ~D = �a (c, d) zu den Zeiten T = 2 =�a (unterste Kurve), T = 5 =�a (zweitunterste Kurve),T = 10 =�a (zweitoberste Kurve), T = 20 =�a (oberste Kurve). Die gestrichelte Linie markiert dasNullniveau.
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Abb. 4.8: Vergleich der unter Verwendung der Dichtematrixgleichungen (a, c) und der Ratenglei-chungen (b, d) errechneten Rekombinationsspektren f�ur hohe Laserintensit�aten. Aufgetragen ist diegesamte Rekombinationsausbeute als Funktion der Laserfrequenz f�ur q = 5 und ~D = 2:5�a (a, b)bzw. ~D = 5�a (c, d) zu den Zeiten T = 2 =�a (unterste Kurve), T = 5 =�a (zweitunterste Kurve),T = 10 =�a (zweitoberste Kurve), T = 20 =�a (oberste Kurve). Die gestrichelte Linie markiert dasNullniveau.



42 Kapitel 4. Dielektronische Rekombinationsprozesse4.2 Weitere dielektronische RekombinationsprozesseNat�urlich lassen sich mit dem in Kap. 2 entwickelten Formalismus auch komplexere dielek-tronische Rekombinationsprozesse beschreiben. Ein Beispiel w�are laserinduzierte dielektroni-sche Rekombination �uber eine Gruppe autoionisierender Niveaus in eine Gruppe gebundenerNiveaus. Es ist o�ensichtlich, wie die diesen und andere, �ahnliche Prozesse beschreiben-den Dichtematrix- bzw. Ratengleichungen hergeleitet werden k�onnen. Nach der genauenSpezi�kation der diskreten Zust�ande und ihrer Wechselwirkungen mit dem Kontinuum unduntereinander und nach der Beseitigung der Zeitabh�angigkeit der Matrixelemente des Hamil-tonoperators durch die Verwendung von "Systemzust�anden\ k�onnen die Gleichungssystemeaus Kap. 2 direkt �ubernommen werden. E
p(E)

Abb. 4.9: Schematische Darstellung des atomaren Systems. p(E) bezeichnet die Anfangsverteilungder ElektronenEin weiterer, im Hinblick auf die Erzeugung und Verst�arkung kurzwelliger Laserstrahlunginteressanter Proze� ist der in Abb. 4.9 dargestellte und in [16] diskutierte Proze�, in demdie Anfangsverteilung mit einem Laser an einen autoionisierenden Zustand und von dort miteinem zweiten Laserfeld an gebundenene Zust�ande gekoppelt wird. Da dieses System jedochverschiedene, aneinander gekoppelte Kontinua enth�alt, l�a�t es sich nicht vollst�andig mit demin Kap. 2 entwickelten Formalismus beschreiben. Zwar ist es im Prinzip m�oglich, verschiedeneKontinuumzust�ande jci mit ihren spezi�schen Kopplungen an die diskreten Zust�ande im demallgemeinen Formalismus zugrunde liegenden Modell (2.1 { 2.3) zu spezi�zieren, doch sindWechselwirkungen zwischen verschiedenen Kontinuumszust�anden in (2.1 { 2.3) nicht vorgese-hen. Tats�achlich f�uhrt die Einf�uhrung von Kontinuum-Kontinuum-Au�erdiagonalelementenim Hamilton-Operator zu erheblichen Komplikationen bei der Elimination der Kontinua. ImRahmen der in Kap. 2.2 praktizierten Vorgehensweise w�urden diese Au�erdiagonalelementevollst�andig eliminiert werden. Allenfalls Korrekturen h�oherer Ordnung, f�ur deren konsi-



4.2. Weitere dielektronische Rekombinationsprozesse 43stente Herleitung das in Kap. 2.3 verwendete Verfahren nicht ausreicht, k�onnten Kontinuum-Kontinuum-Kopplungen in die e�ektiven Dichtematrixgleichungen (2.30) miteinbeziehen.Abgesehen von Prozessen, in denen �Uberg�ange zwischen verschiedenen Kontinuumzust�an-den eine wesentliche Rolle spielen, lassen sich jedoch s�amtliche laserinduzierten bzw. dielek-tronischen Rekombinationsprozesse mit dem in Kap. 2 entwickelten Formalismus beschreiben.



Kapitel 5Anwendung auf ein Experiment
5.1 Beschreibung des ExperimentsIn diesem Kapitel wenden wir unsere Theorie auf ein Zweistufenrekombinationsexperimentan, das am Schwerionenspeicherring in Heidelberg durchgef�uhrt wurde [7, 8].In diesem Experiment wurde im Ionenspeicherring ein C5+-Ionenstrahl mit der Ionenge-schwindigkeit v = 0:131 c und der relativen longitudinalen Impulsbreite (FWHM) �p=p =2 � 10�4 mit einem kalten, intensiven Elektronenstrahl gleicher Geschwindigkeit �uberlagert.Mit dem 8 ns langen, antiparallel zum Ionenstrahl gerichteten Puls eines Nd:YAG Lasersmit der Intensit�at IY = 100 MW=cm2 wurden Elektronen vom Kontinuum in Zust�ande mitder Hauptquantenzahl n = 16 von C4+ bef�ordert. Mit dem 13 ns langen Puls eines durch-stimmbaren Farbsto�asers, der mit dem Nd:YAG Laserpuls zeitlich synchronisiert wurde,wurden �Uberg�ange von Zust�anden mit n = 16 in Zust�ande mit n = 9 stimuliert. Mit ei-nem zweiten, um 40 ns gegen�uber dem ersten Puls verz�ogerten Nd:YAG Laserpuls mit derIntensit�at 30 MW=cm2 wurden in Zust�anden mit n = 16 gebliebene rekombinierte Ionen,die sich zu diesem Zeitpunkt wieder au�erhalb des Elektron-Ion-�Uberlagerungsbereichs be-fanden, reionisiert. Dies erh�ohte die Emp�ndlichkeit der Rekombinationsmessung gegen�uberZweistufen-�Uberg�ange. Die rekombinierten Ionen wurden im Feld des n�achsten Ablenkma-gneten vom Haupstrahl abgetrennt und mit einem Ionendetektor gemessen. F�ur die Farb-sto�aserintensit�aten Id = 10 kW=cm2, 100 kW=cm2, 3 MW=cm2 und 12 MW=cm2 wurdeder Verst�arkungsfaktor, d.h. die gesamte induzierte Rekombinationsausbeute dividiert durchdie gesamte spontane Rekombination in der Pulsdauer des Nd:YAG Lasers, als Funktion derFarbsto�aserfrequenz gemessen.Dieses Experiment beinhaltet den in Kap. 3.3 diskutierten Zweistufenrekombinations-proze�. Um den dort entwickelten Formalismus hier anzuwenden, identi�zieren wir Laser1 mit dem Nd:YAG Laser, Laser 2 mit dem Farbsto�aser, die j�i-Zust�ande der oberenGruppe mit den j16; l;m; s;msi Zust�anden und die j�i-Zust�ande der unteren Gruppe mit44



5.1. Beschreibung des Experiments 45den j9; l;m; s;msi-Zust�anden von C4+ ( jn; l;m; s;msi bezeichnet den Zustand, in dem sichein Elektron im 1S-Zustand, das andere im Zustand jn; l;mi be�ndet und in dem der Ge-samtspin s = 1 in einer Triplett- und s = 0 in einer Singulett-Kon�guration ist). Diespontanen Zerfallsraten der Kontinuumzust�ande jci und die Raten f�ur spontane �Uberg�angevon Zust�anden mit n = 16 nach Zust�anden mit n = 9 k�onnen vernachl�assigt werden.Die Impulsverteilung der Elektronen war gau�f�ormig mit zwei verschiedenen Breiten par-allel (Tk = 0:5 meV) und senkrecht (T? = 17 meV) zur Strahlrichtung. Ein �au�eres statischeselektrisches Feld im Elektron-Ion-�Uberlagerungsbereich (� 20 V=cm) verursachte ein Maxi-mum der Anfangsverteilung pc bei ca. 2 meV unterhalb der feldfreien Kontinuumskante.Durch Anpassung der Ionengeschwindigkeit wurde die Nd:YAG Laser-Frequenz im Ruhesy-stem der Ionen auf die Energiedi�erenz zwischen diesem Maximum und dem n = 16 Niveaueingestellt.Im Prinzip hat dieses statische elektrische Feld einen nicht unerheblichen Ein
u� auf dieWellenfunktionen der Zust�ande nahe der Kontinuumskante. Wir haben jedoch keinen Versuchunternommen, diesen Ein
u� in die Berechnung der Matrixelemente zwischen gebundenenund kontinuierlichen Zust�anden miteinzubeziehen, da die zu erwartende Modi�kation f�urunsere Zwecke nicht wesentlich sein d�urfte. F�ur die Berechnung dieser Matrixelemente sindwir ausgegangen von E� + !1 = E0 + 100 cm�1 =: ER f�ur alle Zust�ande j�i der oberenGruppe. Bei dieser Kontinuum-Energie sollte die Modi�kation der Wellenfunktionen durchdas elektrische Feld vernachl�assigbar sein. Der Einfachheit halber haben wir den anisotropenCharakter der Anfangsverteilung vernachl�assigt und sind vonpc / e�EcT mit T = (T 2?Tk) 13 (5.1)ausgegangen.Da der Energiebereich, in dem pc und M�c merklich variieren, mit �uber 40 cm�1 we-sentlich gr�o�er ist als die Nd:YAG Laser-Linienbreite und die induzierten Zerfallsraten ��,die unterhalb 1 cm�1 liegen, ist die Elimination des Kontinuums, wie sie in Kap. 2.2 durch-gef�uhrt wurde, gerechtfertigt. Aus dem gleichen Grund k�onnen wir den Korrekturterm (3.89{ 3.91) vernachl�assigen und von den Dichtematrixgleichungen (3.77 { 3.79) ausgehen, um denRekombinationsproze� zu beschreiben. Es bleibt zu diskutieren, inwieweit wir ebensogut dieRatengleichungen (3.94 { 3.95) verwenden k�onnen bzw. inwieweit das vereinfachte Raten-gleichungssystem (3.96 { 3.97), das Kopplungen �uber das Kontinuum nicht ber�ucksichtigt,ausreicht.Die Linienform des Farbsto�asers ist gem�a� (3.99) in die Rechnung miteinzubeziehen. DieLinienbreite (FWHM) des Farbsto�asers betrug 2b = 2:5 � 10�5 eV. Da keine Information�uber die Abschneidefrequenz � des im Experiment verwendeten Farbsto�asers vorlag, habenwir � = 2b f�ur die Rechnung angenommen. Au�erdem haben wir angenommen, da� beide



46 Kapitel 5. Anwendung auf ein ExperimentLaserfelder in der gleichen Richtung linear polarisiert waren, und sind von gau�f�ormigenLaserpulsen ausgegangen.5.2 Berechnung der Parameter5.2.1 Atomare ParameterUm die atomaren Energien und Dipolmatrixelemente von C4+ zu berechnen, wurde die Quan-tendefekttheorie verwendet [17, 18, 19, 20]. F�ur die spontanen Zerfallsraten haben wir fol-genden semiklassischen Ausdruck verwendet [21], der zumindest f�ur gro�e l und n in wasser-sto��ahnlichen Zust�anden eine gute N�aherung darstellt:
nl = 
0 � Z4n3 l (l + 1) (5.2)mit 
0 = 23 �5me c2 � 1:07 � 1010 s�1; (5.3)wobei me die Elektronenmasse und Z die Kernladung bezeichnen (in unserem Fall ist Z = 5zu setzen). F�ur l = 0 haben wir 
n;l=1 verwendet.Die Wellenfunktionen der gebundenen Zust�ande jn; l;mi sind durch nlm(r) = ~Rnl(r)Ylm(
) (5.4)gegeben, wobei Ylm die Kugel
�achenfunktionen und ~Rnl die radialen Eigenfunktionen, die dieQuantendefekttheorie liefert, bezeichnen. Damit lauten die Dipolmatrixelemente zwischenzwei gebundenen Zust�andenhn; l;mj e z jn0; l0;m0i = e �mm0 (�l0;l+1Al+1;m rnn0l;l+1 + �l0;l�1Al;m rnn0l;l�1) (5.5)mit Al;m := s l2 �m24l2 � 1 (5.6)und rnn0l;l0 := Z 10 ~Rnl(r) ~Rn0l0(r) r3 dr: (5.7)Die Kontinuumzust�ande seien durch jci = jE; l;mi parametrisiert. Ihre Wellenfunktio-nen sind durch  Elm(r) = NE REl(r)Ylm(
) (5.8)gegeben, wobei die Radialfunktionen REl die NormierungsbedingungZ 10 RE0l(r)REl(r) r2 dr = �2 �(E �E0) (5.9)



5.2. Berechnung der Parameter 47erf�ullen. F�uhren wir die ErsetzungZ dc : : : �! 1Xl=0 lXm=�l Z 1E0 dED(E) : : : (5.10)durch, wobei D(E) eine geeignet gew�ahlte Zustandsdichte ist, so folgt aus der Normierungs-bedingung R dc hcjc0i = 1 NE = ��2D(E)�� 12 : (5.11)Damit lauten die Dipolmatrixelemente zwischen gebundenen Zust�anden und Kontinuum-zust�andenhn; l;mj e z jE; l0;m0i = eNE �mm0 (�l0;l+1Al+1;m rnEl;l+1 + �l0;l�1Al;m rnEl;l�1) (5.12)mit rnEl;l0 := Z 10 ~Rnl(r)REl0(r) r3 dr: (5.13)Ein Integral der FormJ = Z dc f(Ec) hn; l;mj z jEc; lc;mci hEc; lc;mcj z jn0; l0;m0i (5.14)liefert also nur f�ur l0 = l, l0 = l + 2 und l0 = l � 2 nichtverschwindende Werte.Unter Anwendung obiger Relationen erhalten wir f�ur die durch den Nd:YAG Laser indu-zierten Zerfalls-, Oszillations-, und Kopplungskonstanten die Ausdr�ucke�(16;l;m) = 4 je �1j2 �A2l+1;m �r16;ERl;l+1 �2 + A2l;m �r16;ERl;l�1 �2� ; (5.15)�(16;l;m) = 2� je �1j2 PZ 1E0 A2l+1;m �r16;El;l+1�2 +A2l;m �r16;El;l�1�2E �ER dE; (5.16)Re( i
(lm);(l�2;m)) = 2 je �1j2Al�1;m Al+1�1;m r16;ERl;l�1 r16;ERl�2;l�1; (5.17)Im(i
(lm);(l�2;m)) = � 2� je �1j2Al�1;m Al+1�1;m PZ 1E0 r16;El;l�1 r16;El�2;l�1E �ER dE: (5.18)Mit den mit Hilfe der Quantendefekttheorie berechneten Werten [22] f�ur die radialenMatrixelemente r9;16l;l�1, r16;ERl;l�1 , die in Tab. 5.2 und Tab. 5.3 aufgef�uhrt sind, lassen sich dieParameter M��, ��, Re( i
��0) nach obigen Formeln problemlos berechnen.F�ur ���0 und Im( i
��0) mu� jedoch ein Hauptwertintegral �uber die Kontinuumsenergiedurchgef�uhrt werden. Da die Berechnung dieses Integrals einen erheblichen numerischen Auf-wand beinhaltet h�atte, den die Problemstellung nicht gerechtfertigt h�atte, haben wir statt-dessen folgende N�aherungen verwendet. Gem�a� [23] ist die induzierte Niveauverschiebung ��von Rydbergzust�anden praktisch gleich der ponderomotiven Energie� = 2� e2 IYme c !21 ; (5.19)



48 Kapitel 5. Anwendung auf ein Experimentwobei IY die Intensit�at und !1 die Frequenz des Nd:YAG Lasers im Ruhesystem der Ionensind. Wie man anhand der Ausdr�ucke (5.15 { 5.18) explizit sieht, verh�alt sich �� zu �� wieIm(i
��0) zu Re( i
��0). Daher haben wir einfach die N�aherungIm(i
��0) � 4 �Re(i
��0)�� +��0 (5.20)verwendet. Da � unterhalb der experimentellen Au
�osung liegt, haben wir den Beitrag derinduzierten Niveauverschiebung in den Dichtmatrix- bzw. Ratengleichungen vernachl�assigt.5.2.2 Laser-ParameterDie in (5.15 { 5.18) bzw. in den De�nitionen (3.54 { 3.55) der Matrixelemente M��, M�cauftretenden elektrischen Feldst�arken � lassen sich anhandI = �0 c � jE(t)j2t = 2 �0 c � j�j2 (5.21)durch die Intensit�aten I der jeweiligen Laser im Ruhesystem der Ionen ausdr�ucken. DieUmrechnung in die Laserintensit�aten im Laborsystem erfolgt gem�a�Icm = ILAB � 1 + �1� � ; (5.22)wobei � � c die Ionengeschwindigkeit ist. Ebenso sind die Frequenzen, Linienbreiten undPulsdauern der Laser gem�a� !cm = !LAB �s1 + �1� � ; (5.23)bcm = bLAB �s1 + �1� � ; (5.24)�cm = �LAB �s1� �1 + � (5.25)vom Laborsystem ins Ruhesystem der Ionen zu transformieren (die Indizes "LAB\ und "cm\bezeichnen die jeweiligen Gr�o�en im Laborsystem bzw. im Ruhesystem der Ionen).5.2.3 AnfangsbesetzungAusgehend von einer isotropen Anfangsverteilung k�onnen wir Dichtematrix- und Ratenglei-chungen analog (3.40) bzw. (3.41) verwenden, in denen diese Anfangsverteilung nur in Formder Wahrscheinlichkeit p0, ein Elektron mit der Energie ER zu �nden, auftritt. F�ur die Wie-dergabe des experimentellen Spektrums ist die Kenntnis des genauen Werts von p0 = p(ER)im Prinzip nicht n�otig; p0 bestimmt nur die Skalierung der Rekombinationsachse. Um denim Experiment gemessenen absoluten Verst�arkungsfaktor zu reproduzieren, ist f�ur p0 die



5.2. Berechnung der Parameter 49
Zustand 2s+1(n; l) 3(9; 0) 1(9; 1) 3(9; 1) 1(9; 2) 3(9; 2) 3(9; 3)Energie [cm�1] -34499.07 -33810.24 -34092.86 -33870.5 -33884.98 -33871.43Zustand 2s+1(n; l) 3(9; 4) 3(9; 5) 3(9; 6) 3(9; 7) 3(9; 8)Energie [cm�1] -33871.44 -33870.14 -33869.94 -33869.81 -33869.72Zustand 2s+1(n; l) 3(16; 0) 1(16; 1) 3(16; 1) 1(16; 2) 3(16; 2) 3(16; 3)Energie [cm�1] -10827.64 -10706.07 -10756.15 -10716.68 -10719.36 -10716.88Zustand 2s+1(n; l) 3(16; 4) 3(16; 5) 3(16; 6) 3(16; 7) 3(16; 8) 3(16; 9)Energie [cm�1] -10716.91 -10716.68 -10716.64 -10716.61 -10716.60 -10716.59Zustand 2s+1(n; l) 3(16; 10) 3(16; 11) 3(16; 12) 3(16; 13) 3(16; 14) 3(16; 15)Energie [cm�1] -10716.58 -10716.57 -10716.56 -10716.56 -10716.55 -10716.55Tab. 5.1: Energien der verwendeten gebundenen Zust�ande bezogen auf die einfache Ionisationsschwellevon C4+. Es bezeichnen n die Hauptquantenzahl, l die Drehimpulsquantenzahl und s den Gesamtspindes jeweiligen Zustands. Energien von Singulett-Zust�anden wurden f�ur l = 1 und l = 2 berechnet. DieEnergien von 1(n; l) mit l > 2 wurden durch die Energien von 3(n; l) angen�ahert. F�ur die Energienvon 1(n; 0) wurden die Energien von 1(n; 1) verwendet.l 0 1 2 3 4 5 6r9;16l;l+1[aB ] 0.393961 0.532213 0.621244 0.672939 0.695424 0.675861 0.601297r9;16l;l�1[aB ] 0.297511 0.258560 0.199242 0.145860 0.100583 0.0636341l 7 8r9;16l;l+1[aB ] 0.464989 0.272803r9;16l;l�1[aB ] 0.0349000 0.0144692Tab. 5.2: Radiale Ortsmatrixelemente zwischen Zust�anden mit n = 9 und n = 16 gem�a� (5.7). aBbezeichnet den Bohrschen Radius.l 0 1 2 3 4 5 6 7r16;ERl;l+1 [a2Bpme] 8.38 9.41 10.3 11.0 11.5 11.6 11.2 10.3r16;ERl;l�1 [a2Bpme] 6.22 5.21 4.26 3.41 2.66 2.02 1.48l 8 9 10 11 12 13 14 15r16;ERl;l+1 [a2Bpme] 9.12 7.58 5.88 4.18 2.68 1.49 0.680 0.220r16;ERl;l�1 [a2Bpme] 1.04 0.698 0.441 0.259 0.138 0.0647 0.251 0.00695Tab. 5.3: Radiale Ortsmatrixelemente zwischen Zust�anden mit n = 16 und Kontinuumzust�anden mitder Energie ER = E0 +100 cm�1 gem�a� (5.13) in atomaren Einheiten. aB bezeichnet den BohrschenRadius, me die Elektronenmasse.



50 Kapitel 5. Anwendung auf ein ExperimentWahrscheinlichkeit, ein Elektron mit Energie ER zu �nden, dividiert durch die spontaneRekombinationsrate und durch die Dauer des Nd:YAG Laser-Pulses einzusetzen.Die Anwesenheit des bereits erw�ahnten statischen elektrischen Feldes im Elektron-Ion-�Uberlagerungsbereich sorgte daf�ur, da� die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron anfangs mit derEnergie, auf die die Frequenz des Nd:YAG Lasers eingestellt war, zu �nden, um den Faktor0.4 reduziert war gegen�uber der Wahrscheinlichkeit, im feldfreien Fall ein Elektron an derKontinuumskante zu �nden [8]. Damit und mit (5:1) ergibt sich der f�ur die Rechnung zuverwendende Wert von p0 zu p0 = 0:4 � p(E0)�Y Rsp (5.26)mit p(E0) = ne4 s (2�)3m3e T 2? Tk ; (5.27)der Nd:YAG Laser-Pulsdauer �Y und der spontanen Rekombinationsrate [4]Rsp = ne Z2 � 1:699 � 10�13 cm3s �r �T? � (0:17 + ln(ncut + 1)): (5.28)Hier bezeichnen ne die Elektronendichte, me die Elektronenmasse, Z = 5 die Rump
adung,T? die transversale und Tk die longitudinale Elektronentemperatur. ncut bezeichnet diejenigeHauptquantenzahl, die der Zustand des rekombinierten Ions h�ochstens haben darf, damitkeine Reionisation vor der Detektion statt�ndet. F�ur dieses spezielle Experiment wurdencut � 30 gesch�atzt [24].Unter Verwendung dieses Ausdrucks f�ur p0 in den Dichtematrix- bzw. Ratengleichungenkann der Verst�arkungsfaktor des Experiments recht gut reproduziert werden, wie wir imfolgenden sehen werden.5.3 Numerische ErgebnisseBevor wir die Ergebnisse der numerischen Integration von Dichtematrix- und Ratengleichun-gen pr�asentieren, untersuchen wir, inwieweit die Ratengleichung-N�aherung �uberhaupt ge-rechtfertigt ist, inwieweit also die Ratengleichungen gen�ugen, um das System zu beschreiben.Die Bedingungen f�ur die Ratengleichung-N�aherung lauten (3.92 { 3.93):j i
��0 j � j���0 + i���0 j; j��� + i���j; (5.29)jM�� j � j��� + i���j; j���0 + i���0 j; j
��0 + i!��0 j: (5.30)Man beachte, da� ��� gem�a� (3.99) die Linienform des Farbsto�asers enth�alt. Da die Li-nienbreite des Farbsto�asers alle spontanen und induzierten Zerfallsbreiten weit �ubertri�t,gilt ��� >� b � 0:1 cm�1.F�ur die Nd:YAG Laser-Intensit�at IY = 108 W=cm2 liegen die induzierten Zerfallsbreiten�l zwischen 10�2 cm�1 (l � 8) und 10�6 cm�1 (l = 15, m = 15). Bei Zust�anden mit



5.3. Numerische Ergebnisse 51hohem l ist der Unterschied zwischen �l und �l+2 gro�; z.B. liegt �l=15 (bzw. �l=14) eineGr�o�enordnung unterhalb �l=13 (bzw. �l=12). Der Realteil von i
l;l+2 liegt stets knapp eineGr�o�enordnung unterhalb �l und �l+2.Die Werte, die die N�aherung (5.20) f�ur den Imagin�arteil von i
l;l+2 liefert, liegen zwischen10�2 cm�1 (niedrige l) und 10�3 cm�1 (hohe l). Da gem�a� (5.18) Im(i
(lm);(l�2;m)) / (l2 �m2) gilt, was in den Behelfsformeln (5.19) und (5.20) nicht ber�ucksichtigt ist, erwarten wir,da� zumindest f�ur m � l die tats�achlichen Werte von Im( i
l;l+2) unterhalb der errechnetenWerte liegen.Tab. 5.1 zeigt, da� f�ur l � 8 die Niveauabst�ande !l;l+2 innerhalb der oberen Gruppe bei10�2 cm�1 liegen. Da damit jIm( i
l;l+2)j < j�l;l+2j f�ur l � 8 gilt, sollte die Elimination von���0 in diesem Bereich gerechtfertigt sein.Ob die Elimination von ���0 , ���0 , ��� f�ur l � 8 gerechtfertigt ist, h�angt von der In-tensit�at Id des Farbsto�asers ab. F�ur Id = 105 W=cm2 liegen jM(9;l)(16;l+1)j bei 0.07 cm�1und jM(9;l)(16;l�1)j unterhalb 0.02 cm�1 und damit unterhalb der Linienbreite des Farbsto�-lasers und im Bereich bzw. unterhalb der Niveauabst�ande, die oberhalb 0.05 cm�1 (n = 16)bzw. oberhalb 0.1 cm�1 (n = 9) liegen. Damit sollte die Ratengleichung-N�aherung f�ur dieseund f�ur niedrigere Intensit�aten des Farbsto�asers g�ultig sein. F�ur Id = 106 W=cm2 undId = 107 W=cm2 liegen jM(9;l)(16;l+1)j allerdings teilweise bereits oberhalb der Farbsto�aser-Linienbreite. Im Prinzip ist damit die Ratengleichung-N�aherung f�ur diese und f�ur h�ohereIntensit�aten nicht durchf�uhrbar. Es bleibt jedoch zu vermuten, da� die durch M�� verur-sachten Rabi-Oszillationen f�ur hinreichend lange Pulsdauern keine wesentlichen �Anderungenin der Gesamtausbeute der Rekombination verursachen. (Die spontanen Zerfallsraten liegengem�a� (5.2) zwischen 10�5 cm�1 (n = 16, l = 15) und 10�2 cm�1 (n = 9, l = 1) und spielendamit in obigen Betrachtungen keine Rolle.)Mit Hilfe der Fortran-Routine DIVPAG der IMSL Library [25] wurden Ratengleichun-gen und Dichtematrixgleichungen �uber den Zeitraum, der den Farbsto�aserpuls und beideNd:YAG Laser-Pulse umfa�t, numerisch integriert. Die gesamte induzierte Rekombinations-ausbeute, die sich aus den Besetzungen in den j�i- und j�i-Zust�anden und aus dem gesamtenspontanen Zerfall von diesen Zust�anden zusammensetzt, wurde f�ur variierende Farbsto�aser-frequenzen berechnet. Abb. 5.1 zeigt die zeitliche Entwicklung der Besetzungen in der oberenbzw. unteren Gruppe und die der gesamten Rekombination. Um die durch die gau�f�ormigeImpulsverteilung der Ionen verursachte inhomogene Verbreiterung der Resonanzen mitein-zubeziehen, wurde das resultierende Rekombinationsspektrum f(!) mit der entsprechendenFrequenzverteilung gefaltet:~f(!) = Z 1�1 f(!0) � 1p��! e��! � !0�! �2 d!0 (5.31)
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Abb. 5.1: Zeitentwicklung der rekombinierten Besetzungen in C4+ normiert auf die gesamte spon-tane Rekombination in einer Nd:YAG Laser-Pulsdauer bei der Farbsto�aserintensit�at Id = 12 � 106W=cm2 im nichtresonanten Fall bei der Farbsto�aserfrequenz !2 = 2:8698 eV (a) und im resonantenFall bei !2 = 2:87055 eV (b). Untere durchgezogene Linie: Gesamte Besetzung in Zust�anden mitn = 9. Mittlere durchgezogene Linie: Gesamte Besetzung in Zust�anden mit n = 16 und l < 9. Oberedurchgezogene Linie: Gesamte Besetzung in Zust�anden mit n = 16. Untere gestrichelte Linie: Ge-samte, �uber Zust�ande mit n = 9 rekombinierte Besetzung (d.h. gesamte Besetzung in Zust�anden mitn = 9 und gesamter spontaner Zerfall von Zust�anden mit n = 9). Obere gestrichelte Linie: Gesamterekombinierte Besetzung. Bei 20 ns erreichen die Intensit�aten des Nd:YAG Laser- und des Farbsto�-laserpulses ihre Maxima. Der zweite, verz�ogerte Nd:YAG Laser-Puls erreicht maximale Intensit�at beica. 55 ns.



5.3. Numerische Ergebnisse 53mit �! = 12pln 2 � ! ��pp �2FWHM ; (5.32)der Ionengeschwindigkeit � c und der relativen Impulsbreite der Ionen (FWHM) �p=p ent-spricht damit also dem letztendlich gemessenen Spektrum.Die auf diese Weise berechneten Rekombinationsspektren werden in Abb. 5.2 mit denexperimentellen Spektren verglichen [26]. Wir sehen, da� die Rechnung das experimentelleErgebnis recht gut reproduziert. Der Unterschied in der Frequenzskalierung ist vermutlich aufUnsicherheiten bei der Bestimmung der Ionengeschwindigkeit im Experiment zur�uckzuf�uhren[27]. Abgesehen davon tritt lediglich bei der Farbsto�aserintensit�at Id = 12 �106 W=cm2 einenennenswerte Abweichung in der H�ohe und Form des Hauptmaximums auf. Um zu kl�aren,ob diese Abweichung auf ungenaue Werte f�ur die spontanen Zerfallsraten der Zust�ande mitl < 2 zur�uckzuf�uhren sind, wurde das Rekombinationsspektrum f�ur Id = 12 � 106 W=cm2 mitden um den Faktor 3 erniedrigten Zerfallsraten 
16;l=0, 
16;l=1, 
9;l=0, 
9;l=1, noch einmalberechnet. Wie in Abb. 5.3 zu sehen ist, f�uhrt diese �Anderung nicht zu einer wesentlichenModi�kation des Spektrums.Auch die Erh�ohung der Abschneidefrequenz � des Farbsto�asers, �uber deren genauenWert keine Information vorliegt, f�uhrt nicht zu einer verbesserten Wiedergabe des Hauptma-ximums. Wie wir allerdings aus Abb. 5.4 sehen, spielt dieser Parameter eine nicht unbedeu-tende Rolle. Die Annahme einer rein lorentzf�ormigen Farbsto�aser Linienform (also � =1)beispielsweise w�urde zu erheblichen Abweichungen in der H�ohe und Breite der Resonanzenf�uhren.Die bisher gezeigten Spektren wurden mit den Ratengleichungen (3.96 { 3.97), die Kopp-lungen �uber das Kontinuum nicht ber�ucksichtigen, berechnet. Es hat sich erwiesen, da� dieRatengleichungen (3.94 { 3.95), die Kopplungen �uber das Kontinuum enthalten, und die Dich-tematrixgleichungen (3.77 { 3.79) keine merklich verschiedenen Resultate liefern (Abb. 5.5).Sogar f�ur Id = 108 W=cm2 (Abb 5.6) sind die Abweichungen zwischen den Spektren der dreiGleichungssysteme relativ gering, obwohl die Ratengleichung-N�aherung bei dieser Intensit�atnicht mehr g�ultig ist.Um zu �uberpr�ufen, ob diese gute �Ubereinstimmung der Spektren von Dichtematrix- undRatengleichungen mit und ohne Kopplungen �uber das Kontinuum tats�achlich auf die hohenNiveauabst�ande zur�uckzuf�uhren sind, wurden alle drei Gleichungssysteme f�ur den unreali-stischen Fall vollst�andiger Entartung innerhalb jeder der beiden Gruppen f�ur Id = 12 � 106W=cm2 integriert (genauer: E(9;l) = �33869 cm�1 f�ur l � 1, E(16;l) = �10716 cm�1 f�ur allel). Das Ergebnis ist in Abb. 5.7 gezeigt. Man sieht, da� die drei Gleichungssysteme einen un-terschiedlichen Untergrund vorhersagen, der auf den Ein
u� des Besetzungstransfers �uber dasKontinuum zur�uckzuf�uhren ist. Besonders der Besetzungstransfer zwischen Zust�anden mithohem l spielt hier eine wesentliche Rolle. Da f�ur diese Zust�ande �l+2 � �l < jIm( i
l;l+2)j
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Abb. 5.2: Verst�arkungsfaktor (= gesamte Rekombinationsausbeute normiert auf die spontane Re-kombination in einer Nd:YAG Laser-Pulsdauer) als Funktion der Farbsto�aserfrequenz f�ur die Farb-sto�aserintensit�aten (a) Id = 104 W=cm2, (b) Id = 105 W=cm2, (c) Id = 3 � 106 W=cm2 und (d)Id = 12 � 106 W=cm2. Punkte: experimentelle Daten. Durchgezogene Linie: Rechnung unter Ver-wendung der Ratengleichungen ohne Kopplungen �uber das Kontinuum. Um die Form der theoreti-schen und experimentellen Spektren zu vergleichen, wurde die Frequenzskala der theoretischen Kurvemit dem Faktor 1:000065 multipliziert. Die Resonanz bei 2:8725 eV entspricht dem 16 3F ! 9 3D�Ubergang. �Uberg�ange mit h�oherem Drehinpuls fallen zu der Resonanz bei 2:8707 eV zusammen.
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Abb. 5.3: Verst�arkungsfaktor als Funktion der Farbsto�aserfrequenz f�ur Id = 12�106 W=cm2. Punkte:experimentelle Daten. Durchgezogene Linie: Rechnung unter Verwendung der Ratengleichungen ohneKopplungen �uber das Kontinuum. Gestrichelte Linie: Rechnung unter Verwendung der Ratenglei-chungen ohne Kopplungen �uber das Kontinuum mit den um den Faktor 3 reduzierten spontanen Zer-fallsraten 
16;l=0, 
16;l=1, 
9;l=0, 
9;l=1. Um einen Vergleich zwischen den Spektren zu erm�oglichen,wurden die Frequenzskalen der berechneten Kurven mit dem Faktor 1:000065 und die Rekombinati-onsskala der mit reduzierten Zerfallsraten berechneten Kurve mit dem Faktor 1.05 multipliziert.gilt, bewirkt Im(i
l;l+2), wie wir in Kap. 3.2.2 gesehen haben, einen Besetzungstransfer vonjli nach jl + 2i und tendiert dazu, die gesamte Rekombinationsausbeute zu erh�ohen. Aller-dings l�a�t sich jenes vereinfachte Modell nur grob-qualitativ auf diese Situation �ubertragen,in der auch die spontanen Zerfallsraten, die etwa so gro� sind wie die induzierten Zerfallsratenf�ur l = 12, ber�ucksichtigt werden m�ussen.Abgesehen davon erkennt man auch einen Unterschied zwischen den Spektren von Dichte-matrix- und Ratengleichungen in der H�ohe und Form der Resonanz. Dieser Unterschied istauf durch den Farbsto�aser verursachte Rabi-Oszillationen zwischen der oberen und derunteren Gruppe zur�uckzuf�uhren und verschwindet etwa f�ur Id = 104 W=cm2 (Abb 5.8), woim Gegensatz zu Id = 12 � 106 W=cm2 die Kopplungen jM�� j wesentlich kleiner sind als die
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Abb. 5.4: Verst�arkungsfaktor als Funktion der Farbsto�aserfrequenz f�ur (a) Id = 105 W=cm2 und(b) Id = 12 � 106 W=cm2. Punkte: experimentelle Daten. Durchgezogene Linie: Rechnung unterVerwendung der Ratengleichungen ohne Kopplungen �uber das Kontinuum. Gepunktete Linie: Rech-nung unter Verwendung der Ratengleichungen ohne Kopplungen �uber das Kontinuum mit um denFaktor 10 erh�ohter Abschneidefrequenz � des Farbsto�asers. Um einen Vergleich mit dem Experi-ment zu erm�oglichen, wurden die Frequenzskalen der berechneten Kurven mit dem Faktor 1:000065multipliziert.
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Abb. 5.5: Verst�arkungsfaktor als Funktion der Farbsto�aserfrequenz ohne inhomogene Verbreite-rung durch die Impulsverteilung der Ionen f�ur (a) Id = 105 W=cm2, (b) Id = 3 � 106 W=cm2 und(c) Id = 12 � 106 W=cm2. Durchgezogene Linie: Rechnung unter Verwendung der Ratengleichungenohne Kopplungen �uber das Kontinuum. Gestrichelte Linie: Rechnung unter Verwendung der Raten-gleichungen mit Kopplungen �uber das Kontinuum. Gepunktete Linie: Rechnung unter Verwendungder Dichtematrixgleichungen. Der Einfachheit halber wurden f�ur die Rechnungen nur die Triplett-Energien von C4+ verwendet.
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Abb. 5.6: Verst�arkungsfaktor als Funktion der Farbsto�aserfrequenz ohne inhomogene Verbreiterungdurch die Impulsverteilung der Ionen f�ur Id = 108 W=cm2. Durchgezogene Linie: Rechnung unterVerwendung der Ratengleichungen ohne Kopplungen �uber das Kontinuum. Gestrichelte Linie: Rech-nung unter Verwendung der Ratengleichungen mit Kopplungen �uber das Kontinuum. GepunkteteLinie: Rechnung unter Verwendung der Dichtematrixgleichungen. Der Einfachheit halber wurden f�urdie Rechnungen nur die Triplett-Energien von C4+ verwendet.Zerfallskonstanten ���.Eine realistischere Parameter-Modi�kation, bei der man einen Unterschied zwischen denSpektren von Dichtematrix- und Ratengleichungen erwarten k�onnte, w�are eine Reduktion derLinienbreite des Farbsto�asers. Abb. 5.9a, 5.10a, 5.11a, c zeigen die Rekombinationsspek-tren, die mit um den Faktor 10 reduzierter Linienbreite und Abschneidefrequenz des Farbsto�-lasers ohne Ber�ucksichtigung der inhomogenen Verbreiterung berechnet wurden. Bei dieserLinienbreite sind f�ur Id = 104 W=cm2 die Kopplungen jM(9;l)(16;l+1)j etwa so gro� wie dieZerfallskonstanten ���. Die Elimination von ��� ist daher f�ur diese und f�ur h�ohere Farbsto�-laserintensit�aten nicht mehr gerechtfertigt. Tats�achlich treten kleine Abweichungen zwischenden mit den Dichtematrix- und den Ratengleichungen errechneten Spektren auf. Abgesehenvon einem Unterschied im Untergrund, der auch bei der normalen Farbsto�aser-Linienbreite
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Abb. 5.7: Verst�arkungsfaktor als Funktion der Farbsto�aserfrequenz ohne inhomogene Verbreiterungdurch die Impulsverteilung der Ionen f�ur Id = 12 � 106 W=cm2 f�ur den unrealistischen Fall vollst�andi-ger Entartung der Niveaus innerhalb jeder der beiden Gruppen: E(9;l) = �33869 cm�1 f�ur l � 1,E(16;l) = �10716 cm�1 f�ur alle l. Durchgezogene Linie: Rechnung unter Verwendung der Ratenglei-chungen ohne Kopplungen �uber das Kontinuum. Gestrichelte Linie: Rechnung unter Verwendungder Ratengleichungen mit Kopplungen �uber das Kontinuum. Gepunktete Linie: Rechnung unterVerwendung der Dichtematrixgleichungen.
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Abb. 5.8: Verst�arkungsfaktor als Funktion der Farbsto�aserfrequenz ohne inhomogene Verbreiterungdurch die Impulsverteilung der Ionen f�ur Id = 104 W=cm2 f�ur den unrealistischen Fall vollst�andi-ger Entartung der Niveaus innerhalb jeder der beiden Gruppen: E(9;l) = �33869 cm�1 f�ur l � 1,E(16;l) = �10716 cm�1 f�ur alle l. Durchgezogene Linie: Rechnung unter Verwendung der Ratenglei-chungen ohne Kopplungen �uber das Kontinuum. Gestrichelte Linie: Rechnung unter Verwendungder Ratengleichungen mit Kopplungen �uber das Kontinuum. Gepunktete Linie: Rechnung unterVerwendung der Dichtematrixgleichungen.



5.3. Numerische Ergebnisse 61auftritt (Abb. 5.5), sind auch geringe Unterschiede in der H�ohe und Form der Resonanzenzu erkennen. Bei der Farbsto�aserintensit�at Id = 104 W=cm2 beispielsweise (Abb. 5.9a), beider s�amtliche �Uberg�ange von jn = 16; li nach jn = 9; l � 1i aufgel�ost werden k�onnen, sinddie von den Ratengleichungen errechneten Resonanzen, die den �Uberg�angen j16; 8i ! j9; 7ibzw. j16; 4i ! j9; 3i zum Teil etwas st�arker ausgepr�agt als die der Dichtematrixgleichungen.F�ur das tats�achlich me�bare Spektrum spielen diese Abweichungen jedoch keine Rolle.Ber�ucksichtigen wir die inhomogene Verbreiterung durch die Impulsverteilung der Ionen(Abb. 5.9b, 5.10b, 5.11b, d), so verschlechtert sich die Au
�osung der �Uberg�ange betr�acht-lich, und die Spektren von Dichtematrix- und Ratengleichungen stimmen abgesehen vomUntergrund wieder �uberein. F�ur eine Messung mit h�oherer Au
�osung ist eine Reduktion derLinienbreite des durchstimmbaren Lasers also nur dann sinnvoll, wenn zugleich die Impuls-breite der Ionen verringert wird.Eine realistische Situation, bei der die tats�achlich me�baren Rekombinationsspektren vonDichtematrixgleichungen und Ratengleichungen mit und ohne Kopplung �uber das Kontinuumunterschiedlich sind, liegt bei einer Nd:YAG Laser-Intensit�at von IY = 109 W=cm2 vor.(Abb. 5.12b). Bei dieser Intensit�at liefern Dichtematrixgleichungen und Ratengleichungen,die Kopplungen �uber das Kontinuum ber�ucksichtigen, eine h�ohere Rekombinationsausbeuteals Ratengleichungen ohne Kopplungen �uber das Kontinuum. Interessanterweise verschwindetdieser Unterschied wieder, wenn IY auf 1010 W=cm2 erh�oht wird (Abb. 5.12c).Wie schon im oben diskutierten Fall der vollst�andigen Entartung der Niveaus der obe-ren Gruppe ist dieser Unterschied auf Besetzungstransfer �uber das Kontinuum zwischenZust�anden mit hohem l innerhalb der oberen Gruppe zur�uckzuf�uhren. Bei IY = 108 W=cm2spielt dieser Besetzungstransfer noch keine Rolle, da, wie bereits erw�ahnt, die Niveauabst�andej�l;l+2j die Kopplungskonstanten jIm(i
l;l+2)j um eine Gr�o�enordnung �ubersteigen. Erh�ohenwir jedoch die Intensit�at um eine Gr�o�enordnung, so gilt j�l;l+2j � jIm( i 
l;l+2)j. Die inKap. 3.2 abgeleitete Rate Cl (3.44) f�ur den Besetzungstransfer zwischen j16; li und j16; l+2iliegt damit in der Gr�o�enordnung von �l. Da �l=12 und �l=13 um eine Gr�o�enordnungoberhalb �l=14 bzw. �l=15 liegen und da �l=15 und �l=14 noch knapp eine Gr�o�enordnungunterhalb der inversen Nd:YAG Laser-Pulsdauer (�Y )�1 � 7 �10�4 cm�1 liegen, wir also �l=15bzw. �l=14 f�ur die Dynamik zwischen jn = 16; l = 13i und jn = 16; l = 15i bzw. j16; 12iund j16; 14i vernachl�assigen k�onnen, ist es gerechtfertigt, das in Kap. 3.2.2 diskutierte Mo-dell auf diese Situation hier anzuwenden und anhand von Abb 3.3 festzustellen, da� eineNichber�ucksichtigung des Besetzungstransfers (=̂ Cl = 0) eine niedrigere Rekombinationsaus-beute liefert. Da eine h�ohere Gesamtrekombination im Spektrum jedoch nur einen h�oherenUntergrund zur Folge hat, beschr�anken sich die Auswirkungen der Vernachl�assigung des Be-setzungstransfers auf eine leichte �Ubersch�atzung der relativen H�ohe der Resonanzen im Spek-trum. Deren prinzipielle Formen werden jedoch richtig reproduziert.
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Abb. 5.9: Verst�arkungsfaktor als Funktion der Farbsto�aserfrequenz (a) ohne und (b) mit inho-mogener Verbreiterung durch die Impulsverteilung der Ionen f�ur Id = 104 W=cm2. DurchgezogeneLinie: Rechnung unter Verwendung der Ratengleichungen mit Kopplungen �uber das Kontinuum f�urum den Faktor 10 reduzierte Linienbreite und Abschneidefrequenz des Farbsto�asers. GepunkteteLinie: Rechnung unter Verwendung der Dichtematrixgleichungen f�ur um den Faktor 10 reduzierteLinienbreite und Abschneidefrequenz des Farbsto�asers. Gestrichelte Linie: Rechnung unter Ver-wendung der Ratengleichungen mit Kopplungen �uber das Kontinuum f�ur normale Linienbreite undAbschneidefrequenz des Farbsto�asers. Der Einfachheit halber wurden f�ur die Rechnungen nur dieTriplett-Energien von C4+ verwendet. Aufgel�oste Resonanzen in (a) von links nach rechts (vgl. auchTab. 5.1): j16; l = 9i ! j9; l = 8i �Ubergang bei 2:87049 eV, j16; 8i ! j9; 7i �Ubergang bei 2:87050 eV,j16; 7i ! j9; 6i �Ubergang bei 2:87052 eV, j16; 6i ! j9; 5i �Ubergang bei 2:87054 eV, j16; 4i ! j9; 3i�Ubergang bei 2:87067 eV, j16; 5i ! j9; 4i �Ubergang bei 2:87069 eV.
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Abb. 5.10: Verst�arkungsfaktor als Funktion der Farbsto�aserfrequenz (a) ohne und (b) mit inho-mogener Verbreiterung durch die Impulsverteilung der Ionen f�ur Id = 105 W=cm2. DurchgezogeneLinie: Rechnung unter Verwendung der Ratengleichungen mit Kopplungen �uber das Kontinuum f�urum den Faktor 10 reduzierte Linienbreite und Abschneidefrequenz des Farbsto�asers. GepunkteteLinie: Rechnung unter Verwendung der Dichtematrixgleichungen f�ur um den Faktor 10 reduzierteLinienbreite und Abschneidefrequenz des Farbsto�asers. Gestrichelte Linie: Rechnung unter Ver-wendung der Ratengleichungen mit Kopplungen �uber das Kontinuum f�ur normale Linienbreite undAbschneidefrequenz des Farbsto�asers. Der Einfachheit halber wurden f�ur die Rechnungen nur dieTriplett-Energien von C4+ verwendet.
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Abb. 5.11: Verst�arkungsfaktor als Funktion der Farbsto�aserfrequenz (a, c) ohne und (b, d) mitinhomogener Verbreiterung durch die Impulsverteilung der Ionen f�ur (a, b) Id = 3 � 106 W=cm2 und(c, d) Id = 12 �106 W=cm2. Durchgezogene Linie: Rechnung unter Verwendung der Ratengleichungenmit Kopplungen �uber das Kontinuum f�ur um den Faktor 10 reduzierte Linienbreite und Abschnei-defrequenz des Farbsto�asers. Gepunktete Linie: Rechnung unter Verwendung der Dichtematrix-gleichungen f�ur um den Faktor 10 reduzierte Linienbreite und Abschneidefrequenz des Farbsto�asers.Gestrichelte Linie: Rechnung unter Verwendung der Ratengleichungen mit Kopplungen �uber das Kon-tinuum f�ur normale Linienbreite und Abschneidefrequenz des Farbsto�asers. Der Einfachheit halberwurden f�ur die Rechnungen nur die Triplett-Energien von C4+ verwendet. Die in (a) erkennbareResonanz bei 2:87035 eV entspricht dem j16; 2i ! j9; 3i �Ubergang.
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Abb. 5.12: Verst�arkungsfaktor als Funktion der Farbsto�aserfrequenz f�ur Id = 105 W=cm2 und f�ur dieNd:YAG Laser-Intensit�aten (a) IY = 108 W=cm2 (Normalfall), (b) IY = 109 W=cm2 und (c) IY = 1010W=cm2. Durchgezogene Linie: Rechnung unter Verwendung der Ratengleichungen ohne Kopplungen�uber das Kontinuum. Gestrichelte Linie: Rechnung unter Verwendung der Ratengleichungen mitKopplungen �uber das Kontinuum. Gepunktete Linie: Rechnung unter Verwendung der Dichtematrix-gleichungen. Der Einfachheit halber wurden f�ur die Rechnungen nur die Triplett-Energien von C4+verwendet.



66 Kapitel 5. Anwendung auf ein ExperimentF�ur IY = 1010 W=cm2 liegen s�amtliche induzierten Zerfallsraten bereits in der Gr�o�enord-nung bzw. oberhalb der inversen Pulsdauer. Daher tritt, mit oder ohne Besetzungstransfer,S�attigung ein, d.h. Zust�ande mit hohem l werden bis zum Maximalwert p0 besetzt. Alle dreiGleichungssysteme liefern damit folgerichtig wieder die gleiche Rekombinationsausbeute.Wir sollten an dieser Stelle betonen, da� der hier und im Fall der vollst�andigen Entartungder Niveaus der oberen Gruppe diskutierte Besetzungstransfer letzten Endes zur�uckzuf�uhrenist auf jIm(i
l;l+2)j > �l f�ur hohe l, was sich aus der N�aherung (5.19 { 5.20) f�ur Im(i
l;l+2)ergeben hat. Da die tats�achlichen Werte von Im( i
l;l+2) f�ur hohe l aller Wahrscheinlichkeitnach unterhalb den errechneten liegen (daf�ur spricht die Tatsache, da� der rasche Abfall von�l und Re( i
l;l+2) mit zunehmendem l f�ur hohe l durch die N�aherung f�ur Im( i
l;l+2) nichtreproduziert wird), w�are es nicht verwunderlich, wenn die in diesen Spektren beobachtetenUnterschiede, die auf den Besetzungstransfer �uber das Kontinuum zur�uckzuf�uhren sind, unterVerwendung genauerer Werte f�ur Im(i
l;l+2) verschwinden.Alles in allem k�onnen wir feststellen, da� die Ratengleichungen, die Kopplungen �uberdas Kontinuum nicht enthalten, gen�ugen, um die Lage, H�ohe und Breite der Resonanzen imSpektrum korrekt wiederzugeben. Da es jedoch noch eine Vielzahl von M�oglichkeiten derVariationen von vor allem atomaren Parametern gibt, f�ur die die Spektren von Dichtematrix-und Ratengleichungen noch nicht verglichen wurden, kann keine Garantie daf�ur abgegebenwerden, da� die Verwendung dieser Ratengleichungen auch f�ur die Beschreibung anderer, ver-gleichbarer Zweistufenrekombinationsexperimente ausreicht. Eine sorgf�altige Analyse der re-levanten Parameter im Hinblick auf die Kriterien f�ur die G�ultigkeit der Ratengleichung-N�ahe-rung, sowie gegebenenfalls explizite Vergleiche der numerischen Integrationen von Raten- undDichtematrixgleichungen scheinen uns daher im allgemeinen angebracht zu sein.



Kapitel 6ZusammenfassungIn dieser Arbeit wurde die allgemeine Theorie stimulierter Rekombination pr�asentiert. Eswurde gezeigt, wie und unter welchen Bedingungen das Kontinuum in den Dichtematrixglei-chungen eliminiert werden kann, wenn die Anfangsbedingung einer statistischen Verteilung�uber das Kontinuum entspricht, und welche Korrekturen zu erwarten sind, falls man �uberdie dabei verwendeten N�aherungen hinausgeht. Au�erdem wurde gezeigt, wie unter spezi-ellen Bedingungen Ratengleichungen aus den Dichtematrixgleichungen hergeleitet werden.Im Fall isotroper Anfangsverteilung und unter weiteren, im allgemeinen relativ realistischenAnnahmen hat sich erwiesen, da� Rekombinations- und Ionisationsprozesse abgesehen vomspontanen Zerfall und von der Anfangsbedingung formal durch �aquivalente Gleichungssy-steme beschrieben werden.Die Anwendung auf den einfachsten Spezialfall der laserinduzierten Rekombination ineinen diskreten gebundenen Zustand erlaubte uns, die G�ultigkeitsbedingung f�ur die Elimina-tion des Kontinuums durch Vergleich mit einer genauen Rechnung explizit zu �uberpr�ufen. Beider Anwendung auf den Fall der laserinduzierten Rekombination in eine Gruppe gebundenerZust�ande wurden die Auswirkungen der laserinduzierten Kopplungen �uber das Kontinuumf�ur den Fall isotroper Anfangsverteilung untersucht. Im wesentlichen ergab sich, da� derhermitesche Anteil dieser Kopplungen �Uberg�ange zwischen gebundenen Zust�anden �uber dasKontinuum verursacht mit der Tendenz, die Besetzungen in diesen Zust�anden anzugleichen,w�ahrend der nichthermitesche Anteil die gesamte e�ektive Rekombinationsrate reduziert.Wir haben au�erdem gezeigt, welche Dichtematrix- bzw. Ratengleichungen man f�ur denexperimentell relevanten Fall der laserinduzierten Zweistufenrekombination erh�alt. Die An-wendung auf ein konkretes Zweistufenexperiment [7] ergab, da� ein vereinfachtes Ratenglei-chungssystem, das die Kopplungen �uber das Kontinuum nicht ber�ucksichtigt, gen�ugt, um dasim Experiment erhaltene Spektrum zu reproduzieren. Es wurde untersucht, unter welchenBedingungen Dichtematrixgleichungen, Ratengleichungen mit und Ratengleichungen ohneKopplungen �uber das Kontinuum unterschiedliche Resultate liefern. Abgesehen vom unreali-67



68 Kapitel 6. Zusammenfassungstischen Fall der vollst�andigen Entartung der Niveaus in der oberen Gruppe traten lediglichin einem bergrenztem Bereich der Intensit�at des Lasers, der die Rekombination aus dem Kon-tinuum induziert, merkliche Abweichungen im Signal-Hintergrund-Verh�altnis auf, die durchBesetzungstransfer �uber das Kontinuum verursacht wurden und m�oglicherweise auf ungenaueWerte f�ur die entsprechenden Kopplungskonstanten zur�uckzuf�uhren sind.Des weiteren wurde der allgemeine Formalismus auf laserinduzierte dielektronische Re-kombination angewandt. F�ur das einfachst m�ogliche, aus einem gebundenen und einem au-toionisierendem Zustand bestehende System wurden f�ur isotrope Anfangsverteilung und un-ter den in [14] vorgenommenen vereinfachenden Annahmen Modellrechnungen durchgef�uhrt.Dabei ergab sich, da� bei niedrigen Laserintensit�aten die Spektren der laserinduzierten di-elektronischen Rekombination mit den entsprechenden Autoionisationsspektren im wesent-lichen �ubereinstimmen (abgesehen vom Beitrag spontaner dielektronischer Rekombination,der einen nichtverschwindenden Untergrund im Rekombinationsspektrum erzeugt), bei ho-hen Laserintensit�aten jedoch beide Spektren erheblich voneinander abweichen. Au�erdemhat sich erwiesen, da� die Ratengleichungen nur bei niedrigen Laserintensit�aten und hohenPulsdauern das Rekombinationsspektrum gut wiedergeben.Neben den in dieser Arbeit diskutierten Spezialf�allen lassen sich noch eine Vielzahl weite-rer Rekombinationsprozesse mit dem in Kap. 2 entwickelten Formalismus beschreiben. Durcheine genaue Spezi�kation der diskreten und der kontinuierlichen Zust�ande sowie durch dieVerwendung von "Systemzust�anden\ bei Laserkopplungen l�a�t sich jedes System, das keineKontinuum-Kontinuum-Wechselwirkung beinhaltet, in das dem allgemeinen Formalismus zu-grunde liegenden Modell (2.10 { 2.12) �uberf�uhren.Wie schon in Kap. 4.2 erw�ahnt, ist es nicht m�oglich, im Rahmen dieses Modells �Uberg�angezwischen verschiedenen Kontinuumzust�anden zu ber�ucksichtigen. Zwar lassen sich in dasgrundlegende Modell (2.1 { 2.3) Kontinuum-Kontinuum-Wechselwirkungen ohne weitereseinbeziehen, doch w�urden diese in einer wie in Kap. 2.2 durchgef�uhrten Elimination desKontinuums, in der nur Beitr�age niedrigster Ordnung in die e�ektiven Dichtematrixgleichun-gen (2.30) eingehen, vollst�andig eliminiert werden. Um derartige �Uberg�ange in die e�ekti-ven Dichtematrixgleichungen miteinzubeziehen, bedarf es der Entwicklung eines verallgemei-nerten Formalismus, der analog zum Resolventenformalismus f�ur Ionisationsprozesse (siehez.B. [28]) in der Lage ist, einen geschlossenen, exakten Ausdruck f�ur die Zeitentwicklung deruns interessierenden Dichtematrixelemente zu liefern, aus dem durch St�orungsentwicklungs�amtliche Beitr�age h�oherer Ordnung mit beliebiger Genauigkeit extrahiert werden k�onnen.
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