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* 1.5 Les équations de Lagrange
* 1.6 Exemples d’utilisation des ¢quations de
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1.5 Les equations de Lagrange
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oT

oT
dt (8%) B @q@' - Q%
d (OL\ 9L _
dt \ 0q; Jq; -

(1.19)

(1.28)

7 0% (120
QF;F&@—%(. )
L=17-V|(1.29)
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 Choisir un ensemble de f coordonnées genéralisees
(q19 (ha AR qf)

« Exprimer T, Q. et V en fonction des g, ; et t

e Calculer L=T-V

 Ecrire les equations de Lagrange
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2 contraintes :
X2_|_y2 — EZ,
z=20
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* 1.6 Exemple 1 : le pendule plan

x={smnb, y=—Lcosb

1 1 ,
T — §m(x2 —|— y2) — §m€262

F) = —mg V =mgy = —mgl cos ¥

1 .
L=T-V = §m€2¢92—|—mg€cosl9

oL , d (0L d g s
%——mgﬁsmﬁ, dt([)é>_a( 70) = ml°0
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* 1.6 Exemple 1 : le pendule plan

ml?0 + mglsin 6 = 0

é—I—%sinH:O

x = { sin(0)

14



e = (0,0, —myg)

x= Rsmmbcosop, y=Rsmmbsing, 2z = Rcosb
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* 1.6 Exemple 2 : la cuvette spherique

S O7 0z

Ql — Fe. 8_(]1 — an% = ngsin@ — ngSiIlCh
S OF
— Fa e = 0
@ dqs
A% 2%
Ql — _3_6117 Q2 _8_(]27

Vg1, q2) = mgR (1 4 cos ) V(g =m,q2) =0
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* 1.6 Exemple 2 : la cuvette spherique

1 or or
T = — : z ‘:1’2
(5 ;) 4 =
1 K@F’ 8F> .2+2((‘3F 8F> . +<8F 8F> .2}
= —1m * ) '
2 Jq1 Oy o Jq1 0 ez Jq2  0qs 12
88_(; — % — (Rcos g1 COS o, [ cos qsin qs, —RSin%)
1
(‘?_qr — g—; = (— R sin ¢ sin ¢, Rsin g cos gq, 0)
y
1

T = EmRQ (41 + ¢ sin’ 1)
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* 1.6 Exemple 2 : la cuvette spherique

T = 2m(a?+ 9>+ 2%

2

x par KRcosqicosqy ¢4 — Rsing;singy ¢
y par Rcosqisings, ¢+ Ksing, cosqgs o
et z par —Rsing ¢

1
L = §mR2 (qu2 -+ q‘; sin? ql) — mgR(1 + cos Q1)

18



* 1.6 Exemple 2 : la cuvette spherique

L 0L
a— = mR*{; sin q; cos ¢ + mgRsin qi, — =0
Iq gy
oL 0L ,
— =mR%¢, — = mR*§sin’ ¢
o )7

Q1 — (qg cos 1 + %) sing; = (

d
mRza(q'g sin”¢qy) = 0
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q=19 y

|

-c (cm par seconde)

r = (Ry—ct)cosq
y = (Rg — ct)sing
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» 1.6 Exemple 3 : la fronde en contraction

T = %(;{:2 -+ y2) — % [qQ(RO — Ct)2 -+ Cz}

d .
- [mg(Rg — ct)?] = 0, qui implique : m¢g ( Ry — ct)* = constante
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S1 g = g(q.t) et donc aussi q = q(g,t), montrer

au moyen de ces transformations de coordonnées
generaliseées que la forme des equations de Lagrange
est invariante, et aussi que I’existence d’un potentiel
generalise V ou d’un lagrangien L sont des propriétés
intrinseques du systeme mecanique considere, et sont
donc indépendants du choix des coordonnées geénéra-
lis¢es.
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d (0T oT A% A%
dt (8%)  0q; Q| etou Q= dt (361@) 0qi

d <8L _IL
dt 6’% 6(]4 B

d (0T oT oV oV
di (agfg)‘agf@ T Q@"dt (@a) Da;

<8L> oL,
dt \ dq; 0q; B )




1. Pour le cas d’un solide soumis a des forces extérieures
qui découlent d’un potentiel V(r_,t), on peut facilement

ctablir I’¢équation de conservation d’¢nergie T +V = Cte
(cf. cours de mécanique analytique de 2™ Bac.).

2. Pour le cas d’un solide en rotation autour d’un point
fixeO,ona:L;=I; 0w, T=1; o, w,/ 2.

SiI;; = §; {1}, alors L; = §;; {I;} w;= {I;} o,

T={l} o w/2.
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(4,0, 9)

.‘Eligne des noeuds
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* 1.6 Exemple 4 : probleme de Lagrange-Poisson

—
L = Lw ey + Lhwyés + [5wses

1

& = )& + 8+ G E; E = cos P& — sin e,

ﬁ .
FE5 = sindsinye; + sin 8 coséy + cos fes

26



* 1.6 Exemple 4 : probleme de Lagrange-Poisson

Wy = écos¢ + q'bsinﬁsingb
Wy = —ésinw + g'bsinél COS

Ws3 :@/')—l—écosﬁ

T = % [11 (é2 + $?sin? 9) ny (qp + q'scoseﬂ

27



* 1.6 Exemple 4 : probleme de Lagrange-Poisson

1 : : .. 2
T = 5 [[1 (6’2 + $* sin” 9) + 15 (w -+ gbcos@) ]
_90C
_00C
Qo = Oy U
_00C 9 X dV  Omgl(cosf + 1)

o =mg 00 "I98 g 00 09

Xsc = lcosd [ = |0C]

V =mgl(cosf+1)
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* 1.6 Exemple 4 : probleme de Lagrange-Poisson

L = % [[1 (92 + q2i2 sin? 9) + I (1b + c'ﬁcosﬂ)j —mgl (cosf + 1)

oL

= 1,0
Po = 89 1
Do = gi — [1qbsm 6+ [5cosb (Qp—l—gbcosﬂ)
3L .
Py = ("gb + @ cos 9)

)
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