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Le présent rapport conlient un premicr enseiroie d'appiications des prin-
ciped de variation de Véiasticilé aux slructures adronautiques.
I est un fait connu que la théorie techiniue wes poutres n'est géndraiciicnt

pas applicable & une aile dans son cnserble.

Dans les ailes & revélement Lravaillant, le cisailienent et la lorsion, vaviaisies
le long de I'envergure, nduisent des tensions sccondaires qui, négligeablies pour
une poulre de section massive, devienncni du méme ordre de grandeur gue ics
tensions de la thdéorie habiluelle. De plus, toute contrainie au gauchissement
de la seclion & l'emiplanture n'a plus l'eiiei siriciement local” prédit par le
« principe de Saint-Venail ».

D’aulres structures d’ailes, & revélement nwo travaillant, s’écartent trop du
schéma prismalique, nais peuveni raisonnabicinient élre traiiées comme un
assemblage de pouires jusiiciables individueliemeni de la lhdorie classique.

C'esl & ce secon .y
sagées ici.

Le couplage enire i¢s deux poulres principales ou « longerons » peul éire
réalisé par un chaiip e nervures perpendiculaires; ce probltme compoiie un
nombre [ini d'inconnues Lyperslatiques.

Quand le ciaap esc wssez dense il peut Sive rempiacé par un champ de
Jdaison élaslique coulinw; ie probléme comporie a:ors des fouctions hypersia-
iwques continues.

Le premier poinl de vue a déja re¢u une solution remarquable par Friz-
Divi.s el von Kanvax en 1928, Seule 'augmen.aiion considérable de la rigidité
de wesion des\longerons nous force mainteiant & géndraliser la solution en
prenant en considération 'élaslicité des nervures, négligée 4 I'épogque.

pe de consiruction gu'appartiennent les voilures envi-

t




_—b —

Le deuxitme point e vue a fail P'objel de recherches suivies en Ilollande,
en Anglelerre et en Halie. '

Les deux points de vue sonl abordés ici el e principe de variation des ten-
sions y apporte des simplifications décisives. 1l permet méme d'étendre T'utilité
du champ continu au deld des indicalions qualitatives, déji précieuses en elles-
mémes pour la conception de la voilure, vers I'oblention de solutions appro-
chées du probltme réel par les mdéihodes dirceles du caleul des variations.

Enfin le couplage des longerons par membrures diagonales, abordé anté-
ricurement par le principe de variation des déplacements et par la méthode de
relaxation, apparail beaucoup plus simplement comme réductlible 2 un systéme
d'équations récurrentes analogues a celles de Fruenricns el vox Karyan,

Je suis redevable au Prof” L. Bouckarnr de I'orientation de ces recherches
vers l'application des méthodes variationnelles de 1'élasticité; je tiens a Il'en
remercier ainsi que pour l'intérél amical qu'il a (émoigné pendant leur ¢la-
boration.
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CHAPITRE PREMIER.
PRINCIPES DE VARIATION EN ELASTICITE. -

.. Les théorémes de variation fournissenl la possibilité d’établir directement
les équations différenticlles qui gouvernenl un probleme d’élasticilé aussi bicen
que des principes utiles pour en dériver des solutlona approchécs. Nous les passe-
rons ici britvement en revue.

§ 1. L'¢nergie de déformation interne.

. Soil un pm‘allélipipbdc élémentaire soumis & l'action de forces de volume
A\, \ Z) cl de tensions appliquées aux six facetles qui le délimilent.
Donnons & tous les points de volume des déplacements infinilésimaux
. I3 . ™ a N . 3 . g ot r
différentiables (¢u, ¢v, cw). Le travail fourni par les forces extéricures ci ramené
d I'unité de volume est alors, par un calcul direct:

OW———(G 814+~xyov+.ﬁ,ow)+—( )+ ( )+ X8u+4 Yoo+ Zdw
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Si ce déplacement n’est accompagné d’aucune varialion de I'énergie. ciné-
tique (clle restera nulle pour fixer les idées), la méme expression représente aussi
I'accroissement que subit la densité d’énergie de déformation inlerne.

Celle-ci doit éire indépendante de toule rotation ou tiranslaiion en bloo
c’est-d-dire de tout déplacement additionnel de la forme

Su =cu, +38q—yor;
6V =C6v, +aér—3sop;
Sw=28uw,+yip—woyq,

contenant six paramelrés indépendants (Su,, Sv,, cw,, op, ¢, &r).
Substituant dans éW et annulant les coefficients des trois premiers para-
metres, il vient

2 O',,. a7, Yy l'y_
. X = 0 -
\ 3o Ty Tas T (s. 1)
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équations qui expriment les conditions d'équilibre de translation du volume
¢lémentaire, annulant les coefficients des trois derniers paramdétres :

-
v

Ty

~
v

iy ==

XS

P O _— -
Yuie T ta == vy Yior

Ce sonl les condilions bien connues d’équilibre de rolation qui fonl du
lenseur des tensions un lenseur symélrique.

La densité d’éuergie de délormation interne prend ainsi la forme

‘; BW AU ¥ (LS DTUITP Lo (c. 1)
/ = G O — ~p Ty o .
f‘ “Ter T M \ay | e ‘3z

Relenons qu’d parlir de six composanies arbitraires pour le tenseur des
lensions, il faut faire implicilement appel & des forces de volume (X, Y, Z)
telles que les équations (s. 1) solent vérifiées.

§ 2. Principe de variation des 'épl cements.

On se place dans I'hypothese ol I'énergie de déformation est une fonction
d'état exprimable en fonciion des dérivées partielles des composanies du dépla-
cement (u, v, w). ,

Le corps cst supposé soumis & des forces de volume imposées (X, Y, Z) dont
Pénergie potentielle est alors

{ — — —
Py = — ((x w4+ Yo+ Zw)dV,
"' N
el, sur une parlic 8, de sa surface, 3 des tensions imposées (p,, p,, p.), dont
Pénergie poteuticlle a pour valeur

) Pg=— (_7).1, U~ Py0+ Ps w) S

-
8

e

Soient alors (u, v, w) un systéme différentliable des fonctions-déplacement
el (Su, v, cw) des varialions indépendantes et arbilraires de ces déplacements,

by

assujetties a vérilier sur la surface complémentaire S, les conditions
2w =1, V=7, W == 10, (c.1)
d'ott
S =0, v =0, Sw=0, sur S,;
le principe de variation des déplacements énonce que « parmi tous les dépla-
.cements compatibles avec (c. 1), ceux-li sont réalisés qui rendent atatxonnauc
la variation premiére de l'énergie-totale » :

\\ 6[{“"dV+Pv+PS:I=O. ) | (v. 1)

v
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J “ : En eflel, considérant (e. 1) el intégrant par parties, il vient, par applica-
tion de ce principe:

i T __ ([(35}0+97.w'y+37a:z+‘\7)al + Y

: Jl\ex Ty as oyjenT e

( -+ ‘ (_(lc"c + Mgy F Ny — P) Su + "'] dS =0;
. "S‘ .

: Pintégrale de surface sur S, a disparu en verlu de la conlrainte (c. 1); (I, m, n)
sonl lcs cosinus directeurs de la normale extéricure a la surface.
Les conditions pour l'annulalion de la variation premitre sont donc que:

J 1. Les équations d’EviLeER soienl vériliées :

96y

[ -z

Tar:y 37.’1:: b
X =0;
‘ Y Y tos T (s.2)

Elles expriment ['équilibre de volume avee les forces imposées. Eu dgard
d (s. 1), elles auraienl aussi bien pu é&lre écriles sous la forme X=X, Y=Y,
L=17
- 2. Les condilions aux limites « nalurclles » soient vérilices :

log -+ Wy + 10 Tps = Do

e

(s 3).

Elles expriment I'équilibre & la surface 8, avec les lensions imposécs.

Le principe de variation des déplacements n’est restreinl ni aux petites

‘ tions. 11 joue de ce fait un role fondamenlal dans la théorie des déformalions
| - .

o finies.

{ ’ .

‘o § 3. Cas des rotations et déformations trés petites.

e Dans ce cas les six composantes de la déformation peuvent &lre exprimdées
[ ! linéairement 4 partir des déplacements

L 2 PRI 30 W du |

. . £ == —— — . = —
< “ oy =5y " 5w Yo =3 T 5%
, 2D 2V 9w :
Lo * Yyx = Yay €v="a"}“/\ Yv==é‘_:+'a';; (.2
' ‘ qw
\; , Y:‘a{=7m: Yy = Yus & = Py

déformalions, ni a-lexistence d’une relation linéaire entre tensions et déforma--

Ty
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conditions d'intégrabilité des équalions (c. 2) sonl salisfailes; clles sont au
nombre de six:
' 3¢ 9, Vs

Trois du type — e T, - _
o ay° + 2: qyas ’ _ e 3)
e Al e, 3 /3y  3vie  2Ya
‘ Trois du type 2 —> 4 -— <37~’“ L ¢ ”) = 0.
T yes  ew\aw. 3y 2z

Ce sonl les équalions de contrainte (c. 3) qui lient les six composantes de
la déformation pour assurer la « compatibililé (]C‘\ déformations ».

Quand I'énergic de déformalion inlerne est exprimée en fonction des défor-
malions, ce qui sera dénotlé symboliquement par W(s), il vieni, en veriu de

(e. 1) :

5“’::6‘3; 8€x+7my8.}'my+"' + o oes, ‘ (e 2)
et, W élanl une fonction d'élal par hypothise,

3w » W
G == —, Ty == )
® Jéy = 2 Yay

e ' (_,.O)

Ce sont les relations expliciles entre tensions el déformations. _

Le principe de variation des déplacements devient alors susceplible d'une
interprélation comme principe dc variation des « déformations », & condition
de lier ces variations par des conlraintes dérivanl de (e. 3) [owu, ce qui revienl
au méme, résullant de (c. 2)] ‘el de plus de (c. 1). Dans toul ce qui suil il sera
implicitement admis que les rolalions el déformations sontl trés petiles.

§ 4, Forme canonique d'un principe de variation général.

Pour libérer les déformations des conh-aintcs différenticiles dérivanl de
(c. 2) et des contrainles dérivant de (c. 1), il suffit, suivanl une méthode clas- ;
sique mais dont la justification théorique rigourcuse sort du mdre de I’ expos é ™M,

d’addilionner A I'expression & vavier 'expression

- au' au' v
J l:Tm;c ( ) + r-’-'x:x/( ?a‘"a; - '}'mu) + j] av,
v

obtenue en prenant clmque équalion de conlrainte en volume (c. 2), multipliée
par un multlphc.noux (c LAGB anee (T, T, ...), el de méme

£y

' J‘ [a.w (R —u') + a”,.(?’.j,—« o) + o (w6 — u:')] i8S
Sg T SR

pour les coniraintes de surface (c. 1) avec des multiplicateurs (e, o, «.).

\ s . o . M -
\(’ ) Voir, par exemple, O. BoLzA, « Vorlesungen tiber variationsrechnung », chap. XI,
§ 69 : :

N .
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Pour bien marquer le fail que les variations des six déformations sont deve-
nues indépendantes entre clles et indépendantes des déplucements, ces derniers
ont élé affectés d’un indice prime.

Gomme les neul mulliplicaleurs de Lacrance sont aussi & varier indépen-
damment, les équalions d'Euvren el les conditions aux limites naturelles résul-
teront au total de I'annulation des cocfficients appartenant & dix-huit variations
arbilraires. ‘ ‘

En particulier, les cquatlons d’EuLer appartenant aux variations des défor-
mations livrent '

aW | IW

"
Ta:ac - . xy

oy T T
3 8',3 a me

Ces multiplicateurs peuvent donc élre interpréiés comme constituant un
systeme indépendant de lensions, ces {ensions prenant les valeurs (e.3) corres-
pondant aux déformalions en vertu du principe de varialion.

De méme il vient comme conditions aux limites naturelles appmtmant aux
varialions de déplacements sur S,:

i

. = Ty + M Tyy =0 Ty

e

En vue de passer & la forme canonique du principe général (%), modifions-le
légérement en imposant & priori aux multiplicateurs les valeurs qu’ils prennent
[inalement pour y satisfaire. Les neuf variations. des multiplicateurs disparais-
sent ainsi et le principe devient le suivant:

2w /au’ ) aW sau  av ) |

? W ( TR A (e S I A
‘[ E)+an\a.v ¢ +3vl,, dy | ew L dv ‘

._8 “(\u 4T +Aw/d'v'-——o g.(])vu 4+ p, 0+, u~’)dS (v.2)
“s,
7 / N
J[(za“ SALRVINA )(:zz——u')+---]d5=o.

3ty Yy Yz )

Le passage & la forme canonique s'achéve par les changements de variables
1ep1‘e=entca par les formules (e. 3), toules les déformations éiant donc éliminées
au profit des tensions qui leur sont conjuguées. Au lieu de la fonction W on
mtlodult la fonction cémufruee . '

N

i P =90,z +»w,,ymv+--+o~-s-~—w | o "~ (e. 4)

(*) Au sen:s, de Hawmmwron Jacosr : La méthode est exposée par D. HILBER'I: et -
R. CouRAnT, « Methoden der Mathemalische Physik », vol. I, chap. IV, § 9.




i
:

— 40 —

la forme canonique est ainsi

iy -

- A 2w Qv !
| [on Gt (4 ) e S — 0 @AV

o, Yy ow 23
C = (N Yo+ Tw)d v — 2 [ (a4 P as
: . *v S
49 (‘[(st 1 Tyt ) (B — 1) 4 [ dS =0 (v. 3)
ST

Elle comporle six tensions el lrois déplacements arbilraires.
Les équations ¢'vien appartenant aux variations des tensions sonl

w2 d ou . v a® y
J— ! po— b
— == s T T =TT e (e. 0)
3L 90, 2y 2 A%y
Or, eu égard & (e. 2), on a manifeslement
AP = e, do, + Yy Urgy + - T & do; (c. 6)
- el, par conséquent, .
816' 9“!’ a DI .
[ €w, —_— — me‘ e (C,. .3)
2w Yy 3w :

et ces équalions expriment que pour rendre Pexpression canonique stationnaire,
les déplacements ¢l les déformations associces aux tensions doivent en délini-
live sc correspondre. : .

§ 5. Principe de variation des tensions.
En intégrant par parties (v. 3) peul élre lransformé en

. BJ‘ [(30'3; _;_ a'»'x_v + i + :\“-‘> " + .. + o (0')1 A
\ ) -

ot

0w 2y as

+ ¢ {.[Ti (L7 = 1 Ty - 10 %g:) + -] d S
" '
. + 5 J-[u' (lop+ mTg, + Nigy— o)+ ]d 8 =0.
. : '
En imposanl comme « contrainies & priori » que les lensions vérifient les
équations d’équilibre (s. 1) el (s. 3), on lrouve le principe de varialion des ten-
sions ou de l'énergic complémentlaire :

qu)(c)dv.——3J‘[ﬁ(lcx+9727wy+7z'cm)+~-o]dS=0; ‘ (v.4)
v Se

« parmi loules les lensions staliquement compatibles, celles-1d sont réalisées

qui rendent I'énergie complémentaire slationnaire ». ‘
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Les équations (¢’. 2) assuranl la compalibilité des délormations sont ici les
équations d’Eurer, el les équations
=1, v =D, w' = 0, sur S, N (¢'1)

deviennent des.condilions nalurelles. :
L'aspecl parfailement complémentaire de ce principe avec le principe de

variation des déformalions est a souligner. Les contrainies a priori el les condi-

tions & posleriori (équalions d'EvLEr el conditions naturelles) y échangent leurs
roles respectifs.

§ 6. Cas d'une loi de fiooke généralisée.

Quand W est exprimée par une forme quadraliquc homogene des six com-
posanles de la déformation, chaque composante de la tension devient, suivant
(e. 3), une fonction lindaire des uompo\ant& de la déformation( loi de Hooxg
généralisée).

Le Lhcoveme dEvLen sur les fonchom homoncnea permet alors d'éerire

é 2W
2W: €z 3 +“' ==&y Gy +ny"-:cy+"‘+ €5 9; (G' 7)
ct, d'apres la définition (c. 4) de.la fonclion conjuguée,
oW
¢ =W, Cp = '\ ... . (e.8)
3’3';1; .

Le principe de varidtion des tensions prend alors la forme habituelle & partir
de laquelle il esi souvent démontré (%) :

EJ‘ W()dV—¢ g Tl oy + Mgy Tps) 4 o ]dS = 0. (v.3)

-
Sy

Quant au principe général sous sa [orme canonique (v. 3), il devient:

" 8 j‘ [9.::; 5:'(: “i“ Ty Y.'w;y + M + Gz E; — W (7)] av

z-—-oJ (1\ w Yo —}-Au/)d'\ ~—oJ-(,uJ, w4 p, v ps ') dS

v
‘ [(lo- + ms "y + %% a) (u»— u') -+ ] a8 = 0.
Se _ .
C’est un théoréme de variation récemment proposé par Eric Reissner (*)
dans le cas parliculier ot il n'y a pas de forces de volume ni de surface imposées.

() 1. S. SoxOLNIKOFF, « Mathematical Theory of Elasticity », pp. 284-286. .
(*) Eric REISSNER, « On a variational theorem in Elasticity ». (Journal of Mathema-
tics and Physics, XXIX, n° 2, July 1930.)
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- Remarque: Quand la forme W esl définic posilive il est aisé de montlrer
f que lextremum des énergies totale ou complémentaire est nécessairemenl un
minimum. '

B G'est aussi dans le cadre d’une loi de Hooxe généralisée que sont valables
le théoréme de I'énergic de déformation

. .
’ -4 - = = i . — —
[ ; - (\V (lei ((k &~ §'U~FZ21’>CZV+§j(/?.-c 1w A= Py 0 = o) dS, (c.9)
v v . © T,
J i le principe de superposition des tensions et déformations et le principe de réci-

procité de Brrri-Raveuicn qui en découle.
| Le théoréme (e. 9) se démonlre sans aucune difficulté en partant de 'expres-
3 sion (e. 2) pour la densité d’énergie, en y remplacanl les déformations au profil
des déplacements par (c. 2), intégrant par partics ci lenant compte alors des
L équations d'équilibre (s. 2) ot (s. 8).
b - Par une propriété géndrale des fonclions quadratiques, on a
20
&y

i ’
‘ i L

B 1 A : W (e 4+ ) — W (e) — W () &y, b oo

c LR
S T

Quand on opére sur cetie identité comme on 'a fait pour passer de (c. 2)

’ ~ 0 aie. 9), il vient le principe de réciprocité :
(.(X W+ Y0 +2 w'}dV + ((‘T:)‘17 w7, 0 4 psw') dS
' “v : s,
= J (7' w+Y'vo 4+ 2 w)d\f + (‘(]3;. U+ Py v APk w) dS. (c. 10)
v "5 ’ :
i

: § 7. Pormules de Castigliano.
{ ; ' . Parlons de I'expression (e. 1) pour 'accroissement de la densité d'énergie
et intégrons-la dans tout le volume; il vient, aprés une intégration par parties:

{ I G- - B ~ /2 G.";: 37.’2:;/ CACPYANN .
) oU = [(Z'Gx+7xy+7.nz)°u‘"l“"‘]dS—' -+ - -+ 53 U e dv,
Y . . vy . «f

o 3y

1 R N )
! P

r

| et, si 'accroissement est calculé a partir de 1l'étal d’équilibre:

J _ _ EU_—;,[,(ﬁxazt+ﬁyav+ﬁzaw)ds+((Ka~u+Ya'z)+‘Za«cc)czv; (e.11)

| ‘ "8 v .
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on peut clierchier & mellre en évidence dans la deuxitme intégrale une résultante

des forces de volume dans un volume partiel V,, par exemple:

N, = ( AV

1%
Y;
» i

Si, par exemple, le déplacement u esl distribué dans le volume V; suivani

la loi
Ca== (o, Y, 7)),

définissons-y une moyenne pondérée u, par I'égalité

e Ny = g‘ X u; (x,y,5)dV,

.,V
Vi

el choisissons l'accroissement du dans le volume suivant la loi
o u=u; (x>, 3)00,
et dans le volume complémentaire V—V,, de fagon telle que

J‘z—j_,,8u+j:\75u=0; (e. 12)
s Y-y :

il vient alors

e U =J NeuwdV=>N,8u;

v;

c’est-d-dire une formule de CasticLiaxo de premicre esplce:

2U - '
— oz N L. Q
7 N (e. 13)

La condition (e. 12) est praliquement réalisée quand les forces imposées
étant localisées dans des volumes el sur des surfaces restreintes, I'accroissement
gu esl choisi de fagon & s’anm]icr en un point intérieur de ces surfaces et
volumes (V, exceplé).

Le méme traitement peuf étre appliqué pour melire en évidence les résul-
tantes des tensions imposées sur une surface particlle §,, et d’aulres combinai-
sons permellent d'isoler des moments résultanis par rapport & un axe avec
définition. de moyennes pondérées en volume ou en surface pour les rotalions

correspondantes.

i '

s
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Partant, d'aulre part, de l'expression (e. 6), qui fournit Paccroissement de
la fonction conjuguée, inlégrant dans toul le volumu el par parlies,

) ~,C,,+/z. 5) - ]dS

Y — J FhAV = g [wi(la,

\Y : 8

ce qui, cu ¢égard & (s..1), peul encore s'écrire
L ((1/.5/)_,,. +vep,+wep)dS +j (e X +v8Y +weZ)dV.
s v
Choisissons dans le volume particl V, la loi
EX =X(z,y,3)en

et prenons partout ailleurs ¢X =0 el ép, = 0; il vient

Y = 4 ¢ Nw;,

ol u, et N, ont les mdames délinilions que précédemment. On relrouve une

formule deé Casticriano du deuxitme iype:

(42 o h
P T
@ Nui

(e. 14)

qui, dans le cas particulier d'une loi de IIooke généralisée, prend la forme plus

familiére

(5]
oo

Uy = —— (e. 15)

3 N

st

§ 8. Domaines & connexion multiple.

Les condilions (c. 3) ne sont pas suffisantes pour assurer aux fonctions

u, v et w la propriété d’étre uniformes dans le cas olt le domaine ne serait pas

a connexion simple. Pour le voir, introduisons les pelites rotations

) 2t 20 . Ju dw ) v U
0, = —— — — Wy == , L Wpms e o
sy ox . 9% ow ox 2y

qui salisfont 1(]ent1qucmen 4 la velalion B .

Bug oy Boy  Bws 0
, o0& oy ‘az o

Il vient alors, par exemple:

_ 3Yx~,_9m <9Yu~_ob) " <o?j__.?_7_> . |
. §dm£ §< po dx + 2y 9a dy -+ %5y - d“". (e.4)
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- cycliques :
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el les composantes de la déformalion devraient ¢tre lelles que lintégrale au
second membre soit nulle pour toul contour fermé tracé dans le domaine.
Les conditions (c.3) assurenl précisémenl que les expressions” de do,,
dw, el dw,, ¢lablies & partir des déformations, soienl des différenticelles exactes.
D’apres le théortme de Sroxes, l'intégrale est done nulle, si le conlour est
réductible de facon continue & un point sans quitter le domuaine; il engendre
alors une surface en lous les points de laquelle (c. 3) est vérifié. Geei esl par
définition le cas pour un domaine & connexion simple; ce n’esl plus le cas pour
les contours entourant une perforation dans un domaine & connexion multiple

(fig. 1). Le retour au point A .apris la description du conlour antihorlogique

dessiné peul faire apparaitre des constanies cycliques :
(Am:r:)}.) (,A(‘)y)lh (A(‘):):h

qui ne sont compatibles qu’ave¢ une dislocation de la matitre.

Fio. 1. — Exemple de connexion multiple introduite par une perforation toroidale.

<.

Il vient ensuite pour les déplacements mémes :

©

B R 2jg du =§2ex da 4 (Yoy—2w3) Ay + (Y + 2 0) d:; {c.3)

e
“ee :

Les gradients des fonctions (w,, ®,, ©,) résullant de (c.4) font encore en
sorle que les seconds membres de (c. ) soient des différenticlles exactes.
Mais, encore une fois, on peut avoir pour le contour indiqué des constanles

(Aw)y, (a 'U)A ) * (Aw),.

Les principes antéricurs ne sont donc applicables qu'en contraignant les

<&

o




déformations & satisfaire, oulre (c. 3), un cerlain nombre de condilions cir-
cuitales :
(Ao, . (A1), =0, ... - (c. )

I1 apparaitra que la considération d'un nombre limité de circuits suffil i
assurer une uniformité compléie. ' '

s - 8§ 9, Le comcept de dislocation (%).

Un cerlain nombre de surfaces de séparalion, telles que B (fig. 1), permet-
tent de réduive le domaine a L connexion simple. Une interprétation physique
des conslantes cycliques (°) consiste & imaginer que les deux colés de celle
surface puissent prendre un déplacement relatif. Un contour appartient & une
séparation quand il réunit deux coOtés de celle surface sans traverser d'autie
séparation. Soient deux contours apparienant aux poinls A et B d'une méme
séparalion (fig. 1); le conlour AABBA étant réductible, les constantes cycliques
qui lui sont associées sont nulles. De plus, si les déformations elles-mémes sont
restreinles & des fonctions uniformes, les intégrales (c. 4) se délruisenl sur les
portions AB et BA; d'ou '

’ (Qog)s — Qo) =0
et donc
' (Qug)y = (Quy)s =p

el une constance analogue pour les aulres accroissements des rotations. Dés
lors, il vienl pour les intégrales (c. 5) :

(Au)y, — (Alﬂ)x; — 7 (Ys — Ys) + ¢ (55 —34) = 03

ew

'Les dislocalions enlre les cOtés de la séparation d'indice k sonl doncirepré-

- sentables par

Bu = Aduy + ¢ (s —5) — 76 (Y — Yn)i
Av == Aoy + 2 (0 — k) — P (3 — )
Bw= Auw, + Py —y) — g (@ — ),

(z,, v, 2,) étant un point de référence sur la séparation, (¢, v, z) un point quel-
conque de ceclle surface. Le déplacemenl relalif des deux cOlés est done un

.
[

(%) Le terme « dislocation » a été pi'ci.posé par LOVE (« Mathematical Theory of Elas-

thlty ny § 156).

La théorie des dislocations, due & Volterra (LOVE, loc. cit.), semble devoir jouer un
rdle important dans 'étude des propriétés plastiques des métaux. (Voir, par exemple,
L. P. BouckAERT, « Revue des Questions Scientifiques », 20 avril 1950.) )

(%) Initiée par G. Weingarten (LOVE, loc. cit.).

A




déplacement solide (). (Au, AU,‘ Aw,), Pe G 1) sont les six paramdélres de la
dislocation.

§ 10 ‘{ypcrstatxcm_ circuitale, Eormmcs de Menabrea,

Imposer des parami'trcs de dislocation (Au,, ..., 1) sur unc barridre B,
revient simplement A étendre les conditions & priori (c. 1).

Le domaine est rendu simplement connexe, & condition d’inclure dans la
surface-limile les deux cdlés de chaque barridre; celle remarque est d’applica-
tion pour l'élablissement de la forme canonigue du principe général de variation.
Clest ainsi que dans (v. 3) la surface S, contient les deux cotés de chaque
barritre.

Fixons notre attention sur la coniribution d'une de ces barritres, ct soient
(I, m, n) les cosinus directeurs de la normale extéricure associde au cdlé termi-
nal; la contribution de ce c¢olé est

J- [(Zcx M Ty At NTs) (T4 AT — 1! — Au') ] ds;
B
conservant 3 (I, m, n) le sens précédent, la contribution de l'autre c6té est

— g‘ [(lu-,c 4 Ty F NTes) (T —u') - :l ds;
B

les tensions étant uniformes avec les déformations, il vient finalement

( [(lcx A Ty ) (AT — A w) - ] dS, '
dn . .
intégrale qui ne doit &tre élendue que du coté terminal de la b"xl‘xmxe.

De facon analogue, le principe (v. 4) de variation des tenuons contient
comme contribution d'une barriére d lintégrale de surface

. Zo‘x‘—}— Mgy + M) AT+ -] dS,
: Yy

"B

élendue du ¢6té terminal sculement.

Iniroduisant alors les paramtlires dc la dx:locamon

3 AT =Ad, + G (6 — 50) — 7 (¥ — ./k)

() Le résullal est du G. Weingarten (LOVE loc. cit.).
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on transforme ccile coniribulion en

A 'ZZ'I; N::I: + "ﬁlc ‘\I.cl.' e

ot (N, ..., M,,) sonl les sommes vectoriclles et moments résuliants des tensions
agissanl sur la face terminafé pur rapport aux axes e référence transportés au
point (z,, ¥,., z,).

Considérant alors des variations des (N,

A @y Ny Avl\' Nyh -+ ij i\'-[y/; -4 ;'/; Mxs

...) comme des varialions de

parametres de tension, il vient
W _
= A,
ale:

En général le probléme consisle préeisément & rendre nulles les disloca-
tions; les formules de MeNaBrea gouvernent alors le probléme :

Y
) N, @k

Ce sonl ces conditions qui remplacent en général ics conditions circui-
lales (c. 6). ' .

"~ Nous venons d’'uliliser le principe de variation des tensions pour établiv les
équations nécessaires d la solution -d'un systeme hyperstaticue par la méihiode
classique des barridres (ou des coupures).

" De nombreux auleurs se sont préoccupés des simplifications introduites par
un choix judicieux des barritres et par 'ulilisalion systémaiique de variations
simultanées sur des groupes de barritres (°). En réalité le principe de variation
des tensions est beaucoup plus souple et permet de s'alfranchir enti¢rement de
toule considération de’ barri¢re chaque fois qu'un procede simple permel de
définir tous les élats de tension, qui ne violent que des conditions de déformation
circuitales. L'équivalence au procédé des groupes .de barritres apparaif alors

- souvent comme un sous-produit de ce raisonnement plus direct. W. S. Hiwe ()

a récemment alliré l'altention sur ce point; de nombreux exemples Uillusirent
au chapitre III et meitent en évidence I'économie de calcul comxdexablc qui
Paccompagne.

.« .

(*) ROBERT et \IUSET’I‘E « Le calcul des SyStbmtS hype 'slatiques », éditions Desoer,
Llé"e 1945, : . ‘ ‘
(*) W. S.*Hemp, « On the analysis of stalically mdetermmate structures ».

college of Aeronautics Cranfxeld Report 3, 1946.) :

(The
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CHAPITRE 1L

- -
EQUATIONS DIFFERENTIELLES
D'UNE LIAISON CONTINUZ PAR NERVURES,

e Le type de voilure étudié répond aux dispositions géomélriques suivantes

(ig. 2):

1. II comporte deux longerons-caissons, dont les centres de cisaillement
sont alignés sur deux droites paralltles qui définissent le plan de aile;

2. Ces longerons sont réunis par des nervures dont les plans sont perpen-
~diculaires aux axes de cisaillement ¢l qui ne transmeltent pratiquement que des
efforls contenus dans-leur plan.

Fi16. 2. — Yoilure avec champ de nervures perpendiculaires.

e

Seules les sollicitatiohs perpendiculaires au plan de I'aile sont envisagées.
| L'axe des z cst constitué par 'axe de cisaillement du longeron avant; son
origine est & I'extrémité de 'aile; il est dirigé positivement vers le plan de symé-
. ‘trie de l'avion. L ‘
y, el y, sont les fléches respectives des axes de cisaillement avant et arritre;
z est la distance entre ces axes, mesurée dans le plan d’une nervure. '




§ 1. Grandeurs isostatiques.

Toule répartition des 'Cliargcs extéricures normales au plan de laile esl
remplacée par deux distribulions concentrées sur les axes de cisaillement des
longerons. Ces distributions sont enti¢rement définies par P'équivalence stalique
de la charge réelle el des charges concentrées dans chaque trongon d’envergure
infinitésimale dz; elles ne nécessilent pour leur caleul que la connaissance de
la répartition de la charge totale el de la position du centre de poussée suivant
Penvergure. v

Ce procédé isole le role de « counluge hyperstatique des longerons » joud
par les nervures, leur autre role élant évidemment de transmetire les charges
réelles agissant sur le revétement enire les longerons.

Py () et P, ()

sont les répartitions d'clforls tranchants (éventucllement discontinus par suile
de charges d’inertic locales);

Qi {x) = jﬂ Py d 2, Qo () = jf”” P,(x) dic

Q
v

sont les répartitions de moments [léchissants qui en résullent.
Les fleches que prendraient les longerons sous Ueffet de ces scules charges
seronl désignées par
7 (x) et ¥ ()

oS

§ 2. Equilibre des nervures,

Si les nervures sont distribuées de fagon assez dense, ce qui est le cas quand
e revitement qu'elles soutiennent est souple et parlicipe peu a la rigidité de la
structure, on peut, sans trop s’écarter du probléme réel, imaginer une distri-
bution conlinue, chaque bande ayant une rigidilé lotale équivalenie & la ner-
vure concenirée qu’elle remplace. Cel artifice permet de traiter le probleme
par les équations différentielles de délormation d’un milieu continu et forme
la base des premiers {ravaux de recherche sur le réle du couplage hyperstatique
des nervures. o o '

- Une bande de ces nervures continues, de largeur di, est capable de trans-
metlre les cfforts indiqués (fig. 3) et caraclérisés par deux paramdires indépen-
dants ¢ et m. Les sens indiqués sont positifs quand observateur regarde vers
les « croissants. . ' ‘

o




Les sollicitations réelles des longerons soul alors :
pour les efforts iranchanis:
@ 2P (@) =) )
T, (%) = P, (@) + 11’ (@), W

H' (o) =\ tdo+Te ©)

0
el T, est un efforl lranchant d & une nervure conccnhw (jue nous CONservons
a lorigine; o T ‘ :
pour les moments f]LChl&\{lm
M‘ (w) = Q,(2)— H (W) s
M, (@) = Qe () + H (@), .

-

0

ol
Tl '.17' -. .
H (@) = j H (8)de = (‘ (w0 —8) L(E)dE + Tyx, . (4)
o “o '
ct pour les moments de torsion aulour des axes de cisaillement :
4. i
G (@)= 353 s H (.70)-—K (x);
" (3)
Gy () = ;)—,aH (z) 4+ K (&),
ol ‘
G )
K (&) = M, + g m (@) de, (6)

M, étant aussi un couple dt & la nervure concenirée d'origine.
Les fonclions H(z) et K(z) sonl ics deux fonctions hypersialiques inconnues
du probleme.

? 3. Eneroies de déformation.
g

Prenons pour I'éner, gie de defmmahon d'un Lzon(;on du longeron avant la
fozme classique :

(/‘IM +3 JxT"‘f‘ 571G )dw

ou f,(x), g,(x) el j,(x) sont des flexibilit tés assocides IG\pCCU\ ement A 1'1 flcuon
au cisaillement et & la -torsion. Exprimant les :,olhcuauona en fonction des
inconnues hyperstatiques, il vienl encore

[}

\ ;2[:,(  —H» - ‘“./,(Pl——H’) -}“7,(1-~ H’-—-I\*)] dx (7) -




) » et de méme pour le longeron arritre,
5 . 1 R ¢
[ﬁ (@t HF 4 32 (Pe+ WPk (5 2 10+ K) ] ds.

I : Ces formes impliquent que la théorie habituelle des poutres est applicable.
Pour une bande de nervure de largeur de on aura unce forme quadratique

' 1
edw =z (Ful+2308m—: st ) dw,

[ : conlenant troix flexibilités: u, v et w. Les puissances de z onl éL¢ introduites
pour donner a-ces flexibilités les mdémes dimensions que f; et fi.

| _ - ‘ tax

( tZ ..m) ax
2

i .

A R gt ey

PN

{ Fi6. 3. — Lfforts transmis par une bande de nervure.

Pour en trouver une interprétation il suffil de donner aux paramctres § ct
“m le sens d’elforts réciproques au moyen de b1aa uoldes (fig. 3) et d’appliquer
lea dCU\ILIﬂCb formules de CASTIGLIANO : : :

\ 1. ‘ o . i 2 1
L i - e =ut-+Bom=y—y.— -5 +8);
at : 2 8
am ' ' - &)
: \ —=Bvt+Pwm="0—b, 4 .
e B A = |

:
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Nous pouvons mesurer expérimentalement les flexibilitdés en appuvant la

nervure aux cenlres de cisaillement (y, = y.). Des lors, n'uppliquant que ¢,
w=— 0,4+ 0,)/(257¢) et o= (0, —0,) [ (384); '
ct, n'appliquanl que m, _
v=—(8 —{—0)/( ) et | w = (i, — 6,) [ (z2m).

Tenanl compte de ce que |
| “ L= H"'.;“-. et | om=K, | : @)
il vient aussi ‘

. :
edx == 3 (P (H")? 280 WK - 22w (K'F] do. (10)

Pour Ia nervure concentrée & l'origine, I'éncrgic sera

1
5 [33Ug T34 2 38 Vo To M, + 5 WoMZ) (11)
ou, puisque
-« Te=H'(0) et M, = K (0),
1 R 1 -
5 < U [ (0)F + 52 Vo 11’ (0) K (0) + 5 3 Wy K (o). (12)

§ 4 Equatlons différentielles gouvernant les inconnues hyperstatigues.

Les éliminations fastidieuses des déformations el des sollicilations auxi-
liaires pour aboulir aux équations difiérentielles finales, qui gouverneni le-
probléme, sont évilées par lc rccours au principe de variation des tensions.

A cet effel, toutes les énergies de déformation partielles sont additionnées
el intégrées sur l'envergure de l'aile pour aboulir & I'énergic de déformation
totale - E. '

On peut élablir une ¢xpression de la variation de cetle énergie en donnant
aux inconnues If el K des variations arbitraires le long de envergure.

En exprimant les conditions pour que I'énergic soit slationnaire, on lrouve
les équations différenticlles et les conditions aux limites qui gouvernent II ct
K, dans le cas ol I'cncastrement de laile & 'emplanture est parfait.

Il vient tout d’abord pour la variation de lenez gie lcxpzcsuon.

bE— j[quz Q,f)-z-H(/:—Lf)]ochx

N1
+J |:32(P292“"Pt.(/1>+52 ({/x’i"gz +'ZL:‘1——'IZ"2> o'+ “v(./z’—.]x)l\] OH’[Z‘U
0 ' E A

£




o

— S
+ ('(;4 WHT 4= 520 KN 8 1LY du
"o

+ ( [;:(szj.) H + (/72 I\] cKde -
0"0 ~ .

~a B

(011" 4 32w K3 K

v +

v‘o . R .
+ [ G 1 (0) + 2 Vo K (0)] 6 11" (0)
32 Vo HY (0) + 5 W, K (0)]3 K (0).
Il faut intégrer par partlies, jusqu'd ne conserver sous le signe intégral quc
les varialions ¢II cl ¢X.
L'équation d'Euvrer pour la variation ¢il sous le signe intégral est alors

i+ AN
1 J (13
+ @ @EY + 53 [(i—a) K] = @ — )"

Ji T+ J2\

:,‘_(n,H”)” — 3t [({/‘ + . + N / H!

car les fleches isoslatiques des longerons sont manifestement

?71” = f; Q1 — &t ((/1 Pi)'; E (14)
_3]2” == ]‘; Qy— 3t ({/2 Py
L’équation d’Evier pour la variation ¢K sous le signe intégral est
. . o0 . -
B#R) =i+ 7)) B4 2 (0H) + 52 (/i —J) H =0 |. (15)

Reslent les variations aux limites qui fournissent les condilions aux limites
de ce systéme diflérentiel du sixiéme ordre.
Tout d’abord, de par sa définilion méme on a néeessairement i

H (0) — 0 | | (16)

et la variation ¢H(o) doit &lre prise nulle aussi pour respecter ceile condition.
L’annulalion du coefficient de la varialion ¢il(a) livre

. - " - i .
S HTY — 2 ({/‘ g i‘—jij—j H' 4+ 3 (0K + 55 (ji— /) K (47

.

==y = . (@=aq
I'annulation du cocfficient de ¢H'(0) : » . :

— 54w (0) B (0) — 570 (0) K' (0) + 39 Uy H' (0) + 3¢ V, K (6) = 0; (18)
Pannulation du coefficient dec la variation et (a) : o . ,
- | Mu(@l" (@) + v (@K (@)=0; S (19)
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Pannulation du coefficient de la varialion ¢ik(n) :
— 330 (0) 1-1”v (0)— 2w (0) K'(0) + 2 Vo H' (0) + W, K (0) = 0 (R0)
enfin Pannulation du cocllicienl de la varialion ¢X(a) . |
C L Rp(@) B (@) + 2t (a) K (@) = 0. (21)

Du fait méme qu'il dévive d'une forme quadratique dans les fonclions 11,
K el lceurs dérivées, le systeme différentiel constitué par les équations (13) ct
(15) ct les condilions aux limiles (16) & (21) est un systéme lindaire scli-
adjoint ('), - -

-

5 Lé uatxon différentielle du couplage parfait.
I3

L'intégration du systtme différenticl précédent est trop complexe pour se
préler & une discussion [ructucuse. Pour acqudérir une idée du mécanisme sui-
vant lequel s’oplre la linison par les nervures, nous commengons par suivre la
plupart des investigateurs antéricurs en faisant abslraction de ldlasticilé des
nervures, c'est-a-dire en les considéranl loules comme infiniment rigides. Ceci
se traduit mathomahquemmt par

U= =120=<0, Uy= Vo= W;=0.

I3

De plus, les déformations des longerons dues aux cfforls tranchants ont

r '3

généralement ¢é1é négligées, ce qui se traduit par
1= g =0. : .

Cetle derniere hypolhidse reslreint inutilement le champ de validité, car
elle n'infroduit pas de simplifications supplémentlaires dans les équations.
Celles-ci deviennent

. . : ,n ' . 1 - ' . } ._ )
— 5 [(f/ +g+ 1—;"—) H'] (i U 5 2 [Go—J) KY = G — T
—-(.h+J)h+ S (i i =0, , (22)

La fonction K est facilement éliminée enire les deux et il vient I'équalion
différenticlle du « couv)iane parfait » : '

— 2 HY+FH=G—7)" |, 7 (25)

(*") A. CouranT und D. HILBERT, « Methoden der Mathematische Physik », vol. I,
chap. V, § 1.




a

ol on a posé
JiJe
J == o -+ ——
g+ 7 Jit e .

Les conditions aux limiles se réduisent & (16) ct

t

I 1 . 3 - _ .
-—:ﬁ'<g‘+y-a+‘}’:']') H't 55 (=) K= (y—7), (= a)

ce qui, en ¢liminant K(e) par l'équation (22) en & = ¢, donne

—5tJ ((6) i’ (“) = (JL J” s (26)
mals

Y (@) =—3tg, (@) Py ()
P (@) = — 3 g () Pa (),

el si 'on introduit simplement I'hypothise, généralement fondée, gue
(@) = s (@) =0,

la condition (28) sc réduit tout simplenient &

H(@)=0 | 27)

La délermination du moment [Iéchissant hyperslatique de transfert II ne
dépend done plus que d'une équalion différenticlle du second ordre (23) avee
deux conditions aux limites simples. Sa répartition ne dépend par ailleurs que
de la somme des flexibilités des deux longerons & la [lexion, de la somme de
leurs {lexibilités au cisaillement el de la somme de leurs raideurs & la torsion.

ar conlre, le couple différentiel de torsion 3
i.
K =3 (C,— G,

qui, une fois 1I connu, s’cn déduit par (£2), dépend en oulre du rapport entre
les raideurs de torsion. '

L'hiypothise commode de la rigidilé infinie des nervures a été fondcée anté-
rieurement (réf. 2) sur la faible rigidité relative en lorsion des longerons. Llle
ne peul plus ¢tre appliquée sans examen aux versions modernes des ailes en
caisson D par e\emple. ' S e

&
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6. Influence d'un couplage parfait sur la ricidité cn torsion
§ plage p a rig
des ailes a flexibilités constanies,

.

Les cas d'intégrabilité simples peuvent fournir des indicalions qualitatives
précieuses. 81 les flexibilités des longerons soni constanles cun envergure, les
solutions du probléme du couplage parfait zont facilement exprimdes sous forme
finic par les fonetions circulaires ou hyperboliques. De nombreux exemples ont
été trailés dans la liltéralure. Les résullats de Gasmiznor (réf. 6) et de Roxpsri
Cox et Wirvtiams (réf. 9) sout & retenir. Ils concernent Uinfluence du couplage
parfait sur la raideur de l'aile en torsion, facteur dominant dans la délermination
de la vilesse critique d’aulo-entretien des vibrations couplées de {lexion el de
lorsion, ou « [lutler » des uiles.

Avee la nolation
a\* F :
= (T) T (une consiante)

el supposant qu'un couple C agil seul & I'extrémité de laile, I'équation du cou-

-plage parfait devient

.- @ 1" —urH = — 37 Gut e,

dont 'intégrale est

Ho=—{—-
~ v Ch‘u,

G ¢ shuxzle
ki el a2

quand les conditions aux limiles (16) el (27) sont appliquées (ceel implique que
g = g = 0). _ '

D'aulre part, chaque longeron, subissan{ la mdéme rotation 0 dans unec
section, . '

0 =, C = —): Gy,
ct donc
, ‘ ‘ .
. :.H'=c,+cz.~=~_e'<~,-+_~

. J1
ou encore
0 = — 3 H, ‘ 27)

r

relation qui, intégrée le long de I'envergure, livie

6(0)=CaJ w—tanhw ¥, (0) — i (0)

c'est-a-dire la rotation terminale sous I'effet de C.
Par ailleurs, la rotation terminale due & la simple flexlon dl”(..l entielle des
longerons, sans liaison par nervures, scrail '

&~ [

A (o) = J-———’(O) 72 (0) C[&F,—;‘-—:- | ‘ ;

o

a

e
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Prenant cetle valeur conune comparaison,

uw— lanh u . : ’ (28)

0(a) /(o) = p 2L : G

8
W

Les auteurs de la référence 9 ond aussi examiné Ueffel d'une scule nervure
terminale infiniment rigide. Le résullal de ce caleul éiémentaire est le suivant :
' Sy ‘

Gl(o)/AU(a)= . o (29)

S+ ul

La comparaison numdrique cutre (28) ct (20) monlre que Taceroissement

de rigidité fourni par les aulres nervures esl laible. Ce fail est & la base des

méthodes de caleul proposées par Tnarau (vél. 1) el qui consislent & ne tenir
compte que de l'effel de la nervure extréme el d'une nervure représentafive
située vers les deux tiers de 'envergure. Encore laut-il observer que d'aulres
cas de charge des longerons peuvenl faire jouer un rdle plus imporiant aux
aulres nervures. '

§ 7. Couplage parfait dans les ailes Cantilever, Cas d'intégrabilicé
sous forme finic. :
On se rapproche de la distribution réelle des flexibililés dans les ailes
CanTiLEVER cn-les représenlant par unce fonction du type
i
w+qay

Celle circonstance a été misc & prolit par les autleurs de la référence 11 en

vue d'intégrer sous forme finie le probleme du couplage parfail.

Changeons de variable indépendante par la relation
x=qnk,

ley limites d'intégration devenant 0 & Pextrémité el T & Pemplanture de Taile.

Supposons que les flexibililés obéissent aux lois de réparlilion :

J (E) == 1+ (]E)”,.,’« ) .1 (E) ‘M a +QE)'H‘2.' (30)

Ceci implique nolamment que les paramdires ¢ el n de ces répartitions
sont enti¢rement délerminés par les valeurs J(0) ct J(1), F(0) et F(1); expli-

cilement . !
. [F (0)d (i)];‘— 4 Yo log [T (0)7 (‘i)].
T LF) T (o) ’ log (1 +19)
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La solution générale de I'équalion du couplaﬂc parfait sans second membre
est alors simplement
H=A@Fqg&r+ DB+ qgb)m
ott r, ¢l ry sont les racines de 'équation algébrique en r:

’{z/a)" EIO) e~ (A1) 1] —F (o) =0,

L A, B sont deux conslanles arbilraires.,
Par la méthade de varialion des paramdébres, la solulion générale avee
second membre devient e

g (rp—1) 32T () H =[AE)+ AJ(A + g &) +[B Q) — AT+ g8

H

A = s (i—y)" (A gy du;

9

B(§)=— 5 =7 A+ gada,

0

les accents désignant maintenant la du‘w ation par rapport & la vaviable d’inte-

gration.
La condition II(O) 0 esl déja assurée; il reste & délerminer A par la condi-
tion 1 (1) = 0. On a d'ailleurs pour la dérivée:

() 22T () I = 1 [A B -+ AT(L 4 ¢ &7+ 1 [BE) — AL + g &t

Ces formules rambncnt le calcul complet des ailes bhilongeron Canrinever
& couplage parfait a deux quadralures pour lesquelles on dispose de procédés
numériques. :

Le probleme résolu au § 6 peut en particulier ¢lre abordé sans difficulié.

Sous l'effet du couple de torsion C agissant & extrémité de laile,

- *F (0)C § '
. T} == 5=t 2L B (L) == 3 . 31
' Ji— Y2 Cat*s F () 3 i QE)”H _ (31)

Aprés réduction, I'équation du couplage parfait devient
— (A @i H" g+ ¢E)H + prH = prst e GE,

ou il a été posé e
« F(0)
W = e m——
R (O

\ ’ ,

Une solulion particulitre étant immédiale, il vient directement pour

I in tégrale :

¢ 0

. Cad ' i
(g H= S [k — g+ A+ gBr + B + g5,
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Les conditions aux limiles livrent
A4+DB=mnq;
r A (L )V B = — g

Ensuite, considérant I'équalion (27),

oId g

6{0)=1217 (0 ——
( ) (1) J ('l _+_ q E)u
soit, tous calculs elfectuds,

J
aJ (o) F i, 0),

0(0) = C —
(0) C}Lf-{»n(f

ou
0

- b-' | 1 ’ ‘U-Q an ‘ re—i 7y . rei .
P 0) = | (s g MG 0 2 g8 |

Cherchons encore & comparer cette rotation & celle produite par le méme
couple sans lintervention des nervures. Intégrant deux fois (31),

6(0)‘2'@(31_—;&{0_);@91?( y_ Pl g

b F w4+ gy
Ol‘-‘ . . -
B i4q, 20+ ng
m"f®"’(u+1) i T T Ay P
el donc
0(0) . 72(13(1 + Q)n f(‘l.k, , /]>. (32)

(@ wpma . Eoug

Enfin, si les raideurs de torsion des deux longerons sont dans un rapport
conslant, le rapport de la rotation terminale conlrainle par une scule nervure
terminale infiniment rigide & celle obtenue. par flexion dilférentielle est, tous

calculs elfectuds,

. b _ (4 4 g —1] . (33)
oy w10 =020 y) '
A+ I (e
Le cas particulier N h
' F)F(1)=12 " el . J(0))J(1)=3

a élé calculé. , :
La figure 4 illusire la loi de décroissance des flexibilités dé lextrémité a

I'emplanture. La figure 5 reproduit les valeurs des rapports de rotation (82) ct

(33) en fonction de p; elle mel en évidence le fait paradoxal au premier abord
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que la raideur de torsion en boul d'aile diminue quand on ajoute & la nervure
exiréme les nervures infiniment rigides toul le long de envergure.

~* Ce paradoxe esl éclairei quand on examine en détail I'action des nervures
-sur les longerons, Par excmple, pour p =4, la figure 6 monlre la répartition

)

12— ‘
M z ]
10 FH
Fle)
- } :
e
NN

R e ] !
[ of q2 a3 QA Qs Qs qr Qe 09 1
! . 5.5 o~

Io T
09 6(a) ~. l I
’ é~(°) : T~ \!
o8 <
. TN COUPLAGE PARFAIT
o7 |

o6 | S

NERVURE TERMINALE

I/

05
o4
0,3
. . 02
ol
R 05 . (G s 20 2,8 30
M.

F16. 5. — Rolation exiréme due & un couple de bout d'aile,

4

.
de T'effort tranchant de transfert par unité de longueur ¢, rapporté & la valeur
C/(za), pour le rendre non dimensionnel. Il apparait que de 0 & 0.243 les ner-
vures tendent & diminuer leffort tranchant G/z, dt & I'application du couple
exléricur. Ensuile L'action change de signe, pour atleindre 4 'emplanture une
valeur inverse double de la valeur initiale.

o by
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& La figure 7 monire le pourcentage du couple de lorsion extéricur absorbé
; par les [lux de cisaillement dans la lorsion des caissons, tout le long de I'enver-
‘ gure; le couplage parfail raméne la tolalité du couple en flexion diflérenticlle
: ? A I'emplanture.

»

c 4=
Ir ]
| \
° - -
=
i \
i -1 ~
‘ -2 $ox=
o o4 o2 03 Q4 Qs [+1] o7 [=%") [s1] 1 a
|
2 dn _CiiCa
s}t .
| e |
§ . : 07 i NEAYUAE TERMHALE SOLEE
Lo ) . e
' o e e | |
v a8 o rera TN
1
‘ o5 TOUTES NEAVURES —
N . ’ ozt migibEs
)
! : o
{
. (%]
B qz N
B N B
R L W
- F.=
© o, 02 03 04 o5 =X o7 o8 [+ 1 a
-
£ H
! 09 <
‘o8
: o7 o
: . . o gb/_
<13 . 169
i d B
) . ' P .
W 8"
05 b P
N2 i 096_ -
. > g ;
v . M ‘ wesr 't v
‘ B . c'.‘ ‘,\“ / *
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. - ¢ .
¢ o ] 02 CX -3 33 33 G X) 3] IS a

Fic. 6, 7, 8. — Répartition des inconnues hyperstatiques. Aile cantilever en torsion.

™

La figure:8, enfin, monlre la répartition qui en résulte pour le moment
{léchissant dans un longeron, le moment [léchissant isostatique d'emplanture
étant pris pour unité. L'effet de la nervure lerminale isolée est d'induire un
moment fléchissant de translert égal aux 69,4 % du moment isostalique; le
moment récl ne vaul donc plus que 30,6 % du moment isostalique. Par conlre,
le couplage parfait ne donne & I'emplaniure qu'un moment de iransfert de

i |
| Rt T PN
! e,
1 B
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t

n/

50,8 %, le momenl rvéel valanl alors encore 49;2 %4 du moment isostalique
d’emplanture. ‘ '

Cet exemple conslitue une indicalion précicuse au poinl de vue conceplion
d’une structure d'aile; si les couples de loesion appliqués el les considérations
de rigidité a la torsion sonl prépondérants en boul d'aile (coup d'aileron, [lutter
d’aileron), il peul y -avoir simultanémenl gain en poids, en simplicité et cn
rigidilé, quand le couplage par nervares est limilé & la zone en question.

§ 8. Applicabilité d'une méthode par approximations successives
a la résolution de l'équation du couplage parfait.

L’équation proposée esl de la [orine

d oAy ’
——3—5@ () da,) gy = (), W

avec les conditions aux limites y(0) =0, ¥ (a)=0. ‘

« Par une double intégration, dont les limiles sont fixées de fagcon & assurer
le respect des conditions aux limites, il vient

ot 1 va

y_"' .)0 5 »J

Cetlc équalion suggdre immdédialement une solalion par approximalions
successives. Falsaul y = 0 au sccond membre, on oblienl une premicre approxi-
malion v, au premier. Celle-ci est réintroduile au second membre pour lrouver
v, au premicr, cl ainsi de suite. Ce procédé généralise celui de Preann, pour
lequel les condilions aux limites sonl données & une scule extrémité de 'inler-
valle. Un procédé similaire a élé proposé sans justificalion par les auleurs de
la référence 11. L'élude des conditions de convergence de ce procédé peut étre
adaptée & la théoric géudrale des systémes de Stuny-Liovvicne (). Associons
en effet au systéme () le sy slcmc de STurM-L1OUVILLE : '

d d_/ .
~ L (o) rrar-r) - ®
y{o)y=y'(a)=0 o

.

(g
gydx%dww’[ 3];,‘ rdoyd.
0 W

[

of

(") E. L. IcE, « Ordinary differentiél equations ». Dover, Publications N. Y., 1944,
chap. IX, X et XL

e
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‘ ; Une paire de solutions fondamentales u(z, 1) et v(x, 1) de 'équation diffé-
: renticlle homogtne saltisfail la relalion

. ' (©)

Y s —

W~ =
dx dr

Rio

[ o ‘ ' du (lu'__

olt ¢ cst une conslanle, qu'un multiplicaleur convenable de u peut toujours

J : ramener  l'unité. Moyennanl quoi la mdéthode de variation des paramcires
‘ fournit la solulion géndérale

‘ a . ol & : «

J ooy ) =cutcv—u ( prods—o ( prude. (B"

B - -
¢ &€

g‘ ‘Les constantes ¢, et ¢, doivent ¢tre détermindes de fagon & satisfaire aux
conditions aux limiles :

. 23
e (0, ) + ¢, v (0, A) = v (0, k)j pruds;
) _ ,

~u

! (a, W)+ e v' (@, 2) = ' (¢, )) | prode.
i o

Le délerminant des coelficients des constanfes inconnues

w (0, ) v (0, 1)
w (a,\) o' (a, )

(D)

FO)=

| ©esl Ja « fonction caractéristique ». 11 fautl -distinguer deux cas:

1° X n’est pas une racine et la fonction est différente de zéro; les constantes
sont alors détermindes de facon unique el la solution de (B) également;

2° % est une racine caractéristique %, et F()) = 0. Il existe alors une solu-
tion du systéme homogene associé 4 (B), lclle que les conditions aux limites
soient vérifiées; soil w{z, A,) cetle solution : E

- . d dw - ' z
—_— ) qiw=20
dw (J da;> T (E)
. w (0, Ag) = ' (€, %) = 0 \ \
. Soit alors z(x, 2,) unc solution formant paire fondamentale avec w et donc
N telle que - . .
s —wasl==; - - .
O . ETIPRE .
N o s S
‘l' | comme
R ' p©)+0 et p(a)==0 on en tire
! \ ~ (0’ )‘0) == 0, 5! (ay )‘0) + 0, ' (0: 7‘0) == O’ ) w (“5 )‘0) == 0,
1 . i‘ \ . . R B3 [d . . ’ r .
- ce qui prouve I'impossibilité de voir la solution générale du systéme homogtne
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satisfaire les deux conditions aux limites. L'index de compahbxhtg nc peul donce
étre supuleur a l'unité.

Examinons si dans ce dernier cas il peul exister une solution de (B) avee

-un second membre r(z); w el = ¢lant choisis comme paire fondamentale, il faut :

s

. ¢4
t 2 (0,h) = 5 (0, %) (‘ prwds;
- "0
&' (%) = 0.
La deuxitme équation livre nécessairement ¢, = 0, ¢, resie arbitraire ct la
premicre équalion n’est compaltible avec la seconde que si

f prw (@A) de =0; . (F)

o
0 .

c'est la condition nécessaire et suflisanle pour I'existence d'une solulion de (B).

La circonstance que p(z) et g(z) sonl deux fonctlions positives et non nulles.

a travers tout linlervalle (0, @) permel cuncore de tirer d’importantes conclu-
sions quant aux racines de F(x) = 0.

Supposons que A, puisse &lre complexe ainsi que w(z, A,); multiplions (E)
par la fonclion complexe conjugude el intégrons sur lintervalle :

F'——[pw* w'g -+ ( pw w do 4+ X ( guww de =0,

0 “o
le terme aux limites est nul, car
w*(0,N) =0 et w' (@, hy) = 0;

d’autre part, chaque intégrale est manifestement réelle et positive; par consé-
quent A, est un nombre réel et négatif. Enfin, il est possible d'établir que les

racines de FQA) = 0, outre qu'elles sont réelles et 11c,oauvcs, sont aussi loutes
simples.

A cet effet choisissons la fonction u{x, A) de lelle fagon qu ‘elle w,mfxc, la
premicre condition aux limites

,

w(0,2) =0, ‘ (@)

Cette relation étant maintenue pour toules les valeurs de A:

. Lot

RS

2 0N =0, T (1)
)\ L N
et faisant z = 0 dans (C), on a nécessairement aussi

v(0,\) 0, u' (0, X) == 0.
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" Par conséquent, la fonction caractéristique (D) se réduit &
F)=u (e, 2)=0.
Dérivant I'équation | |
—(puw) +2qu=0
par vapport & A, il vient -

- ERTAV au".' _
P ﬂ‘)\G(ST‘f‘(l“"‘O.

mulliplions-la par u el intégrons sur l'intervalle:

au'® « o ou G-I a )
—[upﬁ-:lo—}—j pu g.zda;—}—)\J gu;)-\dan}—j gutde =0;
0 B 0 1]

le terme aux limiles se réduit &
— e {a, M) p () F' (0),

4 cause de (G) et de (1).

, .. : cu C e '
Par contre, multipliant (I) par 5 et inlégranl sur lintervalle:

a 4 U av |
-—[pu’ gf;} + ( pu’%;i\-dm—}«)\ g‘ guz—z{d.r=0,

AL v -
0 0
le terme aux limites se réduisant a
2
- —p (@) (N >3 (e, W),
A

A cause de (1I).

Soustrayant (K) de (L), il vient en définitive

— w (a, ) p (&) F' () = J’a qurdx + p(a)u' (a,h) z_z,c (a, \).
. ] N

Faisons mainlenanl lendre A vers 2, el remarquons qu'a la limite

o lima! (@, )) = ' (6 ) = 0;
limw (a,)) = w (@ X)) %0,

el comme l'intégrale est essentiellement posilive, on en conclut que
F'(A) = 0,
preuve que la racine est nécessairement simple.

P

ey gy

0y

@)

(&)
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K

En résumé il est élabli que les racines de 'équation caraclérislique appar-
tenant au systeme (B) sonl toules réelles, négatives el simples; que (B) avee
second membre admel une solulion unique quand A n’esl pas unc racine de
FQ) = 0, cl en général, pas de solulion si A est une racine, exceplé quand le
sccond membre vérific la relation (IY), auquel cas la solulion conlient encore
une constante arbitraire. '

Examinons mainlenanl la portée de ces conclusions sur le probleme de la
convergence du procédé par apptroximalions successives.

Pour cela, remarquons que les équalions du couplage parfait sont identi-
ques au systeme (B) pour A = + 1. Celle valeur ne saurait ¢lre une racine carac-
téristique et la solulion est unique comme il se doil physiquement.

Développons la solution de (B) en série de -puissances du paramétre A:

Y=U+ =y + N G—y) + (M)

Introduisons cette séric dans I'équation différenticlle el égalons les puis-
sances successives de A; il vienl, apr¢s double intégration :

i o© 1 (74 . .
: ) . 3/1=“‘J‘ ;}3’( 9cla:§d.-z‘,
[4]

X

e

2 1 (3
Yoy = (- 35‘5‘ {I?/;;d&l?%(lw—f-y“

0 &

.c’cst-z‘l—dire précisément la suile d‘opératiohs proposées pour la méthode par -
approximations successives. La convergence de celle méthode pour la solulion
du couplage parfait revient donc exactement a la convergence de la série (M)
pour A= + 1. ‘ ' . :

Or (M) est le développement en série de Mac-Laurivy de y(z, A}, considérée
comnie unc fonction analylique du paramélre A. Le rayon de convergence est
limité au module de la premidre singularité de la solution. Les racines de
FQ) =0 jouent le role de poles de celle solulion, puisque F(X), en tant que -
déterminant des inconnucs ¢, et ¢,, intervienl an dénominatcur. Ges podles sont
tous simples el silués sur la partie négative de 'axe réel.

Par contre, pour que le procédé par approximalions successives converge,
il faul que le cercle de convergence conlienne le point A = +1, donc que son
rayon soit supdéricur a 'unilé; d'ou la premitre proposition :

« La convergence est assurée si la premitre racine caractéristique A, <<—1 »,

Nous appellerons ce cas cclui de « convergence directe ».
Une racine caracléristique A, n’est plus qu'un podle apparent de la solution
quand on impose au second membre la restriction (IF).
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En ellet, celle condilion rétablit au point 2, l'existence de la solulion
y(, A), qui deviendrail sinon infinie,

D'oli la seconde proposilion: « La convergence est assurée quand pour
chaque racine A, de I'équalion caracléristique, siluée & lintéricur du cercle
unité, on inipose au sccond membre r(rv) la resiriclion

: \} 3 . .
Cprw(@ ) de =0,

»

A 0

ol w(z, A,) esl la fonction propre atlachée & la racine ».
Ce cas est celui de « convergence condilionnelle ».

Il est toujours possible de s'y ramencr théoriquement.

Dans I'exemple du paragraphe 7; la fonction u(, ) vériliant la premicre
condilion aux limites est

w(@GA) =0+ g — 0+ b

oll
. rlz—i—(n—*—i—l—'f), rzm.i(n-{—i-——’ﬂ
2 o 2
et

}

lequahon aux racines caractéristiques u'(1, A) =0 dcvxent

i1 — v
w1 +Y——( + ).
La valeur A, =—(n + 1)*¢*/(4p*) rend y=0 et scmble &tre une racine.

Ccpendant elle fait r; = r, et la solution u(, 1) disparait. Elle doit élre rem-
placée par la suivante:

: nt
‘ . (1+g8) " log(t +q8),

qui, nc vérifiant pas la deuxitme condition aux limiles, prouve par 1d que 2,
n'est pas une racine caraclérislique.

Pour des valeurs plus négalives -encore de A, *( dcv1cnt una(rmaue pur.
Posons donc : R
i v=1:p. '

\L’équation aux racines caracléristiques devient -

2 arc tan f_ —] Blog(1+ q) =2k, (h=1,2..) - | (34)
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el la fonclion propre associée & une racine §;:

n--i

pax 1
wEA) =1 Fqf) ? sin [5 Bilog (1 + ¢ E)} . . (39)

La figure 9 illustre le caleul du premier membre de (34) par poinls; parlant
d'unc valeur de A on caleule In valeur de § qui lui correspond, puis le premier
membre de (34). L'intersection de la courbe ainsi oblenue avee l'ordonnée 2w
donne a la premidre racine la valeur A, = —2.48.

Les valeurs numdériques de ¢, n ct p sont celles également ulilisées pour
les figures 6, 7 cl 8. La convergence est donc dirccle.

Pour assurer la rapidité de convergence, la premicre racine devrail élre
suffisamment éloignée du cercle-unité, comme dans le cas actuel.

Puisque nécessairement A, <<2,, un critére possible consisterail & prendre
ho <—1, ce qui, traduil en paramelres de siructure, devient

sp<(nt1)g (36) -

I1 est probable que ce crilére est ulilisable de facon générale avec les défi-
nitions expliciles de n, g el p introduites an § 7, sans que les réparlitions de
flexibilités doivent suivre rigourcusement les lois indiquées.

§ 9. Application de la méthode de Ritz a I'équation du couplage parfait.

L’équation différenticlle (23) du couplage parlait résulte du principe de
variation

a
8 J‘ [52d H? 4+ F H'— 2 (7, — 7o) H]da& =0, (67)
] .

eu égard aux condilions aux limiles

H(0) = ' (c) = 0.

Prenons pour 1I une fonclion approchde :

113

H = ¥ a; b (),

i

ou les fonctions h(z) chéissent aux condilions aux limites el forment le début
d’'un systéme « complet » de fonctions dans lintervalle (o, a).. .

Les conditions sous lesquelles I'intégrale I est stationnaire sont

3l :
. U .-':1 2---772
- | o 24, ‘ ( ’ )

*®




—_— 40 —

Elles fournissent un systéme lindaire aux inconnues q,:

H

Z Cite Uy = s ‘ ({,=1,2...m)
E

On a pour les coelficients

~a
Cip = Cpy == J T2y +Fh h)da

¢

el pour les seconds membres

di= | @ —7)" hda.
)

420F l
ARG TAN ;'fj_ﬁ pln[ny) .

39
POUR g « 1 . !
7 4508
Al e 4 i

-240

360"

25

240"
oy

180°)

1 .

ot

Ao

R - 0418 “t .2 .3

Fi6. 9. —Délermination des valeurs caractéristiques. du systéine de Sturm-Liouville.

Le calcul de ces coefficienls nécessile 3n{n + 3) quadratures numériques.
Elles peuvent étre simplifiées en adoptant unec subdivision standardisée de 1'in-
tervalle d’intégration el en se servant de tables préparées des produils h'h/, et
h.h,. Les valeurs de J et F doivent nalurellement avoir élé-préalablement tabulées
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avec la méme subdivision. Un ensemble simple de fonctions h(x) salisfaisant
aux conditions requises est fourni par le sysleme

Iz, (.v)_sm 2 /.,—1) (h=1,2...)

2 a

C’est Vensemble complel de fonctions propres engendrées par le systéme
‘de Stunv-LiouviLLE o
Db =0;
h(o)="N'(a)=0.

§ 10. Application de la méthode de Ritz a l'équation générale du couplage.

La facon méme dont les équations générales du couplage (13) et (15) ainsi
que leurs conditions aux limiles (16) & (21) ont ¢L¢ déduiles ouvre la voie & leur
solution par les méthodes dites « direcles » du calcul des varialions. Si dans
l'expression de l'éncrgic lotale (diminuée de l'énergie correspondant & I'état
isostatique, qui ne subit pas de variation et dont le caleul serail inulile)

( [ H? 4 2 ((A + g+t 2 +]2> 0% — 3 (fy — ) H' K — (J, +J2) K] dw

"o
-+ j [ste ("2 4 230 II" K' 4 st e (K')] d
]
4+ U [H'(0)]2-F R 2V H' (0) K(0) -+ 5 Wy K2 (0) .
—=2 ( (Q/fi—Q /o) H4 52 (Py gy =—Page) H'] d o, (38)

"o

on approche les fonctions inconnues par des séries lronquées

= Y a, b, (), K= };‘, by ley (;as (39)
i

les coeflicienis inconnus sonl délerminés encore une fois par les conditions de
stationnarité de U:

2U(arbr) _, 2 U (@ )

= 0. 40
U, . 20, . . (40)

La solution esl de nouveau ramenée a des quadratures mécaniques ct & la
résolution d'un systétme d'équations linéaires.

En dehors de (16) il n’est pas nécessaire que les fonctions h(z) et I (z)
obéissent individuellemenl aux conditions aux limites, le principe de variation
assurant de lui-méme que ces dernidres soien! satisfaites. Pourtant cette liberté

b
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méme dans le choix est embarrassante el Vimposilion de conditions individuelles
« & priori » est souhailable pour réduire le nombre de paramélres.

Les conditions aux limites générales qui ont é(é trouvées sont lrop com-
plexes pour permellre une construction aisée des fonclions d’approximation ct
pour leur donner un caraclere universel, ¢'est-d-dire indépendant des caracté-

cristiques de rigidité particulicres de la structure. 1 s'impose de les simplifier.

Cetle simplification peut, sans nuire & la valeur finale de la solulion, reposer
sur 'indélermination relative qui subsiste dans l'opéralion consistant a difluser
la rigidité concentrée d'une nervure réelle inléricure en une rigidité répartic
sur une bande. o

Remarquons d'abord que les équalions (18) et (20) peuvenl éire résolues
par rapport & 1I”(0) el K'(0), qui apparaissent alors comme des fonctions linéaires
des valeurs prises & U'extrémité de l'aile par les rigidilés réparties :

" - w
st(uw —v?) s (uw— )’ 2 (1w — 0%

L’éncrgie de la nervure réelle concentrée d'extrémité élant déja incluse
dans (38), laissons tendre vers zéro & U'exirémité de l'aile les rigidilés réparties
provenanl. des aulres nervures; les conditions (18) ¢t (20) deviennent alors sim-
plement

H'" (0) = 0, K' (0) = 0. (41)

Le méme vésullat esl évidemment oblenu en faisant tendre u(o), v(o) et
w(o) vers I'infini, tout en leur conservant des rapports limites qui sont logique-
ment cohérenls avec les caracléristiques de la nervure extréme:

. 1(0) . v(0)
hh et Q. 1 = Vo[ W,.
lim 5 (o) U/ Vg, im () of Wo

Cetle remarque aura son utilité dans un inslant.

Appliquant le méme procédé i I'emplanture avec
u (@) - v{a)

= U/ Ve, lim =2 v,1w,,
U/ Ve m /

Py

lim —=
@

les équations (19) et (21) deviennent
sU H" (@) + Vo B! () = 03
2V, H" (@) + W, K' (a) = 0,
et, comme le déterminant est différent de z¢ro, o
 H"(a)=0, K' (@) = 0. - (42)
Tenant compte de ce résultat dans la condition (17) et passant ensuite a la
limite, il vient ' : :
: FULH" (@) + Vo K" (@)= 0. BN )

4 -
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Les conditions (41), (42) el (43) joinles a (16) consliluent mainlenanl un
'systeme simple qui ne dépend plus que de la caractéristique de structure V /U,
(ce rapporl pourrail étre logiquement pris connme celui donné par la nervure
réelle adjacente & 'emplanture). .

Nous pouvons encore simplifier davanlage en portanl notre -atfention sur
des relations aux limites qui sonl une conséquence nalurelle de la vérification

" des équations d’Evier. L'équation différenticlle (13) en parliculier, équalion

d’Bucen du principe de varialion, est salisfaile au point o = 0; introduisant
alors les condilions (41), trouvées plus haut el effccluant le passage 4 la limite,
il vienl ' o

' 2 Vo H" (0) 4+ W, K" (0) = 0. (44)

Il vient de facon analogue au point & = a el avec (42)
3V H (@) + W K (@) = 0. (45)

Il est maintenant avantageux d'introduire (43) c¢omme une condilion « &
priori »n, car, associce a (43), clle livre des conditions simples, affranchies de
tout parameire de structure el par conséquent de signilication universelle :

‘ H'" () =0, . K" (¢) = 0. - (46)

Les autres relations naturelles aux limites, y compris celles qui dérivent de
'équation différenticlle (13), ne sonl pas inléressanies i considérer « & priori »

) 1 s
car elles réintroduiraicnt des paramdires de structure.

Des fonclions d’approximation I et k, convenanl au probléme, c’est-a-dire

obéissant aux conditions aux limites

h(o)=Nn"(0)=N"(a)= 1" (a)=0;
k' (0) = k' (a)=Rk"{(«)=0,
sont, par exemple, engendrées par les formules
E L ‘ :
h€) =a b+ ( E—p)p (=1 P () d s
. K | (47)
¢
C k@bt [,
0.

ot £==x/a, () et Y(uw) sont deux polyndmes arbilraires dans les puissances
positives de p. )
Par exemple pour

a =0, D (u)= % (rn+1)(n+2) (10 +3) (n+4) pu;

Bygo (B) = é (41 +2)8—2m+ 1)1+ 4) 5+ (n+ 8)(n 4 4)] 5 ‘
‘ - ‘ ' (n=0,1,2...). -

@
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Tandis que pour:

i
by=0 et Y(w)=; (1 4 2) (12 4 3) (0 -+ 4)

1 . ‘
buge(B) =5 [(e4+2) (e +3)F— 2+ 2)(n 4+ )+ (n+ 8) (n + ] & (m=0,1,2.)

2

Les premitres fonctions sonl oblenues en faisant
P =pu=0, =1, . =1
el sont donce o

P r r r
h(g) =&, hy(s) =1,
on remarquera que ce sonk les fonctions correspondant & l'action d'une nervure
terminale isolée.

11 est & conseiller de rendre ces fonctions orthogonales dans U'intervalle (0,1)
pour éviler d'oblenir un systéme lincaire final pauvrement caraclérisé et d'accu-
muler les erreurs.

Le procédé de Sciraint convienl & cel effel.

Un aulre moyen d’oblenir des fonclions d'approximation bien condilion-

A I
nées, sans qu'clles soient nécessairement orthogonales, consiste & changer de
variable par la relation
=« {1 —cosh)
et de rechercher les fonctions, obéissanl aux condilions aux limiles, qui se rap-

prochent le plus de la suite (1, cos 0, cos 20, ...).
Tous calculs effectués, les premidres fonclions ainsi oblenues sont

hy=1-—cosh;

1 .
h2=56[320050-11000529+1500530——10c0540+3003501;

lyy = 516[—— 80 005'2 O+ 105 cos‘3 6 —58cos40-+21cos5h—8cosb 9}’ ‘, - (48)
h = I—(%—(}[_— 1305 cos 3 8 - 1926 cos 4 § — 1157 cos 5 6 4 856 cos 6 § — 320 cos 7 §]:
. by =1;
—— by = i% L‘24 cos § —12 cos26 -—}—8(:0836«—-—-300549];
I3 =..:3§ (60 cos 24 —20cos 3015 cos 4 0>- 12 cos 5 8]; (49)

1 .
fog == 51 [60 cos 3 8 — 45 cos 4 U 4- 36 cos 5 0 — 20 cos 6 8],
b .oz o

L’allure de ces fonctions est représentée sur la figure 10.
. La dernitre étape dans l'application de la méthode de Ritz consisle & se
rapprocher du probleme réel en supprimant la nécessilé d'opérer effcclivement

<@
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une diffusion des rigidités de nervure, par ailleurs quelque peu arlificielle,
L’aile sera divisée dans le sens de 'envergure en une séric de tranches délimi-
ées par la posilion des nervures ou « stations » numérotées depuis 0 (nervure

ki R

0,8~

0,6 [—

o4

0, 2

5\/ </
i\\

1

]
t
>
&
~3
@
o
o

2
i
/
b3

(
\
]

0,2

ka

/
e , \%/
/ ;

V

16, 10. — Les quatre premiéres fonctions d’approximation de chaque type.

[}

d’extrémilé) jusqu'd n (nervure adjacenle & I'emplanture), n + 1 désignant la
seclion d’emplanture elle-méme. La valeur d'une fonction f & la slation i sera
dénotée par f(i); la largeur d'unc tranche délimitée par les slations i et i+ 1 ‘
sera dénolée par by i+ 1. :

s




Nous poserons aussi, pour plus de concision,
@y =& —w (i), - (50)

c’est-d-dire Ja coordonnde a, dont I'origine est ramende 4 la station i. Sous I'action
de nervures concenlrées, la fonetion II varie linéaivement enilre deux slations
adjacenles; nous remplacerons donc une fonclion d’approximation h(x) par le
conlour pol) gonal inscril, dont les sommels sont pris au droit des slations; dés
lors, entre i et ¢+ 1:

bt (.1,) =N, (¢) + [D, (§ + i) lz, ()] — b, "~

N (1) — hr(z)
( ) - v [)i,i-H

(Gai+1) (51)

Dans les mémes condilions la fonction K csl constanle entre deux slations
adjacentes; nous remplacerons done une fonction d’approximation k (z) par une
succession de paliers dont Pextrémité gauche est en conlacl avec la courbe au
droit d'une station, c'est-a-dirve

= Iy (3). Gait+1) 52)

Il est & remarquer que les conditions k'(a) = k”(a)= 0 fonl pratiquement
de chaque courbe k(z) un palicr dans la deenicre tranche.

L’effort tranchant T, exercé par la nervure de la slalion i dans une répar-
tition h (z) est alox '

= hr(i)lbm L]
- o (G4 4) = Dp (3) B () — D (i — 1) (63)
. Tir = e 3
bi.H—l bi—-l.l
el le moment M, :
Mor = Iy (0);
. (54)

My = k(i 4 1) — &y (2).

L’approximation des {onclions H et K élant devenue

M M

=¥ a, h¥ (@), K =% 0k ()
k) 3 .

oli les fonclions d'approximation sonl définies par (61) el (52), I'expression de
l’énergie':‘n rendre stalionnaire devicnt, suivant (38),

J‘ [F (“ arhr) + 3 (J1+gz+ .71‘{ J)(v Uy ]l,.")E

4 \ (7; —J) (X ap 1) (2 0p ) — (Jy + J2)(E b, R7 ) d“{'
+ Z[.,su,(z 4y To)t + 2 22V, (B @, To) (2 0, Myy) 4+ 2 Wy (£ Dy Miy)?]

=20 .

\\ ) J‘ (QAi—Qr)Ea by + ~?(P,g,~—ngz)Z'a, n*]da.
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Quand on ‘veul pousser plus loin encore Paspect rvéaliste du probléme, on
est conduil de fagon naturelle & prendre comme paramdatres inconnus de la solu-
tion la hauteur des sommets du confour polvgonal pour II et Pamplitude des
paliers de K. ' _

Ceci revienl & considérer le nombre véel et diseret 'inconnues hypersta-
tiques du probleme. Getl aspecl de Ta question est plus avantageusement traité
par les mélhodes des cellules hyperstatiques minima du chapitre TII. L'avantage
du procédé actuel dérive uniquement de la réduclion du nombre d'inconnues,
par rapporl au nombre réel, sur la base des restrictions fournies par les condi-
tions aux limites el du principe des moindres carrés.

§ 11. Extensions et cas particuliers.
A, — BEFroRTs TRANCHANTS REDUITS.

Dés Pinslant o il devienl nécessaire de leniy comple des déformations des
longerons dues aux efforls (ranchants, la conicilé des longerons peut jouer un
role imporlanl en corrigeant 'effort tranchant apparent pour obtenir Veffort
tranchant réduil qui se traduil seul en un [lux de cisaillement sur 1'dme. Soit
——¢, I'abscisse de convergence des semelles du longeron avant, 1'ef{ort tranchanl
réduit a pour valeur

A'I‘ (-l:) Q’ - H
T, () — =P, — H — =
(@) — o, = P PRy

et I'énergie de délormalion par cisaillement :

i Q __H 2
g ([ Py— H' —=—— ) du;
‘ ‘/‘< v a:'i—c,).

1

1
2

- \
de méme pour le longeron arri¢re:

al RERY
! g‘ g, (Pz + ' — %—:—:—I—l> dx.

. 2 ¢

» b

%

4

Les modilications correspondantes dans les équations différenticlles d'EuLer
et dans 'expression de I'énergie débarrassée de sa parlie isostalique (38) sont
faciles & inlroduire.

B, — Druxikye ROLE DES NERVURES.

Jusqu'ici le rdle hyperstatique seul de la nervure a éié envisagé. On peul
tenir comple de son rdle isostatique en prenani en considéralion son ¢tat de
lension isoslalique, obienu en considérant celte nervure (évenluellemenl com-
plétée par un bec et une queue infiniment rigides) soumisc aux charges aéro-
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dynamiques cl d'inertie qu'elle doit transmietire el simplement appuyée au droil
des centres de cisaillement des longerons, Cet élat de tension n’allecte, au point
de vue énergélique, que la partie réellement existante (ou réellement déformable)
déji considérée comme servant de transmission hyperstalique aux inconnues
T et M. L'énergic de déformation combinée contiendra maintenanl des termes
linéaires en T ¢t M qui seront responsables de seconds membres additionnels.
L'imporlance des Llensions additionnelles ainsi mises en jeu esl généralement,

. : faible, sauf pour les nervures peu rigides.
C. — CONDITIONS GENERALES D'ENCASTREMENT.
A Y L izt

LS
ey

" L'encaslrement parfail & Pemplanture est rarement réalisé. Pour obtenir
les conditians réelles d'encastrement il faut faire inlervenir I'énergie de délor-
malion de la slruclure sur laquelle Ia voilure vienl s'implanler. Celle struclure
est soumise de la parl de P'aile gauche aux sollicilalions d'emplanture :

T, () = P, (a) — H' (¢} S T, (@) =Py () + H' (@) ;
i ' M, (@) = Q, (@) — H (@) ; M, (@) = Q. (@) + H (a);
G, () ==% 21 () — K (a): G (@) = -12- : ' (a) + K (),

et de la part de laile droile, soit & un systéme de sollicilations symétriques
(charges adrodynamiques el d’inerltie syméiriques), soit antisymétriques (charges
aérodynamiques el d'inerlic antisymétriques). Celte décomposition en un sysléme
symétrique el un sysléme anlisymélrigue est évidemment toujours possible et
unique. La slructure en queslion esl, d'aulre part, soumise a des forces aéro-
dynamiques ct d'inertic formanl avec celles des ailes un systéme slatiquement
¢quivalent & zévo [le systeme '(a), H(a), K(a) de chaque aile est déja stahquc~

ment équivalent & zéro]. -
A ; ’ Il faut additionner Pénergic des deux ailes (c'est-a-dire deux [ois I'énergic
. ) d'une aile, que le cas soit symélrique ou anlisymélrique) & I'énergie de la struc-

L ’ ture d’emplanture. Celle-ci est une fonction quadratique générale des six élé-
menis ramenés par la voilure el dont les coefficients de la partie homogtne du
second degré sont au nomhbre de 21 pour chaque cas (symétrique et anlisymé-
trique). Un cerlain nombre ‘de ceux-ci peuvenl d'ailleurs étre nuls ou négli-
geables. _

Un cas intéressant se présente quand les ailes sont fixées A4 une structure
d’emplanture clle-méme reliée au restanl par unec liaison isostatique (c'esi-
’ 3-dire dont les forces de liaison sont calculables par les seules considérations
| d’équilibre). : ' : '
| : \ Chaque force de cetle halson est alors indépendante de H'(a), H(a) el K(a)
' {parce que nous avons remarqué que le systiéme d'emplanture qui leur est di
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esl staliquement équivalent & zéro) el la varialion de Pénergie de la structure
restante étant nulle avee les varialions de ces inconnues, son caleul devient
superflu. En d'aulrves termes, la distvibution des lensions dans les ailes devient
indépendante de Ia répartition des forces adrodynamiques et d’inertic dans la
slruclure restante,

Par ailleurs, rien n’est changd aux conditions aux limites (41), (42) el (46),
qui conservent donc une valeur-universelle.

"D. — A &~ caisson D.

Un cas particulier se présente quand la raideur en lorsion du longeron
arricre devienl négligeable. La figure 3 monlre alors immdédialement que

g H' () + K (&) = 0,

el aprés éliminalion de K(z) enlre cetie équation el I'équation (18), il vienl une
équalion unique du qualritme ordre en l qui ne contient plus j,.

I

CHAPITRE IIL

FORMATION DES BEQUATIONS RECURRENTES
DE LIAISONS DISCONTINUES
PAR NERVURES DROITES OU DIAGONALES.

Il s'agit ici d’¢lablir les équalions aux inconnues hyperstatiques circuilales
discrétes qui dérivent du probleme réel posé par le couplage des longerons aw

.moyen de nervures droiles ou diagonales.

L'objectif & viser consisle & réduire au maximum le couplage entre les
inconnues elles-mémes, c'est-d-dire & limiler chaque équation linéaire finale au

plus pelil nombre possible d'inconnues. sans que le gain qui en résulle pour la

résolution numérique du systenie soil acquis aux dépens de complications dans
le calcul des coefficients de ces inconnues.
Une facon manifeste d’obtenir ce résullat consiste avant toul & choisir les

inconnues hyperstatiques de facon que chacune d’elles n'intéresse que la plus

petite partic possible de la structure; ce choix reléve d’ailleurs de la topologie.
La véférence a des coupures fixes (qui rendent la struclure isostatique) pour.
la définition des inconnues a généralementl le désavanlage de diffuser chacune
d’elles dans toute la siructure. ‘ ‘ :
La référence a des groupes avanlageux de coupures, si féconde dans les

‘&
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struclures planes, entraine dans les struclures tridimensionnelles qui nous occu-
pent de réelles difficultés de rechierche. Il doil manifestemen! exister une méthode
conduisant & une vision directe el cetle méthode découle du principc méme qui
est & la base de la vaviation des lensions.

Le probleme posé par Papplication du principe est celui de conslruire une
représentalion complete des élals de tension, statiquemenl compalibles, el qui
ne violenl que des conditions de compatibililé circuitales aux déformalions.

Une telle représentation peut cousister dans la superposition (la validilé
d'une loi de IHookw est postulée) d'un élat de tension staliquement compatible
avec les forces exl(érieures appliquées. el d'un certain nombre d'états de tension
slaliqguement compatibles sans forces extléricures, qui pourraient élre appelées
self-conlraintes (scll-slrainings). '

Pour le démontrer il suffil d’imaginer un morcellement de la structure en
un nombre d’élémenls sullisant pour que chacun d'eux soit & connexion simple;
d'éablir pour chaque élément les sollicilalions slaliquement compalibles avee

‘les forces exléricures el les actions des autres éléments; enfin, chaque élément

.

élanl ainsi en &quilibre, d’éevire les équations exprimant équilibre des nceuds.

S'il en résulle un systéme de n équations & n + m inconnues, m est le degré
d’hyperstaticité de la slructure (4 condilion, bien entendu, qu’un déterminant
d’ordre n au moins soil différent de zéro). D'aprés un théortme classique d’alge-
bre, la solution compléle comporte la sommme d'une solution particuliere du
systéeme avee sccond membre (c'est-i-dire un éfat staliquement compatible avec
les forces extéricures) el de la solulion générale du sysléme homogene corres-
pondanl (c'est-a-dire des self-contraintes).

Le choix de la solution particulitre est aisé, Quant au choix des inconnues
hyperstaliques, il est décidé par 'examen des circuits fermés les plus simples,
qui sont susceplibles d’une sclf-contrainle; 'amplitude de chaque self-contrainte
conslitue l'inconnue h\'per‘:talique .

On peul reconnailre qu'une inconnue eslt indépendante des précédentes
quan(l elle met en jeu un nouvel élément résislant de la struclure, mais il faut,
en définilive, d&tre assuré d'avoir couverl Pexamen d'un sysleme complet de
self-contraintes indépendantes. Ici la question peul devoir élre lranchée par une
cohmaissance du degré exact d’hyperslaticité, obtenue par le recours clfectif
au morcellement ou aux coupures.

car

*§ 1. Longerons couplés par mervures perpendiculaires.

Si la raideur de lorsion des longerons est nulle, le couplage des nervures
est ineffectif el la lolalité de la torsion esl reprise par flexion différentielle.

" Dans l'aile du type en « caisson D » (fig. 11) le longeron avant posséde une
raideur de torsion considérable, celle du longeron arriére peut é&tre négligée.
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Une cellule hyperstatique minimale est consliluée par un trongon incorporant
trois nervures successives. Une cellule esl numdérolée comme sa nervure cenlrale
el nous adoptons comme notation simplifiée .

- o b=ad,

coordonnée d'envergure valable dans la tranche limilée aux slalions (r—1) et
r et variant dec 0 a 1.

L’inconnue hyperslatique de la sell-contrainle associée & la cellule esi, par
exemple, z,, moment fléchissant au droil de la station r dans les longerons avant
el arriére.

G

Ar

My

M2

Fi6. 11. — Alle « caisson D ». EBtablissement des équations de récurrence.

La nervure r est sollicilée par un effort tranchant total au droit du longeron
arricre : : . ‘ '
. Tlpy 1 1 Lyiy
'1,--"“-—- B g [-)“T““““ +“b"‘”,

r r brﬂ rH

provenant de trois inconnues, car elle est un élément commun A trois cellules

minimales.
Son énergie de déformation est du type

- 32y, T:. -E
2

Le momenl de torsion total du longeron avant est, de r—1 & r:

-

c‘~_=[—)”¥(m,—wr.,)- . L
- ‘
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Son énergic de déformation esl:

1
é,( JCEdE,.

0

Le moment f{léchissant lotal du longeron avanl est, de r—1 & r:

My=Q —a&_ (1 — gr) — XLy Er:

ol Q, est le moment isostalique. L'énergic de déformation est

L
§j- /‘.“43(15,..
© %o

De méme pour le longeron arritre:

: L
Mp=Q+ @, (1—E)+a el 5J e MEdE,.
. ~ o

"Additionnant les énergies de déformation de tous les éléments de la cellule

hyperstatique minimale r, on oblient lous les lermes qui contiennent ['incon-
nue z, dans I'énergic de déformation de la struclure. 11 suffit donc de ces termes

pour formel la condition de stalionnarilé

U,
2,

qui fournit 1'équation de récurrence
Uy pg Byg = Qo py Ty - gy L Uy gy Brgy + Uy, pg2 Tygn = Oy,
dont il vient pour les coefficiculs (avec la nolation f=f, + f,) :

Qpyppr = 22Uy y[Dy_, 0y

R 1 st
Qpyyy = J‘ F(t—E)§, dEr J. J AL —u, be <Z‘—' + Z")”) Uy 5 2 (Z‘)" -+
r \Ur— r \Up

am——j fE«dEr—i—J’ Pt =B Ay + jyd& + gﬂj,;dﬁm

+ Uy :’ -+ Uy 32( > + Uppy 77—
. bf' br r-H br-H

gy ©

1
br—_{-l

i

L)

méme e\pxessmn que ar, r—y, ou l'indice r est a augmenter d’'une unité;

Qp,pye == & 2 Upgf br—H br-{-z»

méme expression que da,, »—g2, ot l'indice r est augmenté de deux unités.

. Enfin, pour le second membre :

o b,=f’<o,-/;-—ogﬁ)£,dsr+fco‘z:—ﬁzﬁ)@-—éﬂ.)dw-

Les déformations dues aux efforts tranchanis ont été négligées.

&
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8i les nervures sonl considérées conune infiniment rigides, I'équalion de
‘récurrence ne conticnt plus que lrois inconnues successives.

Quand le longeron arritre est également rigide & la torsion, il faul ajouler
les self-conlrainles obtenues par la considération des cellules hyperstatiques
minimales du Lype de la ligure 12.

Elles consislenl’ simplement en des montents de lorsion constants mais
opposés dans chaque longeron el une flexion pure des nervures.

F16. 12. — Cellule minimale de. second {ype.

Une équation de récurrence pour une inconnue du premier type contient
alors neuf inconnues. Pour une inconnue du deuxiéme type elle en contient
sept. Ces chiffres sonl abaissés respectivement a cinq et trois quand les nervures
sont considérées comme infinimeunl rigides. Dans ce dernier cas et paralitlement
au cas du couplage parfail, les inconnues du second lype sonl aisément élimi-
nées pour laisser un systéme récurrent a lrois inconnues du premier type, déja

établi par Frienricns el von Karman en ramenant le probleme aux équations
des trois momenls (réf. 11). '

§ 2. Longerons couplés par nervures diagonales.

La figure 13 montre une solution dans laquelle la raideur de torsion du
longeron avant est oblenue au moyen d’un réseau de bras diagonaux (solution
“apparentée au systtme Monospar). Quand les nceuds. des bras diagonaux sonl
atlachés & un longeron arriére, il vient un probléme hyperstatique dont une
cellule minimale typique esl représentée en dessous (solution du Fairey Primer).

Le dessin représente plus ex;écl.cmcnt unc cellule minimale dans laquelle
la portion de longeron arrviere a été supprimée pour monlrer le systéme de forces
qui prend naissance dans la self-conlrainle. '

Le systtme réciprovjue agit ¢videmment sur le longeron arritre. Cette fagon
“d’analyser la self- contrainte est faite & dessein pour montrer I'identité de la solu-
tion avec celle dérivant de la considération de groupes de coupures. La coopé-
ration hyperslalique, qui, sur le longeron arritre, se traduit par V'application
d’'une succession d’eflorts tranchants, résulte par contre sur le longeron avant
en l'application d’une succession de moments purs. : ’

(g .
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L’équation lype de véeurrence est & nouveau établic en additionnant unique-
ment les énergies de déformation des éléments de la cellule r, soumise aux
sollicitations lotales qui peuvenl provenir des forces extérieures,  de la self-
contrainte méme de la cellule et des self-contraintes auxquelles ces éléments
participent .dans des cellules minimales voisines.

Il apparait ainsi que I'équation de 1ccuu(,ncn ne contient que txms mconnues
successives. '

16, 13. | g b,
My grriere
: . ; 22l

avani

Quand le longeron avanl a une raideur propre de torsion, il faut prendre
en considéralion un deuxicme lype de cellule minimale représenié sur la

figure 14. Dans ces condlilions, I'équation de récurrence du premier type con-

tient six inconnues, celle du second lype quatre inconnues, chiflres qui devien-
nent respectivement quatre el deux pour des bras infiniment rigides.

Le type de structure rcpréscx'ﬂé a la figure 15 est connu sous le nom de
poutlre de Wannen. 1l permel une trés grande rigidité a la lorsion sans l'utili-
salion d'un revélemenl travaillant el a éLé réalisé par de nombreux constructeurs
(Hawker sur le Hurricane I, Dewoiline, Morane, Renard). A

Le calcul hyperslatique de ce type de voilure était & I'époque un probleme
formidable. Le principe de varialion des déplacements a été utilisé pour tenter
de le résoudre dans le cas particulier d’'une rigidité infinie des membrures dia-
gonales (réf. 13 el 14). J. DnymaEL en a fait une des premiéres applications de
la méthode de ralaxation, généralisant le procédé de Cross, el 'inCOrporant déja
la notion de relaxation par groupes (réf. 15). Cetle méthode commengalt etre
développée systématiquement par SoUTHWELL. o '

<




L’analyse de cclle structure esl en réalilé aussi facile que les précédentes
et seules les dilficullés soulevées par une application de la méthode des coupures
peuvent avoir juslifié & 'époque D'ulilisalion d’une relaxalion spatiale particu-
lierement laborieuse. -

Un état de tension statiquement compalible avec les forces extérieures est
obtenu en considérant les ¢léments diagonaux comme simplement appuyés sur
les longerons. Puis il vient une suite de cellules hyperstatiques minimales imbri-

quées, délimitées par les nceuds (1234), (2345), (3456), clc.

CI'.-_- 7}

- 7a
_ : AN
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Fi6. 14 — Cellule minimale de second type.

L'une de celles-ci esl représentée en dessous el la vue en plan permet d’en
analyser plus facilement la sell-contrainte. Aux nceuds G el D ne peuvenl exister
que des paires réciproques d'efforts tranchants T, et T,. Leurs sens sonl choisis
de fagon telle que le longeron avant subisse des moments fléchissants négalifs,
le longeron arriére des momentls positif.‘é; ils tendent donc tous deux a abaisser
le nceud A el & remonter le noeud B. Pout éviter la torsion de la diagonale AB
il faut ensuite ' '

aTa= b.'[‘(,-

Dans cetle diagonale le .moment [léchissanl s’annule en F, ol régne un
effort tranchant T =T, + T, tendant & remonler le nceud A et & abaisser le
neeud Bj ceci définit enticrement la sollicilation de chaque élémenl. Comme
inconnue hyperstalique, on peul prendre T; il vient alors ) IR

! ) . a
A S T, T, = — T.
T a+b T a4b -
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Le moment fléchissant du longeron avant au point A :

L a+b
—C Ty = — — 2P,
; N be
du longcron-‘:arrit‘:re au point B :
a-+0o
- d Ty = T.
. .b L ad

Quand la portion AC de longeron avant est paralleéle 4 la portion DB de
longeron arritre : .
ad=bc T

el les deux momenls soul égaux en valeur absolue (celle-ci pourrail étre prise

aussl comme incounue hyperstalique en: remplacement de 1),

2 4 6 8 {Q

F16. 15. — Voilure en poutre de Warren.

’ L'analyse des élémenls communs & plusieurs cellules minimales établit que
I'éguation de récurrcnce contient cing inconnues. '
Enfin, la considération de la raideur propre en lorsion des longerons ferail
intervenir les cellules minimales du type de la figure 14 et les deux équations
générales de Yécurrence conliendraicnt chacune respectivement neuf et sept

inconnues. 3
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