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Soit K € {R, C} et soit X un K-espace vectoriel; une norme sur X est
une application
[l X >R
qui vérifie
@ |x|, = 0sietseulementsix =0,
@ |[X-x|, =|A-[x]y pourtout A € K et pour tout x € X,
@ |x+yly < x|y + [yl pourtoutx,y e X.

Un espace normé est un espace muni d’une norme.

On note \V ’'ensemble des espaces normés.

Exemple:

Soit p > 1; espace L, (R) est constitué des fonctions f : R - K dont
la puissance p est intégrable. Si f € L,(RR), on pose

Il = ([ iF00Pa) "



Théoréme

Soient X, Y € N'; une application linéaire T : X — Y est continue si et
seulement si il existe une constante C > 0 telle que

ITCAy < - lxly (1)

pour tout x € X.

OnnoteT:X~VYsiX,YeNetsiT:X—Y estuneapplication
linéaire continue

Définition

Soit T : X~ Y; la norme opérateur de T est la plus petite constante
C > O satisfaisant (1). Elle est notée | T| .




Considérons l'application transformée de Fourier dans L1 (R)

Fr Ly (R) = Lo (R) : f s (x ~ [ e’txf(t)dt).
On peut également la définir dans L, (R)
]F+ : Lz(R) - Lz(R)

Ces deux applications sont linéaires. Elles sont également
continues caron a

1P Oy < 1l )y et IF (D) = V27 Il ) -

On peut facilement étendre la notion de transformée de Fourier a
’espace somme

7 L(R)+L(R) - Leo(R)+L(R)
fo + 11 > FH(fo) +F*(f)

Cette application est bien définie et linéaire.



Théoreme d’interpolation de Riesz-Thorin

Soient X et Y deux espaces mesurés et soient py, p1, o, g1 € [1, +o0]
telsquepo # pretqo # qi;SiT: Lpy(X) +Lp, (X) = Lgy (V) +Lg, (V) est
une application linéaire qui vérifie

° T|Lp0 ) * Lpy(X) = Lgo (Y) est continu de norme opérateur My,

® T|i, (x) : Lp, (X) —Lq, (Y) est continu de norme opérateur My,

alors pour tout 6 € [0, 1], lapplication T|, ,xy : Lp(X) = Lq(Y) est
continue et vérifie

00
171, 000,00 0v) < Mo~ M1

1_(1-p1 Loatl (12091 1
avecp—(l 0)p0+9pletq—(l 0)q0+0q1.

Pour 6 = 1/2, 0on a par exemple
8Ly (®) * Lajz(R) > La(R)

V2.

linéaire et continu avec |‘g+‘L4/3(R)

<
Las3(R),La(R)



Définition

Soit A un couple d’espaces normés; ces espaces sont dits
compatibles si il existe un espace normé X pour lequel Aq et A; sont
des sous espaces vectoriels tels que

Ao‘—>X et Al‘—>X

Soit A un couple d’espaces normés compatibles; on note A(A)
’espace Ay N A; muni de la norme

lallacay = max([lall, ; lalla,)-
Et on note ¥ (A) l'espace Ag + A; muni de la norme

lalsay = inf{ laolls, + laulls, | (a0, a1) € Ao x A, o +a1=a }.



On note
@ N l'ensemble des espaces normés,

@ T:A~BsiA Be N etsiT:A— Bestune application linéaire
continue

@ N l’ensemble des couples d’espaces normés compatibles,
@ T:A~BsiA BeNetsiT:Y(A)—X(B)estuneapplication
linéaire telle que Tla, : Ax ~ By pour tout k € {0,1}.

Définition

SoientA, B ¢ \/; ’espace A € A est un espace intermédiaire de A si
ona
A(A)>A->X(A).

Les espaces A € N et B € N sont des espaces d’interpolation par
rapport a A et B respectivement si ce sont des espaces
intermédiaires de A et B respectivement et si de plus

T:A~B = T|g:A~B.




Définition

SoientA,B € \;siA,B € N sont des espaces d’interpolation par
rapport a A et B respectivement, alors ils sont dits exactement
d’exposant § si pourtout T: A~ B,ona

|

oo I 1A, 6,




Définition

Une fonction ¢ : Ry - R{ est une fonction de Boyd si elle est
continue, si (1) = 1, et si pour tout x e R, on a

S(x) < su o(xy)
Plx) = o o)

< +o00.

Exemple : les fonction
o R§ > RS : x> x°
Ry > Rg :x = x*([In(x)] +1)

aveca € R.Ona

%:T/}a-



Soit  une fonction de Boyd; on définit les indices inférieur et
supérieur de Boyd par les quantités

b(p) = lim %,
B(g)= fim MEX)

X — +00 |n()()

respectivement.

Soit ¢ une fonction de Boyd; on a
~00 < b(p) <b(p) < +oo.

Exemple : b(¢a) = B(wa) = O



Proposition

Si ¢ est une fonction de Boyd, alors pour tout € > 0 il existe Ry, Ry > 0
tels que

XPO+e ¢ o(x) < X2 six €]0,Ry[

xb(ep)—e o (x) < xP(P)+e iy €]Ry, +oo[




Définition
Soit ¢ une fonction de Boyd; le complémentaire de ¢ est la fonction

1
©. Ry >Ry ’XHXSD()—()-

La fonction ¢, est une fonction de Boyd et on a

b(p.) =1-Db(p) et b(e.)=1-b(p).

Définition
SoientA, B e \;siA, B € N sont des espaces d’interpolation par

rapport a A et B respectivement, alors ils sont dits exactement
d’exposant ¢ si pourtout 7T : A~ B,on a

ITlla8 <@ (1Tl a8 PCUT 4, 8,)




SoitAe N ;siae L(A)etsite RS, on définit la valeur

K(t,a) =inf{ |aol,, +t]ails | (d0,a1) € Ao xAr,a0+a1=a}.

Définition

Soient ¢ une fonction de Boyd, g € [1, +oo[ et soit A € A; on définit
l'espace K, ;(A) comme le plus grand sous espace de > (A) tel que
siae K, 4(A), alors

+oo (K(t,a) |7 dt\"?
o=\, (S0 ) T) <=

On muni lespace Ky, 4(A) de lanorme | - [k 4




Théoréeme

Soit ¢ une fonction de Boyd telle que 0 < b(y) < b(y) < 1 et soit
ge[l,+oo[;siA BeN, alors K, q4(A) et K, 4(B) sont des espaces
d’interpolation exactement d’exposant o par rapport a A et B
respectivement.

On définit 'espace K, o (A) comme le plus grand sous espace de
Y.(A) tel quesia € K « (A), alors

la] s p—K(t’a) <+
=Ssu o0
Ky,00 (A) 0 o(t)



Théoréme de réitération

Soient A € N un couple d’espaces de Banach, vy, @1, ¢ des fonctions
de Boyd dont les indices inférieurs et supérieurs sont strictement
compris entre Oet1etq,qo,q; € [1,+00];

sib(#) > 00ub(#) < 0avecd = 1 /¢y, alors, en posant

Y =(pob)-po0na

Ke.0(Kio,00(A): Koy 6, (A)) = Ky g (A).




Soit (X, A, 1) un espace mesuré et soit f : X — C une fonction
mesurable; on définit le réarrangement décroissant de f comme la
fonction

f ‘Rg—>RY :tinf{s>0|df(s) <t}

oud(s) = u({ x eX[|f(x)]>s}).

Définition

|

Soit (X, A, ;t) un espace mesuré; si ¢ est une fonction de Boyd telle
que 0 < b(p) <b(yp) < letsiqge[1,+o0],alors on définit ’espace
Lo q(X, A, 1) comme le 'espace des fonctions mesurables f : X - C
pour lesquelleson a

+00 dt 1/q
ey = ([ ®-FOFF) " <o

On muni cet espace de la quasi-norme | - [,y 4,

Onalp(R) =Ly,, p(R) pourtoutp > 1.



Théoréeme

Soit ¢ une fonction de Boyd telle que 0 < b(y) < b(y) < 1 et soit
ge[l,+o0];0na
Kgozq(Ll’ Loo) = L<P*:q

ou p* : t— t/p(t) et ou l’égalité signifie que les deux espaces
possédent les mémes éléments et des normes équivalentes.

.

Corollaire

Soient py, 1, @ des fonctions de Boyd dont les indices inférieurs et
supérieurs sont strictement compris entre 0 et 1 et soient

Go,q1,q € [1,+00];sib(0) > 00ub(8) < 0avech = ¢1/po, alors
poury) = pof(po 5)ona

Kw»q(L¢07q0’ L(phql) = L¢7q

A




Un mot sur les espaces métriques

Soit M un ensemble; une distance sur M est une application
dy: MxM-R"

qui vérifie

@ duy(x,y) = 0sietseulementsix =y,

@ dy(x,y) =dum(y,x) pourtoutx,y e M

@ dy (x,z) <dm(x,y) +dum (y,z) pour toutx,y,z € M.
Un espace métrique est un ensemble muni d’une distance.
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