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Introduction

L’intégrale de Riemann est une méthode simple qui, en analyse réelle, permet de définir 'intégrale
d’une fonction sur un intervalle. Cette intégrale peut étre interprétée comme l’aire sous la courbe
du graphe de la fonction. Le procédé utilisé pour définir I'intégrale de Riemann d’une fonction
f sur [a,b] consiste a approcher f par des fonctions en escalier, pour lesquelles la définition de
laire sous la courbe est aisée, en effectuant des subdivisions successives de 'intervalle [a, b]. Les
fonctions pour lesquelles cette définition a un sens sont dites Riemann-intégrables.

Néanmoins, cette théorie s’est avérée insuffisante pour les besoins de I'analyse et des probabilités.
D’une part, les fonctions Riemann-intégrables doivent vérifier des conditions de régularité qui
sont souvent trop restrictives. D’autre part, les techniques de calcul qui résultent de 'intégrale
de Riemann sont difficiles & appréhender et les théorémes de passage a la limite, par exemple,
sont compliqués a obtenir.

La théorie de Lebesgue permet d’élargir la classe des fonctions intégrables tout en disposant
de techniques de calcul plus faciles. L’idée générale consiste & définir l'intégrale de fonctions
simples, via une notion de mesure d’ensembles, ensuite d’étendre cette notion & toute fonction
“mesurable”.



Chapitre 1

Mesures

Afin de pouvoir définir U'intégrale de Lebesgue, il nous faut au préalable définir la notion de
longueur dans R, d’aire dans R?, de volume dans R3. Notre but est donc de préciser ce qui peut
étre considéré comme une “mesure” : on souhaite définir une mesure comme une fonction p qui
associe a un ensemble A un “poids” p(A) € [0, 4o0]. Il semble naturel d’imposer au minimum que
la mesure p soit additive : si A et B sont des ensembles disjoints, la mesure de AU B est égale a la
somme des mesures de A et B. De plus, pour la notion de volume dans R? par exemple, il semble
également raisonnable d’imposer 'invariance par translation et rotation du volume. Néanmoins,
il est en fait impossible de définir une telle application u. Heureusement, il est possible de trouver
une solution a ce probléme : au lieu de définir une mesure comme une fonction sur toutes les
parties d’un espace, on va la définir sur un sous-ensemble de parties, de maniére & ne pas prendre
en compte les ensembles posant probléme.

1.1 o-algébres

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble. Une collection A de sous-ensembles de X est une
o-algeébre (ou tribu) si

— X € A,

— pour tout A € A, on a A° € A,

— pour toute suite (A,)pen d’éléments de A, on a |,y An € A.
Dans ce cas, on dit que (X, .A) est un espace mesurable.

Evidemment, les propriétés (a) et (b) impliquent que () € A. Par conséquent, en prenant
Ap+1 = Apy2 = -+ = () dans (c), on obtient également que A est stable par unions finies.
Enfin, puisque (nnGN An)c = Unen 45, les propriétés (b) et (c) impliquent que pour toute
suite (Ay)n (éventuellement finie) d’éléments de A, on a (), A; € A. Enfin, si A, B € A, alors
A\B=ANB°c A

Remarque 1.1.2 Rappelons que si X est un ensemble, alors une collection A de sous-ensembles
de X est une algébre si

— X e A,

— pour tout A € A, on a A° € A,

— pour toute suite finie A1,..., Ay, n € Ng, d’éléments de A, ona Ay U---UA, € A.

Exemple 1.1.3
— La o-algebre triviale sur X est {0, X }.
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— La o-algebre discréte sur X est P(X).

— Si A C X, alors {0, A, A°, X} est une o-algebre.

— Si X est infini, la collection de tous les sous-ensembles A de X tels que A est dénom-
brable ou A° est dénombrable est une o-algébre. Par contre, la collection de tous les
sous-ensembles A de X tels que A est fini ou A€ est fini n’est pas une o-algébre (mais il
s’agit d’'une algebre).

— La collection de tous les sous-ensembles de R pouvant s’écrire comme une union finie
d’intervalles de la forme ]a, b], ]Ja, +oo[ ou | — 0o, b] n’est pas une o-algébre (en effet, les
intervalles ouverts ]a, b[ sont des unions dénombrables d’ensembles de A mais n’appar-
tiennent pas a A).

Au vu du dernier exemple, on pourrait s’intéresser aux o-algébres sur R contenant les intervalles
Ja, b]. De maniére plus générale, on considére une collection F de sous-ensembles de X : il existe
bien str une o-algébre contenant F (& savoir P(X)), et le résultat suivant permet de construire
la plus petite o-algébre contenant F.

Proposition 1.1.4 Toute intersection non-vide de o-algébres sur X est une o-algébre sur
X.

Démonstration : Soit C une collection non-vide de o-algébres sur X. Notons A I'intersection
de ces o-algébres :
— X € A puisque X appartient & toutes les o-algébres de C.
— Si A € A, alors A appartient a toutes les o-algébres de C. Toutes ces o-algébres contiennent
donc A€, ce qui implique que A° € A.
— Enfin, si (A,)nen est une suite d’éléments de A, alors | J,, .y A appartient a chaque o-
algébre de C, et donc & A.
|

Mentionnons néanmoins que l'union de o-algébres n’est pas nécessairement une o-algébre. Il suffit
par exemple de considérer les o-algebres {0, A, A°, X} et {0, B, B, X} pour A,B C X,A # B,
dont I'union donne la famille {(}, A, A°, B, B¢, X }.

Corollaire 1.1.5 Si F C P(X), il existe une plus petite (au sens de I'inclusion) o-algébre
sur X qui contient F. On 'appelle la o-algébre engendrée par F et on la note o(F).

Démonstration : Soit C la collection non-vide de toutes les g-algébres sur X contenant F.
Par la proposition précédente, I'intersection o(F) de toutes les o-algébres de C est une o-algebre.
Bien siir, o(F) contient F. De plus, si A est une o-algébre sur X qui contient F, alors A € C et
o(F) C A [

Nous allons & présent utiliser le corollaire précédent pour construire une famille importante de
o-algébres.

Définition 1.1.6 Soit (X,7) un espace topologique. La o-algébre de Borel B(X,T) de
(X, T) est la o-algebre engendrée par 7. Un ensemble de B(X,T) est appelé un ensemble
borélien.

En particulier, les fermés de (X,7) sont des ensembles boréliens. De plus, les unions dénom-
brables d’ensembles fermés sont des boréliens : on les appelle les ensembles F,, (F pour “Fermé”
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et o pour le mot allemand “Summe”). De méme, les intersections dénombrables d’ensembles ou-
verts de (X, T) sont des boréliens : on dit que ce sont des ensembles G5 (G pour le mot allemand
“Gebiet” et 0 pour “Durchschnitt”).

Définition 1.1.7 Soit d > 1. Si T est la topologie euclidienne sur R, on pose
B = B(RY, T).

Les éléments de B? sont appelés les ensembles boréliens de RY.

Sid=1, la o-algébre de Borel de R sera simplement notée B.

Proposition 1.1.8 La c-algébre de Borel B sur R est engendrée par chacune de ces collec-
tions d’ensembles :

1. la collection de tous les ensembles fermés de R,

2. la collection de tous les intervalles de R de la forme | — oo, b],

3. la collection de tous les intervalles de R de la forme |a, b].

Démonstration : Soient By, Bs et B les o-algébres générées par les collections des items 1, 2
et 3 respectivement. On va montrer que

B3 C By C B CBC Bs,

d’otu I’égalité entre toutes ces o-algébres. Pour la premiére inclusion Bs C By, il suffit de remarquer
que
la,b] =] — 00,b]N] — o0, al’.

Comme un ensemble de la forme | — 0o,b] est un fermé, on a By C B;. Bien sir, puisque B
contient les ensembles ouverts de R, il contient aussi les ensembles fermés, donc B; C B. Pour
conclure, il reste & montrer que tout ensemble ouvert U de R appartient & Bs. Puisque Q est
dense dans R, on a

U= |J &

a,beQ,]a,b]CU
et donc U € Bs. [ ]

Ce résultat s’étend aisément au cas d’une dimension supérieure.

Proposition 1.1.9 La o-algébre de Borel B® sur R% est engendrée par chacune de ces
collections d’ensembles :

1. la collection de tous les ensembles fermés de R,

2. la collection de tous les demi-espaces de R? de la forme szl] — 00, by,

3. la collection de tous les rectangles semi-ouverts de R? de lIa forme []¢_, Jag, bx)-

Les applications qui vont particuliérement nous intéresser lorsque nous introduirons la notion
d’intégrale sont celles qui sont & valeurs dans R ou R = [—o00, +-oc]. Pour cela, rappelons que la
topologie de R est la topologie dont une base d’ouverts est donnée par les intervalles de la forme
la, +o0], [—00,b[ et ]a, b] ou a,b € R. On ajoute donc aux ouverts de R les voisinages de +oo. En
particulier, la topologie induite par R sur R est la topologie euclidienne de R.
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Lemme 1.1.10 On a BR) = {BUC: B€B,C C {00, +00}}.

Démonstration : Notons A= {BUC : B€B,C C {—o00,+00}}. Il est facile de vérifier que
A est une o-algébre. Soit B U C' un élément de A. Comme les ouverts de R sont des ouverts de
R, B est également un élément de B(R). De plus, puisque

{00} = () [=o0,—n[, {+oo}= [ In,+od],

neNy nENp

I'ensemble BUC appartient bien & la o-algébre B(R). On en tire que A C B(R). Réciproquement,
si w C R est ouvert, alors on peut écrire

w= (wNR) U ({—00,+00} Nw)

ot w NR est un ouvert de R. Donc w est bien un élément de A. Par conséquent, B(R) C A. =

Proposition 1.1.11 La o-algébre de Borel B(R) est engendrée par les chacune de ces col-
lections d’ensembles :

1. la collection de tous les ensembles de la forme

7

7 [

[—o0
2. la collection de tous les ensembles de la forme [—oo
3. la collection de tous les ensembles de la forme [a, +o0],
Ja, +

4. la collection de tous les ensembles de la forme |a, +oc].

Démonstration : Il suffit de démontrer les deux premiers points, les deux suivants s’obtiennent
par passage au complémentaire. Notons B et Bo les o-algébres engendrées par les collections
données en 1 et 2 respectivement. On va montrer que B C By C B(R) C B;. Puisque les
ensembles [—o0, b[ sont ouverts dans R, on a By C B(R). De plus, puisque

[—o0,b] = [ [~00,b+1/n[€ By,
n€eNp

on a By C By. Il reste & montrer que B(R) C By. Par le Lemme [1.1.10] on sait que tout élément
de B(R) a la forme B UC ou B est un borélien de R et C' C {—o00,+0o0}. On a

{~o0} = () [-o0,—n] et {Hoo} = [ ]n,+oc] = () [-o0, ],

neNg neNg neNp

donc C' € By. On en tire que
] —00,b] = [-00,b] \ {—o0} € By
et donc B C B; par la Proposition [1.1.8] Ainsi, B € By et BUC € B;. [ ]

1.2 Mesures

Introduisons & présent la notion de mesure, qui sera 1’élément central de ce cours.
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Définition 1.2.1 Soit (X,.A) un espace mesurable. Une application
A — 0, +00]

est une mesure sur (X, A) si

— w(®) =0,

— p est o-additif : si (Ap)nen est une suite d’ensembles de A deux a deux disjoints,

alors
K <I\J44n> ::jzzli@4n)

neN neN
On dit que le triplet (X, A, p) est un espace mesuré ou espace de mesure.

Bien sir, la o-additivité de p implique que p est également finiment additive, c’est-a-dire
(AU - UAp) = p(Ar) + -+ + p(An)
pour tous n € Ng et Ay,..., A, € A deux & deux disjoints.

Exemple 1.2.2 Soit (X,.A) un espace mesurable.
— Pour tout A € A, on pose

(4) = #A  si A est un ensemble fini
K | +oo si A est un ensemble infini.

Alors 1 est une mesure, appelée mesure de comptage.
— Si X est non-vide, on considére x € X. Pour tout A € A, on pose

596(14):{ 1 size A

0 sinon.

Alors d, est une mesure, appelée mesure de Dirac en x.

— Si p est une mesure telle que u(X) = 1, on parle de mesure de probabilité. Le trilplet
(X, A, 1) est alors appelé un espace probabilisé, X est I'univers et les éléments de A les
événements.

— Si X =R et A =B, nous construirons une mesure £ qui assigne & tout intervalle de R sa
longueur. Cette mesure est appelée la mesure de Lebesgue.

Présentons a présent les propriétés principales des mesures.

Proposition 1.2.3 Soit (X, A, ) un espace mesuré. Considérons A, B € A et (A,)nen une
suite d’éléments de A.

1. Monotonie : si A C B, alors u(A) < p(B). Si de plus A C B et pu(A) < 400, alors on a
u(B\ A) = u(B) — p(A).
2. Sous-additivité dénombrable : on a

p (U An> <Y u(An).

neN neN
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3. Continuité a gauche : si la suite (Ay)nen est croissante, alors

M (U An) = lim p(Ay).
neN
4. Continuité a droite : si la suite (Ap)nen est décroissante et s’il existe ng € N pour lequel

p(Apy) < 400, alors
Z (ﬂ An> = ol #An)

neN

Démonstration : 1. Puisque les ensembles A et B\ A sont disjoints et puisque B = AUB\ A4,
on a

1(B) = u(A) + u(B\ A) = u(A).

Si p(A) < 400, alors cela entraine aussi que
W(B\ A) = ju(B) - u(A).

2. Posons By = Ag et pour tout n > 1, B, = A, \ U?:_ol A;j. Alors chaque B,, appartient & A et
B, C A,. De plus, ces ensembles B,, sont deux & deux disjoints et donc

(Ua)=r(U) =Sz < T,

neN neN neN neN

3. Soit A = (J,,cry An. Posons également By = Ag et pour tout n > 1, B, = A, \ Ap_1. Les
ensembles construits appartiennent a A et sont deux & deux disjoints. De plus, pour tout n € N,

onaA,=BiU---UB, et doncAzUJeNB On en tire que

n

+o0
=Y u(Bj) et p(A)=>_ B
=0

j=0
d’out

4. On peut supposer que ng = 0. Pour tout n € N, posons B, = A; \ 4,. Les éléments ainsi
construits appartiennent a A et la suite (Ay)nen est croissante. Vu le point 3, on a

f (U Bn> = lim p(B,) = p(A1) — lim p(4,).

n—-+o0o n—-400
neN

D’autre part, on a

H(Um)=n(ann ) s s a)

et la conclusion s’ensuit. ]
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Remarque 1.2.4 Notons que I'hypothése p(Ay,) < +0o présente dans le point 4 ne peut pas
étre enlevée. En effet, considérons 'espace mesuré (N, P(N), 1), ot v est la mesure de comptage
sur N. Pour tout n € N, on pose 4,, = {m € N: m > n}. Alors, d’une part, on a pu(A,) = 400
pour tout n € N. D’autre part, puisque (,,cy An =0, on a p (ﬂneN An) =0.

Proposition 1.2.5 (Lemme de Borel-Cantelli) Soit (X,.A, 1) un espace mesuré et une
suite (Ap)nen d’éléments de A. Si

> u(An) < +oo,

neN

alors

n—-+oo

n <lim sup An> =0,

ou limsup,, ., ., A, = ﬂneN Uan Ag.

Démonstration : Pour tout n € N, on pose B, = J;,, Ak. Alors (By)nen est une suite
décroissante d’élements de A. De plus

pu(Bo) <Y u(An) < 400
neN

et la continuité a droite de la mesure p donne
li A, | = B, | =1l By < i Ar) = 0.
p <gi1£ n> p (QN n> im p(By) < nﬂl@og“( k)

Ce résultat est un outil de base de la théorie des probabilités. Dans ce contexte, il se lit de
la maniére suivante : si la série des probabilités d’une suite d’événements converge, alors la
probabilité qu’une infinité d’entre eux se réalise simultanément est nulle.

1.3 Classes de Dynkin et unicité

Les classes de Dynkin fournissent un outil efficace pour tester ’égalité de mesure.

Définition 1.3.1 Soit X un ensemble. Une collection D de parties de X est une classe de
Dynkin si

— X €D,

— pour tout A € D, on a A° € D,

— pour toute suite (Ay)nen d’éléments de D deux a deux disjoints, on a (J,,cy An € D.

Comme dans le cas de g-algébres, il est aisé de vérifier que 'intersection de classes de Dynkin est
encore une classe de Dynkin. On peut donc définir la plus petite classe de Dynkin qui contient
une collection F de sous-ensembles de X, définie par I'intersection de toutes les classes de Dynkin
qui contiennent F.
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Définition 1.3.2 Si F C P(X), il existe une plus petite (au sens de U'inclusion) classe de
Dynkin sur X qui contient F. On l'appelle la classe de Dynkin engendrée par F et on la
note A\(F).

Bien siir, toute g-algebre est une classe de Dynkin. Réciproquement, on a le résultat suivant.

Proposition 1.3.3 Toute classe de Dynkin stable par intersection finie est une o-algébre.

Démonstration : Soit D une classe de Dynkin sur un ensemble X stable par intersection finie.
Si (Ap)nen est une suite de D, alors en posant

n n
By=Ag et Bpii=Ani1\ U Aj=Api1 N ﬂ A5,
=0 j=0

on obtient une suite (By)nen d’éléments de D deux a deux disjoints dont l'union est égale a

Unen An- Par conséquent,
U A4n=JBneD,
neN neN

ce qui suffit. [

Proposition 1.3.4 Si F C P(X) est stable par intersection finie, alors A(F) = o(F).

Démonstration : Comme toute o-algébre est une classe de Dynkin, on a A(F) C o(F).
Montrons I'autre inclusion. Pour cela, il suffit de montrer que A(F) est stable par intersection
finie : ce sera alors une o-algébre qui contient F, donc aussi o(F). Pour tout B € A(F), on pose

Dp={AcXF):ANB e XF)}.
11 est clair que Dg contient X et est stable par union disjointe. De plus, si A € Dp, on a

A°NB=(ANB)NB = ((ANB)UB)" € A(F).

Si B € F, alors F C Dp puisque F est stable par intersection finie. Ainsi, A(F) C Dp. Par
conséquent, si A € A\(F) et si B € F, alors AN B € A\(F), c’est-a-dire B € D4. On en tire que
pour tout A € \(F), F C Dy, d’ott A(F) € Dy. Au final, on a donc que pour tous 4, B € A(F),
AN B e \F), d’ou la conclusion. [ |

Les classes de Dynkin permettent d’obtenir des résultats d’unicité des mesures.

Lemme 1.3.5 (de la classe monotone) Soit (X,.A) un espace mesurable et soit F une
collection d’ensembles de X stable par intersection finie telle que o(F) = A. Si p1 et pg sont
deux mesures finies sur A qui sont égales sur F, alors ji1 = jia.

Démonstration : Soit D = {A € A: pui1(A) = ua(A)}. Il est facile de vérifier que D est une
classe de Dynkin. De plus, F est stable par intersection finie par hypothése. Par la Proposition
1.3.4] on trouve donc que A = o(F) C D, d’ou la conclusion. ]
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Définition 1.3.6 Soit (X,.A, 1) un espace mesuré et C C A. On dit que la mesure u est
o-finie sur C s’il existe une suite croissante (A4, ),en d’ensembles de C telle que

X:UAn et u(A,) <+oo VneN.
neN

Si C = A, on dit simplement que p est o-finie. On dira également que ’espace mesuré

(X, A, p) est o-fini.

Remarquons qu’un espace est o-fini si et seulement si on peut trouver une suite (X, ),en d’en-
sembles deux & deux disjoints de A tels que X = |J, ey Xn et u(X,) < +00. En effet, il suffit de
poser X;, = A \ Uyep Am-

Proposition 1.3.7 Soit (X, A) un espace mesurable et soit F une collection d’ensembles
de X stable par intersection finie telle que o(F) = A. Si 1 et pg sont deux mesures o-finies
sur F qui sont égales sur F, alors py = po.

Démonstration : Par hypothése, nous pouvons considérer une suite croissante (A, )nen d’en-
sembles de F telle que X = |J, oy An et p1(A,) < 400 pour tout n € N. Pour tout n € N et
tout A € A, on pose p1n(A) = pi1(ANA,) et pon(A) = pa(ANAy). Par le Lemme on sait
que pi1., = 2., pour tout n € N. Puisque

pr(A) = lim pyp(A) = lim pgn(A) = p2(A),

n—4o00o n——400

on obtient la conclusion. ]

1.4 Mesures extérieures

Le but de cette section est de développer un outil classique pour la construction de mesures.
Nous 'appliquerons dans la section suivante pour construire la mesure de Lebesgue.

Définition 1.4.1 Soit X un ensemble. Une application
p o P(X) = [0, +00]

est une mesure extérieure sur X si
— pr(0) =0,
— ¥ est monotone : si A C B, alors p*(A4) < p*(B),
— p* est dénombrablement sous-additif : si (A;,)nen est une suite de sous-ensembles de

I <U An> <> (An).

neN neN

X, alors

Exemple 1.4.2 Soit X un ensemble.
— On pose p*(A) =1s1 A# et p*(0) =0. Alors p* est une mesure extérieure.
— On pose p*(A) = 0 si A est dénombrable et p*(A) = 1 si A est non-dénombrable. Alors
w* est une mesure extérieure.
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— On pose p*(A) =0 si A est fini et p*(A) =1 si A est infini. Si X est infini, ©* n’est pas
une mesure extérieure.

La mesure extérieure qui va principalement nous intéresser est la mesure extérieure de Lebesgue.
Nous la définirons dans la section suivante. Introduisons maintenant une classe d’ensembles
importants pour les mesures extérieures.

Définition 1.4.3 Soient X un ensemble et p* une mesure extérieure sur X. Un ensemble
M C X est u*-mesurable si

W (A) = (AN M) + (AN M)

pour tout A C X. On note M la collection des ensembles p*-mesurables de X.

Par conséquent, un ensemble p*-mesurable décompose chaque sous-ensemble de X en deux par-
ties sur lesquelles la mesure extérieure est additive.

Remarque 1.4.4 Puisque p* est une mesure extérieure, on a toujours
p(A) < p (AN M)+ p" (AN M).

Ainsi, pour montrer que M est p*-mesurable, il suffit de montrer que pour tout A C X, on a
p(A) = p (AN M)+ p" (AN M).

De plus, il suffit évidemment de le vérifier pour les sous-ensembles A tels que p*(A) < +oo.

Proposition 1.4.5 Soient X un ensemble, u* une mesure extérieure sur X et M C X.
1. Si M est p*-mesurable, alors M€ est p*-mesurable.
2. Sip*(M) =0 ou p*(M€) =0, alors M est u*-mesurable.

3. Les ensembles X et () sont u*-mesurables.

Démonstration : Le premier point se déduit directement de la Définition Pour le
deuxiéme point, supposons que p*(M) = 0 ou p*(M¢) = 0. La Remarque implique qu’il
suffit de montrer que

p(A) = p (AN M) + p (AN M°)

pour tout A C X. Par monotonie de p*, on sait qu'un des termes du membre de droite est nul,
et que l'autre vaut au plus p*(A). D’ou la conclusion. Le troisiéme point est une conséquence
directe du deuxiéme. ]

Proposition 1.4.6 Soient X un ensemble, y* une mesure extérieure sur X et M C X.
Alors M est p*-mesurable si et seulement si

p (AU B) = p*(A) + 1" (B)

pour tous A C M et B C M¢€.
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Démonstration : = : Soient A C M et B C M¢€. Alors
p(AUB) = ((AUB)NM) + p*((AUB) N M) = p*(A) + p*(B).

< : Soit C C X. En considérant les ensembles A = CNM et B = CNM?¢, on obtient directement
que
§H(C) = @ (CN M) + 5 (C 0 MO,

Proposition 1.4.7 Soient X un ensemble et y* une mesure extérieure sur X. Si M et N
sont des ensembles p*-mesurables, alors M \ N est p*-mesurable.

Démonstration : Considérons A C M\ N et B C (M \ N)* = MU N. Comme N est
w*-mesurable; on a

1 (A) + 1 (B) = p*(A) + u*(B O N) + (B 1 N°).
De plus, puisque M est p*-mesurable et puisque A C M et BN N¢ C M€, il vient
p*(A) +p*(B) = p*(BNN)+p*(AU(BNNY)).
Enfin, comme N est p*-mesurable et puisque BN N C N et AU (BN N¢) C N¢ on obtient
W*(A) + 1*(B) = w* (BN N)U AU (BN N)) = p*(AU B),
d’ott la conclusion. [ |

Montrons a présent que M« est stable par union dénombrable d’ensembles disjoints.

Proposition 1.4.8 Soient X un ensemble et ;1* une mesure extérieure sur X . Si (M) nen est
une suite d’ensembles p*-mesurables deux a deux disjoints, alors | J,,cyy My est p*-mesurable
et

pA) =D (AN M)+t (Aﬁ N Mﬁ)

neN neN
pour tout A C X.

Démonstration : Pour tout n € N, on pose A,, = |J,.<,, M}. Montrons par récurrence que A,
est pu*-mesurable et que

i (4) = S prAn M)+t | An () Mg
k<n k<n

pour tout A C X. Le cas de base est clair car Ag = My est p*-mesurable. Supposons & présent
le résultat vérifié pour tout m < n et montrons-le pour n 4+ 1. Soit A C X. On a

pr(A) = p (AN Mp) 4+ p (AN M)
= (AN Mpgr) + p (AN ME N Ap) + p (AN My NAY)
= (AN M) +p (AN Mg N Ap) + p (AN A7)
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puisque M, 11 et A, sont mesurables et puisque A, 11 = M,4+1 U A,,. Comme A,, et M, sont
des ensembles disjoints, on a A, C M, et il vient

H(A) = W (AN M) + i (AN Ay) + (AN AS).

En appliquant ’hypothése de récurrence avec AN A,, il vient

pHANA) = ) p(AnA 0 M) +p | AnAnn () M

k<n k<n

= > (AN M)

k<n

puisque A, N My = My, et ﬂkgn M = Aj,. On obtient donc

WA) = p(AN M) + 30 i (AN M) + 1 (AN AS,)

k<n
= Y prANM)+pr AN () M|,
k<n+1 k<n+1

d’ou la formule souhaitée. Montrons & présent que A, est p*-mesurable. On a

pH(A) = Z w (AN M) +p (AN A5 L)
k<n+1
> p (AN Apyr) +p" (AN AL L)

en utilisant la sous-additivité dénombrable de u*.

Pour conclure dans le cas infini, remarquons que A, C (J,cny Mk On en tire que (o My C A5,
et donc par monotonie

prA) = > (AN M) + (Aﬂ N ME) :

k<n keN

Puisque cette relation est vraie pour tout n € N, on en tire que

w4 > 3 AN M) + (Am N Mﬁ)
keN keN
(&
> (Am U Mk> + p* (Am (U Mk> )
keN keN
par sous-additivité dénombrable de p*. Ceci montre que J; oy My est p*-mesurable. [ |

Le théoréme suivant permet de construire une mesure a partir d’'une mesure extérieure.
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Théoréme 1.4.9 Soient X un ensemble et p* une mesure extérieure sur X.
1. La collection M~ des ensembles ;1*-mesurables est une o-algébre.

2. La restriction de pi* & M« est une mesure sur (X, M,+). On la note p.

Démonstration : 1. Par la Proposition m, il suffit de montrer que si (M, ),en est une suite
d’ensembles p*-mesurables, alors |J, oy Mp est p*-mesurable. On définit de proche en proche
Ao = My et A, = My, \ U;le Aj pour tout n > 1. Ces ensembles sont deux & deux disjoints et
sont p*-mesurables par les Propositions et [.4.8 On conclut en remarquant que

Ja=U M,
neN neN

et en utilisant la Proposition [1.4.8

2. Si (My,)nen est une suite d’ensembles p*-mesurables deux a deux disjoints, la Proposition m
donne

p* <U Mk> => (U MkﬂMn> + p (U M0 () M,j) = > (M)
keN neN keN keN keN keN

d’ou la conclusion. n

Le probléme de cette construction est qu’en général, on ne sait pas quels sont les ensembles
w*-mesurables. Le résultat suivant permet de garantir que les boréliens (au moins) sont p*-
mesurables.

Proposition 1.4.10 Soient (X, d) un espace métrique et p* une mesure extérieure sur X .
Si pour tous A, B C X tels que d(A,B) > 0 on a p*(AU B) = u*(A) + u*(B), alors les
boréliens de X sont p*-mesurables.

Démonstration : Nous allons montrer que tout fermé de (X, d) est p*-mesurable. Comme ces
ensembles engendrent la o-algébre de Borel B(X) et puisque la collection M« des ensembles
p*-mesurables est une o-algebre, on en déduira que B(X) C M.

Soit F' un sous-ensemble fermé de X et A C X. Montrons que
i) = (AN F) + p*(AN Fo).

Bien siir, on peut supposer que p*(A) < +o0o et que ANF # 0, AN F¢ # (). Pour tout k € Ny,
on considére I’ensemble fermé

1
Fk:{meX:d(m,F)gk}.

On a
d(ANF,ANF{) >1/k >0

et (ANF)U (AN FY) C A. Par hypothése et par monotonie de p*, on en tire que

p(A) 2w ((ANF)U (AN F)) = p" (AN F) + p" (AN F).



CHAPITRE 1. MESURES 17

Pour conclure, il suffit donc de montrer que

lim p*(ANFL) > p*(ANFe).

k—+o0

Pour cela, on considére pour tout k£ € Ny, ’ensemble

| =

1
B, =A X:— )<
8 ﬂ{xe k+1<d(x ) <

i

Alors
ANF¢ = (ANFf)U UB

puisque x € F° si et seulement si d(z, F') > 0. Par sous-additivité dénombrable de p*, il vient

+00
pHANFS) < (ANFE) + Y 5 (By)
=k

Pour conclure, il suffit & présent de montrer que la série de terme principal p*(B;) converge.
Remarquons que si j # k, alors d(Bgyj, Bai) > 0 et par hypothése, on obtient

K K
> (Ba) = <U B2k> < pr(A).
k=1 k=1

De méme,

Z“ (Bak—1) (U 2% 1> < p*(A)

=1

et on en tire donc que
Z W (Bj) < 2u%(A),
d’ot la conclusion. ]

1.5 Mesure de Lebesgue

Nous allons définir la mesure de Lebesgue a partir des intervalles compacts (i.e. des rectangles
fermés) de R?

d
= []lox: be],  ax < b
k=1

et de leur volume

Vol(I) = [ ] (b — aw).
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Définition 1.5.1 Si A C R, on note C4 la collection de toutes les suites (I,)nen d’inter-
valles compacts de R? tels que A C Unen In- La mesure extérieure de Lebesgue est définie
par

L5(A) = inf {Z Vol(I,,) = (In)nen € CA} :

neN

Remarque 1.5.2 Lorsque le contexte est clair, on écrira £* a la place de L.

Proposition 1.5.3 La mesure extérieure de Lebesgue L7, est une mesure extérieure sur R

Démonstration : Pour tout ¢ > 0, soit I. un intervalle compact de R¢ de volume plus petit
que €. Puisque ) C I, on a £}(0) < e. Comme ¢ > 0 est arbitraire, on en tire que £}(0) = 0.

Si A C B et si (In)nen € Cp, alors (Ip)nen € Ca d’ot L(A) < L(B).

Enfin, soit (A, )nen une suite d’ensembles de R4, Montrons que

Iy (U An> <Y Li(An).
neN neN

Si ) enLy(An) = 400, il 0y a rien a démontrer. Sinon, soit £ > 0 et pour tout n € N, soit

(Inj)jen € Ca, tel que 6

> Vol(In;) < Li(An) + ST

JEN
Alors Upeny An € Unen Ujen In,j, dott

A

.c;;(U An) < >0 Vol(Iny)
neN neN jeN

. 1
< D LA +e) oo
neN neN
= > Li(An) +e.
neN
Puisque € > 0 est arbitraire, on obtient la conclusion. |

Proposition 1.5.4 Pour tout intervalle compact I C R?, £5(I) = Vol(I).

Démonstration : Puisque I € Cr, on a £3(I) < Vol(I). Soit € > 0. Considérons une suite
(In)nen € Cr telle que

S Vol(L) < £5(1) +e.

neN
Pour chaque n € N, on choisit un intervalle J,, tel que I, C J; et Vol(J,) < Vol(I,) + st
Alors I C |J,,cn /5 et comme I est compact, il existe N € N tel que I C |J,«n J € U<y Jn-
On obtient alors

N N
Vol(1) < 3" Vol(J) < 37 (Vol(Z,) + %) < L5(I) + 2.
n=0 n=0
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Comme € > 0 est arbitraire, on obtient la conclusion. [

Proposition 1.5.5 Les boréliens de R? sont L} -mesurables.

Démonstration : Par la Proposition [1.4.10] il suffit de montrer que pour tous A, B C R? tels
que d(A,B) >0, on a
LH(AUB) > L3(A) + L3(B).

On peut supposer que L3(AU B) < +00. Fixons € > 0 et considérons (I,,)neny € Caup tel que
Y Vol(I,) < Ly(AUB) +¢
neN

Quitte a subdiviser les intervalles trop grands, on peut supposer que diam(7l,) < d(A, B) p
tout n € N. Alors, la suite (I,),en peut étre décomposée en deux sous-suites (I, )nen et (I nen
telles que AN =0 et BN I/, =0 pour tout n € N. On en tire que

L7(A)+L7(B) <Y Vol(I;) + Y _Vol(I}) = Y Vol(I,) < Li(AUB) + ¢
neN neN neN
On obtient la conclusion puisque € > 0 est arbitraire. [ |

Définition 1.5.6 La restriction de £} aux ensembles Lj-mesurables est appelée la me-
sure de Lebesgue. On la note L4 ou L. Les ensembles L£)-mesurables sont appelés Lebesgue-
mesurables.

La restriction de £} aux ensembles boréliens de R? est également appelée la mesure de Lebesgue
et notée L4 ou L.

Remarque 1.5.7 La mesure de Lebesgue assigne a tout intervalle son volume (méme s'il n’est
pas compact). En effet, puisque £ est une mesure, on a

L(Ja,b) =L U [a+1/n,b—1/n] :nEI—iI—looﬁ([a+ 1/n,b—1/n]) =b—a.
neNy

Un raisonnement similaire peut s’appliquer dans R¢.

Signalons qu’il existe des sous-ensembles de R% qui ne sont pas Lebesgue-mesurables. Il existe
également des ensembles Lebesgue-mesurables qui ne sont pas des boréliens. Cela sera illustré
lors des séances d’exercices.

Présentons a présent quelques propriétés de la mesure de Lebesgue.

Proposition 1.5.8 Soit A C R¢ un ensemble Lebesgue-mesurable. Alors
1. L4y(A) =inf {L4(U): ACU et U est ouvert},
2. Lq(A) =sup {Lq4(K): K C A et K est compact}.
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Démonstration : 1. Par monotonie, il suffit de montrer que
L4(A) > inf {ﬁd(U) :ACUetU est ouvert}.

On peut supposer que L4(A) < +oo. Pour € > 0, on considére (I,),ecn une suite d’intervalles

ouverts tels que A C U = {J,eny In et

> Vol(I,) < La(A) +&.
neN

Alors
Ly(U) < Vol(I,) < La(A) +¢,
neN

d’ott la premiére assertion puisque U est ouvert.

2. Par monotonie, il suffit de montrer que L£4(A) < sup {Lq4(K) : K C A et K est compact }
et on peut supposer que L4(A) > 0. Nous allons distinguer deux cas. Premiérement, supposons
que A est borné. Soit C' un compact contenant A et ¢ > 0. Considérons une suite d’intervalles
ouverts (In)nen telle que C\ A CU = ey In €t

Ly(U) <> Vol(I,) < La(C\ A) +e.
neN

Le compact K = C'\ U est inclus dans A. De plus, C C K UU et donc
L4(C) < La(K) + La(U).
On en tire que

La(A) = La(C) — Lo(C\ A) < La(K) + La(U) — Lo(C\ A) < La(E) + .

Deuxiémement, on suppose que A n’est pas borné. Soit ¢ > 0 tel que L4(A) > ¢. On va construire
un compact K inclus dans A tel que L4(K) > c. Pour tout n € N, posons

Ap={z € A: |z <n}.

La suite (A, )nen est croissante et ses éléments sont bornés et Lebesgue-mesurables. De plus,
Unen An = A. La continuité a gauche de la mesure de Lebesgue implique que

La(A) = Lim La(Ay).

n—-+00

Soit ng > 0 tel que L4(Ap,) > c. Le premier cas de la preuve fournit un compact K C A,, C A
tel que L4(K) > ¢, d’oi la conclusion puisque ¢ < L4(A) est arbitraire. ]

La proposition suivante donne un premier résultat d’unicité. Commengons pour cela par intro-
duire quelques notions. On s’intéresse a des intervalles particuliers de R?, appelés semi-cubes
dyadiques. Ces cubes ont la forme

ki Ritl, Fa ki1
{(xl”“"xd)ERd: =@ < z—; VZE{L...,d}}:[l Lt [x

207 2

M ka ka+1
27 2 217 2i
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pour j € N et k € Z¢. L'entier j est appelé 1'échelle du semi-cube dyadique. Pour tout j fixé,
les semi-cubes dyadiques d’échelle j forment une partition de R%. De plus, remarquons que tout
ouvert de R? est une union de semi-cubes dyadiques disjoints. En effet, soit U un ensemble ouvert
de R?. La famille F de cubes dyadiques qui recouvre U peut étre construite comme suit : on
commence par l’ensemble vide et a ’étape j, on ajoute les semi-cubes dyadiques d’échelle j qui
sont inclus dans U et qui ne sont inclus dans aucun semi-cube déja sélectionné. Par construction,
on a

Uccw

CeF
De plus, si z € U et si Cj(x) est le semi-cube dyadique d’échelle j qui contient z, alors C;(z) C U
pour j suffisamment grand puisque U est ouvert. D’ol1 la deuxiéme inclusion.

Proposition 1.5.9 La mesure de Lebesgue est I'unique mesure définie sur (R% B?) qui
associe a chaque semi-cube dyadique son volume.

Démonstration : Par la Proposition la mesure de Lebesgue associe bien & chaque semi-
cube dyadique son volume. Soit 1 une mesure définie sur (R, BY) qui satisfait la méme propriéteé.
Supposons que U C R? est ouvert. Alors

U={JCn

neN
ou les C,, sont des semi-cubes dyadiques disjoints. Par hypothése, on a

u(U) =D, p(Cn) = Y Vol(Cy) = La(U).

neN neN

Par conséquent, la mesure u coincide avec la mesure de Lebesgue sur les ouverts de R%. Soit a
présent un ensemble borélien A de R?. Par ce qui précéde et en utilisant la Proposition on
a

u(A) <inf {Ly(U) : ACU et U est ouvert} = Ly(A).

Si A est borné et si V est un ensemble borné ouvert contenant A, alors on obtient
u(V) = p(A) + p(V\ A) < La(A) + La(V\ A) = La(V) = p(V).
Puisque p(A) < Lyg(A) et p(V'\ A) < L4(V \ A), on en tire que pu(A) = L4(A).
Si A n’est pas borné, on peut I’écrire comme une union disjointe d’ensembles bornés
Ap={zecA:n<|z| <n+1}

et obtenir

w(A) = 3 u(An) = 37 La(An) = La(A)
neN neN
par le cas précédent. [ |

Présentons un deuxiéme résultat d’unicité de la mesure de Lebesgue. Pour tout A C R et tout
z € R?, on note
A+zx= {a—i—x :aeA}

le translaté de A. Remarquons que la g-algébre de Borel est stable par translation.
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Proposition 1.5.10 Si y est une mesure définie sur (R%, B?) qui est invariante par trans-
lation et telle que ([0, 1[%) < 400, alors u est proportionnelle a L.

Démonstration : Commencons par remarquer que pour tout ensemble borélien A C R et
tout z € R%, on a
Li(A+x) = Ly(A).

Supposons & présent que p est une mesure définie sur (Rd, Bd) qui est invariante par translation

et telle que ¢ = p([0,1[%) < +oc. Considérons la mesure v définie sur (RY,BY) par v = £.

Remarquons que [0, 1[d est I'union disjointe de 2% semi-cubes dyadiques d’échelle j. Comme v
est invariante par translation et v([0,1[%) = 1, on obtient
1= (0, 11%) = 2%u(D)
ou D est n’importe quel semi-cube dyadique d’échelle j. Par conséquent,
v(D)=2"%

et donc v associe & chaque semi-cube dyadique son volume. Par la Proposition[I.5.9) on a v = L.
|

1.6 Complétion de mesures

Dans cette section, nous introduisons la notion de mesure compléte et montrons le lien qui
existe entre la mesure de Lebesgue définie sur les boréliens et celle définie sur les ensembles
L*-mesurables.

Définition 1.6.1 Soit (X, A, ) un espace mesuré. Un sous-ensemble N de X est p-négligeable
8’1l existe un ensemble A € A tel que N C A et u(A) =0.

Si le contexte est clair, on parle d’ensemble négligeable, sans faire référence a la mesure p.

Définition 1.6.2 Soit (X, A, 1) un espace mesuré. La mesure p est dite compléte si tout
ensemble p-négligeable est un élément de A.

Ainsi, une mesure p est compléte si pour tout A € A
w(A)=0,NC A= N € A.

Un exemple de mesure compléte est une mesure définie & partir d’'une mesure extérieure : en
effet, on sait par la Proposition que tout ensemble dont la mesure extérieure est nulle est
mesurable. Cependant, toutes les mesures ne sont pas complétes. Par exemple, la mesure de
Lebesgue définie sur les ensembles boréliens ne ’est pas. Néanmoins, on peut toujours étendre
une mesure en une mesure compléte. Pour cela, il faut commencer par élargir la o-algébre A sur
laquelle la mesure p est définie.

Définition 1.6.3 Soit (X, A, 1) un espace mesuré. La complétion de A est la collection A,
des sous-ensembles A de X pour lesquels il existe des sous-ensembles E, F' de A tels que

ECACF et uF\E)=0.
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Proposition 1.6.4 Soit (X, A, 1) un espace mesuré. La complétion A, de A est une o-
algébre qui contient A.

Démonstration : 1 est clair que A C A, (en prenant E = F' = A). En particulier, X € A,.
De plus,si E C AC Fet u(F\E)=0,alors F* C A° C E¢et u(E°\ F¢) = u(F\ E) = 0. Donc
A,, est stable par passage au complémentaire. Enfin, si (A, )nen est une suite d’éléments de A,
alors pour tout n € N, il existe E,, F,, € A tels que E,, C A,, C F,, et u(F, \ E,) = 0. Posons
E =U,en En et F =, cn Fn- Clairement, E,F € Aet E C J,cy An € F. De plus,

u(F\E)<,u<UFn\En> SZM(Fn\En):O

neN neN

et donc |J,,cny An € Ay |

Remarquons que si E et F sont les ensembles de la Définition [1.6.3] on obtient directement que
w(E) = p(F). De plus, si B C A appartient & A, on a u(B) < u(F) = p(E), d’ou

u(E) =sup{u(B) : Be A, B C A}

et la valeur commune de p(E) et p(F') ne dépend donc que de A et p.

Définition 1.6.5 Soit (X, .A, p) un espace mesuré. La complétion 11 de u est Papplication

B A, —[0,400] : A sup {u(B): Be A, BC A}

Proposition 1.6.6 Soit (X, A, u) un espace mesuré. La complétion i de p est une mesure
compléte sur (X, A,) telle que fi(A) = p(A) pour tout A € A.

Démonstration : 1l est clair que 7z est une application qui prolonge p. En particulier, z(0)) = 0.
Soit (Ap)nen une suite d’éléments deux a deux disjoints de A,. Pour tout n € N, il existe
E,, F, € Atels que E, C A, C F,, et u(F, \ E,) = 0. Bien str, les ensembles (E,)nen sont
deux & deux disjoints et en procédant comme dans la preuve de la Proposition [1.6.4] on a

M(LJ-An) = U (LJ E%) ::ZE:N(E%)::EEIﬁ(An)
neN neN neN neN

puisque p est une mesure. Enfin, 71 est compléte par construction. ]

Revenons & la mesure de Lebesgue. Nous avons vu qu’elle pouvait étre définie sur (R?, B?) et sur

(R, Mes).

Lemme 1.6.7 Soit A C R? un ensemble Lebesgue-mesurable. Alors il existe des ensembles
E,F cB? tels que EC ACF et Lg(F\ E) =0.




CHAPITRE 1. MESURES 24

Démonstration : Supposons pour commencer que L£4(A) < +oo. Par la Proposition m il
existe des compacts K,, C A tels que L4(A) < L4(K,) + 1/n pour tout n € Ny, et des ouverts
Un 2 Atels que L4(A) > L4(Up)—1/n pour tout n € No. Posons E = (J,,cy Kn et F =,y Un.
Alors E,F € B¢ et E C A C F. De plus,

Ly(F\E) < Ly(Un \ Kp) = La(Up) — La(Ky) <

Sl

pour tout n € Ny, d’ou Ly4(F \ E) = 0.
Supposons & présent que L4(A) = +oo. Pour tout n € N, on pose

A, =An{z e R?: |lz]| < n}.

Alors (Ap)nen est une suite d’ensembles Lebesgue-mesurables dont 'union donne A, et tels que
L4(A,) < 400 pour tout n € N. En appliquant la premiére partie de la preuve, pour tout n € N,
il existe des ensembles boréliens F,, F), tels que E,, C A,, C F,, et L4(F,, \ E,) = 0. Il suffit alors
de prendre E = |,y En et F = U, ey Frn et de remarquer que

LiF\E) <Ly (U Fn\En> <> Ly(Fy\E,) =0.

neN neN

Proposition 1.6.8 La mesure de Lebesgue sur (Rd, M[;;) est la complétion de la mesure
de Lebesgue sur (R4, B).

Démonstration : Notons L£; la mesure de Lebesgue sur (Rd,IBd), L4 sa complétion et my
la mesure de Lebesgue sur (R%, M g;). Le Lemme implique que M cy est inclus dans la
complétion IB%dEd et que my est la restriction de £4 & M cy- Il reste & montrer que tout élément
de IB%dEd appartient a M. Soit A€ Bdﬁd. Alors il existe des ensembles boréliens F, F' tels que
ECACFet LiF\E)=0.Alors,ona A\ E C F\ E et puisque la mesure de Lebesgue est
compléte sur M=, on en tire que A \F € M. Par conséquent, A = (A\ E)UE est I'union de
deux éléments de M cy, et est donc Lebesgue-mesurable. [ |



Chapitre 2

Applications mesurables et intégration

Dans ce chapitre, nous définissons la notion d’intégrale d’une application par rapport & une
mesure. Nous commencons par introduire la classe d’applications considérées, ensuite nous défi-
nissons l'intégrale de telles applications en trois étapes. Enfin, nous présentons les théorémes de
la convergence monotone, dominée et le Lemme de Fatou.

2.1 Applications mesurables

Dans cette section, nous introduisons la notion de mesurabilité pour les applications. Cette notion
joue un role central dans la théorie de I'intégration.

Définition 2.1.1 Soient (X, .A) et (Y, A") deux espaces mesurables et f : X — Y. On dit
que f est mesurable (par rapport a A et A') si f~1(A) € A pour tout A € A'.

Remarque 2.1.2 Soient (X, .A) et (Y, .A’) deux espaces mesurables. Si A € Aetsi f: A—Y,
on dit que f est mesurable si f est mesurable par rapport a A4 et A’, ou

AA:{CGA:CQA}.

Nous allons a présent présenter quelques propriétés des fonctions mesurables.

Proposition 2.1.3 Soient (X, A), (Y, A’) et (Z, A”) des espaces mesurables. Si f : X =Y
et g: Y — Z sont mesurables, alors go f : X — Z est mesurable.

Démonstration : Soit A € A”. Alors g~(A) € A’ et donc (go f)"1(4) = f~1(g71(4)) € A
|

Lemme 2.1.4 Soient (X, .A) et (Y, A’) deux espaces mesurables et f : X — Y. La famille

C={Ac A fl4)eA

est une o-algébre sur Y.

Démonstration : Ona f1(Y) =X € Aetsi AeC, f1(4°) = X\ f1(A) € A. Enfin,
si (Ap)nen est une suite d’éléments de C, alors f~1 (U, en An) = Upen /7 HAn) € A d'ou la
conclusion. ]

Le résultat suivant peut s’avérer utile pour vérifier la mesurabilité de fonctions. Notons qu’il a
été proposé lors des séances d’exercices.

25
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Proposition 2.1.5 Soient (X, A) et (Y, A") deux espaces mesurables et f : X — Y. Sup-
posons que F C P(Y) est tel que o(F) = A'. Alors f est mesurable si et seulement si
f71(A) € A pour tout A € F.

Démonstration : Si f est mesurable, alors il est clair que f~!(A) € A pour tout A € F.
Supposons donc que f~1(A) € A pour tout A € F, et montrons que f est mesurable. Posons
C={AecA: f1(A) € A}. Par le Lemme C est une o-algebre. Puisque F C C, on en tire
que A" = o(F) CC, et la conclusion s’ensuit. |

Corollaire 2.1.6 Soient (X,T) et (Y,T') deux espaces topologiques et f : X — Y une
application continue. Alors f est mesurable par rapport a B(X) et B(Y').

Démonstration : Si f est continue, I'image inverse de tout ouvert est un ouvert. Cela suffit
au vu de la Proposition [2.1.5] [ ]

Les Propositions[1.1.11] et nous donnent le critére pratique suivant.

Corollaire 2.1.7 Soit (X,.A) un espace mesurable. Une application f : X — R est mesu-
rable par rapport a A et B(R) si et seulement si une des conditions équivalentes suivantes
est réalisée :
— pour tout b e R, {z € X : f(x) <b} € A,
— pour toutbe R, {z € X : f(x) <b} € A,
— pour tout b € R, {z € X : f(x) > b} € A,
— pour tout b e R, {x € X : f(z) > b} € A.
Dans ce cas, on dit que f est Borel-mesurable.

Remarque 2.1.8 Si f: X — R, puisque la o-algébre de Borel B est engendrée par les ensembles
| — 00,b], on a aussi que f est Borel-mesurable si et seulement si une des quatre conditions
précédentes est satisfaite.

Proposition 2.1.9 Soit (X,.A) un espace mesurable. Si f : X — R et g: X — R sont des
applications Borel-mesurables, alors les ensembles

{reX:f(z)<g@)}, {zeX:flx)<g(@)}et{reX:flx)=g()}

appartiennent a A.

Démonstration : On a

{xeX f(x }—U({meX f(z <7“}ﬂ{:v€X r<gx )})EA.
reQ

De méme, {z € X : g(z) < f(x)} € A. On en tire que
{reX:f(z)<g@)}=X\{reX: gk (z)} € A.

Finalement, on a

{zeX: f(x ()} ={zeX:f(x ()} \{zeX: f(z (z)} € A.
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Proposition 2.1.10 Soit (X,.A) un espace mesurable. Si f : X — R et g: X — R sont des
applications Borel-mesurables, alors max(f, g) et min(f, g) sont Borel-mesurables.

Démonstration : On a
{xEX:maX(f(:c)g )<b} {xeX flx <b}ﬂ{x€X g(z <b}

et
{xeX:min(f(x)g )<b} {xeX f(z <b}U{x€X g(x <b}

ce qui permet de conclure. [ |

Proposition 2.1.11 Soit (X, A) un espace mesurable. Si (fn)nen est une suite d’applica-
tions Borel-mesurables de X dans R, alors

1. sup, ey fn et inf,cN f, sont Borel-mesurables,

2. limsup,,cy frn et liminf,cy f, sont Borel-mesurables.

Démonstration : 1. On a

{IL‘EX sup fn(z §}—ﬂ{x€X fnlx <b}
neN neN
et
{v € X inf fo(z) <0} = U {z e X fulz) <b}.
neN
2. Pour tout k € N, posons gy = sup,,>, fn €t hy = inf,>f fr,. Par le premier point, on sait que

gi et hy sont Borel-mesurables. Puisque limsup,,cy frn = infren gi et liminf, ey fr, = supgey hr,
on obtient la conclusion en appliquant & nouveau le premier point. [

Proposition 2.1.12 Soient (X, .A) un espace mesurableet « € R.Si f: X - Retg: X —

R sont des applications Borel-mesurables, alors af, f+g, f — g et fg sont Borel-mesurables.
De plus, si A= {x € X : g(x) # 0}, alors f/g : A — R est Borel-mesurable.

Démonstration : Le cas ot a = 0 est clair. Si o > 0, on a

b
{reX af(x)<b}= {xeX:f(x)<a}€A
et le cas a < 0 se traite de maniére similaire. Pour f + g, remarquons que
{zeX: f(z)+g(x)<b}= U {reX:flz)<rinfreX glx)<b-r})eA
reQ

Pour I'application f — g, il suffit de noter que f —g = f+(—g). Pour le produit fg, montrons que
f? et g2 sont Borel-mesurables. On aura alors que fg = %((erg)2 —f? ng) est Borel-mesurable.
Sib<0,o0na

{zeX:fx)<bl=0€cA

et sib>0,0na

{reX: fAa)<bl={zeX : fla)<Vbln{zeX: fz)>-Vb} e A
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Enfin, pour f/g, on commence par remarquer que
A={zeX:g(x)#0} =X \{reX:g(x)=0}c A

et on conclut puisque

{xEA:chg<b} = ({zeA:gx)>0}n{zeA: f(z)<bg(x)})

U({zeA:gl@)<0}n{zecA: f(z) >bg(x)}) € A

Remarque 2.1.13 Dans le résultat précédent, on se limite aux applications & valeurs réelles
pour éviter de devoir définir des opérations sur {—oo, +00}.

Définition 2.1.14 Soit f une application & valeurs dans R. La partie positive de f est
définie par ft = max(f,0). La partie négative de f est définie par f~ = — min(f,0).

Ces applications sont & valeurs dans [0,+oc]. De plus, f = f* — f~ et |f| = ft + f. La
proposition suivante est immédiate.

Proposition 2.1.15 Soient (X,.A) un espace mesurable et f : X — R. Alors f est Borel-
mesurable si et seulement si f* et f~ le sont. Dans ce cas, | f| est Borel-mesurable.

Proposition 2.1.16 Soit (X,.A) un espace mesurable. Si f : X — [0,+oc] est Borel-
mesurable, il existe une suite (fn)nen, d’applications Borel-mesurables de X dans [0, +00]
et dont I'image est finie, telles que

— la suite (fn)nen, est croissante,

Démonstration : Pour tout n € Ny et tout k € {1,...,n2"}, posons

k—1 k
Anyk:{xeX: on <f(:n)<2n}eA

ol 'appartenance & A provient de la mesurabilité de f. On pose ensuite

k—1 .
-Sn S1 X € A kS
Fr(z) = { 2 : n,
n sinon.
Il est facile de vérifier que cette suite (fy)nen, convient. [

Si I'espace mesurable (X, A) est muni d’une mesure et si f : X — Y est une application mesu-
rable, on peut définir une mesure sur (Y, A").

Proposition 2.1.17 Soient (X, A, 1) un espace mesuré, (Y, A') un espace mesurable et
f: X — Y une application mesurable. Alors I'application

pp: A= [0,00] : A o f7HB)
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est une mesure sur (Y, A"). On Iappelle la mesure image de p par f.

Il s’agit d’une simple vérification qui a été proposée lors des séances d’exercices. Ces mesures
images sont largement utilisées en théorie des probabilités. En effet, dans ce contexte, une ap-
plication mesurable définie sur (2, F,P) et a valeurs réelles est appelée une variable aléatoire,
souvent dénotée par X (qui n’est plus 'espace mais 'application). On dit que Px est la loi ou
la distribution de X. On retrouve

Px(4) =P({w e Q: X(w) € A})).

Terminons cette section en mentionnant que les fonctions mesurables permettent de construire
des ensembles Lebesgue-mesurables qui ne sont pas des ensembles boréliens. Cela sera illustré
lors des séances d’exercices.

2.2 Propriétés qui ont lieu presque partout

Définition 2.2.1 Soient (X, A, ;) un espace mesuré et Y C X. Une propriété a lieu pu-
presque partout dans Y (on écrit p-p.p.) si 'ensemble des points de Y pour lesquels cette
propriété n’est pas vérifiée est u-négligeable.

Lorsque le contexte est clair, on écrira que la propriété est vérifiée presque partout, ou p.p. L’en-
semble des points pour lesquels une propriété est vérifiée n’est pas nécessairement un ensemble
de A. Cela n’est nécessaire que si la mesure p est compléte.

Exemple 2.2.2 Soit (X, A, 1) un espace mesuré.

1. Soient f et g deux applications définies sur X.
— On dit que f = g p-presque partout si 'ensemble {z € X : f(z) # g(z)} est p-
négligeable.
— On dit que f > g p-presque partout si 'ensemble {z € X : f(z) < g(z)} est p-
négligeable.
Remarquons que les ensembles {x € X : f(z) # g(x)} et {x € X : f(z) < g(x)} appar-
tiennent & A si f et g sont mesurables.

2. Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur X et f une application définie sur X. On
dit que la suite (f,)nen converge u-p.p. vers f si Uensemble {z € X : limy, 40 frn(z) #
f(x)} est p-négligeable.

Proposition 2.2.3 Soient (X, A, u) un espace mesuré et f, g deux applications de X dans
R qui sont égales u-presque partout. Si p est compléte et si f est mesurable, alors g est
mesurable.

Démonstration : Posons N = {z € X : f(x) # g(z)}. Par hypothése, N est u-négligeable et
comme la mesure est compléte, on en tire que N € A et u(N) = 0. Alors pour tout b € R, il
vient

{reX glz)<bl=({zeX: flx)<b}NN°)U ({z€X:g(x)<b}NN).

A nouveau, comme g est compléte, on sait que {x € X : g(z) <b} NN € A, d’ou la conclusion.
|
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Corollaire 2.2.4 Soient (X,.A, 1) un espace mesuré et (f,)nen une suite d’applications de
X dans R qui converge pu-presque partout vers une application f. Si u est compléte et si f
est mesurable pour tout n € N, alors f est mesurable.

Démonstration : Par la Proposition[2.1.11} on sait que lim inf,,_, 1~ fr est mesurable. Comme
f et liminf, ,, f, sont égales p-presque partout, la Proposition implique que f est me-
surable. [ |

Remarquons que les résultats précédents deviennent faux si p n’est pas une mesure compléte. En
effet, soit NV un ensemble p-négligeable n’appartenant pas a A. Alors la fonction caractéristique
1y de N et la fonction constante 0 sont égales u-presque partout. Néanmoins, la fonction 1
n’est pas mesurable alors que la fonction constante 0 I'est. De méme, si on prend la suite de
fonctions dont chaque terme est égal & la fonction 0, cette suite converge u-p.p. vers la fonction

1y .
2.3 Intégration des applications simples positives

La définition des intégrales se fait en trois étapes. La premiére consiste & définir I'intégrale pour
des applications mesurables pouvant s’écrire comme une somme finie de fonctions caractéris-
tiques. Une application f : X — R est simple si son image f(X) est un ensemble fini.

Définition 2.3.1 Soit (X,.A) un espace mesurable. On note S = S(X,.A) la collection des
applications f : X — R simples et mesurables. On note également ST = ST(X, A) la
collection des applications de S & valeurs positives.

Remarquons que S est un espace vectoriel. De plus, si A € A, la fonction caractéristique 14 de
A est une fonction de S*. Si f € ST et si ay,...,a, € [0,+00| sont les valeurs disjointes prises
par f, alors on peut écrire f sous la forme

n
f= Z arla,
k=1

ott Ay = f~1({ax}) pour tout k € {1,...,n}. Remarquons que s'il existe un a;, égal a 0, on peut
I’enlever de cette somme. De plus, les ensembles A sont deux & deux disjoints.

Définition 2.3.2 Soient (X, A, 1) un espace mesuré et f € ST (X, A). L’intégrale de f par
rapport a p, notée [ fdu, est définie par

/fdu = aru(Ap).
=1

La proposition suivante montre que 'intégrale est une application linéaire et monotone.

Proposition 2.3.3 Soient (X, A, 1) un espace mesuré, f,g € ST (X, A) et a > 0. Alors
1. [afdu=af fdpu,
2. [frgdu= [ fdu+ [gdp,
3. si f <gsur X, alors [ fdu < [gdu.
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Démonstration : On sait que f et g peuvent s’écrire sous la forme

n m
fzzaklAk et g:ijlBj
k=1 j=1

avec f(X) ={a1,...,an} et g(X) ={b1,...,bn}, et ou les Ay sont deux & deux disjoints et les
Bj sont deux a deux disjoints. Alors af = >} cala, et

/f+gdu = Y au@)
=1
= Y a Y u({reX:f(z) =argx) =b;})
=1 ap+bj=¢
= > > (ar+b)p({z € X : f(x) = ar, g(x) =b;})
=1 ap+bj=¢
= S @bz € X« fz) = ap, g(x) = b;})
k=1 j=1
= akz,u({xEX:f(w)—ak79(517):bj})
k=1 j=1
+3°0,3 u(fr € X« f@) = ap, g(x) = b;})
Jj=1 k=1
— Zaku({l‘ €X:flx)=ay})+ iju({w € X :g(z) = b;})
k=1 =1

Enfin, remarquons que si f < g, alors g — f € ST et donc
/gduz/(g—f)+fdu=/g—fdu+/fduZ/fdu-

Proposition 2.3.4 Soient (X, A, 1) un espace mesuré et ( fy,)nen une suite croissante d’ap-
plications de S*. S'il existe f € ST tel que f = lim,_ o0 fn sur X, alors

lim /fndu—/fdu.
n—-+o0o
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Démonstration : On a f; < fo <--- < f et par monotonie de 'intégrale, il vient

/fldﬂf/f2d/i§"'§/fd,u7

d’ot la limite limy,_ 1~ f fndu existe et

1 <
i [ fudu< [ an

Pour montrer l'autre inégalité, on considére € €]0,1] et on va construire une suite croissante
(gn)nen d’applications de ST telle que g, < f, et limy, 400 [ gndp = (1 —€) [ fdp. Cela impli-
quera que limy, o [ fndpu > (1—¢) [ fdp, d’ot le résultat souhaité puisque € > 0 est arbitraire.

Sif = Zévz1 arly, ou les Ay sont deux a deux disjoints, on pose

n:{x €Ay fn($) > (1_5)ak} c A.

Pour chaque £ fix¢, la suite (Agn)nen est croissante et |J, .y Ak,n = Ag. Pour tout n € N, on
pose
N
gn =Y (1—e)apla,,.
k=1

Alors g, < f et

N N
li = — — _
Jm gndit Z(l a)aknhm w(Agp) = Z 1—¢e)agu(Ay) =1 —c¢ /fd,u
k=1 k=1
en utilisant la continuité & gauche de la mesure. [ |

2.4 Intégration des applications positives

Dans cette section, nous montrons comment définir I'intégrale d’applications mesurables a valeurs
dans [0, +o0] & partir de I'intégrale des applications simples positives.

Définition 2.4.1 Soient (X, A, ) un espace mesuré et f : X — [0,+o00] une application
mesurable. L'intégrale de f par rapport a u, notée [ fdpu, est définie par

/fdu:sup{/gd,u:g€S+(X,.A),g§f}.

En utilisant la monotonie de l'intégrale, il est clair que cette définition coincide sur S*(X,.A)
avec 'intégrale précédemment introduite.

Proposition 2.4.2 Soient (X, A, u) un espace mesuré et f : X — [0, +oco] une application
mesurable. Si (fn)nen est une suite croissante de ST(X, A) telle que limy, 4 fn, = f dans

X, alors
[ in= [
n—-+o0o

Avant de démontrer ce résultat, remarquons qu’une telle suite existe toujours par la Proposition
2.1.16] Cette relation est parfois prise comme définition de I'intégrale.
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Démonstration : Comme f; < fo <.-- < f) il est clair que

/fldué/fgdus--g/fdu.

Par conséquent, la limite lim,_, ;o [ frdp existe et

1 <
im / Judp < / fdu.

Pour montrer lautre inégalité, il suffit de montrer que si g € ST(X,A), g < f, alors

/ gdp < lim / fndp.
n—-+o0o

Soit donc une telle application g. Posons g, = min(g, f,,). Alors (g, )nen est une suite croissante
de ST(X, A), et limy,, 100 g = g puisque f > g. Comme g, < f,, la monotonie de I'intégrale

sur ST(X, A) donne
b - 1
/ gap = Hm / gndpp < Lim / Jndp

ou on a utilisé la Proposition [2.3.4] [ |

Proposition 2.4.3 Soient (X, A, ) un espace mesuré, f,g : X — [0, +o00] deux applica-
tions mesurables et o« > 0. Alors

1. [afdp=a/f fdpu,
2. [f+gdu= [ fdu+ [gdp,
3. sif <gsurX,alors [ fdu < [ gdp.

Démonstration : Par la Proposition [2.1.16} il existe des suites croissantes (fn)nen €t (gn)nen
de ST(X, A) telles que f = limy,—s o0 frn €6 g = limy, 400 gn- Les suites (afn)nen €t (fr + gn)nen
sont des suites croissantes de ST (X, A) qui convergent dans X vers af et f + g respectivement.
La proposition précédente et la linéarité de 'intégrale sur ST (X, A) (Proposition donnent
alors

/ozfd,u: lim [ afydy=a lim /fnd,u:oz/fdu

n—+o0o n—-+o0o

et

[+gau=tim_ [ g+ gudn= tim_ [ fdus tim [ gdu= [ sau+ [ gn
n—-4o00 n—-+00 n—-+o0o
Enfin, si f < g, alors pour tout h € ST (X, A) tel que h < f, on a aussi h < g et donc

[ tin< [gdn

2.5 Intégration, cas général

Dans cette section, on définit l'intégrale d’une application mesurable f : X — R arbitraire.
Rappelons que les parties positives et négatives de f sont définies par f* = max(f,0) et par
f~ = —min(f,0) respectivement. Ces applications sont mesurables si et seulement si f 'est.
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Définition 2.5.1 Soient (X, A4, 1) un espace mesuré et f : X — R une application mesu-
rable. Si les intégrales [ fTdu et [ f~dp sont finies, alors on dit que f est intégrable. Dans
ce cas, l'intégrale de f par rapport a u, notée [ fdu, est définie par

[ tin= [ rrau= [ ran (2.1)

On dit que lintégrale eziste si [ fTdp est fini ou si [ f~du est fini. Dans ce cas, on définit
également 'intégrale de f via (2.1f).

Remarque 2.5.2 1. On écrit parfois [ f(z)du(z) ou [ f(z)u(dx) ala place de [ fdp.

2. Dans le cas de la mesure de Lebesgue (X = R? et u = L), on écrit souvent [ f(z)dz a la
place de [ fdLg.

Définition 2.5.3 Soient (X,.A, ) un espace mesuré et f : X — R une application me-
surable. Si A € A, on dit que f est intégrable sur A si fla est intégrable. Dans ce cas,
intégrale de f sur A, notée [, fdu, est définie par

/A i = [ FLad

Lemme 2.5.4 Soient (X, A, 1) un espace mesuré et fi, fa,91,92 : X — [0, 400 des appli-
cations intégrables. Si fi — fo = g1 — g2, alors

/ﬁ@—/ﬁ@z/m@—/m@-

Démonstration : On a f;+go = g1+ f2 et par linéarité de I'intégrale des applications positives,

on a
/ﬁw+/mw:/mw+/hW7

d’ou la conclusion. n

Proposition 2.5.5 Soient (X, A, 1) un espace mesuré, f,g : X — R deux applications
intégrables et o € R. Alors

1. af est intégrable et [afdy = o [ fdpu,
2. f+g estintégrable et [ f+gdpu= [ fdu+ [gdu,
3. sif <gsurX,alors [ fdu < [ gdp.

Démonstration : Sia =0, alors af =0et [afdy=a [ fdu. Si a >0, alors (af)” = af "
et (af) = af~. Ces deux applications sont donc intégrables, ce qui implique I'intégrabilité de f.

De plus,
/afdu:/ozf+du—/af_du:a/f+du—a/f_du:a/fdu.

Si a <0, alors (af)T = —af~ et (af) = —af™, et on procéde comme dans le cas précédent.
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Puisque (f +g)" < fT+gt et (f+9)” < f~ + g, la monotonie de I'intégrale implique que
(f+9)" et (f+ g)~ sont intégrables, donc f + g l'est également. On a

f+t=(f+9) =f+9=f"—f+gt—g =("+gH - +9)

et le lemme précédent implique que

/f+gdu

/(f+g)+du /(f+g)‘du

= /f++g+du—/f+gdu

= /f*dwr/g*du—/f‘du—/g‘du
— /fdu+/gdu.

Enfin, si f < g, alors g — f > 0 et par monotonie de I'intégrale pour les applications positives,
on a

/g—fdMZO.

[odu= [ san

Proposition 2.5.6 Soient (X, A, i) un espace mesuré et f : X — R une application mesu-
rable. Alors f est intégrable si et seulement si | f| est intégrable. Dans ce cas,

'/fdu’ < [ 111dn.

Démonstration : Par définition, f est intégrable si et seulement si f+ et f~ le sont. Puisque
|fl = fT + f~, la Proposition donne que |f| est intégrable si et seulement si f* et f~ le
sont (un sens est di a la linéarité, 'autre a la monotonie). Dans ce cas, on a

’/fdu‘ - ‘/f*du—/fdu‘ < [ rraws [ rdu= [ \rian

ce qui permet de conclure. ]

Vu le point précédent, on en tire que

L’hypothése de mesurabilité est trés importante : il existe des applications non-mesurables (donc
non-intégrables) dont la valeur absolue est intégrable. Cela sera illustré lors des séances d’exer-
cices.

Proposition 2.5.7 Soient (X, A, 1) un espace mesuré et f,g : X — R deux applications
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mesurables qui sont égales p-p.p. Si [ fdu existe, alors [ g dp existe et

/fdu=/gdu-

Démonstration : Supposons tout d’abord que f et g sont a valeurs dans [0, +00]. Considérons
N={zeX: f(x)#g(x)} et A€ A un ensemble tel que N C A et u(A) = 0. Posons

h(x):{ +o00 siz€A

0 sinon

et pour tout n € N, définissons h,, = nla. Alors (hy)nen est une suite croissante de ST (X, A)
qui converge vers h, d’otl

/hd,u = lim hpdp = lim nu(A) = 0.

n—-+0o n—-+o0o

[odu< [ sau+ [nau= [ sau

et Iautre inégalité s’obtient de la méme maniére en remarquant que f < g + h.

Puisque g < f 4+ h,on a

Dans le cas général, on a

/fduz/f+du/f‘duz/fdu/g‘du:/gdu

en utilisant le premier cas, puisque f* = g¢g" p-p.pet f~ =g~ pu-p.p. [ |

Lemme 2.5.8 Soient (X, A, ) un espace mesuré et f : X — [0,+00] une application
mesurable. Pour tout t > 0, on pose Ay = {x € X : f(x) > t}. Alors

H(Ay) < 1//4 fau< g [ san

Démonstration : Puisque 0 <t14, < f14, < f,on a

/tlAtdu < | fdu< /fdu-
Ay

La conclusion s’obtient en remarquant que [ ¢14,dp = tp(Ay). ]

Proposition 2.5.9 Soient (X, A, i) un espace mesuré et f : X — R une application mesu-
rable telle que [ |f|dp = 0. Alors f = 0 p-presque partout.

Démonstration : Remarquons que

freX:f@)#£0) = |J{eeX:|f()>1/n}

n€Ng

Par le Lemme [2.5.8, on a

w{z € X 1 |f(@)] > 1/n}) < n/ fldp =0

pour tout n € Ny. On conclut en utilisant la sous-additivité dénombrable de p. ]
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Proposition 2.5.10 Soient (X, A, i) un espace mesuré et f : X — R une application
intégrable. Alors |f| < 400 p-presque partout.

Démonstration : Pour tout n € Ny, le Lemme implique que

pl{e € X 1f@) 2 n)) < 5 [ 171dn

On en tire que

il € X+ (@) = +00}) < ul{o € X f@) 2 n)) < [ 17]dw

pour tout n € Ny et la conclusion s’obtient en prenant la limite pour n — +oo. [ |

Corollaire 2.5.11 Soient (X, A, 1) un espace mesuré et f : X — R une application mesu-
rable. Alors f est intégrable si et seulement si il existe une application intégrable de X dans
R égale a f u-presque partout.

Démonstration : Si f est intégrable, prenons N = {z € X : |f(x)] = 4o0}. Alors par
la Proposition [2.5.10) on sait que p(N) = 0 et donc la fonction g = flyec convient par la
Proposition Réciproquement, il suffit d’appliquer & nouveau la Proposition 2.5.7] [

Définition 2.5.12 Soit (X, .A, ;) un espace mesuré. Une application f : X — C est inté-
grable si ses parties réelles et imaginaires le sont. Dans ce cas, I'intégrale de f est définie

. /fd,u—/%efdu%—i/ﬁmfdu.

Il est facile de vérifier la linéarité de 'intégrale d’une application & valeurs dans C.

Proposition 2.5.13 Soient (X, A, u) un espace mesuré et f : X — C une application
mesurable par rapport a A et B(C). Alors f est intégrable si et seulement si | f| est intégrable.

Dans ce cas,
j / fdu] < [ 1fld

Démonstration : Il est facile de voir que |f| est mesurable. Puisque |f| < |Ref| + |[Jmf], il
est clair que |f| est intégrable si f l'est. De plus, si |f| est intégrable, alors f 'est également
puisque [Ref| < |f] et [Jmf| < |f].

Enfin, dans ce cas, en supposant que [ fdu # 0 (sinon le résultat est évident), soit a € C,
la] =1, tel que [ fdu = oz!ffdu’. On a

‘/fdu’ fdu /fdu /medu+z/Jmfdu

d’ott fﬁmgdu =0et fﬂ%egd,u > 0. Il s’ensuit que

|| ] v fr
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2.6 Limites et intégrales

Dans cette section, nous étudions les résultats classiques de la théorie de I'intégration concernant
les limites.

Théoréme 2.6.1 (Convergence monotone) Soient (X, A, ) un espace mesuré, (fp)nen une
suite croissante d’applications mesurables de X dans [0, +00] et f une application mesurable de
X dans [0,400]. Si f = limy, oo fn, alors

/fd,u: lim /fndy.
n—-+00

Démonstration : Puisque l'intégrale est monotone et puisque la suite (fy,)nen est croissante,

on a
/flduﬁ/fzdué--é/fdu.

Par conséquent, la limite lim, 4 f fndp existe et

lira / Fudpt < / fdp.
n—-+oo

Pour démontrer I'autre inégalité, par la Proposition [2.1.16] on peut considérer pour tout n €
N une suite croissante (gnx)ken de fonctions de S*(X,.A) qui converge vers f,. Nous allons
construire une suite de fonctions de ST(X,.A) qui converge vers f. Pour cela, posons pour tout
neN

hy =max{gj,:0<j<n}eST(X, A).

La suite (hy)nen est croissante et h, < max{fi,..., fn} = fn. De plus, lim,_, 4 h, = f puisque
d’une part
: > i .
nggloo i 2 ngrfoo Gin fJ
pour tout j € N, d’ott lim, s o0 hyy > limj_ 1 fj = f, et d’autre part

lim h, < lim = f.
n——+00 n_n—>+oofn f

Par conséquent, en utilisant la Proposition [2.4.2] on obtient

= 1 < I
/fdu ngr—&r-loo/hn dpt < ngrfm/fndﬂ’

d’ou la conclusion. ]

Remarque 2.6.2 Si les relations f, < f,11 pour tout n € N et f = lim,,_, 1~ f, n’ont lieu
que p-presque partout, alors la conclusion du théoréme précédent reste valide. En effet, si N est
un ensemble de mesure nulle contenant les points ot les relations ne sont pas vérifiées, alors on

considére la suite (fp1ne)nen et la limite f1ye et on applique le résultat précédent.



CHAPITRE 2. APPLICATIONS MESURABLES ET INTEGRATION 39

Corollaire 2.6.3 Soient (X, A, ) un espace mesuré et (fn)neny une suite d’applications
mesurables de X dans [0, 400]. Alors

|3 fudu=3" [ fudn.

neN neN

Démonstration : 1l suffit d’appliquer le théoréme de la convergence monotone & la suite
croissante (37 fj)nen- [

Théoréme 2.6.4 (Lemme de Fatou) Soient (X, A, 1) un espace mesuré et (f,)nen une
suite d’applications mesurables de X dans [0, +00]. Alors

/liminf frdu < liminf/fnd,u.
n—-+00 n—-+o0o

Démonstration : Pour tout n € N, posons g,, = infy>,, fx. Alors chaque fonction g, est me-
surable et la suite (g )nen est croissante. De plus, par définition, liminf,, oo fr, = limy— 400 Gn-
Le théoréme de la convergence monotone donne

/liminffndu—/ lim gp,dpy = lim /gnd,ug liminf/fnd,u
n—+400 n——400 n—-4o00 n—-400

par monotonie de l'intégrale, puisque g, < f,, pour tout n € N. [

Théoréme 2.6.5 (Convergence dominée, de Lebesgue) Soient (X, A, i) un espace me-
suré, (fn)nen une suite d’applications mesurables de X dansR et f une application mesurable
de X dansR telle que f = limy,—, o fn. Sl existe une application intégrable g : X — [0, +o0]
telle que | f,| < g pour tout n € N, alors les applications f,, n € N, et f sont intégrables et

iim_ [ 1~ fldp =0

n—-+o0o

/fd,u: lim /fndu.
n—-+00

Démonstration : Puisque les parties positives et négatives des fonctions f,, et f sont toutes
majorées par g, les applications sont bien intégrables. En particulier, par la Proposition
elles sont & valeurs réelles p-presque partout. Soit N un ensemble de mesure nulle contenant
I’ensemble des points ou les fonctions prennent des valeurs infinies. On pose pour tout n € N

hn(2) = 2g(2) — | ful(z) — f(2)[1ne(z) = { §§§§§ ~ ) = 1) : ﬁ i %

En particulier,

Alors (hp)nen est une suite d’applications mesurables a valeurs dans [0, +o00]. De plus, on a
limy, 400 A = 2¢g. Le lemme de Fatou implique que

/2gdu < liglinf/hn du = liminf/2g(:c) — |fn(z) = f(z)|dp

n—-+o0o

— [ 2gdu—timsup [ 17.(0) - Sl d

n—-+00
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iimsup [ 1fu(x) = f(a)|dn =0

n—+oo

et la limite vaut donc également 0. Puisque

'/mw—/mﬁzvf—mﬂ</u—mw,

on obtient également que

lim /fndu:/fdu.
n—-+0o

Remarque 2.6.6 Si les relations |f,| < g pour tout n € N et f = lim,,—, 4~ f, n’ont lieu que
p-presque partout, alors le résultat reste valide.



Chapitre 3

Théoréme de Radon-Nikodym

Le Théoréme de Radon-Nikodym est un outil indispensable de la théorie des probabilités. Il
permet notamment de démontrer I'existence de ’espérance d’une variable aléatoire conditionnel-
lement & une autre.

3.1 Densités

Commencons par remarquer que le Corollaire du Théoréme de la convergence monotone
permet de construire une large classe de mesures.

Proposition 3.1.1 Soient (X, A, 1) un espace mesuré et f : X — [0, +oo] une application
mesurable. On définit application

V:A—>[0,+oo]:A»—>/fd,u.
A

Alors v est une mesure sur (X, A) et on dit que f est une densité de v par rapport a u. On
notev = f-pu.

Démonstration : Bien sir, v(f)) = 0. De plus, si (A, )nen est une suite d’ensembles de A deux
a deux disjoints, alors

() [, g2

neN neN neN

[ pn=3" vt

neN

par le Corollaire [2.6.3 ]

En théorie des probabilités, les lois de variables aléatoires Py sont souvent définies comme des
densités par rapport & la mesure de Lebesgue. Par exemple, pour la loi normale, on a

fo) = e T
) = (& 20
V2ro?

Proposition 3.1.2 Soient (X, A, ;1) un espace mesuré, g une application mesurable de X
dans [0,+00] et f une application mesurable de X dans R. Alors f est g - p-intégrable si et

41
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seulement si fg est u-intégrable et dans ce cas,

/fd(g-#) Z/fgdu-

Démonstration : Supposons tout d’abord que f = >"}'_; ax1la, est une application de ST (X, A).

Alors
fd(g-pn) =) arg-u(Ay)=)> a gdp= [ fgdu

par linéarité de I'intégrale.

Si f est a valeurs dans [0, +00], par la Proposition [2.1.16] on peut considérer une suite croissante
(fa)nen de ST(X, A) qui converge vers f. Par la Proposition m et la premiére partie de la

preuve, il vient
J it = [ fto-i0 = [ o

et le théoréme de la convergence monotone permet de conclure.

Enfin, dans le cas général, il suffit de décomposer f en f* et f~. ]

Si X est une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, .4, P) de loi Px, on définit I’espérance
de X par

E[X] = /iddIF’X.

Si Px est définie par une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue, alors on retrouve
E[X] = /iddIP’X _ /idd(f L) = /idfcw _ / o f (2)da.
R

3.2 Mesures absolument continues et singuliéres

Soit (X, A, ) un espace mesuré et f : X — [0, 400] une application mesurable. On a vu dans la
Proposition [3.1.1] que I'application v = f - u définie par

u:.A—>[O,+oo]:A»—>/fd,u
A

est une mesure sur (X,.4). Remarquons que dans ce cas, si A € A est tel que u(A) = 0, alors
g1l4 = 0 p-presque partout, d’ou v(A) = 0.

Définition 3.2.1 Soit (X,.A) un espace mesurable et soient p, v deux mesures sur (X, .A).
On dit que v est absolument continue par rapport a pu si pour tout A € A tel que p(A) ,
on a v(A) = 0. Dans ce cas, on écrit

v .

Une mesure sur (R% B¢) est absolument continue si elle est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue.
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Le but du Théoréme de Radon-Nikodym est de démontrer que si v est une mesure o-finie abso-
lument continue par rapport & p, alors v est de la forme f - p. Il donne donc une réciproque au
résultat présenté en début de section. Nous allons en outre montrer une décomposition de toute
mesure o-finie, appelée la décomposition de Lebesgue. Afin de présenter ce résultat, nous allons
nous intéresser a la notion de singularité.

Définition 3.2.2 Soit (X, .A) un espace mesurable et soient y,r deux mesures sur (X, A).
On dit que u et v sont mutuellement singuliéres s’il existe un ensemble A € A tel que

w(A)=0 et v(A°)=0.

Dans ce cas, on écrit
wluv.

Une mesure sur (RY BY) est singulicre si elle est mutuellement singuliére avec la mesure de
Lebesgue.

Exemple 3.2.3 Si u est une mesure finie discréte sur (R, B), c’est-a-dire il existe D dénombrable
tel que u(D) = 0, alors p est singuliére puisque £(D) = 0.

Remarquons que dans ce cas, si B € A est tel que v(B) > 0, alors BN A # (). Ainsi, v concentre
son effet sur I’ensemble A qui est de p mesure nulle. A 'opposé, si v < pu, alors v n’a aucun effet
sur les ensembles de p mesure nulle. Il s’agit donc de deux notions qui s’excluent.

Proposition 3.2.4 Soit (X,.A) un espace mesurable et soient u, v deux mesures sur (X, A).
Siv<petv L u, alorsv =0.

Démonstration : Soit A € A tel que u(A) =0 et v(A°) = 0. Si B € A est un sous-ensemble
de A, on a u(B) < p(A) = 0 et donc puisque v < p, v(B) = 0. Si B € A est un sous-ensemble
de A°, on a v(B) < v(A°) =0 et donc v(B) = 0. Ainsi, pour tout B € A, on trouve

v(B) = V(AN B) + v(A°N B) = 0.
|

La proposition suivante donne quelques relations supplémentaires entre les notions d’absolue
continuité et de singularité.

Proposition 3.2.5 Soit (X, A) un espace mesurable et soient pu,vi,vy des mesures sur
(X, A).

1. Sivy Lpetvy L p, alors vy + vy L p.

2. Sivy < petvy L, alors vy L vs.

Démonstration : 1. Soient A;, Ay € A tels que p(A1) = 0, v1(A]) = 0 et p(A2) = 0,
v9(AS) = 0. Alors A; U Az est tel que

,u(A1 U Az) =0

et
(1/1 + VQ)((Al U AQ)C) =1 (A? N AS) —+ 1 (A% M Ag) <y (A?) + 19 (AS) = 0.
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2. Soit A € A tel que p(A) = 0 et v5(A°) = 0. Alors puisque v; < p, on a aussi v1(A) = 0, ce
qui suffit. =

3.3 Décomposition de Lebesgue et Théoréme de Radon-Nikodym

L’objectif de cette section est de démontrer que toute mesure o-finie se décompose en la somme
d’une mesure absolument continue et d’'une mesure singuliére par rapport & une autre mesure
o-finie donnée.

Commengons par montrer un résultat pour deux mesures finies et ordonnées.

Lemme 3.3.1 Soit (X,.A) un espace mesurable et soient u, v deux mesures finies sur (X, A)
telles que v < p. Il existe une application mesurable f : X — [0, 1] telle que pour tout A € A

V(A):/Afd,u.

Démonstration : Considérons ’ensemble H des applications mesurables h : X — [0, 400]
telles que

/Ahdu < u(4)

pour tout A € A. Montrons qu'’il existe une application f € H a valeurs dans [0, 1] telle que

/fdu:sup{/hd,u:he"ﬂ}.

Nous montrerons ensuite que cette application satisfait la thése.

Bien str, H # () puisqu’il contient la fonction nulle. De plus, H est stable par passage au
maximum : en effet, soient hy,ho € Het Ac A Si A ={z € A: hi(x) > hy(z)}, alors

/ max{hq, ho}du = / hidu —I—/ hodpu <v(A;) +v(A\ A1) =v(A).
A Ay A\Ay

Ainsi, max{hy, ha} € H.
Soit (hy)nen une suite de H telle que

lim hndu:sup{/hd,u:he’H}.

n—-+00

Quitte & remplacer h,, par max{hj,...,h,} € H, on peut supposer que la suite (h,)pen est
croissante. En particulier, on peut considérer f = lim,_, o h,. Le théoréme de la convergence
monotone donne

/ fdp = lim hndp < v(A)
A A

n—-+o00

pour tout A € A. Par conséquent, f € H. En prenant A = X, on a également

/fdu:sup{/hdu:heﬂ}.
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Remarquons de plus que f <1 p-presque partout. En effet, par le Lemme [2.5.8] on sait que pour
tout n € Ny,

(1+1/n)u(Ay) < /A fdp < v(Ay) < p(Ay)

si A, ={z € X : f(x) > 14 1/n}. Par conséquent, u(A4,) =0 et donc

pfre X : flx)>1}) < > p(A) =0.

n€Np

Ainsi, quitte a remplacer f par une application égale a f u-presque partout, on peut supposer
que f < 1.

Remarquons a présent que si h : X — [0,400] est une application mesurable pour laquelle il
existe A € A tel que

/Bhdu < u(B)

pour tout B € A, B C A, alors h < f u-presque partout sur A. En effet, considérons I’ensemble
B={x e A:h(x)> f(x)}. Alors, on a hl4 € H et donc max{hly, f} € H. Il s’ensuit que

Jmaxtiiasyin < [ gau= [ gans [ i

D’autre part, on a également

/max{hlA,f}d,u:/Bhdqu/X\B fdp.

Par conséquent, on obtient
[ tdn= [ nau
B B

/f—hd,uz().
B

Comme on a f —h < 0 sur B, cela n’est possible que si u(B) =0, d’ou h < f p-presque partout
sur A.

et on en tire que

Montrons & présent que f convient, c’est-a-dire que pour tout A € A, on a

Par définition, on sait déja que
v(A) = / fdu
A

et il suffit de montrer 'autre inégalité. Bien stir, puisque v < p, il suffit de le montrer pour tout
A € A tel que p(A) > 0. Soit € > 0. Posons

PE:{AEA : /A(f+s)du>u(A)}.
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Remarquons que si A € A est tel que pu(A) > 0, alors il existe B C A tel que B € P. (et donc
u(B) > 0). En effet, sinon, on aurait

/ (f +<)du < (B)
B

pour tout B C A, et donc par ce qui précéde, on en tirerait que f + ¢ < f u-presque partout sur
A. Cela n’est possible que si u(A) = 0, d’out une contradiction.

Fixons A € A tel que u(A) > 0 et posons
ap =sup{u(B) : Be P.,,BC A}.

On peut trouver ng € Ny et By € P., By C A, tels que

1
— < ap <
no no—l

1
et — < p(Bo)
no

(si np = 1, on utilise la convention que ﬁ = +00). Soit a présent Ay = A\ By. Si pu(41) =0,
on s’arréte. Sinon, soit
ap =sup{u(B) : B€ P., BC A},

et n1 € Ng, By € P., By C Ay, tels que

1 1
— <o < et — < p(B).
ny np—1 ni

On pose alors Ay = A1\ B;. Par induction, on construit ainsi des suites (A;);e(1,....73, (Bi)ieqo,..., 7}
(ni)icqo,....1y et (i)icqo,...7y avec J € NU {+oo} (le procédé peut ne jamais s’arréter). Posons

A=A\ | B
1€40,...,J}

et montrons que cet ensemble est u-négligeable.

Si la récurrence s’est terminée en un temps fini, on a Ay, = Aj pour le premier k tel que
1(Ag) = 0.

Sinon, puisque les B; sont des sous-ensembles de A deux a deux disjoints, on a

S L < ST (B < u(A) < oo

ieN v 4eN

et donc lim;_, o n; = +00. Par conséquent, on a également lim;_, o, a; = 0. Soient B C Ay
et B € P.. Puisque pour tout entier ¢ € N, on a aussi B C A;, on en tire que donc u(B) < .
Par passage a la limite, on conclut que pu(B) = 0. Par conséquent, les sous-ensembles de A, qui
appartiennent & P. sont u-négligeables. Cela n’est possible que si u(As) = 0.

Dans les deux cas, puisque A = |J; B; U A et que les ensembles sont deux a deux disjoints, on
en déduit que

[G+aau=3 [ (F+eau> 3 viB) =),
A ieN v Bi keN
Cela signifie que A € P..



CHAPITRE 3. THEOREME DE RADON-NIKODYM 47

En conclusion, pour tout A € A tel que pu(A) > 0 et pour tout £ > 0, on a

/(f—i—e)d,u > v(A)
A

et comme € > 0 est arbitraire, il vient

/Afdu > v(A),

ce qui conclut la preuve. [

Théoréme 3.3.2 Soit (X, A) un espace mesurable et soient u,v deux mesures o-finies sur
(X, A). 1l existe un ensemble D € A et une application mesurable f : X — [0,4o00]| tels que

w(D)=0 et VAec A, V(A):V(AOD)—F/Afdu.

Démonstration : Démontrons tout d’abord le théoréme dans le cas oit p et v sont deux
mesures finies. Considérons la mesure A = v + p. Alors v < X et le Lemme nous donne une
application mesurable g : X — [0, 1] telle que

V(A):/gd)\:/gdu%—/gcm
A A A

D’une part, puisque v(A) = fA 1dv, on en tire que

/A(l—g)dl/Z/Agdu

pour tout A € A. Par linéarité, on en tire que pour toute application h € ST(X, A), on a

/(1 — g)hdv = /ghd,u.

En utilisant le théoréme de la convergence monotone, 1’égalité précédente est vérifiée également
pour toute fonction mesurable positive h.

pour tout A € A.

D’autre part, on a aussi

,u,(A):)\(A)—V(A):/Ald/\—/Agd/\:/A(l—g)d/\.

Posons D = {z € X : g(x) = 1}. Alors D € A et I'égalité précédente implique que p(D) = 0.
Notons C'= X \ D et posons
1
h=1lc——:.
C 1— g

C’est une application mesurable positive. Si A € A, on a alors

V(AOC):/

(1—g)hd1/:/ ghdu.
ANC ANC
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Pour conclure, il suffit donc de prendre f = gh = lcﬁ.

Considérons a présent le cas de deux mesures o-finies. On considére une suite (Ay)peny d’en-
sembles deux & deux disjoints de A telle que

X = U An, p(Ap) <400 et v(A,) < +oo
neN

(Remarquons que ceci est toujours possible : en effet, si X = (J, .y Xn et X = U, ,cn Yo avec
w(Xn) < +oo, v(Y,) < 400, alors X =, ,, Xn N Y). On considére ensuite, pour tout n € N,
les mesures pu, et v, définies par

n(A) = pn(ANA,) et vp(A) =v(ANA,)

pour tout A € A. Comme les mesures u, et v, sont finies, la premiére partie de la preuve nous
donne un ensemble D,, € A et une application mesurable positive f, tels que

Un(Dp) =0 et VAe A, vp(A)=v,(ANDy) +/ Fndiin -
A

Posons f = > fnla,. Alors f est une application mesurable positive et comme les A, sont
deux & deux disjoints, on a

V(A)—V<U AmAn> = > v(AnAy)

neN neN

S <yn(AﬂDn)+ /A fndun>

neN

- ZV(AﬁDnﬂAn)'f‘Z/fnlAndu
A

neN neN

= u(U AmDnmAn>+/Aan1Andu

neN neN
- v (Am ( U DnﬂAn)> +/ fdu
neN A
en utilisant le Corollaire2.6.3] Pour conclure, il suffit de poser D = |J,,cjy DN Ay, et de remarquer

que

N(D) = Z:U’(Dn mAn) = Zﬂn(Dn) =0.

neN neN

Présentons a présent les deux corollaires importants du théoréme précédent.

Théoréme 3.3.3 (Théoréme de Radon-Nikodym) Soit (X,.A) un espace mesurable et
soient u,v deux mesures o-finies sur (X, A). Alors v < p si et seulement si il existe une
application mesurable f : X — [0, +o0] telle que

o) = [ s
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pour tout A € A, c’est-a-dire v = f - u. De plus, si g est une autre application telle que
v =g-u, alors f = g p-presque partout.

Démonstration : On sait que si v = f -y, alors v < p. Réciproquement, supposons que
v < p. Par le Théoréme il existe D € Aet f: X — [0,+00] mesurable tels que

u(D)=0 et VAc A, V(A):V(ADD)—F/AfdM.

Alors on a aussi v(D) = 0, et donc
() = [ fan-
A

pour tout A € A.

Soit g une autre application mesurable telle que v = g- . Supposons dans un premier temps que
v est finie. Alors les applications f et g sont p-intégrables et donc finies p-presque partout. Soit
N € A un ensemble p-négligeable en dehors duquel f et g sont finies. Considérons I'application
mesurable h définie par

h(z) = (f(2) — g(z))Lne.

/hduzO
A

pour tout A € A. Soit A = {z € X : h(x) > 0}. La relation précédente nous donne que p(A) = 0.
De méme, u({x € X : h(z) < 0}) = 0. Par conséquent, h = 0 p-presque partout, d’'ott f = g
U-presque partout.

On a

Si v est o-fini, soit (A, )nen une suite d’ensembles deux a deux disjoints de A telle que
X = U A, et v(4,) <+oco.
neN

L’argument précédent montre que f = g pu-presque partout sur chaque ensemble A,,. Puisqu’une
union dénombrable d’ensembles p-négligeables est u-négligeable, on obtient la conclusion. ]

Définition 3.3.4 La fonction f intervenant dans le théoréme précédent est appelée une
densité ou une dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport & p. Comme elle est unique a
un ensemble p-négligeable prés, on parle aussi de la dérivée de Radon-Nikodym de v par
rapport a u et on la note

_dv

=g

Ainsi, avec les notations précédemment introduites, on a

_dl/

YT

.M_

Théoréme 3.3.5 (Décomposition de Lebesgue) Soit (X,.A) un espace mesurable et
soient p,v deux mesures o-finies sur (X, A). Il existe un unique couple (v4,vs) de mesures
sur (X, .A) telles que

VgL, Vs Llpu et v=rv,+vs.
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On appelle le couple (v,,vs) la décomposition de Lebesgue de v par rapport a . On dit que
v, est la partie absolument continue de v par rapport a u, et que vy est la partie singuliére
de v par rapport a .

Démonstration : Par le Théoréme il existe D € Aet f: X — [0,+00] mesurable tels
que

w(D)=0 et VA€ A, Z/(A):I/(AQD)—F/Afd,u.

Posons

vs(A) =v(AND) et Va(A):/Afd,u.

Bien sir, on a v = vg + v,. Par définition, on a aussi v4(D°) = 0 et donc v L p. Enfin, on sait
que v, < [

Il reste a montrer I'unicité de la décomposition. Supposons que les couples (vq,vs) et (v, V)
satisfont 'hypothese. Alors v, + vs = v, + v}, d’on

/ /
Vg — V, = Vg — Us.

Posons A = v, —, = V,—vs. On procéde comme dans les Propositions|[3.2.4)et [3.2.5 pour montrer
qu’alors A = 0 (on ne s’y raméne pas directement car A n’est pas nécessairement positive). Soient
D,D" € A tels que pu(D) = pu(D') = 0 et vg(D) = v,(D'®) = 0. Posons B = D U D’. Ainsi,
u(B) =0 et donc pour tout A € A, on a v,(AN B) = 0 puisque v, < p. Par conséquent,

Va(A) = V(AN B) + va(AN B°) = v,(AN B°).
On procéde de méme pour v/,. Il vient alors

MA) = v, (A) =V (A) = v, (AN B®) — v, (AN B°)
= vs(ANB°) —v.(AN B°)
=0
puisque A N B¢ = AN DN D’® qui est un sous-ensemble de D¢ et de D'C. [ ]

Terminons ce chapitre par un raffinement de la décomposition de Lebesgue d’une mesure finie

définie sur (R, B).

Définition 3.3.6 Soit p une mesure finie sur (R, B). On dit que x € R est un atome de p si
u({z}) > 0. La mesure p est purement atomique s'il existe S € B tel que p(S) = 0 et tout
x € S est un atome de p.

Par exemple, toute mesure de Dirac est purement atomique.

Proposition 3.3.7 Soit u une mesure finie sur (R, B). Alors I’ensemble des atomes de i est
au plus dénombrable.
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Démonstration : Soit S = {z € R: pu({z}) > 0}. Pour tout n € N, il existe un nombre fini
de x € E tels que p({z}) > 1/n (sinon la mesure de cet ensemble serait infinie). Puisque

S=J {zeR:u{z}) = 1/n},

n€Ng

on en tire que S est au plus dénombrable. [

Corollaire 3.3.8 Soit u une mesure finie sur (R,B). Alors p est purement atomique si et
seulement si p est de la forme
n= Z an(;xn

neN

ot (ap)neN est une suite de réels positifs ou nuls, et (xy,)nen est une suite de réels.

Démonstration : Supposons que p est purement atomique. Alors 'ensemble S des atomes de
w est au plus dénombrable et u(S€) = 0. Clairement,

wA) = w(ANS) + p(ANST) = pAn{z}) = Y u({z})d:(A).

z€eSs zeX

La réciproque est triviale. [ |

Ainsi, les mesures purement atomiques sont les mesures discrétes. A 'opposé, on a la définition
suivante.

Définition 3.3.9 Soit p une mesure finie sur (R,B). On dit que p est diffuse si elle ne
posséde pas d’atome, c’est-a-dire p({z}) = 0 pour tout = € R.

Par exemple, la mesure de Lebesgue est diffuse. Toute mesure absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue est également diffuse.

Remarque 3.3.10 Les mesures diffuses sont parfois appelées mesures continues car on peut
montrer que si p est diffuse, alors pour tout a € [0, u(R)], il existe A € B tel que pu(A) = a.

Bien stir, toute mesure p purement atomique et diffuse est identiquement nulle : en effet, si p
est purement atomique, il existe S € B tel que p(S¢) = 0 et tout = € S est un atome de u. Mais
comme g est diffuse, S = ) et donc S¢ = R.

Remarquons également que si p est une mesure diffuse, alors p L §, pour tout x € R. En effet,
p({z}) =0 et 5z(R\ {z}) = 0. En fait, en utilisant le Corollaire on a que toute mesure

diffuse est singuliére par rapport & une mesure purement atomique.

Proposition 3.3.11 Soit . une mesure finie sur (R, B). Alors il existe un triplet (g, fts, fta)
de mesures sur (R,B) telles que ugq est une mesure discréte, pus est une mesure diffuse sin-
guliére par rapport a la mesure de Lebesgue, p, est une mesure absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue, et

M= i + fhs T Ha-
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Démonstration : Soit S l'ensemble des atomes de . Comme S est au plus dénombrable, la
mesure fig définie par
pa(A) = p(ANS)

est discréte. Considérons a présent la décomposition de Lebesgue (ps, pa) de la mesure définie
par A — u(A N S€) par rapport a la mesure de Lebesgue. Alors

M= [ + fs + Ha

et il reste & montrer que la mesure p; est diffuse. C’est évident puisque ps({z}) < p({z}NS¢) = 0.
|

Cette derniére décomposition est beaucoup utilisée en probabilités. On distingue trois types
disjoints de lois :
— les lois discrétes : ce sont les lois purement atomiques,
— les lois absolument continues : ce sont les lois qui admettent une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue,
— les lois continues singuliéres : ce sont les lois diffuses, donc qui ne possédent pas d’atomes,
qui sont singuliéres par rapport & la mesure de Lebesgue.
Toute loi absolument continue est diffuse, mais 'implication inverse est fausse : la loi de Cantor
est un exemple de loi continue qui est singuliére par rapport & la mesure de Lebesgue.

De maniére générale, la proposition précédente montre que toute loi de probabilité est une loi
mixte donnée par la somme d’une loi discréte, d’une loi continue singuliére et d’une loi absolument
continue.



Chapitre 4

Produit de mesures

L’objectif de ce chapitre est de définir la notion d’intégrale sur des produits d’espaces mesurés,
et d’obtenir le Théoréme de Fubini.

4.1 Construction

Soient (X, A, u) et (Y, A’,v) deux espaces mesurés. On souhaite munir le produit cartésien X xY

d’une mesure p x v telle que
10X V(A x A') = p(A)w(A)

pour tous A € A, A’ € A'.

Définition 4.1.1 Soient (X,.A) et (Y,.A") deux espaces mesurables. Tout ensemble de la
forme A x A" avec A € A, A’ € A’ est appelé un rectangle mesurable. La o-algébre produit
sur X x Y est la o-algébre engendrée par les rectangles mesurables. On la note A ® A'.

Proposition 4.1.2 Soient (X, .A) et (Y, A") deux espaces mesurables. La c-algébre produit
A® A est la plus petite o-algébre sur X x Y rendant les projections

T X XY =>X:(z,y)—x et m: X XY —=Y:(r,y)—y

mesurables.

Démonstration : Si A € A, alors 1 '(A) = Ax Y € A® A’ ce qui montre que A® A’ rend
71 mesurable. De méme, A4 ® A’ rend mo mesurable. Soit a présent C une o-algébre sur X x Y
rendant 71 et mo mesurables. Alors pour tout A € A et tout A’ € A, on a

(ANt (A)=Ax A ec.

Par conséquent, C est une o-algébre qui contient les rectangles mesurables et on en tire que

A A CC. ]

Mentionnons que cette proposition sert de base pour la définition d’'un produit infini de o-
algébres.

Proposition 4.1.3 On aB? =B ® B.

53
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Démonstration :  On sait que B2 = o({]a,b]x]c,d] : a < b,c < d}). Comme on a ]a, b x]c, d] €
B ® B, on obtient B2 C B ® B. De plus, B? rend les projections mesurables puisqu’elles sont
continues sur R? muni de la topologie euclidienne. Par la Proposition on obtient 'autre
inclusion. [

Etant donné un ensemble £ C X X Y, on va s’intéresser aux sections définies par
Ez:{yEY(.’L"y)GE}

et

EVY={xe X :(z,y) € E}
pour tous z € X,y € Y. En effet, intuitivement, pour définir la mesure d’un ensemble de X x Y,
on souhaiterait prendre

[ vEdu) on [ pEnavty).
X Y

Dans le cas particulier d’un rectangle mesurable A x A’ puisqu’on a (A x A’), = A'14(x) et
(A x A")Y = A1 4/(y), on retrouverait bien

[ o x A )duta) = [ v LaG@)d(e) = (A (A)
X X

/Y n((A x A))dv(y) = / H(AYVLar(y)dv(y) = p(Aw(4).

Y
Il reste & montrer que les ensembles F, et EY appartiennent a A’ et A respectivement, que les
applications x — v(E;) et y — pu(EY) sont mesurables et enfin que les intégrales donnent bien
des mesures qui coincident.

Proposition 4.1.4 Soient (X, .A) et (Y, A") deux espaces mesurables. Si E € A® A’, alors
pour tout x € X et touty €Y, ona E, € A’ et EY € A.

Démonstration : Fixons x € X et notons F la collection des ensembles £ C X x Y tels que
E, € A'. Montrons que F est une o-algébre qui contient les rectangles mesurables. La conclusion
s’ensuivra. Soient donc A € Aet A € A'. On a

0 sizg¢gA

/ o . n _
(AxA)x—{er.(x,y)eAxA}—{A, Gre A

et donc (Ax A"), € A'. Il reste & montrer que F est une o-algébre. Comme X XY est un rectangle
mesurable, on a X xY € F. Si E € F, alors E, € A’ et en remarquant que (E,)¢ = (E°),, on
obtient (E,)¢ € A’. Enfin, puisque (U, En), = U,(En)e, il est facile de voir que F est stable
par union dénombrable.

Le résultat s’obtient de maniére similaire pour EY. [ |

Proposition 4.1.5 Soient (X, A, ) et (Y, A’,v) deux espaces mesurés finis. Pour tout E €
A® A, les applications
z—=v(Ey) et yr— u(EY)

sont mesurables.
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L |

Démonstration : Par la Proposition les deux applications considérées ont bien du sens.
Notons D la collection des ensembles F € A ® A’ pour lesquels application = — v(E,) est
mesurable. Alorssi A€ Aet A’ € A, on a

v(Ax A)g) =v(A)14(x)

qui est bien une application mesurable. Donc A x A’ € D.

Montrons que D est une classe de Dynkin.
— Vu ce qui précéde, X xY € D.
— Soit E' € D. Puisque v est fini, on a v((E°),) = v(Y) — v(E,) et donc E€ € D.
— Soit (Ep)nen une suite d’ensembles deux a deux disjoints de D. Alors

v (( U En)m> = (U (En)m> =Y v((En))

neN neN neN

qui est une application mesurable comme limite d’applications mesurables.
Par conséquent,
)\({A xA':Ac A A € .A'}) CD.

De plus, 'ensemble {A x A" : A € A/A" € A’} est stable par intersection finie puisque si
A, Ay e A AL ALY e A alors

(A; x A7) N (A2 x AY) = (A1 N Ag) x (4] N A)).
Par la Proposition [I.3.4] on obtient

A A =g({Ax A Ae A A € A}) CD.

Corollaire 4.1.6 Soient (X, A, ) et (Y, A’,v) deux espaces mesurés o-finis. Pour tout E €
A® A, les applications
x> v(Ey) et yw— pu(EY)

sont mesurables.

Démonstration : Soit (Y,,)nen une suite de sous-ensembles de Y tels que
Y = U Y, et v(Y,) <+4oo,VneN.
neN

Bien siir, on peut supposer que les Y,, sont deux a deux disjoints. On pose v, (A") = v(A’'NY,,) pour
tout n € N. Alors v, est une mesure finie et par la Proposition Papplication z +— v, (E,)
est mesurable pour tout £ € A® A’. Il s’ensuit que

v(E,) = Z vn(Ey)

neN

est également mesurable. [
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Théoréme 4.1.7 Soient (X, A, pu) et (Y, A',v) deux espaces mesurés o-finis. I existe une
unique mesure p X v sur I'espace mesurable (X x Y, A® A') telle que

X v(A x ) = u(A)(A)
pour tous A e A, A’ € A'. Pour tout E € A® A’, on a

pxulB) = [ wE)uta) = [ uE)vty).

On dit que p X v est le produit des mesures p et v sur A ®@ A’.

Démonstration : Posons
a(B) = [ vE)in@) o (B = [ p(Ean).
Par le Corollaire ces applications sont bien définies. Montrons qu’il s’agit bien de mesures

(on fait le raisonnement pour &1, celui pour &, est similaire). On a & () = 0. De plus, si (Ep)nen
est une suite d’ensembles deux a deux disjoints de A ® A’, alors

&1 (U En> U (En)x> dp(z)
neN

Il
S
<
N

par le Corollaire 2.6.3]
De plus,si Ae Aet A€ A, ona

(A x A') :/

V(A x A))du(e) = [ (A La@du() = (A (A)
X

X

Pour I'unicité, il suffit d’appliquer le Lemme puisque la mesure est définie sur les rectangles
mesurables. ]

Remarquons que si Lo est la mesure de Lebesgue définie sur B2, alors
LQ =LxL

puisque chacune de ces deux mesures associe & un rectangle de R? son volume. Cela nous donne
une construction alternative de la mesure de Lebesgue sur R?.
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4.2 Théoréme de Fubini

Le Théoréme de Fubini présenté dans cette section permet de calculer des intégrales par rapport
& une mesure produit grice a des intégrales itérées.

Proposition 4.2.1 Soient (X, A) et (Y, A') deux espaces mesurables et f : X x Y — R
une application mesurable par rapport a A® A" et B(R). Alors pour tous x € X,y € Y, les

applications -
fo Y =Rz f(x,2)

et
P X —=>R:z2= f(z,9)

sont mesurables.

Démonstration : Pour tout B € B(R), on a

(fo) (B)={2 €Y : f(z,2) e B} ={z €Y : (z,2) € f(B)} = (f 1(B))a-

Puisque f est mesurable, f~!1(B) € A® A’ et la conclusion s’obtient en utilisant la Proposition
[4.1.4] Le résultat s’obtient de maniére similaire pour fY. ]

Proposition 4.2.2 Soient (X, A, pu) et (Y, A',v) des espaces mesurés o-finis. Considérons
une applications mesurable f : X x Y — [0,+oc]. Alors, les applications

re X /Y o ydvly) et yeY i /X f (@, y)du()

sont mesurables et de plus,

/Xxyfdﬂx’/—//fxydu 2)du(y //f:cydy Vdu(z).

Démonstration : Par la Proposition les intégrales d’applications positives [, f(z,y)dv(y)
et [ f(z,y)du(x) sont bien définies. Considérons tout d’abord le cas ou f = 1 avec E € A®A'.
Alors fp, = 1, et fY = 1gy, et les applications

/Y F( y)dv(y) = /Y 15, (5)dv(y) = v(Ey) et /X f(,y)du(z) = /X 10 (2)dp(x) = p(EY)

sont mesurables par le Corollaire [4.1.6] De plus,

/Y/Xf(%y)d“(‘”):/YP‘(Ey)dV(y):ux:/(E)

/){/}/f(x,y)du(y)du(x):/Xzz(Ex)dﬂ(x):MXV(E)_

Le résultat est donc vérifié pour f = 1p. Par linéarité de I'intégrale, le résultat reste vrai pour
toute fonction de ST(X x Y, A ® A’). Pour le cas général, il suffit d’approcher la fonction par
une suite croissante de fonctions simples et d’utiliser le théoréme de la convergence monotone. m
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Remarque 4.2.3 On peut vérifier 'intégrabilité d'une fonction f : X x Y — R mesurable par
rapport & A ® A’ en appliquant la proposition précédente a |f| : si |f| est intégrable sur X et si
Jx | f (@, y)|du(z) est intégrable sur Y, alors | f| et f sont intégrables sur X x Y.

Théoréme 4.2.4 (Fubini) Soient (X, A, u) et (Y, A’,v) deux espaces mesurés o-finis et
soit f: X xY — R une application p X v-intégrable.

1. L’application f, est v-intégrable pour u-presque tout x € X et I'application fY est
p-intégrable pour v-presque tout y € Y.

2. L’application
/ f(z,y)dv(y) si fy est v-intégrable
Y
sinon
est p-intégrable et 'application

/ f(z,y)du(z) si fY est p-intégrable
X

sinon

/ fcl,uxz/:/gd,u:/hdl/.
XxY X Y

Démonstration : On va démontrer le résultat pour 'application f,, autre cas se traitant de
maniére semblable. Par la Proposition [4.2.1] les applications (fT), et (f~), sont mesurables et
la Proposition [4.2.2] implique que les applications

oo [ et e oo [ o)

sont mesurables et p-intégrables. Par conséquent, elles sont finies u-presque partout et il s’ensuit
que f, est intégrable pour u-presque tout x € X. Soit N I’ensemble des points x € X tel que

/ fT(z,y)dv(y) = +o0 ou / [ (z,y)dv(y) = +o0.
1% 1%

Par mesurabilité des applications, on a N € A et on sait que N est p-négligeable. Par la Propo-
sition on en tire que g est p-intégrable (puisque g est égal pu-presque partout a une fonction
intégrable). Enfin, la Proposition donne

:t//j+xyw e d//f (y)dp(z)
= [ ([ sevat - [ 5w 0dmm
= /ngu,

est v-intégrable.
3. On a
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ce qui donne la conclusion.
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Chapitre 5

Convergence et espaces L

L’objectif de ce chapitre est d’introduire diverses notions de convergence pour les suites d’appli-
cations mesurables. Ensuite, nous présentons les espaces LP et leurs premiéres propriétés.

5.1 Modes de convergence

Dans cette section, nous introduisons et étudions quelques modes de convergence pour des suites
(fn)nen d’applications mesurables. Nous allons travailler avec des applications & valeurs réelles :
les résultats s’étendent facilement au cas d’applications a valeurs dans R finies presque partout
en considérant la suite (f,1n¢)nen, ot N est un ensemble de mesure nulle contenant ’ensemble
des points ou les f,, ne sont pas finies.

Définition 5.1.1 Soit (X, A, 1) un espace mesuré, (f,)nen une suite d’applications mesu-
rables de X dans R et f une application mesurable de X dans R. On dit que la suite (fy,)nen
converge en mesure vers f si

lim pu({z € X ¢ |fule) — f(x)] > €}) =0

n—-+00

pour tout € > 0.

Rappelons également qu’on dit que la suite (f,,)nen converge u-presque partout vers f si on a
lim,, 400 fn(z) = f(x) pour u-presque tout = € X. En général, il n’existe pas de relation entre
ces deux modes de convergence, comme illustré dans les exemples suivants.

Exemple 5.1.2 Considérons I'espace (R,B, L) et la suite (fn)nen définie par f, = 14, 4o
Cette suite converge presque partout vers 0 (méme partout), mais ne converge pas en mesure
puisque
nll)rilooﬁ({x €X:|fulz)>e}) = nll}lilooﬁ([n, +oo[) = +o0.

Exemple 5.1.3 Considérons I'espace ([0, 1[, B([0, 1]), L]o,1f) ainsi que la suite (fn)nen, définie
par fi = 11}, f2 = Lja/2) f3 = Lj1j2,1), et de maniere générale, si n = 2 4 k avec k €
{0,...,27 =1}, fn = (/27 (k1) /29[ Alors la suite (fn)nen, converge en mesure vers 0 puisque si
n=2 +k ona

L({z € [0,1[: |ful2)| > €}) = L([k/2, (k +1)/2°[) = 277
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qui tend vers 0 lorsque n (et donc j) tend vers 'infini. Par contre, la suite (fy,)nen, ne converge
pas presque partout vers 0 car pour tout = € [0, 1], la suite (fy,(2))nen, prend une infinité de fois
la valeur 0 et une infinité de fois la valeur 1.

Néanmoins, il y a quelques relations utiles, données dans les deux résultats suivants.

Proposition 5.1.4 Soient (X, A, ) un espace mesuré, (f,)nen une suite d’applications
mesurables de X dans R et f une application mesurable de X dans R. Si y est une mesure
finie et si la suite (f,)nen converge vers f u-presque partout, alors elle converge aussi vers
f en mesure.

Démonstration : Soit € > 0. Posons
Ap={z € X :|fa(z) — f(z)| > ¢}

pour tout n € N, et B, = J
de A et

i>n Aj. Alors la suite (Bn)nen est une suite décroissante d’éléments

ﬂ B, C{zx € X : (fu(x))nen ne converge pas vers f(z)}.
neN

Par conséquent, u (mnGN Bn) = 0 et la continuité & droite de la mesure implique que

e #(Bn) =0
Puisque A,, C B,,, on obtient également lim,,_, o (A4;,) = 0, d’ot la conclusion. [ |

Proposition 5.1.5 Soient (X, A, ) un espace mesuré, (f,)nen une suite d’applications
mesurables de X dans R et f une application mesurable de X dans R. Si (f,)nen converge
en mesure vers f, alors il existe une sous-suite de (fy)nen qui converge vers f p-presque
partout.

Démonstration : Puisque la suite converge en mesure, il existe un entier ni tel que

1
plfa € X : 1y (o) — F@)] > 1)) < 5.
Par induction, si I’entier ng_q a été défini, on peut trouver un indice ni > ni_1 tel que que

1

plfa € X+ 1 fu o)~ F@) > 1)) < o

Pour tout k£ € N, on définit ensuite ’ensemble

Ap= {2 € X : |y @) — F@)| > ).

Siz ¢ Njen Uk, Ak, alors il existe un indice j tel que

(@) = f(2)] <

| =
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pour tout k > j. Par conséquent, la suite (fy, )ren converge vers f hors de ﬂjeN Uk>j Ag. De
plus, pour tout 5 € N, on a

EOEN S JINED g

k>j k>j k>j

et on en tire que (ﬂjeN Ukzj Ak) =0. -

Définissons un troisiéme mode de convergence.

Définition 5.1.6 Soient (X,.A, ) un espace mesuré, (f,)nen une suite d’applications in-
tégrables de X dans R et f une application intégrable de X dans R. On dit que la suite
(fu)nen converge en moyenne (ou en norme L') vers f si

im_ [ 1~ fldn =0

n—-+o0o

Proposition 5.1.7 Soient (X, A, ) un espace mesuré, (f,)nen une suite d’applications
intégrables de X dans R et f une application intégrable de X dans R. Si la suite (f,)nen
converge en moyenne vers f, alors elle converge en mesure vers f.

Démonstration : Par le Lemme [2.5.8] on sait que

(o € X : fule) — f(2)] > €}) < / Fu— Fld,

d’ou la conclusion. m

Par la Proposition si la suite (fy,)nen converge en moyenne vers f, alors il existe une sous-
suite de (fn)nen qui converge vers f p-presque partout. Néanmoins, la convergence en moyenne
n’implique pas la convergence u-presque partout : il suffit de considérer la suite donnée dans
I’Exemple puisqu’on a pour n = 27 + k,

[ 1akdclou = £0k/2 (e + 1)/27] = 27

De plus, la convergence pu-presque partout et la convergence en mesure n’impliquent pas la
convergence en moyenne.

Exemple 5.1.8 Considérons l'espace (R,B, L) et la suite (fn)nen, définie par f, = nljg/p)-
Cette suite converge presque partout vers 0 et elle converge en mesure vers 0 puisque

L({r € R: |fulw)] > €}) = £(01/n]) =

qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Néanmoins, (f,)nen, ne converge pas vers 0 en
moyenne puisque

[ 1akd = ne(0.1/n]) =1

pour tout n € Np.
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Cependant, il existe des hypothéses supplémentaires sous lesquelles les convergences presque
partout ou en mesure impliquent la convergence en moyenne.

Proposition 5.1.9 Soient (X,.A, p) un espace mesuré, (f,)nen une suite d’applications
intégrables de X dansR et f une application intégrable de X dansR. Si (f,)nen converge vers
f p-presque partout ou en mesure et s’il existe une application intégrable g : X — [0, +00]
telle que p-presque partout, on a |f,| < g pour tout n € N et |f| < g, alors (fn)nen converge
en moyenne vers f.

Démonstration : Si (f,,)nen converge p-presque partout vers f, le théoréme de la convergence
dominée permet d’avoir la convergence en moyenne.

Supposons donc que (fp)nen converge en mesure vers f. Si la suite (f,)nen ne converge pas en
moyenne vers f, alors il existe ¢ > 0 et une sous-suite (fp, )ken telle que

/!fnk—f!dﬂzs

pour tout k£ € N. Remarquons que la sous-suite (fp, )ken converge en mesure vers f et par la
Proposition cette sous-suite posséde une sous-suite qui converge vers f u-presque partout.
Par la premiére partie de la preuve, elle converge également en moyenne vers f, ce qui est
impossible vu le choix de la suite (fy, )ren- ]

5.2 Définition des espaces LP et LP

Définition 5.2.1 Soit p € [1, +oo[ et soit (X, .4, ) un espace mesuré. L’espace LP(X, A, u, R)
est ’ensemble des applications mesurables f : X — R telles que |f|P est intégrable.

Cette définition s’étend au cas des applications a valeurs complexes : I'espace LP(X, A, u, C) est
I'ensemble des applications mesurables f : X — C telles que |f|P est intégrable.

Proposition 5.2.2 L’espace LP(X, A, u,R) (resp. LP(X, A, u,C)) est un espace vectoriel
sur R (resp. sur C).

Démonstration : Soient f,g € LP(X, A, u,R) et o € R. Alors, on a af € LP(X, A, u,R). De
plus,

(@) + g(2)[” < (1f(@)] + |g(@)])” < (2max{|f(2)], [g(x)]})" < 2°|f(2) [P + 2P|g ()P
pour tout x € X, et donc f + g € LP(X, A, u, R). ]

Nous allons & présent introduire I'espace LP(X, A, 1, R) dans le cas oit p = +00. Pour cela, nous
devons définir quelques notions préliminaires.

Définition 5.2.3 Soit (X, A, ) un espace mesuré. Un sous-ensemble N de X est localement
w-négligeable si pour tout A € A tel que u(A) < 400, 'ensemble A N N est p-négligeable.
Une propriété est vérifiée localement p-presque partout si ’ensemble des points pour lesquels
cette propriété n’est pas vérifiée est localement p-négligeable.

11 est facile de vérifier que tout ensemble p-négligeable est localement p-négligeable et que toute
union dénombrable d’ensembles localement p-négligeables est localement p-négligeable. Enfin, si
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X est o-fini, alors tout ensemble localement p-négligeable est p-négligeable : en effet, dans ce cas,
on a X = J, ey An oit chaque A, € A est de mesure finie, et il s’ensuit que N = |J,,cy An N N
est une union dénombrable d’ensembles p-négligeables.

Définition 5.2.4 Soit (X, A, ) un espace mesuré. Une application mesurable f : X — R
est essentiellement bornée s’il existe C > 0 tel que

{zeX:|f(x)>C}

est localement p-négligeable. L’espace £L°(X, A, i, R) est ’ensemble des applications mesu-
rables f : X — R essentiellement bornées.

Cette définition s’étend également au cas des applications & valeurs complexes : on définit I'espace
L®(X, A, u,C) par I'ensemble des applications mesurables f : X — C essentiellement bornées.
Le résultat suivant est immeédiat.

Proposition 5.2.5 L’espace L(X, A, 1, R) (resp. L>2(X, A, u, C)) est un espace vectoriel
sur R (resp. sur C).

Dans la suite, nous utiliserons la notation £P(X, A, u) pour désigner indifféremment les espaces
LP(X, A, R) et LP(X, A, u, C).

Définition 5.2.6 Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Si p € [1,4o00[, on pose

1= (| |f|pdu>’1’

pour tout f € LP(X, A, ). Dans le cas ot p = +00, on définit pour tout f € L®(X, A, u),

| flloo =inf{C >0:{x € X :|f(z)| > C} est localement p-négligeable }.

Remarquons quesi f € L>®(X, A, u), alors {z € X : |f(z)| > ||f]loo} est localement p-négligeable.
En effet, si (Cp)nen est une suite décroissante telle que || f||co = limy,— 400 C, et telle que pour
tout n € N l'ensemble {x € X : |f(z)| > C,} est localement p-négligeable, alors ’ensemble

{ze X [f@)>Ifle} = Jlz e X:If(2)] > Cu}
neN
est localement p-négligeable.

Nous allons & présent montrer que les applications ||-||, définissent des semi-normes. Commengons
par introduire ’exposant conjugué de p.

Définition 5.2.7 Soit p €1, +oo[. Alors % €10,1] et il existe un nombre réel ¢ tel que

1 1
-+ -=1.
P q
Les nombres p et g sont appelés des exposants conjugués. On étend cette définition en im-

posant que les nombres 1 et 400 sont des exposants conjugués.

Remarquons que si p et ¢ sont des exposants conjugués, alors

P+q=pq
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et si p et ¢ sont finis,
p=qp—1) et q=plg—1).

Lemme 5.2.8 Soit p €1, +00[ et ¢ son exposant conjugué. Alors

pour tous x,y > 0.

Démonstration : Bien siir, on peut supposer que x et y sont non-nuls. En posant u = P et
v =y, il suffit de prouver que
ul/Pvl/‘I < E + g
P q
pour tous u,v > 0. En posant ¢ = 7, il suffit de montrer que
t 1
t1/p <-4
p q

pour tout ¢ > 0. Il suffit alors de remarquer que la fonction

t o1
>0 — 4= — /P
P q

atteint son minimum en ¢ = 1 et que ce minimum vaut 0. |

Proposition 5.2.9 (Inégalité de Holder) Soient (X, A, ) un espace mesuré, p € [1,+o00]
et q son exposant conjugué. Si f € LP(X, A, ) et g € LI(X, A, u), alors fg € LY(X, A, 1)
et

/ Faldi < [ Flpllglla

Démonstration : Supposons tout d’abord que p = 1 et ¢ = +o00. Remarquons que puisque
f € ‘Cl(XvA7:u)> on a

freX:f(2) 0} = () fe € X:[f(2)] > 1/n}

neNy

et chaque ensemble apparaissant dans 'union est de mesure finie puisque par le Lemme [2.5.§

il € X @) = 1) <n [ |fld

De plus, puisque g € L¥(X, A, pu), 'ensemble {z € X : |g(x)| > ||g]lcc} est localement p-
négligeable. L’intersection de ces deux ensembles est donc un ensemble p-négligeable. Par consé-
quent, p-presque partout, on a

|f(2)g(@)] < [lgllool f(2)]-
On en tire que fg € LY(X, A, p) et

/ Faldy < / gllool £1dst = gllsoll 11
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Supposons & présent que p,q €1, +o00[. Si Hpr = 0 ou Hqu = 0, alors fg = 0 presque partout

| IIp

7
|( " @)l

. Par le Lemme[5.2.8] on a

et le résultat est démontré. Sinon, on pose f et g=

|f(z)g(x)] <
pour tout z € X. Par conséquent, fg € LYX, A, p) et

[iFatan <% [\iwas t [oan=14 2 =1,

On en tire que fg € L(X, A, p) et que

: /
|fgldp < 1.
1 fllpllgllq

Proposition 5.2.10 (Inégalité de Minkowski) Soient (X, A, ) un espace mesuré, p €
[1,4+00]. Si f,g € LP(X, A, ), alors

1+ glly < [1fllp + llgllp-

Démonstration : Supposons d’abord que p = +o00. Soit N1 = {x € X : [f(x)] > ||f|lc} €t
Ny ={z € X :|g(x)| > ||g|loc }- Alors N7 U N3 est localement p-négligeable et on a

£ () + 9(@)] < [f(@)] + 9(2)] < [ Flloc + llgllo
pour tout z ¢ N3 U Na. On en tire que ||f + glloo < || flloo + [|9]]co-

Supposons & présent que p = 1. Puisque |f(x) + g(x)| < |f(z)| + |g(x)| pour tout € X, on a
1549l = [ 15+ gldu< [171du+ [ loldun =115 + gl

Supposons finalement que p €)1, +o00[. Si || f+g¢||, = 0, le résultat est clair. Sinon, soit ¢ I'exposant
conjugué de p. Alors p = q(p — 1) et par conséquent,

f +glP = (If +glP7")".
On en tire que |f + g|P~! € L9(X, A, ). En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

\f+ﬂ§—/u4yﬂw S!/U+m”%U%HMMM

/Wf+mﬁ*uwu+/Wf+m¢*wwu

R N N I WP
(£l + Nl 11 + gl |,

1-1/p
Wﬂu+mmm(/Wf+mmm>

1-1/p

IN

puisque g(p — 1) = p et 1/¢ = 1 — 1/p. En divisant par (f |f —|—g\pdu) , cette inégalité se
réécrit

1F + gllp < 1F1lp + [lgllp-
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Par conséquent, il est facile de vérifier que || - ||, définit bien une semi-norme sur l’espace
LP(X, A, ). Néanmoins, il peut exister f € LP(X, A, ) non-nul tel que [|f||, = 0. L’espace
LP(X, A, ) n’est donc pas normé (cela arrive sl existe A € A non-vide tel que pu(A) = 0).

Définition 5.2.11 Soient (X, A, 1) un espace mesuré et p € [1,4+00]. On note NP(X, A, p)
le sous-espace de LP(X, A, ) formé des applications f pour lesquelles || f||, = 0.

Remarquons que si p < 400, NP(X, A, u) est Pensemble des applications mesurables s’annulant
p-presque partout. Si p = 400, N°(X, A, 1) est 'ensemble des applications mesurables qui
s’annulent localement p-presque partout. Dans les deux cas, on a un sous-espace vectoriel de
LP(X, A, p).

Définition 5.2.12 Soient (X, A, ) un espace mesuré et p € [1,+00]. L'espace LP(X, A, 11)
est le quotient de l'espace LP(X, A, ) par I'espace NP(X, A, u).

En d’autres mots, LP(X, A, i) est le quotient de I'espace LP(X, A, u) par la relation d’équivalence
frge=f-geNP(X, A p).

Dans le cas p < 400, on identifie donc les applications qui sont égales p-presque partout. Si
p = 400, on identifie les applications qui sont égales localement u-presque partout.

Remarquons que si f ~ g sont deux applications de £P(X, A, p), alors || f||, = ||g||p- La définition
suivante a donc du sens.

Définition 5.2.13 Soient (X, .A, ;1) un espace mesuré et p € [1, +00]. On définit
|- llp = LP(X, A, i) = [0, +o0[: [f] = [ flp,

ou [f] désigne la classe d’équivalence de f.

Gréace a ce quotient, la semi-norme || - ||, sur £P(X, A, ) devient une norme sur LP(X, A, p) : en
effet, si f est tel que || f||, = 0, alors f est nul (localement) p-presque partout et [f] = [0].

En général, pour alléger les notations, on identifie la classe [f] et son représentant f.

Enfin, terminons cette section par une nouvelle notion de convergence liée & 'introduction des

espaces LP(X, A, ).

Définition 5.2.14 Soient (X, A, 1) un espace mesuré, p € [1,4+00], (fn)nen une suite d’ap-
plications de LP(X, A, u) et f € LP(X, A, ). On dit que la suite (f,)nen converge en norme
LP vers f si

lim [/ f— fll, = 0.

n—-+o0o

Pour p = 1, on retrouve la convergence en moyenne. Notons qu’il existe des liens entre ces types
de convergence, la convergence en mesure et la convergence presque partout. Ces relations sont
laissées & titre d’exercices.

5.3 Propriétés des espaces LP et L

L’espace LP(X, A, i) a été muni d’une norme : celle-ci définit naturellement une distance associée,
donnée par

dp(ﬂg) =|f —ng-
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Dans un espace métrique, la limite de toute suite convergente est unique, et toute suite conver-
gente est de Cauchy. Nous allons montrer que dans le cas des espaces LP(X, A, i), toute suite de
Cauchy est également convergente. On dit que I'espace est complet.

Théoréme 5.3.1 Soient (X, A, 1) un espace mesuré et p € [1,+o00|. Muni de la norme || ||,
Despace LP(X, A, 1) est un espace normé complet, c¢’est-a-dire un espace de Banach.

Démonstration : Nous allons travailler en confondant les classes d’équivalence et leurs repré-
sentants.

Soit (fn)nen une suite de Cauchy de LP(X, A, p). Alors pour tout € > 0, il existe N € N tel que

an - fm”p <e VYn,m> N.

Supposons tout d’abord que p < 4o00. Puisque la suite est de Cauchy, on peut construire de
proche en proche une suite croissante (n;);en telle que

”fnj+1 - fnij < 27j vj €N.

Montrons que cette sous-suite (fy;)jen converge dans LP(X, A, i1). Posons

k 400
gk:Z|fnj+1_fnj| et g:Z’fnj+1_fnj|'
=1 j=1

En utilisant 'inégalité de Minkowski, on a

k k
lgells <D g = Fusllp < Y277 < 1.
j=1 J=1
Par le Lemme de Fatou, on a
/liminf|gk|pdu < liminf/ lgk|Pdp < 1
k—+o0 k—+o0

et donc g € LP(X, A, n). En particulier, g est fini p-presque partout. Soit N un ensemble de
mesure nulle contenant I’ensemble des points ot g est infini. Posons

0 siz € N.
Puisque fn, = fn, + Zj:ll ( Jnj — fnj), la sous-suite (fy,)jen converge presque partout vers
f. Montrons que f est également la limite dans LP(X, A, u) de la suite (fp,)nen. Soient € > 0 et
N € N tels que || f, — fml|lp < € pour tout n,m > N. Par le lemme de Fatou, pour tout m > N,
on a alors

/ |\ — fIPdp = / liminf |f, — fo; [Pdp < lim inf / | fr = fny [Py < &P
j—+oo J—r+oo

De plus, on en tire également que f € LP(X, A, u) puisque f = (f — fim) + fm qui est la somme
de deux applications de LP(X, A, p).
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Passons & présent au cas ol p = 4+00. Posons

An ={z € X o [fu(@)| > [[fallo}

et
Bnn={z € X :|fu(z) = fm(@)] > | fa — fimlls}-

E=J4.u |J Bun-

neN m,neN

On considére

Alors E est localement p-négligeable. En dehors de E, la suite (fy)nen est uniformément de
Cauchy et converge donc vers une fonction bornée f. Posons f(x) = 0 pour tout = € E. Alors
f e L>®(X,A, ) est la limite de (f,)nen dans L>®(X, A, p). ]

Intéressons-nous a présent aux sous-espaces denses de LP(X, A, u).

Proposition 5.3.2 Soient (X, A, p) un espace mesuré et p € [1,4o00]. Les applications
simples de I'espace LP(X, A, u) forment un sous-espace dense de LP(X, A, n) et définissent
donc également un sous-espace dense de LP(X, A, ).

Démonstration : Supposons pour commencer que p < +00. On va démontrer le résultat pour
le cas des fonctions f > 0. On se raméne au cas général en considérant f+ et f~ (resp. Ref et
Jmf). Par la Proposition il existe une suite croissante (fy)nen de fonctions simples telles
que lim, 4o fr, — f = 0. Puisque |f,|P < |f|P, on a |f, — f|P < 2P|f|P et le théoréme de la
convergence dominée donne

iim_ [ 17— v =0.

n—-+0o0o
Traitons a présent le cas p = +o00. Soit € > 0. Choisissons des réels xg < --- < x formant un
recouvrement de [~ f|loo, | flloo] €t pour lesquels z,, — z,—1 < €. Posons A, = f~1(|zn_1, 7))
pour tout n € {1,..., N} et considérons

N
fs = Z l‘nlAn-
n=1

Alors f. est une application simple telle que ||f — fe]loo < €. En effet, si & € X est tel que
f(@) € [=]|flloo, | fllo], alors il existe n € {1,..., N} tel que = € A,, et donc

[fe(@) = f(@)] = [an — f(2)] < e
Cela suffit puisque 'ensemble {z € X : ¢ [~ || fl|co, || f]|co] } €st localement p-négligeable. |

Nous allons a présenter étudier la séparabilité des espaces LP(X, A, ). Nous allons étre amenés
a étudier des fonctions de la forme

|14 —1g| =1aaB

ot AAB = (AU B) \ (AN B). Commengons par démontrer deux lemmes. Le premier lemme
montre que lorsque la mesure est finie, on peut approcher tout ensemble de A par des ensembles
de toute partie génératrice de A qui est une algébre. Rappelons qu’une collection de parties de
X est une algébre si elle contient X et si elle est stable par passage au complémentaire et par
union finie.
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Lemme 5.3.3 Soient (X, A, u) un espace mesuré et C C A une algébre telle que o(C) = A.
Si pu est fini, alors pour tout A € A et tout € > 0, il existe C € C tel que u(AAC) < e.

Démonstration : Soit F la collection des ensembles A de A satisfaisant que pour tout € > 0,
il existe C' € C tel que p(AAC) < e. Bien sir, on a C C F et il suffit de montrer que F est une
o-algébre pour obtenir la conclusion.

Puisque C C F, on a X € F. De plus,
ANC = ANC

et donc F est stable par passage au complémentaire. Soit (Ay)nen, une suite d’éléments de F.
Fixons € > 0. Si A = | Ay, la continuité de la mesure implique qu’il existe N € Ny pour
lequel

neNg

Pour tout n < N, choisissons C), € C tel que (A, AC,) < 55. Posons C' = UngN C,€C.0Ona

wAAC) < p|AN ([ An |+ | [ 4nC

n<N n<N
< p AN An ]+ D0 mAAG)
n<N n<N
ce qui suffit. [

Le lemme suivant étend le premier lemme au cas o-fini.

Lemme 5.3.4 Soient (X, A, 1) un espace mesuré et C C A une algébre telle que o(C) = A.
Si p est o-fini sur C, alors pour tout A € A tel que u(A) < 400 et tout € > 0, il existe C € C
tel que p(AAC) < e.

Démonstration : Soit (A,)nen une suite croissante d’éléments de C telle que X = J, oy An
et p(Ay,) < +oo pour tout n € N. Soit A € A tel que p(A) < 400 et soit € > 0. La continuité de
la mesure donne 'existence d’un indice N € N pour lequel (AN Ay) > u(A) — /2. La mesure

Be A u(Bn Ay)

est finie et par le lemme précédent, il existe C € C tel que p((AAC) N Ay) < /2. Alors
CNAy eCet

pAACNAN)) < p(A\(ANAN)) +p((ANAN)ACN Ay))
A\ (ANAN)) + p((AAC) N Ay) <,

d’ou la conclusion. n

Le résultat principal est le suivant.
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Proposition 5.3.5 Soient (X,.A, ;1) un espace mesuré et p € [1,+o00[. Si C C A est une
famille dénombrable telle que o(C) = A et si X = |J,,cy An ott chaque A,, € C est de mesure
finie, alors 'espace LP(X, A, ) est séparable.

Démonstration : Soit C la collection formée des ensembles de C, de leurs complémentaires,
de leurs unions finies, de X et de (). Alors C est une algébre dénombrable qui contient C et bien

str, on a o(C) = A.

Soit U la collection des sommes finies 2221 cjle; ot ¢j € Q (resp. Q +iQ) et C; € C avec
p(Cj) < 400 pour tout j. Alors U est un ensemble dénombrable et ¢ C LP(X, A, i). Montrons
qu’il forme un sous-ensemble dense de £P(X, A, ). Vu la Proposition il suffit de montrer que
cet espace est dense dans l'espace des applications simples de LP(X, A, u). Soit g = 22:1 ajly,
une telle application, avec A; € A et u(A4;) < +oo, et soit ¢ > 0. Par densité, il existe des
rationnels ¢; tels que

l l !
£
Zalej - chlAj < Z laj — ¢;ll[1a;llp < 5
j=1 j=1 J=1

p

De plus, le lemme précédent nous donne des ensembles C; tels que

l ! l l
g
doeila; =y cile| <Y Il — 1ol = D lelu(A;00) VP < 2.
j:l j:l j:l

1
P J

Alors 22:1 cjlc, appartient a U et satisfait par Minkowski

l l l l l l
Zalej —chlcj < Zalej—ZleAj + ZleAj —chlcj < g,
j=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1 J=1 Jj=1

p p p

ce qui termine la preuve. [ |
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