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Chapitre 1

Généralités sur les processus stochastiques

1.1 Exemples introductifs

1.1.1 Marches aléatoires

Une marche aléatoire est un processus qui décrit un chemin consistant en une succession d’étapes
aléatoires sur un espace d’états donné. La marche aléatoire sur Z permet de modéliser la marche
d’un promeneur completement ivre qui sort du bar et se déplace dans une rue droite (infinie)
bordée de lampadaires & intervalles réguliers. A chaque lampadaire, il s’arréte pour se reposer.

Comme il est ivre, lorsqu’il repart, il a oublié d’oit il venait et choisit donc aléatoirement un sens
ou 'autre. Retournera-t-il au bar ?

FIGURE 1.1 — Une réalisation de 20 pas de la marche du promeneur tvre sur une rue.

On peut maintenant imaginer que notre promeneur est perdu dans le quartier quadrillé de Man-
hattan (on suppose le quartier infini). A chaque croisement, il fait une pause et repart ensuite
dans une des quatre directions au hasard, avec une chance que quatre pour chacune.

Si on souhaite modéliser ces deux situations sur l’espace Z?, on considére une suite (V;,)nen de

variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, pouvant prendre avec la méme
probabilité les 2d valeurs

(£1,0,...,0), (0,+1,0,...,0), ..., (0,...,0,+1).

On pose Xg = 0, c’est-a-dire on suppose que notre marcheur démarre a ’orginie. Pour tout

n > 0, on pose X,+1 = X, + Y, qui représente la position au temps n + 1. Le déplacement entre
X, et X541 est donné par la valeur de Y.
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FI1GURE 1.2 — Une réalisation de la marche du promeneur ivre dans Manhattan.

La marche aléatoire sur Z? a été beaucoup étudiée et est bien comprise. Par exemple, on sait que
la marche revient presque siirement en 0 si et seulement si d = 1 ou d = 2. Dans ce cas, on peut
se demander le temps moyen pris par la marche pour revenir en 0. Les outils développés dans ce
cours permettent d’aborder ce genre de questions.

1.1.2 Probléme de la ruine

Le probléme de la ruine du joueur est une variation du probléme précédent, dans lequel on autorise
la marche a étre biaisée. Il fournit un modéle de I’évolution de la richesse d’une personne qui
gagne sa vie en jetant une piéce truquée et en faisant des paris de 1 euro a chaque lancer. S’il
obtient pile, ce qui arrive avec une probabilité p, la banque lui donne 1 euro. S’il obtient face, il
donne 1 euro a la banque.

Afin de modéliser cette situation, on considére une suite (Y, ),en de variables aléatoires indépen-
dantes et indentiquement distribuées, dont la distribution de probabilité commune est donnée
par

P[Ynzl} =p et P[Yn:—l] =qg=1-np.

Soit X la fortune initiale de notre parieur et pour tout n > 1, notons X,, son argent aprés n
lancers. Ainsi, on a

n
X, =X, +ZYJ-.
j=1

Notons que X,, peut prendre une valeur négative ou arbitrairement grande. Avant de commencer,
le parieur peut se fixer un niveau A pour lequel il décide d’arréter de jouer s’il a gagné A euros.
Il s’arréte également s’il a perdu toute sa fortune. On considére donc le temps aléatoire

T=min{n>0:X, €{0,A4}}
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auquel le parieur arrétera de jouer. Peut-on affirmer que ce temps est presque stirement fini 7 Si
oui, on a donc X7 = 0 ou Xp = A. Il est alors intéressant de pouvoir estimer par exemple la durée
moyenne du jeu, c’est-a-dire E[T], ainsi que la probabilité de gagner, c’est-a-dire ]P’[XT = A].

1.1.3 Arbres de Galton-Watson

Le processus de Galton-Watson est le processus le plus simple pour décrire ’évolution d’une
population. Il a été introduit pour étudier la probabilité d’extension d’un nom de famille dans
un arbre généalogique.

Soit X le nombre initial d’individus et X, le nombre d’individus & l'instant n. On suppose
que chaque individus donne naissance, juste avant de mourir, & un nombre aléatoire Z,’j 41 de
descendants, pour 1 < k < X,,, de facon indépendante des autres et du passé, selon une loi de
reproduction identique. On suppose donc que

Xn
k
Xnt1 = Z Zps1
k=1

si X, >1,et X;,41 = 0si X, =0, ot les variables (Zﬁ +1)n,k sont indépendantes et identiquement
distribuées.

On montrera que si I’espérance commune des variables Z,’j 41 est strictement inférieure a 1, alors
la population s’éteint presque slirement.

FIGURE 1.3 — Une réalisation du processus de Galton-Watson, ot Xog = 1. Le temps s’écoule de
haut en bas et la distribution du nombre de descendants est une loi binomiale Bin(3,0.4).

1.1.4 Chaines de Markov

Les trois exemples précédents partagent une propriété importante : Leur évolution future ne
dépend que de la valeur présente, indépendamment du passé. Autrement dit, on a

]P’[Xn+1:w]Xn:xn,...,XO:xo] :P[XnH:x]Xn:xn]
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quels que soient n, zg,...,xn+1. Cette derniére propriété s’appelle la propriété de Markov. De
maniére générale, on peut définir une chaine de Markov de la maniére suivante : Une suite
(Xn)n>0 de variables aléatoires & valeurs dans un espace discret S = {s; : j € E'} est une chaine
de Markov si pour tout j €

P[Xne1=s; | X0, X1,...,Xp) =P[Xny1 =5, | Xp] VYn>0.
La chaine de Markov est homogéne si ces probabilités ne dépendent pas de n, c’est-a-dire si
P[Xn_Fl:Sj‘Xn:Si):P[Xl:Sj’—XOZSi]:pij Vi,jEE.

Les états et les probabilités de transitions peuvent donc étre représentés dans un graphe (pas
nécessairement connexe et potentiellement infini) appelé le graphe de transition :
— les sommets du graphe sont les points de S';
— on met une aréte orientée (s; — s;) du sommet s; vers le sommet s; si p;; > 0, et on
indique la valeur de p;; sur cette aréte.
Les probabilités de transition {p;;, i,j € E} sont rassemblées dans une matrice de dimension
dim E x dim F (potentiellement infinie)

Poo Po1  Po2
P10 P11 P12
P=

P30 P31 P32
appelée la matrice de transition de la chaine. La distribution de X est appelée la distribution
initiale.

Par exemple, considérons un processus a valeurs dans N de graphe de transition

q
q
q
ZQ\—GD\_/
p p p p

avec ¢ = 1 — p, c’est-d-dire de matrice de transition

g p 00
q 0 p O
P=1fg00p

On considére la distributuion initiale triviale u = (1,0,0,...). Ce processus compte le nombre de
succés consécutifs lors d’une répétition d’une expérience de Bernoulli de probabilité de succes p.

Présentons a présent un deuxiéme exemple & espace d’états finis. D’aprés Kemeny, Snell et
ThompsonEL le pays d’Oz a de nombreux atouts, mais le beau temps n’en fait pas partie! Il n’y

1. J. G. Kemeny, J. L. Snell, G. L. Thompson, Introduction to Finite Mathematics, 3rd ed. (Englewood Cliffs,
NJ : Prentice-Hall, 1974).
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a jamais deux belles journées d’affilée. Si une journée est belle, on risque tout autant d’avoir de
la neige que de la pluie le lendemain. S’il y a de la neige ou de la pluie, on a une chance sur
deux d’avoir la méme chose le lendemain ; s’il y a du changement par rapport a la neige ou a la
pluie, la moitié du temps on a une belle journée le lendemain. Cela décrit une chaine de Markov

de matrice de transition
P B N

P/1/2 1/4 1/4
P=B|1/2 0 1/2
N\1/4 1/4 1/2

S’il fait beau aujourd’hui, alors la distribution initiale est u = (O 1 0). Le graphe de transition
de cette chaine de Makov est donné par

1/4

Les chaines de Makov jouent un grand roéle a la fois dans la théorie et dans les applications :
Leur structure est suffisamment riche pour modéliser de nombreux phénoménes aléatoires et
suffisamment simple pour permettre de répondre & de multiples questions sur le comportement
de ces phénomeénes. Elles ne font pas I'objet de ce cours, mais le comportement Markovien
interviendra lors de ’étude du mouvement brownien.

1.1.5 Processus de Poisson

Les processus présentés précédemment étaient formés d’une suite de variables aléatoires définies
sur le méme espace probabilisé. On parle de processus stochastiques & temps discret. On pourrait
également considérer une famille de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
et indexée par un ensemble continu. On parle de processus stochastiques & temps continu.

Le processus de Poisson est un exemple d’un tel processus. Il permet de modéliser des phénomeénes
d’arrivées aléatoires isolés dans le temps tels que des appels téléphoniques regus par une centrale,
des arrivées de clients devant un guichet, des vsites sur une page Internet,... Une méthode de
construction du processus de Poisson est la suivante : On considére une suite (Wy,)nen, de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon une loi exponentielle de

paramétre A > 0. On pose
n
oYW
=1

et
N(t) =sup{n e N: T;, <t}.

Alors {N(t),t > 0} est appelé un processus de Poisson de taux A. Les temps 0 = Ty < 17 <
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To <--- <T; < ... sont les instants d’arrivées. On a
N(t)=j <= T; <t <Tjy1.

Les temps inter-arrivées (temps entre deux arrivées successives) sont donnés par les variables
Wi, i > 1.

To=0 T, Ty Ty T, Tx

FIGURE 1.4 — Trajectoire d’un processus de Poisson et instants d’arrivées.

Ce processus est un exemple fondamental de processus Markoviens qui donnent une version
continue des chaines de Markov : On a

Pbig[N(t+u) =j | N(v),0 <v <t] =P[N(t+u)=j| N()]

pour tous t,u > 0, et tout 5 € N.

Ce processus posséde d’autres propriétés remarquables et classiques pour des processus stochas-
tiques. Par exemple, il s’agit d’un processus a accroissements indépendants, c’est-a-dire pour tout
p=>2et tous 0 <ty <9 <--- < tp, les variables aléatoires

N(ts) = N(t1) ..., N(ty) — N(ty_1)

sont indépendantes. Les accroissements du processus de Poisson sont également stationnaires,
c’est-a-dire pour tout h > 0 et tout ¢ > 0,

N(t+h) — N(t) £ N(h) — N(0).

On a en fait N(t + h) — N(t) ~ Pois(Ah). Notons finalement que les réalisations de ce processus
ne sont pas continues puisqu’il s’agit d’un processus croissant a valeurs dans N.

1.1.6 Mouvement brownien

Si on change convenablement I’échelle de temps et 1’échelle d’espace d’'une marche aléatoire
dans Z, en effectuant un zoom de plus en plus précis, on obtient un processus stochastique
continu qui évolue continument dans le temps et qui admet une distribution unique. Ce processus
limite s’appelle le mouvement brownien. L’étude du mouvement brownien sera un des objectifs
principaux de ce cours. Notons que cet objet mathématique permet de modéliser des phénoménes
naturels et a été étudié initialement pour expliquer le mouvement irrégulier et aléatoire d’une
particule de pollen en suspension dans I’eau.
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FIGURE 1.5 — Réalisation d’une marche aléatoire.

1.2 Deéfinition et loi d’un processus stochastique

Les processus stochastiques permettent de modéliser des quantités qui évoluent aléatoirement
au cours du temps. Nous désignons par (€2, F,P) un espace probabilisé et par I un ensemble
quelconque d’indices. L’indice t € I référe donc en général & une position dans le temps.

Définition 1.2.1 Un processus stochastique X = {X(t) : t € I} sur (Q,F,P) est une
famille de variables aléatoires définies sur (£, F,P) a valeurs réelles indexée par I.

Si 'ensemble I est fini, le processus est un vecteur aléatoire. Si I est dénombrable, le processus
est une suite de variables aléatoires et on parle de processus & temps discret. Si I C R est un
intervalle, on dit que le processus est a temps continu. Mentionons également que si I C R"
est un intervalle, on parle de champ aléatoire. Dans ce cours, on s’intéressera en général aux

processus indexés par I = N ou I = [0, +00[.

Asset Prices Simulated using Brownian Motion

2000,

FIGURE 1.6 — Différentes trajectoires d’un processus, chaque ligne représente une réalisation
particuliére du processus, i.e. une trajectoire t — X (t,w) ; a chaque instant t, on a des réalisations
de la variable aléatoire réelle X (t,-)

Un processus dépend de deux parameétres : t € [ et w € €; une illustration est donnée a la

Figure
— Pour tout t € T fixé, X(¢,-) : w € Q — X (t,w) est une variable aléatoire. Afin d’alléger
les notations, nous noterons souvent cette variable X;.
— Pour tout w € Q fixé, X(-,w) : t € I — X (t,w) est une fonction a valeurs réelles, appelée
trajectoire du processus. L’étude des propriétés des trajectoires d’un processus est un des
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objectifs de la théorie des processus stochastiques.
En regardant un processus stochastique comme une application & valeurs dans R’, & savoir

X:Q-Rwe X(Lw),

il est naturel de vouloir définir sa loi. Pour cela, nous devons introduire quelques résultats sur
les o-algebres produits. Considérons d’abord le cas ou I = {1,...,n}. Rappelons que le produit
R® =R x --- x R peut étre muni de la o-algébre engendrée par les rectangles

By x -+ x B,
ol By € B pour tout k € I. C’est la plus petite o-algébre rendant les projections
e R" = R (21,...,2,) — T

Borel-mesurables. Dans le cas des produits infinis, on a considére les cylindres & la place des
rectangles.

Définition 1.2.2 On appelle cylindre tout ensemble de la forme

H B; ou B €B et By # R pour un nombre fini d’indices.
tel

La o-algébre produit sur R! est la o-algébre engendrée par les cylindres. On la note B!.

Le résultat suivant permet de justifier la définition ci-dessus.

Proposition 1.2.3 La o-algébre produit sur R! est la plus petite o-algébre rendant les
projections
Mg - (RI7BI) — (RvB) : (xt)tef = Tty to € I

mesurables.

Démonstration : Si B€ B, on a

B it=1t
m (B =[[A on A= S
el R  sinon.

En particulier, 7th01 (B) est un cylindre et appartient donc & BY. Ainsi, B rend bien les projections
mesurables. De plus, si A est une o-algébre sur R! qui rend les projections mesurables, alors pour
tout cylindre C = [[,.; By ot By #Rsit € {t1,...,t,}, on a

C=()m'(By) € A
k=1

Ainsi A contient donc tous les cylindres, ce qui suffit. [

Proposition 1.2.4 Si X = {X(t) RS I} est un processus stochastique sur (2, F,P), alors
Papplication
X:(QF) - RLB :we— X(4w)
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est mesurable.

Démonstration : Soit un cylindre C = [[,.; By ot By # Rsit € {t1,...,t,}. Il suffit de
montrer que X !([],c; Bt) € F. Or, on sait que

X~H0) = ﬁ X;, ' (By,)
k=1

et puisque chaque X;, est une variable aléatoire, X, 1(Btk) € F. Cela permet de conclure. [ |

On en tire que tout processus stochastique définit une mesure de probabilité sur ’espace mesu-

rable (R, B/).

Définition 1.2.5 Soit X = {X(t) : t € I} un processus stochastique sur (€2, 7, P). On note
Px la mesure image de P par X, c’est-a-dire la mesure de probabilité définie sur (R?,BY)
par

Px[B] = P[X"Y(B)] VB eB!.

On appelle Px la loi de probabilité du processus stochastique X.

Remarque 1.2.6 On peut dés lors se demander si toute mesure de probabilité sur (]RI B! )
provient d’un processus stochastique. Plus précisément, étant donnée une mesure de probabilité
P sur (RT,BT), existe-t-il un espace probabilisé (€2, F,P) et un processus X défini sur cet espace
tel que Px = P? On peut répondre & cette question par l'affirmative en considérant l'espace
probabilisé (RI B! ,]?’) et le processus X défini par

X(t,w) =w(t)
pour tous ¢t € I, w € R!. En effet, pour tout B € B!, on a

Px[B] =P[{w € R’ : X(-,w) € B}] =P[{w e R’ :w € B}] =P[B].

Définition 1.2.7 Les lois fini-dimensionnelles d’un processus X = {X(t) it € I} sont
données par ’ensemble des lois des vecteurs aléatoires

(Xe,..., X4,), meNg, t1,...,ty €1

Les distributions fini-dimensionnelles de X sont donc caractérisées par la famille de fonctions
de répartition {Ft)ftn :n € No,t1,...,ty € I} donnée par

FYX (@ an) =P[Xy <21,..., Xy, < )

pour tous n € Ny, t1,...,t, € I et (z1,...,2,) € R™

En particulier, si |I| < oo, les lois fini-dimensionnelles sont les lois de toutes les projections de
la loi du vecteur X = (X1,..., Xjp).
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Définition 1.2.8 Soient X = {X(t) : t € I} et Y = {Y(t) : t € I} deux processus
stochastiques définis respectivement sur les espaces probabilisés (€2, F,P) et (Q,]T“ , ﬁ) On
dit que X et Y possédent les mémes lois fini-dimensionnelles (on dit aussi qu’ils sont égaux
au sens des lois fini-dimensionnelles) si pour tout n € Ny et tous t1,...,t, € I, les vecteurs
aléatoires (th, e ,th) et (Y}l, RN Ytn) sont de mémes lois.

Autrement dit, on demande que
P|(Xu,.. . X1,) € B] =B|(Yi,...,,) € B

pour tous n € Ny, t1,...,t, € [ et B € B™.

Proposition 1.2.9 La loi d’un processus stochastique X est entiérement caractérisée par
ses lois fini-dimensionnelles.

Démonstration : Considérons deux processus stochastiques X = {X (t) :t el } et Y =
{Y(t) : t € I} définis respectivement sur les espaces probabilisés (Q,F,P) et (Q, F,P), et
possédant les mémes lois fini-dimensionnelles. Nous allons montrer que Py = Iﬁ’y. Soit C =
[l c; Bt un cylindre de RY ott By #Rsit € {t1,...,t,}. Alors, par hypothése, on a

Px[C] :P[th € By,,..., X eBtn] :ﬁ»[Ytl €B,,....Y: eBtn] =By [C].

Puisque I’ensemble des cylindres de R’ est un m-systéme (i.e. stable par intersection finie) qui
engendre B/, le lemme de la classe monotone permet d’affirmer que Px = Py-. ]

1.3 Egalités de processus

Nous venons d’étudier 1’égalité de processus stochastiques au sens des lois. On peut introduire
d’autres fagcon pour des processus d’étre égaux.

Définition 1.3.1 Soient X = {X(¢) : t € I} et Y = {Y(¢) : t € I} deux processus
stochastiques.

1. On dit que X et Y ont la méme loi s’ils ont les mémes lois fini-dimensionnelles, c¢’est-

a-dire pour tous n € Ny et t1,...,t, € [, on a
X _ Y
Ftl,...,tn - Ftl,...,tn'

On écrit X £ Y.

2. On dit que X et Y ont sont des wversions ou modifications 'un de I'autre s’ils sont
définis sur le méme espace probabilisé et si

P[X(t)=Y(t)] =1, Vtel.

3. On dit que X et Y sont indistinguables s’ils sont définis sur le méme espace probabilisé
(Q, F,P) et 8'il existe un ensemble N C Q qui est P-négligeable et tel que pour tout
weN\N

X(tw)=Y(tw), Vtell[]
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a. De maniére un peu abusive (parce que {X (¢t) = Y (¢), Vt € I} n’est pas nécessairement un événement),
on écrit souvent P[X (¢t) =Y (¢),Vt € I] = 1.

Remarque 1.3.2 Les processus X et Y sont des versions I'un de 'autre si pour tout ¢t € I,
presque strement, X (¢) = Y (¢) : Autrement dit, pour tout ¢ € I, il existe un ensemble N; C 2
P-négligeable tel que X (t,w) = Y (t,w) pour tout w € 2\ N;. Pour obtenir que X et Y sont
indistinguables, il faut que presque stirement, pour tout t € I, X(t) = Y (¢) : L’ensemble P-
négligeable qui intervient ici ne dépend donc pas de t € I.

Il est facile de voir que les notions d’égalité de processus stochastiques s’ordonnent de la fagon
suivante :
indistinguables = versions = méme loi.

Si I est un ensemble dénombrable, deux processus sont indistinguables si et seulement s’ils sont
des versions I'un de l'autre. En effet, si X et Y sont des modifications I'un de I'autre, on a

P(3teI:X(t) £Y(1) =P (U {X(t) # Y(t)}) <Y B(X() #£Y () =0

tel tel
ot P(X(t) =Y (t),Vt € I) = 1.

En revanche, lorsque I est non-dénombrable, deux processus peuvent étre des versions 'un de
I’autre sans pour autant étre indistinguables. En fait, toutes les implications données précédem-
ment sont strictes comme illustré dans les exemples ci-dessous.

Exemple 1.3.3 Soit Z ~ N(0,1). Posons
Xt)=Z et Y(t)=—-Z
pour tout t € I. Alors X et Y ont la méme loi, mais
P(X(t)=Y(t) =P(2Z=0)=0, Vtel.
Par conséquent, X et Y ne sont pas des versions I'un de 'autre.

Exemple 1.3.4 Considérons espace probabilisé ([0, 1],B([0,1]),\) et I = [0,1]. Notons D =
{(z,z) : x € [0,1]} la diagonale de [0,1] x [0, 1]. Posons

X(t,w)=0 et Y(t,w) =1p(t,w)
pour tous t € I,w € [0, 1]. Pour tout ¢ € I, on a
)\({w €0,1]: X(t,w) = Y(t,w)}) = )\([O, 1]\ {t}) =1.

Par conséquent, X et Y sont des versions I'un de l'autre. Par contre, X et Y ne sont pas
indistinguables puisque

A{we0,1]: X(t,w) = Y(t,w), ¥t € I}) =0.

Dans I'exemple ci-dessus, on observe que les trajectoires de X sont continues alors que celles de
Y ne le sont pas. En fait, c’est ce qu’il manque pour obtenir I'implication inverse.
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Proposition 1.3.5 Supposons que I C R est un intervalle et que les processus X et Y sont
des versions 'un de I'autre. Si les trajectoires de X et Y sont presque stiirement continues a
droite (ou a gauche), alors X et Y sont indistinguables.

Démonstration : Notons 2; I’événement de probabilité 1 sur lesquel les trajectoires de X et
Y sont continues & droite. Soit D une partie dénombrable dense de I. Pour tout ¢t € D, on a

et par conséquent, puisque D est dénombrable, on a

P (ﬂ {X(t) = Y(t)}> = 1.

teD

Notons 2 I’événement de probabilité 1 donné ci-dessus. Si t ¢ D, il existe une suite décroissante
(tn)nen de D telle que t,, — t. En utilisant la continuité a droite des trajectoires, on a X (t,,w) —
X(t,w) et Y(t,,w) — Y(t,w) pour tout w € Q. On en tire que pour tout w € Oy N Qo,
X(t,w) =Y (t,w), d’ou la conclusion puisque £ N Qg est un événement de probabilité 1. |

1.4 Théoréme de consistance de Kolmogorov

Il y a plusieurs fagons de “spécifier” un processus stochastique. Une premiére approche consiste
a le construire explicitement, c’est-a-dire ’écrire en termes de variables aléatoires plus simples.
C’est ce que nous avons fait dans la Section [L.1]

Une deuxiéme fagon de spécifier un processus stochastique consiste a imposer ses distributions
fini-dimensionnelles (ce qui revient bien a spécifier sa loi, grace a la Proposition . Dans ce
cas, la question suivante doit étre résolue : Etant données des lois fini-dimensionnelles, existe-t-il
un espace probabilisé et un processus sur cet espace ayant ces lois fini-dimensionnelles 7 Pour
se fixer les idées, rappelons ce qui se passe pour une loi sur R. Se donner une loi de probabilité
revient & se donner une fonction de répartition. Ainsi la question devient : Etant donnée une
fonction F' : R — [0, 1] qui satisfait aux contraintes (i) F' est croissante, (ii) F' est continue a
droite, (iii) limy— oo F'(z) = 0 et limy_, 4 F(x) = 1, existe-t-il un espace probabilisé (2, F,P)
et une variable aléatoire X : 2 — R tels que P[X < z| = F(z)? Ce cas simple peut se traiter
via le lemme suivant.

Lemme 1.4.1 Soit F' une fonction satisfaisant les propriétés (i) - (iii) et soit U une variable
aléatoire uniforme sur [0, 1]. Définissons F~1(z) := inf {t : F'(t) > x} I'inverse généralisé de
F. Alors la variable F~1(U) est de Ioi F.

Démonstration : Le cas ou G est strictement croissante sur R est facile; pour le cas général
voir [9]. |

Dans notre cas, nous considérons pour tout n € Ny et tous t1,...,t, € I, une mesure de
probabilité Py, . ;. définie sur R™. Afin de pouvoir étre des candidats pour étre les lois fini-
dimensionnelles d’un processus, ces mesures de probabilité doivent naturellement vérifier les
hypothéses suivantes : Pour tous n € Ny, t1,...,t, € I,
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— si 7 est une permutation de {1,...,n}, alors
Pt [Al X X An] = Prtr),m(tn) [ATr(tl) Ko X Aw(tn)]

pour tous Ai,..., A, € F,
— sitpg1 € 1, alors
Py otnia [A X R] =Py, tn [A]
Ces deux hypothéses sont appelées les conditions de consistance et ménent au résultat suivant,
admis sans preuve.

Théoréme 1.4.2 (Théoréme d’existence de Kolmogorov) Considérons pour toutn €
No et tous t1,...,t, € I une mesure de probabilité Py, . ;. définie sur R". Supposons que
la famille Q = {Pt17~~-,tn :n € No,t1,...,t, € I} satisfait les conditions de consistances.
Alors il existe un espace probabilisé (§2, F,P) et un processus stochastique X sur (2, F,P)
qui admet @ comme famille de lois fini-dimensionnelles.

Le probléme du théoréme d’existence de Kolmogorov est que ’espace §2 construit est beaucoup
trop “gros” et bien souvent on a besoin de processus qui ont certaines propriétés (continuité,
différentiabilité, ...) qui peuvent vivre sur des espaces beaucoup plus petits.



Chapitre 2

Processus stochastiques & temps discret et martingales

La notion de martingale est fondamentale dans le calcul des probabilités. Ces processus per-
mettent de modéliser des jeux équitables, c’est-a-dire des jeux pour lesquels I'espérance de gain
a un temps donné est égal au gain déja accumué. On peut garder en téte par exemple la marche
aléatoire sur Z. Les martingales ont de nombreuses propriétés qui les rendent trés utiles dans
I’étude de processus plus généraux.

2.1 Fitration et martingales

Fixons un espace mesurable (2, F). Une sous-o-algébre de F est une sous-famille 73 C F qui
est également une o-algéebre.

Définition 2.1.1 Une suite de sous-o-algebres (F,)nen, de F est une filtration si F,, C
Fn+1 pour tout n € Ny.

Intruitivement, F,, contient les événements qui peuvent survenir jusqu’a I'instant n. Il faut donc
comprendre F,, comme l'information dont on dispose au temps n : Plus le temps passe, plus
nous disposons d’information. Par exemple, considérons un jeu de hasard qui est répété un grand
nombre de fois : F,, est I'information dont nous disposons aprés n parties et la suite de sous-o-
algébres est bien croissante si nous gagnons (ou a tout le moins ne perdons pas) d’informations
avec le temps.

Définition 2.1.2 Soient (€2, F,P) un espace probabilisé et (F,)nen, une filtration. Une suite
de variables aléatoires (Zy,)nen, est adaptée a la filtration (Fp)nen, Si Zn est Fp-mesurable
pour tout n € Nj.

On a typiquement F,, = o(Wi,...,W,) ou les W; sont des variables aléatoires, et la suite
(Zn)nen, adaptée a la filtration (Fp,)nen, est de la forme

Zn:f(WhaWn)
pour une fonction f Borel-mesurable.

Introduisons a présent la notion de martingale. Une martingale peut se voir comme la générali-
sation du jeu équitable (i.e. un pari dont I'espérance de gain est nulle) : (Z,,), est une martingale
pour (F,), si quels que soient les résultats des n premiéres parties, la fortune attendue apreés le
n 4 1€ jeu est exactement ce qu’elle était avant. En d’autres termes, quelle que soit I’historique
du jeu le gain du joueur est, en moyenne, nul.

Dans la suite, nous considérons un espace probabilisé (2, F,P) fixé.

16
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Définition 2.1.3 Une suite (Z,)nen, de variables aléatoires est une martingale pour la
filtration (Fy)nen, si

1. (Zn)nen, est adapté a (Fp)nen,,
2. E[|Zn|] < 400 pour tout n € N,
3. E[ZnH |.7-'n] = Z, pour tout n € Ny.

En prenant Pespérance de part et d’autre de la derniére condition de la Définition [2.1.3] on déduit
E (Zn11] = E[Z,]

et donc, en particulier, E[Z,] = E[Z;] pour tout n € Ny. On appelle E[Z;] la moyenne de la
martingale. Notons qu’on a également

et donc, en répétant,
EZn | Fnl =Zy, Ym>n.

Les martingales sont donc des processus constant en espérance. On peut également définir la
notion de martingale sans filtration préalable.

Définition 2.1.4 A toute suite de variables aléatoires Z = (Z,)nen,, o0 peut associer sa

filtration naturelle, donnée par
]'—nZ = O‘(Zl,...,Zn).

On dit que (Zy,)nen, est une martingale si elle est une martingale pour sa filtration naturelle,
c’est-a-dire si

1. E[|Zn|] < oo pour tout n € N,

2. E[Zn+1 | Z1,. .. ,Zn] = Z, pour tout n € Ny.

Soit (Gn)nen, une filtration. Notons que si (Z,)nen est une martingale pour (G, )nen,, alors c’est
nécessairement une martingale pour fnz : en effet, on a

FZ Cg,

puisque (Zy,)nen est adapté a (G, )nen, (la filtration naturelle est la plus petite filtration adaptée).
De plus, en utilisant la propriété d’emboitement de ’espérance conditionnelle, ’hypothése que
(Zn)nen est une martingale pour (G, )nen, et la mesurabilité de Z, par rapport a FZ, on a

E[Zy1|FZ] = E[]E[Zn+1\gn] \]—"nz] - E[anﬂ = Z,.

Présentons a présent quelques exemples simples de martingales.
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Exemple 2.1.5 1. Soient Xj;, ¢« € Np, des variables aléatoires indépendantes d’espérance
nulle. Alors

n
Zn=7) Xi, n€Ny
i=1
est une martingale.

2. Soient X;, i € Ny, des variables aléatoires indépendantes d’espérance 1. Alors

n
Zn:HXi, n e N

i=1
est une martingale.

3. Soient X;,i € Ny, des variables aléatoires iid d’espérance nulle et de variance 2. Alors

2
n
Ly = <ZXZ> - nJ2, n € Ny
i=1

est une martingale.

4. Soient X;, i € Ny, des variables aléatoires indépendantes d’espérance nulle et (Fp,)pnen, leur
filtration naturelle. Pour chaque n € Ny, considérons une variable aléatoire B,, bornée et
mesurable pour F,_1; on peut voir B,, comme un pari sur X,. La fortune totale a I'instant
nest Wy =0 et

n
W, =Y _ B;X;.
j=1
Alors, la suite (W), )nen, est une martingale.

Exemple 2.1.6 [Martingale de Doob| Soit Y une variable aléatoire telle que E[|Y]] < oco. Soit
JF, une filtration et
Z, =E[V|F,)].

Alors Z,, est une martingale dans la filtration F,,. En effet, les deux premiers points sont immé-
diats et pour le troisiéme, il suffit de remarquer que

E[Zpt1 | Fa] =E[E[Y | Foa] [ Fo] =E[Y | F] = Z,,
car F,, C Fp41. On dit que (Z,), est une martingale de Doob.

A la place de considérer un jeu équitable, on peut aussi s’intéresser & des jeux qui sont favorables
au joueur, ou au contraire défavorables.

Définition 2.1.7 Une suite de variables aléatoires (Z, )nen, forme une sous-martingale pour
la filtration (Fp)nen, si

1. (Zn)nen, est adapté a (Fp)nen,,
2. E[|Zy]] < +oo,
3. E[Zns1| Fu] = Zn.

Si, dans le dernier point, > est remplacé par <, on parle de sur-martingale.
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\ |
Bien entendu, (Z,)nen, est une sous-martingale si et seulement si (—Z,)nen, est une sur-
martingale. De plus, un processus adapté a la filtration (F,)nen, est une martingale si et
seulement si c’est & la fois un sous-martingale et une sur-martingale. Pour cette raison, nous
nous intéresserons parfois uniquement & des propriétés sur les sous-martingales, les propriétés
correspondantes des sur-martingales et des martingales pourront alors s’en déduire aisément.

Une sous-martingale (resp. sur-martingale) est donc un processus croissant (resp. décroissant) en
moyenne conditionnelle et donc en moyenne. En effet, il suit de la tower property des espérances
conditionnelles que

E[Zn1] > E[Z)]

pour une sous-martingale, et de maniére plus générale,

E[Zn | Ful = Zn, VYm >n.

De méme, si (Zy,)nen, est une sur-martingale, alors

E[Zy | Fn] < Zn, Ym >n.

Comme dans la Définition on peut parler de sous-martingale (resp. de sur-martingale) sans
spécifier une filtration : il s’agit alors d’une sous-martingale (resp. une sur-martingale) pour la
filtration naturelle.

2.2 Transformées de martingales

Le résultat suivant est trés utilisé et permet de construire facilement des sous-martingales & partir
de (sous-)martingales.

Proposition 2.2.1

1. Soient (Zy)nen, une martingale pour la filtration (Fy)nen, €t f une fonction convexe
Borel-mesurable. Si E[|f(Z,)|] < +oo pour tout n € Ny, alors (f(Zy))nen, est une
sous-martingale pour la filtration (Fy)nen, -

2. Soient (Zp)nen, une sous-martingale pour la filtration (F,)nen, et f une fonction
convexe croissante Borel-mesurable. Si E[|f(Z,)|] < 400 pour tout n € Ny, alors
(f(Zn))nen, est une sous-martingale pour la filtration (Fp)nen,-

Démonstration : Remarquons que pour tout ensemble borélien B C R, on a
—1 —
(f(Zn) (B)={weQ:Z,(w)e f (B} eF,

puisque f~1(B) est un ensemble borélien de R. De plus, dans le premier cas, on applique I'inégalité
de Jensen pour les espérances conditionnelles et il vient

E[f(Zn-i-l)u:n} > f(E [Zn+1|~7:n}) = f(Zn)’
ce qui suffit. La derniére égalité devient une inégalité dans le deuxiéme cas. [ |

En considérant différents choix de fonctions f, on obtient le corollaire suivant.
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Corollaire 2.2.2
1. Si (Zn)nen, est une martingale, alors (|Zy|)nen, une sous-martingale.

2. Sip>1 et si (Zn)nen, est une martingale telle que E|[|Z,|P] < +o0, alors (|Z,|P)
est une sous-martingale.

neNg

3. Si (Zp)nen, est une sous-martingale, alors ((Zn — a)*)n N est une sous-martingale
pour tout a € R.

Afin d’introduire la prochaine construction, nous devons considérer la notion de processus pré-
visible.

Définition 2.2.3 Une suite (Hy,),>2 de variables aléatoires est un processus prévisible pour
la filtration (Fp,)nen, si Hy est Fp,—1-mesurable pour tout n > 2.

Proposition 2.2.4 Soit (F,,)nen, une filtration. Soit (Z,,)nen, une sur-martingale et (Hy)p>2
un processus prévisible, non-négatif. Si H,, est borné pour tout n > 2, alors

HZn:_ZH = Zm1), n>2

est une sur-martingale. De méme, si (Zy)nen, une martingale et (H,),>2 un processus
prévisible tel que H,, est borné pour tout n > 2, alors ((H - Z)y)n>2 est une martingale.

Démonstration : La vérification des deux premiers points est immédiate. Pour le troisiéme,
on remarque que

E[(HZ)R—I—I‘fn] (HZ)n+ [ n+1(Zn+1_Zn)|fn]
= (H ) Z)n + n-‘rlE[(Zn—H - Zn) ‘fn]
= (H'Z)n+ n+1( [Zn+1‘~rn] _Zn)
< (H : Z)n

puisque H,, 11 est positif et E [Zn—i-l | ]-"n] < Z,. On procéde de méme dans le cas d’une martingale.
|

Exemple 2.2.5 Supposons qu'un joueur mise de maniére répétée sur les résultats du lancer
d’une piéce. A chaque étape, il décide de miser une certaine quantité, en fonction des gains
précédents. La stratégie est prévisible puisqu’elle ne dépend que des résultats passés. Supposons
que Z, est le résultat obtenu a I’étape n si le joueur partie un euro a chaque étape. Ainsi,
Zy — Zp—1 donne le gain obtenu a 'étape n (1 ou -1). Si le joueur opte pour une stratégie H,
(qui dépend donc de Zy,...,Z,_1), il aura gagné au temps n la somme

(H'Z)n = Z Hm(Zm - mfl)-

Le résultat précédent affirme que cette suite est également une martingale. On en tire que

E[(H-Z),) =E[(H Z)] =0
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pour tout n puisque E[(H ALY .7-"2] = 0. Cela signifie qu’aucune stratégie prévisible ne permet
d’avoir des gains en moyenne strictement positifs.

Terminons cette section en montrant que toute sous-martingale peut étre vue comme la somme
d’une martingale et d’'un processus prévisible croissant.

Proposition 2.2.6 Toute sous-martingale (Z,,)nen, pour la filtration (F,)nen, peut s’écrire
de maniére presque stirement unique sous la forme Z, =Y, + Hy, ot (Y, )nen, est une mar-
tingale pour la filtration (F,)nen, €t (Hp)nen, €st un processus prévisible pour la filtration
(Fn)nen, presque sirement croissant tel que H; = 0.

Démonstration : Supposons tout d’abord que la décomposition existe. Alors, on a
E[Zn ‘ Jrn—l] = E[Yn | ]:n—l] + E[Hn | fn—l] =Yy +Hy=2p1— Hy1+ Hp.
On en tire que
H,=H, 1+ E[Zn ’fn—l] — Zn-1
et
Y, =2, H,.
Par conséquent, si elle existe, la décomposition est unique et est donnée par récurrence par les
deux formules ci-dessus (puisqu’on impose le cas de base H; = 0, et donc Y] = Z7).

Il reste donc & montrer que les suites (Hyp)nen, €t (Yn)nen, satisfont bien les propriétés de
I'énoncé. Tout d’abord, comme (Z,)nen, est une sous-martingale, on a H,, > H,_; > 0. Par
récurrence, il est également clair que H, est F,_1 mesurable. Enfin, on vérifie facilement que
E[|Y,|] < 400 et que

E[Yn ‘ -Fn—l] = E[Zn ’Fn—l} - Hn = 4n—1 — Hn—l = Yn—la

ce qui suffit. [

Remarque 2.2.7 Une martingale est en moyenne constante. Le processus (Hy)nen, doit donc
cumuler les sauts de la sous-martingale (Z,,)nen,. En effet, on a pour tout n > 2,

n

H, = ZE[Zk — Zp—1 | Fr—1].
k=2

2.3 Temps d’arrét et martingales arrétées

Une martingale (Z,)nen, sert principalement a décrire I’évolution d’un processus au cours du
temps (Z, est alors I’état du systéme a linstant n). A tout processus évolutif, on associe la
définition suivante.

Définition 2.3.1 Soit (F,)nen, une filtration. Une variable aléatoire T" est un temps d’arrét
pour la filtration (F,)nen, si

1. T est a valeurs dans N U {+o0},
2. {T <n} e F, pour tout n € Np.
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\ |
Un temps d’arrét est donc un temps aléatoire qui suit ’évolution aléatoire sous-jacente. Dans
notre exemple d’un jeu aléatoire répété, T' peut étre vu comme le temps auquel le joueur décide
de quitter le jeu : cette décision de quitter le jeu directement aprés le temps n ne dépend que
des résultats obtenus avant le temps n (inclus).

Remarque 2.3.2 La condition {T" < n} € F, pour tout n € Ny est équivalente a {T' = n} € F,.
En effet, d’une part, on a
T=n}={T<n}\{T<n—1)

et d’autre part
{T <n} = J{T =k}
k=0

Notons que cette définition ne se généralise pas au cas continu que nous aborderons par la suite.

Exemple 2.3.3 Soit (X,,)nen, une suite de variables aléatoires réelles adaptées a la filtration
(Fn)nen,- Pour tout a > 0, le temps aléatoire

T, = inf{n eNy: X, > a},

appelé temps de premier passage au seuil a, est un temps d’arrét. En effet, on a

{T,<n}={3m<n:X,, >a} = O{Xm>a}€]:n.

m=1
D’une maniére générale, le temps de premiére entrée dans un borélien B, défini par
Tp =inf{n € Ny : X,, € B},
est un temps d’arrét. Par contre, le temps de dernier passage au seuil a, défini par
fa =sup{n € Ny : X, > a},

n’est pas un temps d’arrét.

Le théoréme suivant sera la base de cette section.

Théoréme 2.3.4 Soit (Z,,)nen, une martingale (resp. sous-martingale, sur-martingale) pour
une filtration (Fp)nen,- Si T un temps d’arrét pour (Fp)nen,, alors

ZT/\'rLa n e NO

est une martingale (resp. sous-martingale, sur-martingale) pour (Fp)nen, [’} En particulier,
pour tout n € Ny, on a
E[Zran] =E[Z:]

(resp. E[ZT/\n] 2 E[Zl], E[ZT/\n] S E[Zﬂ)

a. avec x Ay = min(z,y)
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Démonstration : Pour tout n > 2, on consideére la variable aléatoire H,, = 17>, = 1 —
147<n—13- Comme T' est un temps d’arrét pour (Fp)nen,, le processus (Hy)n>2 est prévisible,
non-négatif et borné. La Proposition implique que H - Z est une martingale (resp. sous-
martingale, sur-martingale). Or, on a

(H - X)n = > Lrsm}(Zm — Zm-1)
m=2

nA\T

- Z(Zm - mfl)

m=2

= Zn/\T - Zl

et on en déduit facilement que (Z,a7), est également une martingale (resp. sous-martingale,
sur-martingale). |

Reprenons notre exemple du jeu de hasard répété : on peut décider d’arréter le jeu lorsqu’on
aura gagné un certain montant A (donne le temps d’arrét 7', on montrera par la suite qu'il est
fini presque stirement) ou lorsqu’on aura joué 10 parties (n = 10) : Le gain espéré est alors

E[Zrawo] =E|[Z1].

Par contre, si on joue jusqu’a avoir gagné un certain montant A, I'espérance de gain est donné
par
E[Zr] = A.

Par conséquent, méme si E [ZTM] =E [Zﬂ , il est possible de construire une martingale (Zy,)nen,
et un temps d’arrét 1" tels que

E[Zr] # E[Z1].

Le résultat suivant donne trois conditions suffisantes pour avoir 1’égalité. Notons que pour que
Z7 soit bien défini, on doit s’assurer que P[T < —i—oo] =1

Théoréme 2.3.5 (Martingale Stopping Theorem) Soit (Z,,)nen, une martingale (resp.
sous-martingale, sur-martingale) pour la filtration (Fp)nen, et T un temps d’arrét pour
(Fn)nen,- Si l'une des trois conditions suivantes est satisfaite

(1) T est bornée, c’est-a-dire il existe M < +oo tel que T'(w) < M pour tout w € €,

(2) IP’[T < —|—oo] =1 et les Z,nr sont uniformément bornés, c’est-a-dire il existe M < +o0
tel que |Zy () (w)| < M pour tous n € Ny et w € Q,

(3) E[T] < 400 et il existe M < +oo tel que E[|Z,4+1 — Zy| | Fn] < M pour tout n € Ny,
alors
E[Zr] = E[Z]

(resp. E[ZT] Z E[Zl], E[ZT] S E[Zl])

Démonstration : A nouveau, concentrons-nous sur le cas ol (Zy)nen, est une martingale.
Dans le premier cas, remarquons que pour tout n > M, on a Zpa, = Zp, doa E[Zp] = E[Zpp,] =
E[Z1] par le Théoréme [2.3.4
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Pour les deux cas suivant, puisque IP’[T < +oo] = 1, on a presque stirement, Z,o7 = Z7 pour
tout n suffisamment grand. Il s’ensuit que presque siirement, on a

lim Zn/\T = ZT)
n—oo
d’ou
E[ lim Zoar] =E[Z7].
n—oo
De plus, par le Théoréme on sait que
E [Z.ar] = E[Z1]

et il reste donc & montrer qu’on peut bien intervertir I’espérance et la limite. On va appliquer
a chaque fois le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue. Pour (2), puisqu’on peut
majorer |Z,ar| par la constante M qui est intégrable (la mesure de probabilité est finie), on
obtient que
lim E[Zynr] =E[ lim Z,ar| =E[Z7].
n—oo

n—oo
Donc E[Z7] = E [Z;]. Pour (3), puisque

nA\T—1
Innr =21+ Y (Zipy1 — Zi),
i=1

on a
nAT—1 +o00

| Znnr| < 21| + Z |Zi1 — Zil < |Z1| + Z | Ziv1 — Zi|Lirsiy.
i=1 i=1

De plus, puisque {T' > i} € F;, on a
+00 oo
E(|Z1]] + ) E[E[Zin1 — Zillirsiy | F)]) = E[Zi] + D _E[ENZis1 — Zil | Fillir-s]
i=1 1=1

“+o0
E[|Z1]] + M) E[l{7y]
i=1

IN

= E[\Z1]]+M§P[T>i}
< E[\Z1H+M§P[T>i]
= E[|Z1]]+ME_[T]

et on conclut & nouveau en utilisant le Théoréme de la convergence dominée. [ |

Présentons des applications directes de ce théoréme.
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Corollaire 2.3.6 (Identité de Wald) Soit (X, )nen, une suite de variables aléatoires in-
dépendantes de méme espérance et I' un temps d’arrét pour la filtration naturelle F, =
o(X1,...,Xy). Supposons que T est borné. Alors

T
E [Z X,
n=1

= E[TIE[X1]

n
Démonstration : Notons u = E[X;]. La suite Z,, = Y (X; — ) est une martingale de moyenne
i=1
nulle et donc, par Théoréme [2.3.5] on a

0=E[Z7]
T
=E|) Xi—Tp
i=1
T
_E|>" x| - BTk
i=1
d’ou la conclusion. n

Corollaire 2.3.7 Si (Z,)nen, est une sous-martingale pour la filtration (Fy)nen, et T un
temps d’arrét pour (Fy,)nen, borné par N € Ny. Alors

E[Z] <E[Zr] <E|[Zy].

Démonstration : Soit V € Ny tel que T' < N. Puisque T est borné, on sait par le Théoréme
que E[Z7]| > E[Z;]. De plus, puisque T est un temps d’arrét, on a {T' = k} € Fj et il vient

E[ZNYir—iy|Fi] = Lir—ny B[ ZN]Fr] > Lireiy Zk = Lireiy Zr
pour tout £ < N. Par conséquent, on obtient
E[Zn1(r—ny] = E[E[ZNLir=t)|F4]] = E[1(z=k) Zr].
Puisque 1 = Z,ivzl 147—p}, on en tire que

N N

E[Zx] = kE_: E[Znlgr=n] kX_: E[Lgr=x2r] = E[Zr],

d’ou la conclusion. ]

2.4 Inégalités de Doob

Les inégalités de Doob présentées dans cette section ont de nombreuses applications, et per-
mettent notamment d’étudier le supremum d’un processus stochastique.
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Lemme 2.4.1 Soit (Zy)nen, une sous-martingale. Alors,
E[ZmlA] > E[anA]

pour tout m > n et tout A € F,.

Démonstration : On sait que E [Z,, | F,,] > Z,, pour tout m > n. Par conséquent, pour tout
Ae F,,onalE[Z,14|F,] =14E[Z,, | Fn] > Zn14. On en tire alors

E[Zn1a] =E[E[Znlal Fal | 2 E[Zn14].

|
Proposition 2.4.2 (Inégalités de Doob) Soit (Z,)nen, une sous-martingale. Alors, pour
tout ¢ > 0, on a
eP[, max  Zy > c] SE[Z0lmaxcqr,. ) 2120)]
pour tout n € Ny. Si de plus (Zy,)nen, est non-négatif, on en tire que
E[Z
]P’[ max ZkZC] < [Zn]
ke{l,...,n} c
pour tout n € Ny.
Démonstration : Considérons le temps d’arrét
T =min{n € Ny : Z,, > c}.
Alors,
n
Pl max Zp>c¢| =P|T<n|= P|\T = k.
[, 2 2] =P[T <] = PT =
De plus, on a
cP[T = k] = cE[1r—iy] < E[Zk1(z=ty] < E[Znl(7—p)]
par le Lemme Il s’ensuit que
n n n
cP[r?ng >c) =) P[T=k <> E[Zuliryy] =E |Z, ) 1{T:k}] =E[Zul{r<ny]-
k=1 k=1 k=1
La deuxiéme inégalité est évidente. ]

L’intérét de cette inégalité est qu’elle permet de majorer une quantité faisant intervenir tout le
processus jusqu’au temps n par une quantité ne dépendant que de Z,.

Remarque 2.4.3 En particulier, si (Z,)nen, est une martingale, alors pour tout ¢ > 0, on a
E[|Zn|]

P[sup |Zi| > ¢] < .
k<n c

Les inégalités de Doob permettent de retrouver les inégalités de Kolmogorov.
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Proposition 2.4.4 (Inégalités de Kolmogorov) Soient Xi,..., X, des variables aléa-
toires indépendantes centrées et de variance finie. Posons Sj = Y 7 _, X} pour tout j €
{1,...,n}. Alors pour tout ¢ > 0,

E[S7]

P, 9= ==

Démonstration :  On sait que la suite (S,,),, définit une martingale. Par conséquent, (S2),, est
une sous-martingale. En utilisant I'inégalité de Doob, on obtient

1
P[] max |S;|>¢| =P max S?>¢%] < SE|[S?].
[je{17...,n}| 12 [J'G{L-.-,n} 12 0] < GBS

|
Les inégalités de Doob permettent également d’obtenir le résultat suivant, qui nous dit que
la norme LP du maximum d’une sous-martingale peut étre controlée par la norme LP de la

sous-martingale. Cela nous permettra d’obtenir la convergence en norme LP de martingales.
Commengons par rappeler que si X est une variable aléatoire, alors

I1X|l, = E[|X[P] 7.

Théoréme 2.4.5 (Inegalités L de Doob) Considérons une sous-martingale (Zy,)nen, non-
négative. Pour tout p > 1, on a

| max Z| <-—L—||Za|| , ¥neN.
p—1

ke{lv’n} P

p )

Démonstration : Cela résulte immédiatement de la Proposition et du lemme suivant
avec X = maXgc(1,. ) 2k €t Y = Zp. [

Lemme 2.4.6 Soient X et Y deux variables aléatoires non-négatives et p > 1. Supposons
que E[Yp] < 400 et que
¢P[X > <E[Y1l{xsq]

pour tout ¢ > 0. Alors
P
X, < ——|IY|,.
X1l < L5111,

Démonstration : Posons X,, = min(X,n). Alors pour tout n, X,, est une variable aléatoire
bornée. De plus, on a
P[X,>c=0sin<c

et sin > c,
P[Xn > = P[X > ] et 1{anc} = 1{X25}'

Ainsi, pour tout ¢ > 0, la variable X, satisfait

C]P)[Xn Z C] S E[Yl{anc}].
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Pour tout ¢ € [0,n], on a

t n
tP :p/ P ldx :p/ l'p_l].{x<t}dl'.
0 0 B
En évaluant cette relation en t = X, et en prenant I’espérance, le théoréme de Fubinilﬂ donne

n

BXY) = p [ o Ellpex,)do
On

= p/ PPl < X,] da
On

= pE |:Y/ LL‘p_21{XnZ$}dZL‘:|
0

Xn
= pE [Y/ :rp_zdx]
0

p -1
= pi— 1IE[YX£ }
p _
—— IVl 1 XE~lq
p—1

IN

ou la derniére ligne résulte de I'inégalité de Holder, avec % + % = 1, et ol toutes les espérances
et intégrales sont finies puisque X,, est borné. Remarquons que

||X£_1||q _ E[X,Z(p_l)] 1/q _ E[Xg] 1-1/p
puisque ¢(p — 1) = p. On en tire donc que
P 1-1
EIX}) < LI, E[xp)
Comme X, est bornée, E[X}] est fini et on obtient
p
[ Xnllp < ZleYHp-

Pour conclure, puisque X = lim,_, 1+ Xj, le lemme de Fatou donne

n—-+o0o n—-+o0o

y 1/p 1/p p
E[x?|"? =& [limianﬁ} < <liminfE[Xﬁ]> < IVl
-

d’ou la conclusion. ]

1. tout est positif!
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2.5 Convergence presque siire des martingales

Les martingales ont ’élégance de ne pas exiger grand chose pour converger. Remarquons que la
définition d’une sous-martingale est sembable a celle d’une suite qui, en tendance et conditionnel-
lement au passé, est croissante. Nous savons qu’une suite de réels qui est croissante et marjorée
converge. Nous allons montrer un résultat analogue pour les sous-martingale, en remplagant 1’hy-
potheése de suite majorée par une majoration de l'espérance, i.e. en imposant sup,, E [|Zn|] < +o00.

Nous allons dans cette section considérer la convergence presque stire. Dans les sections suivantes,
nous étudierons le cas de la convergence en norme LP, le cas ot p = 1 étant un peu plus délicat.

Soit (Zn)nen, un processus adapté a la filtration (Fp,)pen,. Soient a < b deux réels. On note
Ny, (a,b) le nombre de montées du processus entre a et b au temps n, c’est-a-dire le plus grand
entier k pour lequel il existe deux suites de naturels entrelacées

1<s1 <1 <s9<to< - <sp <t <n
avec Zs; < a et Zy, > b. Considérons les temps d’arrét donnés par réucurrence via les formules
Si=inf{n >1:2, <a}
Ty, = inf{n > Sy : Z,, > b}
Sk =inf{n > Ty_1 : Z,, < a}.

On vérifie facilement qu’il s’agit de temps d’arréts (potentiellement infinis) en écrivant par
exemple

{Tk‘gn}: U {Zsl SCLthlzba"',ZskSGaZthb}
1<s1<t1<s2<ta< - <sp<tp<n

On a alors .
Nn(aa b) = Z 1{Tk§n}
k=1

puisqu’on a effectué une montée entre a et b a chaque temps Ty. En particulier, Ny,(a,b) est
Fn-mesurable.

Lemme 2.5.1 (Nombre de montées) Soit (Z,,),en une sous-martingale pour la filtration
(Fn)nen, - Pour tous réels a < b, on a

(b— a)E[Nn(a,b)] <E[(Zy —a)" — (Z1 —a)*].

Démonstration : Posons X,, = (Z,, — a)*. On sait par le Corollaire que (Xp,)nen, est
une sous-martingle. Posons

1 siil existe k tel que S < m < T}
H, = ]
0 sinon,

le processus qui vaut 1 si on est dans une “montée” (i.e. si on va de a & b), et 0 si on est dans
une “descente”. Le processus ainsi défini est prévisible puisque

“+oo +o0

Hpy = Z s, <m<ty = Z g <m—13(1 = Lip<m—1})-
k=1 k=1
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! AN My

S 4 84 5 T & Y

FIGURE 2.1 — Sur cette réalisation, Ny, (a,b) = 3.

Puisque Hj vaut 1 si j € {Sp+1,..., T} et est nul si j € {T +1,...,Sk41} pour un k, et
puisque Np(a,b) est le plus grand entier k tel que T < n, on a

(H-X)n = ZHj(Xj—Xjfl)

Jj=2
N’Vl(arb) Ty n
= D (X = Xj1) + 18y i<} > (X —-X0)
k=1 j=Sk+1 J=SNp(a,p)+1+1
Ny (a,b)
= (XTk - XSk) + 1{SNn(a,b)+1<n} (X — XSNn(a,b)H)
k=1

ol la premiére partie correspond a des sommes téléscopiques sur chaque “montée”, et la deuxiéme
a la derniére “montée” potentiellement incompléte. Remarquons que Xg, =0 et X7, > b —a, ce
qui implique que

(H - X)n = Nn(a,0)(b—a) + Lisy 0, 1<nyXn = Nao(a,b)(b— a)

ou la deuxiéme inégalité provient du fait que X, > 0. Posons a présent K, = 1 — H,. La
Proposition implique que (K - X), est une sous-martingale et par conséquent, on sait que

E[(K-X)n] 2E[(K-X)2] >0

puisque IE[(K - X)o|F1] = KQE[XQ - X3 ]]-'1] > 0. En utilisant les sommes téléscopiques, on a

Xp = X1 =) (Xj = Xjo1) = Y (Hj+ K)(X; = Xjm1) = (H- X)o + (K - X)n,
=2 j=2

d’ou
(b— a)E[Np(a,b)] <E[(H-X),] <E[(H -X)n] +E[(K - X)n] =E[X, — X1],

ce qui conclut la preuve. [
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Cette majoration du nombre de montées permet de démontrer le premier résultat de convergence
suivant.

Théoréme 2.5.2 (Convergence presque sire) Soit (Z,)nen, une sous-martingale. Sup-
posons que

sup E[Z;7] < +o0.

neNg
Alors (Zy,)nen, converge presque sirement vers une variable aléatoire Z telle que E[|Z |] <
+o0.

Démonstration : Soient a,b € Q tels que a < b. Par le Lemme du nombre de montées,
on sait que pour tout n > 1, on a

(b — )E[Ny(a,b)] <E[(Zn —a)t — (Z1 —a)T] <E[(Z, — a)t] <E[Z}] +|a]

puisque (x—a)* < T +]a] EI Sin tend vers I'infini, alors IV, (a, b) tend vers le nombre total N (a, b)
de montée entre a et b. Comme sup,,cy, E[Z,]] < +00, la relation précédente et le théoréme de
la convergence monotone impliquent que E[N (a, b)] < +oo. Par conséquent, N(a,b) est fini
presque stirement. On en tire donc que ’événement

U {limiann <a<b< limsupZn}

n—-4o00
a,beQ n—-+oo

a une probabilité nulle. Il s’ensuit que liminf,, ,,  Z,, = limsup,,_,, ., Z, presque siirement, et
donc que Z := lim, 10 Z, existe presque stirement. Par le Lemme de Fatou, on a E[ZT] <
liminf, 4o E[Z,]] < 400. Enfin, comme (Z,)nen, est une sous-martingale, on a

E[Z;] = E[Z!] - E[Z.] <E[Z}] - E[].

n n

Une deuxiéme application du Lemme de Fatou permet de conclure. [

Remarque 2.5.3 Remarquons que I'on vient de montrer que si (Z,,)nen, €st une sous-martingale,
alors

sup E[Z}] <400 <= sup E[|Z,]] < +o0.

neNp n€Ng
Ainsi, on se rameéne bien a ’hypothése de majoration de la suite des espérances (E []Znﬂ )n comme
mentionné dans 'introduction.

Corollaire 2.5.4 Si (Zy)nen, est une martingale non-négative, alors (Zy)nen, converge
presque sirement vers une variable aléatoire finie.

Démonstration : Puisque Z,, est non-négative, on a

sup E [Z,]] = sup E[Z,] =E[Z1] < +o0,
neNg n€eNg

ce qui suffit par le Théoréme ]

2. On a bien stir z — a < 7 + |a| et comme le deuxiéme membre est toujours positif, on obtient la relation
annonceée.
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Exemple 2.5.5 Considérons le probléme de la ruine du joueur participant & un jeu équitable :
Z, représente le gain obtenu aprés le n'®™€ jeu. Supposons en outre que la banque ne fait pas
crédit, donc a chaque partie, le joueur gagne ou perd une piéce, mais le jeu s’arréte si le joueur
perd alors qu’il ne lui restait pas d’argent : Soit T le temps d’arrét égal au nombre de parties
jouées avant que le joueur ne perde tout son argent, i.e. T'={n > 1: Z,, = 0}. Par le Théoréme
2.3.4, (ZnaT)nen, est une martingale et puisqu’elle est non-négative, la limite

lim Zn/\T
n—-+o00
existe et est finie presque stirement par le Corollaire Or, il est clair que pour tout n € Ng,
on a |Zn411 — Zy| = 1. Par conséquent, si T' = +o00 avec une probabilité non-nulle, alors la suite
(ZnaT)nen, e converge pas vers une variable finie sur un événement de probabilité non-nulle,
ce qui est impossible. On en tire donc que P[T' < +o0] = 1 et le joueur finira par perdre tout son
argent.

2.6 Convergence L7, p > 1

Les inégalités de Doob dans LP permettent facilement de déduire des résultats précédent la
convergence des martingales en norme LP pour tout p > 1.

Théoréme 2.6.1 (Convergence dans LP) Soient (Z,)nen, une martingale pour la filtra-
tion (Fy)nen, €t p > 1. Supposons que

sup E[|Z,[P] < +oo.
n€Ngy

Alors, la suite (Zy)nen, converge dans LP.

Démonstration : En utilisant 'inégalité de Holder, on a E[Z] < E[|Z,|] < (E[[Zn]p])l/p.
Le Théoréme implique que la suite (Z,)nen, converge presque sirement vers une variable
aléatoire Z. Par le Théoréme 2.4.5] on sait que

=llgsal] = (1) eliar] = (523)

pour tout n € Ny et pour une constante M finie. Le Théoréme de la convergence monotone
implique que ]E“ SUp,en, Zn|p] < +00. On peut alors appliquer le Théoréme de la convergence
dominée (en majorant |Z, [P par |sup,,cn, Zm|P) pour obtenir que

lim E[|Z, - Z|’] = 0.

n—+oo

2.7 Convergence L'

La convergence des martingales en norme L' est plus délicate a traiter et nécessite I'introduction
de la notion d’intégrabilité uniforme.
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Définition 2.7.1 Un processus stochastique {X(¢) : t € I} est uniformément intégrable si

li E[1 xo) =o.
i (stlen? (1> ()!])

Remarque 2.7.2 Pour une variable aléatoire, la notion d’intégrabilité uniforme est plus forte
que la notion d’intégrabilité. En effet, supposons que X est une variable telle que IEUX |] < +o0.
Puisque 1y x>a3|X| < [X], une simple application du Théoréme de la convergence dominée
implique que limMﬁ+mE[1{‘X|>M}|X” =0.

Remarque 2.7.3 Si {X(t) : t € I'} est uniformément intégrable, il existe M suffisamment grand
tel que E[1gx ()=} |X (1)]] < 1. Par conséquent, on a

E[1X(t)

| <E[gxm<an XO] +E1gx s X O] <M +1

d’out

sup E[| X (¢)]] < +oc.

tel
En particulier, la notion d’intégrabilité uniforme pour une suite (Z,)nen, de variables aléatoires
est plus forte que la condition sup,,cy, E[|Xy|] < +0o considérée précédemment pour la conver-
gence presque siire des martingales.

Montrons & présent que les martingales de Doob introduites dans I’Exemple sont uni-
formément intégrables. En fait, nous verrons que ces martingales caractérisent entiérement les
martingales uniformément intégrables.

Proposition 2.7.4 Soit Y une variable aléatoire telle que E[|Y|] < co. Soit (Fy,)nen, une
filtration et pour tout n € Ny, posons

Zn, =E[Y|F.].

Alors (Zp)nen, est uniformément intégrable.

Démonstration : Fixons € > 0. En utilisant 'inégalité de Jensen, on sait que pour tout n,
|E[Y | Fn]| < E[]Y|| Fn]. Ainsi, pour tout M, il vient

E[[EY | Fal|Lgy | mysm] < EEY] Fallggy) £as]
= E[E[Y[1ggy||F>m} | Fnl]
= E[Y[lgy|| F.>m3]

puisque {E[|Y||F,] > M} € F,. De plus, comme E[|Y]|] < oo, on sait par la Remarque
que Y est uniformément intégrable. Il existe donc a > 0 tel que

E IV 1gyisa)] <5

Par conséquent, si A est tel que P[A] < &/2a, on a

g
E([Y[14] = E[[Y[1y|>ayna] +E [[Y[1gyi<apna] < 5 +aPl4] <e.
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En utilisant 'inégalité de Markov, on a

EE[|Y]|
P[E[Y]| Fa] > M] < “M H_EEB/H_

On en tire donc que
E [[Y1 1y 7>my] <€

i M > 20V .

Lemme 2.7.5 Supposons que (X, )nen est une suite uniformément intégrable de variables
aléatoires qui converge vers en probabilité vers une variable aléatoire X telle que E[| X|] <
+00. Alors la suite (X, )nen converge vers X en norme L.

Démonstration : Pour tout M > 0, considérons la fonction
M si x> M

om(x) =4z si x| <M

-M siz<-M.

Pour tout n, on a

E[| X, — X]] E[|Xn — o (Xn)[] +Eflom (Xn) — om(X)[] +Elloa(X) — X|]
E[|Xnl1gx,50m3] + Ellom(Xn) — om(X)]] + E[| X1 x> 0]

puisque o (z) — x| < [2[1{g>nry- 11 reste & montrer que chacun des 3 termes peut étre rendu
aussi petit que souhaité, en prenant n et M suffisamment grand. Soit donc € > 0. Par I’hypothése
d’intégrabilité uniforme, on peut supposer que

E[|Xnll{x,>0] <€

en prenant M suffisamment grand. De plus, par la Remarque X est également uniformé-
ment intégrable. A nouveau, si M est suffisamment grand, on a

E[[X[1(x2n] <&

Enfin, on vérifie facilement que |opr(x) — oar(y)| < |x — y| pour tous x,y. Ainsi, (par(Xn))n
converge également en probabilité vers ¢ps(X). Par conséquent,

IA A

Ellom(Xn) —ouX)|] = Eflear(Xn) = @ar(X) 1 pu (X0 —pur(x))> 23]
FE[|oar(Xn) = o0 (X)L (g0 (X0) —ar ()<}

< 2MPlou(Xn) — on (X0 > 2] + 3

puisque |pa(z) — oam(y)| < 2M pour tous z,y. En utilisant la convergence en probabilité, il

vient que
€

3

1< 537

Plleam(Xn) — om(X)] > 3

pour tout n suffisamment grand, et donc

E[lem(Xn) —om(X)|] <e.
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Le lemme précédent permet d’obtenir facilement la caractérisation des martingales qui convergent
en norme L.

Théoréme 2.7.6 Soient (Z,)nen, une martingale pour la filtration (Fp)nen, - Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. La martingale est uniformément intégrable.
2. La martingale converge presque siirement et en norme L'

3. Il existe une variable aléatoire Z telle que Z, = E[Z ] fn} pour tout n € Ny.

Dans ce cas, Z est la limite de (Zy)nen, en norme L.

Démonstration : 1 = 2. En combinant les Remarques et on sait que (Zp)nen,
converge presque srement vers une variable aléatoire Z telle que E[|Z|] < 4oco. Comme la

convergence presque slre implique la convergence en probabilité, le Lemme [2.7.5] implique la
convergence en norme L' vers X.

2 = 3. Soi Z la limite en norme L! de (Z,)nen,. Pour tout A € F, on a E[anA] — ]E[ZIA]
puisque
|E[Zn1a — Z14]| < E[|Zn1a — Z14|) <E[|Z, - Z|] — 0.

Si A € Fy,, comme (Z,)nen, est une martingale, on a pour tout m > n
E[Z,14] = E[E[Z,, | Fu]14] = E[E[Zn14 | Fo]] = E[Zn14].
La suite (E[Z,14])n est donc constante et égale a sa limite E[Z14]. Autrement dit, on a
E[Zy14] = E[Z14]

pour tout A € F,, ce qui est exactement la définition de I’espérance conditionnelle, puisque Z,
est Fp-mesurable. On obtient donc Z,, = E[Z | F,].

3 = 1. Il suffit d’appliquer la Proposition [2.7.4 [



Chapitre 3

Processus stochastiques & temps continu

Dans cette section, nous nous intéressons a deux classes de processus stochastiques & temps
continu. Dans un premier temps, nous étudions les processus admettant une modification dont
les trajectoires sont presque stirement continues. Cela nous permet de redéfinir la loi du processus
sur C'([0,4o00[,R). Nous nous intéressons ensuite a une classe trés importante de processus, les
processus gaussiens.

3.1 Reégularité des trajectoires

A partir de maintenant, nous travaillons avec des processus & temps continu sur un espace
probabilisé (2, F,P) fixé et indexés par un intervalle I C R. En général, on prendra I = [0, 4o0].
Nous avons vu que si X = {X(¢) : ¢t € I} est un processus stochastique sur (2, F,P), alors
I’application

X:(Q,F) - RLB :we X(4w)

est une variable aléatoire, c’est-a-dire est mesurable. Cependant, si le processus présente de
bonnes propriétés trajectorielles, on peut améliorer l'espace d’arrivée, avec par exemple de
meilleures propriétés topologiques pour cet espace. En particulier, si X est & trajectoires conti-
nues, alors X est a valeurs dans C(/,R).

Supposons que X est un processus stochastique indexé par I = [0, +00] et & trajectoires continues.
On munit C([0, 400, R) de la topologie donnée par la convergence uniforme sur tous les compacts.
Autrement dit, une base de topologie de C([0, +oo[,R) est donnée par les semi-boules

bn(f,€) = {g € C([0,+oo[,R) : sup |f(t) —g(t)] < 6}

telo,n]

pour n € Ny, f € C([0,+00[,R) et £ > 0. On peut montrer que cette topologie est métrisable.
Sur C([0,400[,R), on peut considérer deux o-algébres : celle induite par B0+l ¢t 1a o-algébre
de Borel B(C([0, +00[,R)). Le résultat suivant montre que ces deux o-algébre coincident.

Lemme 3.1.1 On a

B+l ([0, +00[,R) = B(C([0, +oo[, R)).

36
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Démonstration : Considérons les projections II; : C([0,4o00[,R) — R : f f(t)E| et
montrons qu’elles sont continues pour tout ¢ € [0,+o00] . Soient y € R et ¢ > 0. Fixons
f el (Jy —ey+el). Alors il existe r > 0 tel que |f(t) —y| < e —r. Sin >t on a clai-
rement by, (f,7) C 17 (Jy — &,y + €[), ce qui suffit. Donc TI; : C([0, +-00[,R) — R est continue,
et par conséquent mesurable pour la o-algébre B(C ([0, +o0], ]R)) Soit C' un cylindre de B0+l
Alors il existe t1,...,t, > 0et By,..., B, € B tels que

C'NC([0,+0o,R) = (T} (By).
j=1
Comme Ht_jl(Bj) € B(C([0, +oc[,R)) par mesurabilité de IL;;, on en tire que CNC([0, +oo[,R) €
B(C([0, +o0[,R)). Comme les cylindres engendrent B0+l on obtient I'inclusion

B+l ([0, +00[,R) C B(C([0, +oc[, R)).

Pour la deuxiéme inclusion, montrons que toute semi-boule b, (f, ¢) appartient a B0+l Remar-
quons que par continuité, on a

ba(f.e) = U {gec<[0,+oo[,R>: sup !f(t)—g(t)lée—l}

m>1 te[0,n] m

- U N {966<[O,+oo[,R>:\f<t>—g<t>rsg_1}

m
m21te[0,n]NQ

= U N o —e+ i @) +e-LD)

m2>1t€[0,n]NQ

= U ﬂ w[l(]f(t)—e+%,f(t)+5—i[)ﬂC([O,+oo[,]R).

m
m2>1t€[0,n]NQ

Ainsi, b, (f,¢) € BlO+eolne ([O, +ool, R) et commes les boules engendrent la o-algébre de Borel
cela suffit. [ |

Proposition 3.1.2 Si X = {X(¢) : t € [0,400[} est un processus stochastique a valeurs
dans C([0,+oo[,R), alors I'application

X :(Q,F) = (€([0,+0[), B(C([0, +0[,R))) : w — X (-,w)

est mesurable et Px définit une mesure sur (C ([0, +oc[ ), B(C([0, +00[,R))).

Remarque 3.1.3 Soit X = {X(¢) : t € [0, +o0o[} est un processus stochastique a valeurs dans
C([O, —i—oo[,R). Considérons une application continue ¢ : C([0, +oo[,R) — R, donc mesurable
par rapport aux o-algébres de Borel de C([0, +00[,R) et de R. Alors

poX:(QF)— (R,B)

1. Nous avons utilisé la notation IT, pour marquer la différence avec les projections m; qui sont définies sur RY.
2. car C([0,+o00[,R) est un espace métrique séparable.
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est mesurable. On peut donc considérer les probabilités du type ]P’[cp oX € B} pour tout B € B.
Par exemple, on peut prendre la fonction ¢(f) = sup,cjg 1) [f(2)| et s’intéresser & la probabilité
Plsup,ejo,1) [ X (¢)] < a] pour a > 0.

Remarque 3.1.4 Une fonction f : I — R est cadlag (continu a droite, limite a gauche) si
pour tout tout tp € I, la limite & gauche limy ¢, 1<¢, f(f) existe et la limite a droite satisfait
limy 4y ¢>1, f(t) = f(to) (on a la continuité a droite). L’espace des fonctions cadlag est appelé
I’espace de Skorokhod. On impose classiquement aux trajectoires de processus stochastiques &
temps continus d’étre cadlag afin d’assurer ’existence de probabilités “naturelles”.

Il est donc intéressant de chercher a savoir si un processus a de bonnes propriétés de régularité.
Notons qu’au vu de Pexemple [I.3:4] des versions d’un processus stochastiques n’ont pas tou-
jours la méme régularité. Le résultat suivant donne une condition pour l'existence d’une version
continue d’un processus stochastique. En général, on travaillera alors avec ces versions.

Théoréme 3.1.5 (Kolmogorov-éentsov) Soit X un processus stochastique indexé par
un intervalle I C R. S’il existe a > 0, 8 > 0 et une constante C' > 0 vérifiant

E[\X(t) - X(s)\a] < Ot — s|'*+?

pour tous s,t € I, alors il existe une version X de X dont les trajectoires sont localement
Hoéldériennes d’exposant ~ pour tout v €10, 8/a[, c’est-a-dire pour tout w € ) et pour tout
compact K C I, il existe une constante C-(w) > 0 telle que

| X (t,w) — X(s,w)| < Cy(w)|t —s|", Vt,s€K.

En particulier, X est une version continue de X 4 trajectoires continues.

Démonstration : Supposons par simplicité que I = [0,1]; si ce n’est pas le cas, on écrit [
comme une union dénombrable d’intervalles fermés et on utilise la méme construction sur chaque
intervalle.

Commengons par construire X sur I'ensemble D des dyadiques de [0, 1], c’est-a-dire sur I’ensemble

k .
D:{Qj:jeNO,ke{O,...,QJ—l}}.

1/2
1/4 3/4
1/8 3/8 5/8 7/8
116 | 3/16 | 516 | 7/16 | 916 | 11/16 | 13/16 | 15/16

LA

FIGURE 3.1 — Dyadiques de [0, 1] pour j < 4.
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Fixons v €10, 8/a[. En utilisant I'inégalité de Markov et I’hypothése, on a

R CORO) S
L )

ke{0,...,29 -1}

29 1 a
zrx(5)-x ()] > 5]

27 2jory

k=0

291 1\ 1+8
Jjory =

e ;)

k=0

— (9iler=5)

IN

IN

Comme 7y < , la série
“+o0o
Z C23(ev=F)
j=1

converge et le lemme de Borel-Cantelli implique que

P[l;gigop{ﬂke{o,.. i1} 'X<k+1)—x<;>‘>2j1.7}] = 0.

Cela signifie qu’il existe un événement (2, C ) de probabilité 1 tel que

Vw € Q,3J(w) € N tel que 53 57

k+1 k 1 :

Par conséquent, pour tout w € 2, puisqu’il y a un nombre fini de termes pour j < J(w), il
existe une constante C,(w) > 0 telle que

k—l—l k 1 . ,
’X( w> —X<2j,w>' SCV(W)QTW’V] € No,Vk € {0,...,2/ —1}.

Montrons a présent que pour tout w € €1, il existe une constante C% (w) > 0 telle que pour tous
s,t € D, on a également
‘X (taw) -X (Saw)| < C',y(w”t - S|’y :

Suppsons que t > s et considérons p € N tel que

Lo, 1
ol =V TSS9

Puisque t — s < o, il existe k € {0,...,2P — 1} tel que t,s € [k/2P, k+2/2P[ (ou [k/2P, k + 1/2P]
si k = 2P —1). On peut alors écrire ¢ et s sous la forme

k+eg €1 €9 En
T oop ot T ez T T e
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“ k e} el el
- v e n
Y. + op+1 + op+2 Tt op+n
OU €0, E1,E2; - -+, Eny €5 Ehy - 60 € {0,1} et n € Ny. Pour tout j € {0,...,n}, posons
_k+eo €1 €9 £j
b= » ol T praS T T
et
kA e
Sj _27p+2p+1 +2p+2 ++2p7+]
Alors, sur 2, on a
|X(t) - X(S)‘ = |X(tn) - X(Sn)‘
n—1 n—1
< X (to) = X(so)| + ) [X (k1) = X(1)] + D | X (s551) — X(s5)]
§=0 §=0
n—1 A
< Cy(w)27P 420, (w) Y 27T
§=0
+o00 '
< 2*7p+107(w) ngw
§=0
2
—  9—ptl
= 2 Cv(w)27 1
< |t-s727tC 2
< -2y () g

puisque |t — s| > 2,,%
Considérons une suite croissante (y,)nen de |0, 5/a] qui converge vers 3/ca, et notons 2 1'évé-
nement de probabilité 1

O =) 2.

neN
Par construction, sur 21, les trajectoires de X sont Héldériennes sur D d’exposant v pour tout
v €]0,8/al.
Il reste a présent a construire X. On procéde de la maniére suivante : Considérons tout d’abord
we Q. Site D, on pose X(t,w) = X(t,w). Sit ¢ D, on considére une suite (t,)nen de D qui
converge vers t et on pose

X(t,w) = nETOOX(tn,w).
Sur lensmble © \ ©; de probabilité 0, on pose X (t,w) = 0 pour tout t. Par construction,
le processus X est bien a trajectoires Holdériennes d’exposant v pour tout v €10, 8/«a[. Pour
conclure, il suffit de monter que X est une version de X. Si ¢t € D, on a X(t) = X(t) sur
I’événement 1 de probabilité 1. Si t ¢ D, il existe une suite (¢, )neny de D qui converge vers ¢
telle que X (£, w) = limy_ 400 X (tn,w). Pour tout & > 0, on a

148

B|X () = XO'] [, —4

ew ex

P[\X(tn) ~X(t)| > 5} <
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et donc X (t,) converge vers X () en probabilité. Il s’ensuit qu’il existe une sous suite de X (¢,)
qui converge presque stirement vers X (t). Sur un événement de probabilité 1, par unicité de la
limite, on a donc X (t) = X(¢). ]

Remarque 3.1.6 Les versions continues données par le Théoréme de Kolmogorov-Centsov
sont indistinguables par la Proposition [1.3.5]

3.2 Processus gaussiens

Dans cette section, nous présentons et étudions une classe importante de processus stochastiques.

Définition 3.2.1 Un processus stochastique X = {X (t):tel } est gaussien si toutes ses
lois fini-dimensionnelles sont gaussiennes. Vu la caractérisation des vecteurs gaussiens, X est
gaussien si et seulement si toute combinaison linéaire

arX(t)+---+apX(ty), peNo,ar,...ap eRty,... tp €]

de ses marginales suit une loi normale.

Puisque la loi d’un vecteur gaussien est déterminée par son vecteur moyenne et sa matrice
de covariance, toutes les lois fini-dimensionnelles d’un processus gaussien X (et donc la loi du
processus par la Proposition |1.2.9) sont connues dés que 1'on se donne la fonction de moyenne

et 'opérateur de covariance

K(t,s) = Cov(X(t), X(s)).
En effet, la loi fini-dimensionnelle de (X (¢1),...,X(t,)) est alors la loi gaussienne N (m, K) de
dimension p ot m = (m(t1),...,m(t,)) et K = (K(ti’tj))ije{l e En particulier, on a le
résultat suivant.

Proposition 3.2.2 Soit X un processus gaussien d’opérateur de covariance K. Alors K est
symétrique (i.e. K(s,t) = K(t,s) pour tous s,t € I) et K est de type positif, i.e. pour tous

p € Ny et tous ty,...,t, € I, la matrice (K(ti, tj))ije{1 ) est semi-définie positive.

La réciproque de ce résultat est donnée ci-dessous. Nous ne démontrerons pas ce résultat puisque
la preuve est basée sur un résultat admis.

Proposition 3.2.3 Soient K : I x I — R un opérateur symétrique de type positif et
m : I — R. Alors il existe un processus gaussien de fonction moyenne m et d’opérateur de
covariance K.

Démonstration : Il s’agit d’une application du Théoréme de Kolmogorov [1.4.2]; nous ren-
voyons le lecteur a |2, Théoréme 2.1] par exemple pour le détail. |

Des bonnes conditions pour avoir une version assez réguliére d’un processus gaussien sont données
dans le résultat suivant, conséquence du Théoréme de Kolmogorov-Centsov. Notons qu’on dit
qu’un processus gaussien est centré si sa fonction moyenne est identiquement nulle.
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Proposition 3.2.4 (Kolmogorov—éentsov gaussien) Soit X un processus gaussien cen-
tré d’opérateur de covariance K. S’il existe € > 0 et C' > 0 tels que

K(t,t)+ K(s,s) —2K(t,s) < CJt — s|°

pour tous t,s € I, alors il existe une version X de X dont les trajectoires sont localement
Héldériennes d’exposant v pour tout v €0, e/2[. En particulier, X est une version continue
de X a trajectoires continues.

Démonstration : Remarquons que
E[\X(t) - X(s)ﬂ = K(t,t) + K(s,s) — 2K(t,5) < Ot — s|F.

Malheureusement, on ne peut pas appliquer directement le Théoréme de Kolmogorov-Centsov
puisque l'inégalité £ > 1 n’est pas garantie. Néanmoins, rappelons que si Z suit une loi normale
centrée, on a[ﬂ

2m/!
E[z2m] = Gz
2mm!
pour tout m € Ny. Par conséquent, il vient
2 (2m!)
E[‘X(t) — X(s)] m] < O ol = sl™

et en choisissant m tel que me > 1, le Théoréme de Kolmogorov-Centsov nous donne une version
de X qui est localement Holdérienne d’exposant « pour tout v < % En prenant la limite
pour m tendant vers 'infini, on obtient des versions Holdériennes d’exposant  pour tout v < 5.

Exemple 3.2.5 Parmis les opérateurs de covariances K, on peut considérer 'opérateur défini
par

1
K(t,s) = 5(32H+t2H — s —¢*1).

Le processus gaussien centré associé s’appelle le mouvement Brownien fractionnaire. On a
K(t,t) + K(s,s) — 2K(t,s) = |s — t|*!

et donc le mouvement Brownien fractionnaire admet une version dont les trajectoires sont presque
stirement Holdériennes d’exposant y pour tout v €10, H[. Si H = 1/2, Uopérateur prend la forme

K(t,s) = %(s—i—t— |s —t]) = min(t, s)

et on parle de mouvement Brownien. Nous étudierons ce processus dans le prochain chapitre.

3.3 Propriétés en loi de processus stochastiques

Dans cette derniére section, nous présentons d’autres propriétés en loi classiques et importantes
que peuvent avoir des processus stochastiques.

3. voir (B.4).
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Définition 3.3.1 Un processus stochastique X = {X(t) : ¢ > 0} est
— stationnaire (strict) si pour tout h > 0, on a

{X(t4+h): >0} £{X(t):t>0},
c’est-a-dire pour tout h, tout n € Ny et ¢1,...,t, > 0, on a

(X(t+ D), X(tn + 1)) £ (X(t1), .., X(t).

— & accroissements stationnaires si pour tout h > 0, la loi des accroissements X (¢ +
h) — X (t) ne dépend pas de t > 0, c’est-a-dire si

£

X(t+h) — X(t) £ X(h) — X(0).

— & accroissements indépendants si pour tout p > 2 et tous 0 <t < g < --- < tp, les
variables aléatoires
X(t2) —X(t),..., X(tp) — X(tp—1)

sont indépendantes.

Exemple 3.3.2 Le processus le plus simple & accroissements indépendants et stationnaires est
le processus de Poisson {N(t) : t > 0} de paramétre A > 0.

Dans le chapitre suivant, nous introduirons un autre processus a accroissements indépendants et
stationnaires : le mouvement brownien.

La stationnarité d’un processus gaussien peut étre facilement caractérisée.

Proposition 3.3.3 Un processus gaussien X est stationnaire si et seulement si sa fonction
moyenne m(t) = E[X ()] est constante et son opérateur de covariance est de la forme K (s—t).

Démonstration : Les deux conditions sont clairement des conditions nécessaires de stationna-
rité (que le processus soit gaussien ou pas). En effet, par définition £(X (t)) = £L(X (s)) pour tous
s,t, donc E[X (t)] = E[X(s)] et la fonction moyenne est constante. De méme, £(X (t), X(s)) =
L(X(t+ h),X(s+ h)) pour tous s,t,h, et on en tire donc que Cov(X(t), X(s)) = Cov(X(t +
h), X (s + h)). Cela implique que la covariance ne peut dépendre que de la différence ¢ — s.

Montrons que les deux conditions sont également suffisantes dans le cas gaussien. En effet, dans
ce cas, la loi est caractérisée par sa fonction de moyenne et sa covariance. Ainsi, si E[X (t)] est
constante et si K(s,t) = K(s —t), alors la loi ne peut pas étre modifiée par des translations. m

Exemple 3.3.4 Un bruit blanc gaussien est un processus gaussien stationnaire dont I'opérateur
de coviariance est de la forme K (t,s) = k(t)d(t — s). Ainsi, les valeurs prises par le processus a
des instants différents sont décorrélés.



Chapitre 4

Définition et construction du mouvement Brownien

7

“La star des processus, le processus des stars’
S. N.

4.1 Introduction et motivation

Une théorie du mouvement Brownien a été postulée au début du 20éme siécle par Albert Einstein
(1879 - 1955), d’une part, et par Louis Bachelier (1870 - 1946), d’autre part, en réponse a
deux questions de natures en apparence fort éloignées. Einstein cherchait a estimer le nombre
d’Avogadro et, ce faisant, & apporter une réponse a une question du botaniste Robert Brown (1773
- 1858) concernant le mouvement irrégulier et aléatoire d’une particule de pollen en suspension
dans de l'eau. Bachelier cherchait quant & lui & modéliser les fluctuations observées sur les
marchés financiers et & proposer un modéle permettant d’évaluer correctement le prix d’options.
Les deux constructions se sont révélées équivalentes, et ont toutes deux dans leurs disciplines
été confirmées tant expérimentalement que mathématiquement. Les fondations rigoureuses de
la théorie du mouvement Brownien sont dues au mathématicien Norbert Wiener (1894 - 1964).
De nombreux autres grands mathématiciens se sont également penchés sur ces questions (Doob,
Yor, Levy, Mandelbrot ...) et leurs découvertes ont donné naissance a une des branches les plus
importantes des mathématiques contemporaines.

Bien que définissable en toute dimension et sur tout espace, nous allons nous concentrer dans
ce cours sur le mouvement Brownien univarié. Les propriétés caractéristiques du mouvement
brownien unidimensionnel sont données a la Définition Comme nous le verrons, ce processus
est a la famille des processus stochastiques ce que la loi normale est a la famille des lois de
probabilités : un phare. Une bonne compréhension de son comportement s’est avérée cruciale
dans presque toutes les branches des sciences tant physiques que sociales. Il s’agit également
d’un objet mathématique d’une beauté peu commune. Sa perfection est le reflet d’une loi de la
nature plutot que d’une invention humaine.

Dans ce chapitre, nous donnons la définition du mouvement Brownien. Nous montrons ensuite
que celui-ci existe bien. Une premiére méthode pour montrer I’existence du mouvement Brownien
consiste a utiliser le Théoréme d’existence de Kolmogorov. Nous allons plutdt proposer
une construction explicite du mouvement Brownien. Celle-ci se base sur une décomposition du
processus dans une base particuliére, appelée systéme de Faber-Schauder et lié & la base de Haar.

4.2 Définition du mouvement Brownien

44
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Définition 4.2.1 Un processus stochastique B = {B(t) : t > 0} a valeurs réelles est un
mouvement Brownien si

1. B(0) = 0 presque stirement,
2. les accroissements de B sont indépendants,

3. les accroissements de B sont stationnaires et B(t) — B(s) ~ N(0,t — s) pour tous
t>s2>0,

4. les trajectoires de B sont presque stirement continues.

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 4.1 — Trajectoire d’'un mouvement Brownien

Proposition 4.2.2 Soit B un mouvement Brownien.
1. Pour tout t > 0, B(t) ~ N(0,t).

2. Le processus B est gaussien et sa fonction de covariance est donnée par

K(t,s) = min(t,s), Vt,s>0.

Démonstration : Le premier point est immédiat puisque B(t) est égal en loi & B(t) — B(0).

De plus, B est gaussien car si n € Ny, a1,...,a, € Ret ty,...,t, € [0,+00[, on a
n n A
San) = Yoo X0 - 50,
i=1 i=1 j=1
n n
- 3 () ) - )
i=1 \'i=j

ol on a posé tg = 0, qui est une somme de gaussiennes indépendantes, donc suit bien une loi
normale. Enfin, puisque B est centré, on a K (t,s) = E[B(t)B(s)]. Si t > s, on en tire que
K(t,s) =E[B(t)B(s)] = E[(B(t) - B(s) + B(s))B(s)]
= E[(B(t) - B(s))(B(s) - B(0))] + E[B(s)"]
= 0+ s =min(t,s)

ou on a utilisé I'indépendance des accroissements, le premier point et le fait que B(0) = 0 presque
strement. n
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Proposition 4.2.3 Si B = {B(t) : t > 0} est un processus gaussien centré d’opérateur de
covariance K (t,s) = min(¢, s) pour tous t,s > 0, alors ses accroissements sont indépendants
et satisfont

B(t) — B(s) ~N(0,t —s), Vt>s>0.

En particulier, si les trajectoires de B sont presque siirement continues, c’est un mouvement
Brownien.

Démonstration : Comme B est un processus gaussien, par la Proposition [B.0.9] ses accrois-
sements seront indépendants si et seulement si ils sont non-corrélés. Sit > s > u > v > 0, on
a

Cov(B(t) — B(s), B(u) — B(v)) = E[(B(t) — B(s))(B(u) — B(v))]
= E[B(t)B(u)] — E[B(t)B(v)] —E[B(s)B(u)] + E[B(s)B(v)]
= u—v—ut+v=0

ce qui démontre 'indépendances des accroissements. De plus, pour tous ¢t > s > 0, la variable
aléatoire B(t) — B(s) suit une loi normale centrée de variance

Var[B(t) — B(s)] = E[(B(t) — B(s))’]
= E[B(t)*] + E[B(s)’] —2E[B(t)B(s)]
= Cov(B(t), B(t)) + Cov(B(s), B(s)) — 2Cov(B(t), B(s))
= t+s—2min(t,s) =t—s

ce qui permet de conclure. [

4.3 Construction du mouvement Brownien

L’existence du mouvement Brownien pourrait étre démontrée en utilisant la Proposition[3.2.3] Ce
résultat étant basé sur le Théoréme de Kolmogorov nous préférons dans ce cours proposer
une approche constructive du mouvement Brownien. Commengons par introduire une base de
L%(]0,1]) qui va nous permettre de décomposer le processus en une série dont les coefficients sont
des lois normales idépendantes.

4.3.1 Base de Haar et systéme de Faber-Schauder

Commengons par rappeler quelques résultats concernant les systémes orthogonaux de I’espace
L?([0,1]) muni de son produit scalaire usuel

1 JE—
<f79>=/0 f(z)g(x)dz.

Définition 4.3.1 Soit (f,)nen une suite orthonormée de L2([0,1]) (i.e. (fn, fm) = Onim
pour tous n,m € N). On dit que cette suite est totale si pour tout f € L%([0,1]), on a

(fifa) =0VneN= f=0 p.p.
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Dans ce cas, pour tout f € L?([0,1]), on peut écrire

+o0o
=Y At fn
n=0

ot la convergence a lieu dans L2([0, 1]).

Proposition 4.3.2 (Parseval) Si (f,)nen est une suite orthonormée totale de L?([0,1]),
alors pour tous g, f € L*([0,1]), on a

+o0

(f,9) =D (f, Fa) (9 fu).

n=0

En particulier,

+oo
1oy = D [ £
n=0

Présentons directement l'intérét de ’égalité de Parseval dans notre cas. Considérons f = 1jg; et
g = 1jg,4- Alors

1
Loep L) = /0 10.4((2) 1 o((x)dx = min(t, 5)

et I’égalité de Parseval implique que

+oo T00 s
min(t$) = 3 (Lo o) s o) = 3 /0 ful)da /0 Fole)da (4.1)

ce qui donne une écriture alternative de 'opérateur de covariance d’un mouvement Brownien.
La suite orthogonale qui va nous intéresser s’appelle la base de Haar. Elle consiste & utiliser
les translatés et dilatés d’une fonction de base i pour remplir tout ’espace. Plus précisément,
considérons la fonction

1 siO§x<%
Pla)=¢ -1 sii<az<l
0 sinon.

Cette fonction est a support égal a [0,1]. Considérons ensuite pour tout j € N et tout k €
{0,...,27 — 1}, la fonction 1); définie sur R par

Vik() = 27220 — k).

Proposition 4.3.3 Avec la fonction constante égale a 1, les fonctions v, j € N et k €
{0,...,27 — 1}, forment une suite orthonormée totale de L*([0,1]). On appelle cette suite la
base de Haar.
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FIGURE 4.2 — Premiéres fonctions de la base de Haar

Démonstration : Nous esquissons juste les arguments de la preuve. Il n’est pas compliqué de
vérifier que les fonctions 1 et ¢;5, 7 € N, k€ {0,..., 2J — 1} forment une suite orthogonale de
L%(]0,1]). Pour montrer que cette suite est totale, on considere f € L2([0,1]) tel que (f,1) =0
et (f,vjxr) = 0 pour tous j € Net k € {0,...,27 — 1}. Pour montrer que f est nulle presque
partout, I'idée est de considérer la fonction F' définie sur [0, 1] par

Fy) = / " f(e) de.

Remarquons que

. 1 (2k+1)2-G+D) (k+1)2—7
0—2 /0 F@)bu(e) de = /k f() da /( /() da

2-7 2k+1)2-0G+D
2k +1 k k+1 2k +1
- (%) () - (57) (55
2k +1 k k+1
- (%) - (3) - (57)

Par induction sur j, cette relation donne alors que F' s’annule en tous les points dyadiques. De
plus, F' est continue car par Cauchy-Schwarz, on a

/y v f(2)dz

pour tous 0 < y < ¢/ < 1. Par densité des nombres dyadiques dans [0, 1], on en tire que F' est

nulle partout. Puisque F' est une primitive de f, cela implique que f est constante. Enfin, on a
1 . ) . .

Jo f(z)dz =0 ce qui permet d’obtenir la conclusion. [ |

|F(y') = F(y)| < < W llezqo, Ly lz2 o) < CVY —y

Au vu de I'égalité (4.1]), les fonctions qui vont nous intéresser sont données par les primitives des
fonctions ;. On pose

IN

T si0
A(a:):/o Yu)du=<¢ 1—z =i

0 sinon.

I<%
<1

N[
IN
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FIGURE 4.3 — Fonction chapeau

Cette fonction est parfois appelée la fonction chapeau (ou fonction triangle, fonction tente).
Remarquons que pour tous j € Net k € {0,...,2/ —1}, on a

T . T ) ) 22—k ) )
/ $jk(u) du = 21/2/ Y(2u— k) du = 21/2/ Y(v)dv =2792N2x — k).  (4.3)
0 0 0

L’ensemble des fonctions Ay, j € Net k € {0,...,27 — 1}, définies par A x(z) = 27I2N(20 2 —
k) forment le systéme de Faber-Schauder (aussi appelé base de Schauder). Ces fonctions sont
k. k+1

continues et le support de A;j est donné par l'intervalle dyadique [g, 2—]]

4.3.2 Construction du mouvement Brownien

On va construire tout d’abord le mouvement Brownien sur [0, 1], on ’étendra ensuite & [0, 4-o00].
On considére la fonction chapeau A introduite dans la sous-section précédente.

Théoréme 4.3.4 Soient €, ¢, j € N,k € {0,...,29 — 1}, des variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées selon une loi N'(0,1). Pour tout ¢ € [0, 1], on pose

40027 —1

B(t)=> > ex27?A2t — k) +et. (4.4)

=0 k=0

Alors B ={B(t) : t € [0,1]} est un mouvement Brownien sur [0, 1].

Nous allons décomposer la preuve de ce résultat en plusieurs lemmes intermédiaires. Le premier
lemme va nous permettre de montrer que la série définie dans (4.4) converge presque stirement
et que la limite est alors continue.

Lemme 4.3.5 Presque siirement, il existe J € N tel que pour tout j > J,

max gkl < a/27.
ke{O,...,21—1}| ikl < V2
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Démonstration : Remarquons tout d’abord que si Z ~ A(0,1), alors pour tout a > 0 on a

2 [t o
P[|Z| >a] = W e 2dy
a
N2 ), a

Pour tout j € N, notons A; I'événement

max |ejr| > /2]

ke{0,...,29 -1}

P[4;] = P[3ke{0,...,27 =1} : |gjk| > /2]
27

(]

Pllejkl > v/25]

VAN
2
|
e
aQ
3

Puisque 2 < e, on en tire que P[Aj] est le terme général d’une série qui converge. Le lemme de
Borel-Cantelli implique alors que

J—+o00
d’ou
P[liminf AS] = 1.
J—+00
Cette derniéere égalité donne la conclusion. [

Le résultat suivant nous donne la convergence presque stire de la série. Cette convergence presque
stire est méme uniforme, ce qui permet d’obtenir la continuité des trajectoires limites.

Lemme 4.3.6 La série (4.4)) converge presque siirement uniformément sur [0,1]. En parti-
culier, le processus limite B est presque siirement & trajectoires continues.

Démonstration : Par le lemme [4.3.5] on sait que presque stirement, il existe J € N tel que
pour tout j > J et tout k € {0,...,27 — 1}, |g; x| < /2j. On en tire que

271 271
sup | Y g2 7PNt — k)| < 27922 sup | > A2t — k)
t€0,1] | o tel0.1] | k=

IN

R
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pour tout j > J puisque pour tout ¢t € [0,1], il existe un unique k € {0,...,2/ — 1} tel que
A(27t — k) # 0 et pour ce k, A(27t — k) < % Il s’ensuit que la série converge presque
strement uniformément sur [0, 1] et que dans ce cas, la limite est continue (comme limite uniforme
de fonctions continues). ]

Lemme 4.3.7 Pour tout t € [0,1], la série (4.4) converge en probabilité, en loi et en norme
L?. Le processus limite B est un processus gaussien centré.

Démonstration : Par le Lemme[4.3.6]et en utilisant le Théoréme[A:0.5 et la Proposition [B.0.2]
on obtient toutes les convergences annoncées de la série . Montrons que sa limite donne un
processus gaussien. Soient n € Ny, ay,...,a, € Ret t1,...,t, € [0,1]. Montrons que la variable
aléatoire

alB<t1) + -+ anB(tn)

est gaussienne. Pour tout J € N, considérons la variable aléatoire définie par

J 271

XJ—ZCLZ ZZEij ]/2/\2]15[ k)

7=0 k=0

Cette variable suit une loi normale centrée de variance

J 27-1 n n J
= (S X (Cenen-n)) < §(Lar L2
7=0 k=0 [=1 4 =1 j=0

puisqu’il y a au plus n termes non-nuls dans la somme sur k, quel que soit j. La suite (03) JEN

converge donc vers
+o0 271

2223<Za11\23tl B) | < +oo

7=0 k=0

et la Proposition implique que la suite des variables (X ) jen converge en loi vers une loi
normale N(0,0%). On obtient la conclusion pour a3 B(t1) + - -+ + a, B(t,) puisqu’il suffit alors
d’ajouter a la série une loi gaussienne indépendante. On obtient également en cas particulier que
le processus B est centré. ]

Remarque 4.3.8 Soient (X, )nen et (Yy)nen deux suites de variables aléatoires qui convergent
en norme L2 vers X et Y respectivementﬂ Alors (X, + Y, )nen converge en norme L? vers X+Y
et on en tire que

E[X,Y,] = E[XY]

lorsque n — +o00. En effet, on a
1
E[X,Y,] = iE[(Xn +Y,)? - X2 - Y7

— %E[(X+Y)2 - X*-Y? =E[XY].

1. Dans notre cas, il s’agira des sommes partielles de la série définissant B.
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Jusqu’a présent, nous avons juste utilisé le fait que la fonction A est a support dans [0,1] et
est continue. Le lemme suivant justifie le choix particulier de A parmi les fonctions continues &
support compact, motivé par (4.3)).

Lemme 4.3.9 L’opérateur de covariance du processus gaussien B définit par (4.4)) est donné
par

K(t,s) = min(t,s), Vt,s>0.

Démonstration : Vu l'indépendance de la variable aléatoire ¢ par rapport aux variables ¢ ,
on a

Cov(B(t),B(s)) = E[(B(t)—et)(B(s) —es)] + E[et(B(s) —es)] + E[es(B(t) — et)] + E[e”st]
= E[(B(t) —ct)(B(s) —es)] + E[?st]
= E[(B(t) —et)(B(s) —es)] + st

Puisque la série définissant B converge en norme L%, vu la remarque et la linéarité de
I’espérance, on obtient

too too 20127 —1

Cov(B(t),B(s)) = E|[Y D 3> 2725 277 PNt — k)AQR"s — k) | + st

§=04=0 k=0 k'=0

too +oo 29-124 —1

=0 »> Z [ejhejr ] 27972279 2N (29t — k)A(27's — k') | + st

7=05'=0 k=0 k'=

+00 27 —1

= | D). 2Nt —k)AQTs — k) | + st

j=0 k=0

+o0 27 t s
= ZZ/%k da:/z/ij +/1dx/1dm
—0 k= 0 0

0

l\'l

i1
= Ljo,ep Yik) Lpo,sf Vik) | + (Lo, D (Lo, 1)
:0

= <1[0,t[’ [0,s[)

ol on a utilisé I'indépendance des variables ¢, (4.3) et ot la derniére égalité résulte de 1'égalité
de Parseval (4.1]) pour la base donnée par la Proposition m Puisque

Q
I

(Ljo,4, Lpo,s[) = min(s, t),

on obtient la conclusion. [
Démonstration du Théoréme : La proposition [£.2.3] et les lemmes [.3.6] [£-3.7] et [£.3:9
prouvent le résultat. [ |

Maintenant que nous avons construit le mouvement Brownien sur [0, 1], nous pouvons 1’étendre
a [0, 400 en considérant sur chaque intervalle [n,n + 1] une copie indépendante du mouvement
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Brownien sur [0, 1], en commencant chacun d’entre eux 1a ou le précédent s’est terminé : on
considére donc une famille B, n € N, de mouvements Browniens indépendants sur [0, 1].
Pour tout ¢ > 0, on pose ensuite

n—1
B(t)=> B®W1)+B™(t—n) si tenn+1].
k=0
Autrement dit,
lt]—1
B(t) =Y BW()+ B ({1}),
k=0

ou |t] est la partie entiére de t et {t} =t — [t]| sa partie fractionnaire. En utilisant la Propo-
sition [4.2.3] il est facile de vérifier que B est bien un mouvement Brownien sur [0, +oo[. Cette
vérification est laissée en exercice.

2. Deux processus stochastiques X et Y sont indépendants si pout tout n € N et tous ¢1,...,t,, les vecteurs
aléatoires (X (t1),..., X (tn)) et (Y (t1),...,Y (tn)) sont indépendants.



Chapitre 5

Propriétés en loi du mouvement Brownien

5.1 Mesure de Wiener

Soit B un mouvement Brownien sur un espace probabilisé (2, F,P). Comme les trajectoires du
mouvement Brownien sont presque stirement continues, on obtient une application mesurable

B: Q" — C([0,400[,R) : w — B(-,w)

ot 2F C Q est de probabilité 1 (donc (2%, F N Q*, P) est un espace probabilisé).

Définition 5.1.1 La mesure de Wiener W est la loi du mouvement Brownien B : Q* —
C([0, +oo[, R), c’est-a-dire
W(A) =P[B € A

pour tout A € B(C([0, +oo[,R)).

On peut facilement décrire les valeurs prises par cette mesure sur les cylindres. Cela repose
directement sur la loi des loi fini-dimensionnelles de B.

Proposition 5.1.2 Pour tous0 <t < ..., < ty, laloi du vecteur aléatoire (B(t1), ..., B(t,))
a pour densité

1 — (zj — 1)
exp | — —
(2m)2\/ti(ta —t1) - - (tn — tn_1) = 20t —tj-1)

(xl,...,:):n) —

avec la convention que o = 0 et tg = 0.

Démonstration : On sait que les variables aléatoires

Y1 = B(t1) — B(ty) , Yo = B(t2) — B(t1), ..., Y = B(tn) — B(tn—1)
sont indépendantes et pour tout j € {1,...,n}, on a ¥; ~ N(0,t; —t;_1). Il sensuit que la loi
du vecteur aléatoire Y = (Y7,...,Y},) a pour densité la fonction
1 & Y3
fY(ylv"'ay ): €xp | — —
" 2m)"/2\/t1(ta — t1) ... (tn — tn—1) ; 2(t; —tj—1)

54
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Considérons la bijection linéaire
@R =R (y1,yn) = (Y1 Y201 92+ ys, .y Hy2 Yz + )
d’inverse
TR S R (21, 2n) & (21, T2 — 21,23 — T, ..., Ty — Tpo1).

Puisque <p(Y1, .. .,Yn) = (B(tl), .. .,B(tn)) et puisque le jacobien de ¢~! vaut 1, le théoréme
de changement de variable donne

f(B(tl),...,B(tn))(xl""’x") = 1-fy(e~ (:Ul,...,a:n))

= fy(x1,29 — 21,83 — T2, ..., Ty — Tp_1)
1 " xj—xj 1) 2

= exp
2m)2\/ti(ta —t1) ... (tn — tn—1) ; 2(t; —tj—1)

Par conséquent, pour tout cylindre C' = [[,c; Ar ot Ay # Rsit € {t1,...,tn} avec 0 < 13 <
- < tp,0na

wW(C) = P[BeC]

1
- (27r)n/2\/t1(t2 — tl) - (tn — tn—l) /Atn ' /A P

avec x9 = 0. De méme, si C' = [[,o; As ot Ay #R sit € {to,t1,...,tn} avec 0 =ty <t1 <--- <
ty, alors

W(C') = 14,(0) ! / / exp —ZM dzy ...dz,
271' "/2\/t1 Q—tl t —tn_ 1 Aty Ay j=1 Q(tj_t] 1)

Ces deux relations caractérisent entiérement la loi du mouvement Brownien par la Proposition
129 On en tire que la mesure de Wiener ne dépend pas du choix du mouvement Brownien
choisi pour la définir. Ainsi, si B est un mouvement Brownien défini sur (Q F,P), alors pour
tout A € B(C’([O, +oo[,R)), on a

P[B € Al = W(A) =P[B € AJ.

Remarque 5.1.3 Au vu de la Remarque [[.2.6] on pourrait définir le mouvement Brownien a
partir de la mesure de Wiener. En effet, on prend ’espace probabilisé

(C([0, +oo[, R), B(C([0, +00], R), W)

et on pose
B(w,t) = w(t).

Alors B est un mouvement Brownien sur (C([O, +ool, R) ) B(C([O, +o0f, R), W) On appelle cette
procédure la construction canonique du mouvement Brownien.
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5.2 Propriétés immeédiates

Dans cette section, nous fixons un mouvement Brownien B.

Proposition 5.2.1 Le mouvement Brownien a les propriétés suivantes :
1. Symétrie : Le processus { — B(t) : t > 0} est un mouvement Brownien.

2. Auto-similarité : Pour tout ¢ > 0, le processus { B(ct)/v/c:t >0} est un mouvement
Brownien.

3. Inversion du temps : Le processus {X(t) it > O} défini par
tB (% i >0
x(={ P st
0 si t=0

est un mouvement Brownien.

4. Propriété de Markov faible : Pour tout to > 0, le processus { B(to +t) — B(to) : t > 0}
est un mouvement Brownien indépendant de o ({B(s) : s < to}).

Démonstration : Dans tous les cas, il est clair que le processus considéré est un processus
gaussien centré.

1. Les trajectoires de { —B(t) : t > 0} sont presque stirement continues puisque celles de B le
sont. De plus, on a

Cov(— B(t), —B(s)) = Cov(B(t), B(s)) = min(t, s),

ce qui suffit.

2. A nouveau, les trajectoires du processus {B (ct)/\Je:t > 0} sont presque stirement continues.
C’est un mouvement brownien car on a de plus

Cov( ) = %Cov(B(ct),B(cs)) = %min(ct,cs) = min(¢, s).

3. Remarquons que

Con (0. 69) = 2l (}).on(2)] =2l (}).5)] = {3177

= min(¢, s).

En particulier, les lois fini-dimensionnelles de X sur |0, +oo[ coincident avec celles du mouvement
Brownien. Sur ]0, +00[, on a également la continuité presque sure des trajectoires de X. Il reste
a étudier la continuité des trajectoires en 0. On cherche donc & montrer que

P [%%X(t) —0] =1.
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Par continuité presque stire des trajectoires de X sur |0, 00|, on a

NU N {xosi}

n>1 p>1t€]0,1/p[NQ

1

= lim lim P N {|X(t)|§}

n—-+o0o p—-+o0o n
t€]0,1/p[NQ

—_

P [th(t) - 0}

t—0

Notons ]0,1/p[NQ = {gm : m € N}. On a alors

IR EUE N N RO

t€]0,1/p[NQ

|
|

puisque par ce qui préceéde, on sait que le vecteur aléatoire (X(ql), .. ,X(qM)) a la méme loi
que le vecteur aléatoire (B (¢1),...,B (qM)). Ainsi, il vient

S|

= P | () {15 <
m<M

S|

P[limX(t):O} = lim lim lm P| () {|B(qm)|§i}

t—0 n——+00 p——+00 M —+o00
m<M

— P[lim B(t) = 0|

t—0
= 1,

ce qui permet de conclure.

4. Comme les trajectoires du processus {B(to +t) — B(tg) : t > 0} sont presque strement
continues, il suffit d’étudier sa fonction de covariance. On a

COV(B to—i—t B(to),B(to—i—S) —B(to))
= Cov(B(to +t), B(to + s)) — Cov(B(to + t), B(to)) — Cov(B(to), B(to + s)) + Cov(B(t), B(to))
= mln(to—l-t to—l—s) —to—to 4+ to
(t,

s)

et le processus est donc un mouvement brownien. Pour obtenir I'indépendance, remarquons que
pour tous n,m > 1,1 < --- <t et sp < - < sy < 1o, les vecteurs

= min

(B(t() -+ tl) — B(t()), ce B(to -+ tn) — B(to + tn—l)) et (B(Sl) — B(O), e B(Sm) — B(Sm_l))
sont indépendants. On en tire directement I'indépendance des vecteurs
(B(to+ 1) — Blto), ..., Blto + tn) — B(to)) et (B(s1),..., B(sm))

ce qui suffit. [
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La propriété d’auto-similarité du mouvement Brownien refléte la nature fractale de celui-ci :
en effet, il suffit de connaitre le comportement du mouvement Brownien sur un intervalle de
temps arbitrairement petit pour le connaitre sur tout intervalle de temps arbitrairement grand.
La propriété d’inversion du temps est également trés forte : les premiers instants du mouvement
Brownien sont suffisamment riches pour capturer le comportement du mouvement Brownien a
I'infini. Enfin, rappelons que la propriété de Markov faible peut se réécrire comme 'indépendance
du futur par rapport au passé, conditionnellement au présent.

5.3 Propriété de Markov forte et temps d’atteinte

Nous venons de voir que pour tout ¢y > 0, le processus {B(t + t9) — B(tp) : t > 0} est un
mouvement Brownien indépendant de o ({B(s) : s < to}). La propriété forte de Markov établit
un résultat similaire lorsque le temps auquel on commence a regarder notre processus est aléa-
toire. On impose a ce temps d’étre un temps d’arrét pour la filtration naturelle du mouvement
Brownien. Nous en déduirons ensuite des informations sur le temps d’atteinte d’un niveau donné.

Commengons par étendre les définitions vues dans le cas discret au cas continu.

Définition 5.3.1 Soit F une o-algébre sur 2. Une famille de sous-o-algébres (F;)i>0 est
une filtration si Fs C F; pour tous 0 < s < t. Un processus stochastique {X (¢) : ¢ > 0} est
adapté a la filtration (Fg)s>o si X (t) est Fy-mesurable pour tout ¢ > 0.

Comme dans le cas discret, on peut associer & un processus stochastique une filtration naturelle
pour laquelle le processus est adapté : il suffit de poser

FX=o({X(s):s<t}).

Définition 5.3.2 Une variable aléatoire T" est un temps d’arrét pour la filtration (F;)s>0 si
1. T est a valeurs dans [0, +oc],
2. {T <t} € F; pour tout ¢t > 0.

Remarque 5.3.3 Si T est un temps d’arrét, on a également

(T<t}=|J{T<t-1yer

n>1

et donc également

{T =t} e F.

Néanmoins, contrairement au cas discret, la réciproque de ce résultat est fausse en général. Ce
probléme est lié & la notion de continuité a droite de filtrations, que nous n’aborderons pas dans
ce cours.

Le lemme suivant montre que tout temps d’arrét peut étre approché par une suite décroissante
(T)nen de temps d’arréts tels que pour tout n € N, T, est a valeurs dans un ensemble dénom-
brable.
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Lemme 5.3.4 Soit T un temps d’arrét pour pour la filtration (F;)¢>o. Pour tout n € N, on
pose

k+1 k k+1
+ si— < T < +
T, = n n n

+o0 siT = ~4o0.

Alors (T, )nen est une suite de temps d’arréts pour la filtration (F;)i>0 qui décroit vers T.

Démonstration : Pour tout n € N et tout £ > 0, on a

[2"t]-1 [27t]—1

k+1 k k+1 [27¢]
{T, <t} = U {Tn:%}: U {2n<T§ on }:{T§ on G}—%Z”Q}—t'
k=0 k=0
De plus, il est évident que T,, décroit vers T'. [

Afin de pouvoir généraliser la propriété de Markov & un temps d’arrét, il faut pouvoir donner un
sens a la o-algébre engendrée par les variables aléatoires B(s), s < T. Pour cela, on introduit la
notion suivante.

Définition 5.3.5 La o-algebre Fr des événements antérieurs & un temps d’arrét T’ est
définie par
Fr={AeF:Vt>0,AN{T <t} € F}.

1l est facile de vérifier qu’il s’agit d’une o-algébre. De plus, on a le résultat suivant.

Lemme 5.3.6 Les variables aléatoires T et B(T') sont Fp-mesurables.

Démonstration : Pour montrer que 1" est Fp-mesurable, il faut montrer que pour tout b > 0,
on a {T' < b} € Fr. Cest immédiat car pour tout ¢ > 0,

{T <o} n{T <t} ={T < min(t,0)} € Frin(ep) € Ft-

Pour B(T'), on commence par remarquer que

+oo k
B = Hm > L cres) B <2>

et il suffit de montrer que chaque variable aléatoire 1 {f<r<iil }B (2%) est Fp-mesurable. Soit
27L — 2TL

beRett>0.On veut montrer que

k

K

Supposons tout d’abord que ¢ < o7, Alors 1{2%<T§%} =0 et donc

k
{1{2]%<T<}€2J;1}B <2n> < b} ﬂ{T < t} e F;.

e{0,Q}
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Supposons a présent que 2% <t< % Alors
B k
Yhersge) P lgn ) <ty =n

- (wsanfret)owsa)({o() spofd<rfoirso

et on vérifie immédiatemment que cet ensemble appartient a F;. Enfin, si ¢ > %, la variable

aléatoire 1 {f<r<til }B (27) est Fy-mesurable, ce qui permet de conclure. [

Théoréme 5.3.7 (Propriété de Markov forte) Soit T un temps d’arrét pour la filtra-
tion naturelle du mouvement Brownien. Si P[T' < +oo] =1, alors {B(t+T) — B(T') : t > 0}
est un mouvement Brownien indépendant de Fr.

Démonstration : Commencons par démontrer le résultat pour la suite décroissante (T},)nen
de temps d’arrét donnée dans le Lemme Par hypothése, ces temps d’arrét sont presque
stirement finis. Pour tous k,n > 0, on considére les processus stochastiques définis par

By n(t)=B(t+k27") - B(k27™")
et
B,(t) =B(t+1,) — B(T,,) siT, <400
pour tout ¢t > 0. Pour tout A € Fr,, et tout borélien C, on a

P{B,eC}nA] = iOIP{{Bk,n eCYNAN{T, = k2*”}}
k=1

€EFpo—n

“+o00
= Y P{Bun € CYP[AN{T, = k2]
k=1

~ B

= PBeCHY PlAN{T,=k2 )]
k=1

= P[{B e C}|P[4]

puisque par la propriété de Markov faible, on sait que By, est indépendant de Fjpo-—n et que
P{Byn € C} =P[{B € C}]. En prenant A = Q, on trouve

P[B, € C|] =P[BeC]

et donc B et B, sont égaux en loi. Comme on a également la continuité presque stire des
trajectoires de B,, c’est un mouvement brownien. Enfin, le calcul précédent montre qu’il est
indépendant de Fr,.

Il reste a prouver que le résultat est également valide pour le temps d’arrét 7. Comme (T},)nen
décroit vers T', on a clairement Fr C Fr, . Par conséquent, {B(t + T),) — B(T},) : t > 0} est un
mouvement brownien indépendant de Fr. Puisqu’on a presque stirement

B(t+s+T)—B(t+T)= lim B(t+s+T,) — B(t+T),)

n—-+o00
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par continuité des trajectoires de B, on trouve que B(t + s+ T) — B(t + T) ~ N(0,s). De
plus, la relation précédente implique que les accroissements de {B(t +7') — B(T') : t > 0} sont
indépendants. Enfin, il est clair que les trajectoires de {B(t +T) — B(T) : t > 0} sont presque
stirement continues. On en tire qu’il s’agit bien d’'un mouvement brownien. Il est indépendant
de Fr puisque B(t + s +T,) — B(t + T;,) est indépendant de Fp;, O Fr pour tout n. ]

Dans ce qui suit, on va s’intéresser au temps d’arrét T,, définis pour tout a € Ry par
T, =inf{t > 0: B(t) = a}.

Remarquons que si T, < +oo, alors presque sirement on a B(7T,) = a par continuité des
trajectoires du mouvement Brownien. Le principe de réflexion montre qu’aprés Uinstant Ty,
la droite y = a est un axe de symétrie du mouvement brownien (comme l'est la droite y = 0
aprés l'instant Ty = 0).

Proposition 5.3.8 (Principe de réflexion) Pour tout a € Ry, le processus Y défini par

[ B(t) si t<T,
Y() —{ %a—B(t) si t>T,

est un mouvement Brownien. De plus,

P[Ta <t,B(t) < b = P[B(t) > 2a — b]

pour tout b < a.

2a-b

da

" ’ " Fa
LT ) 3 e
I~ \/ e
|
b

FIGURE 5.1 — Principe de réflexion.

Démonstration : Si T}, est inﬁni[l, alors Y (t) = B(t). Si T, est fini, on sait par le Théoréme
que le processus B(t + T,) — a est un mouvement brownien indépendant de Fr,. Par
symeétrie, on sait aussi que a — B(t + 1,) est un mouvement brownien indépendant de Fr,. Par
conséquent, le processus {B(t) : t > T,} = {a+ (B(t) —a) : t > T,} a la méme loi que le
processus {a +a — B(t) : t > Ty} = {2a — B(t) : t > T}, ce qui suffit pour la premiére partie.

1. on va voir dans le résultat suivant que presque siirement, Ty, est fini.
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Pour la deuxiéme, on remarque que
P[T, < t,B(t) < bl =P[B(t) < b|T, < t]P[T, < t] = P[2a — B(t) < b| T, < t|P[T, < ]
puisque par la premiére partie, 2a — B(t) et B(t) ont la méme loi pour ¢ > T,. Ainsi,

P[T, <t,B(t)<b] = P[2a— B(t) <b|T, <t]P[T, < {]
= P[2a— B(t) <b,T, < {]
= P[B(t) > 2a — b]

puisque {B(t) > 2a — b} C {B(t) > a} € {T, < t}. u

On tire du principe de réflexion le premier résultat suivant sur les trajectoires du processus.

Corollaire 5.3.9 Pour tout t > 0 et tout a > 0, on a

P [OiggtB(s) > a] = 2P[B(t) > al.

En particulier, P[T, < +oo] = 1.

Démonstration : Remarquons que P[supy<,<; B(s) > a] = P[T, < t] puisque les trajectoires
du mouvement Brownien sont presque stirement continues et puisque l'intervalle [0, ] est com-
pact. De plus, B(t) > a implique que presque stirement, T, < t. Par conséquent, en utilisant le
principe de réflexion, on a

P [ sup B(s) > a] = P[T, <t
0<s<t

puisque {B(t) > a} C {T, < t}.
Pour la deuxiéme partie, fixons b > a. En considérant la limite de la suite croissante d’événements
({supp<s<n B(s) > b})neN, on obtient que

b
> = 1 > b= i > —| =
P [igIO)B(S) > b} ngrfooﬂ[” [B(n) > b] HEIEOOZIP’ [Z > \/ﬁ] 1

ou Z ~ N(0,1). En utilisant la continuité presque siire des trajectoires, on trouve

P[T, < +oc] > P [supB(s) > b] =1,
s>0

d’ou la conclusion. n

Puisque le mouvement Brownien est symétrique, on obtient également que P[T, < +oo] = 1
pour tout a < 0. Ainsi, le mouvement Brownien atteint presque stirement tout niveau a. Nous
verrons néanmoins que le temps moyen nécessaire pour atteindre ce niveau est infini!
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5.4 Théoréme de Donsker

Le Théoréme de Donsker est ’équivalent du théoréme central limite dans le cadre des marches
aléatoires. Il donne I'une des justifications de la place du mouvement Brownien parmi les pro-
cessus stochastiques les plus importants. Considérons une suite de variables aléatoires (X;)en,
indépendantes et identiquement distribuées, telles que E[X;] = 0 et E[X?] = 1. Considérons
ensuite la marche aléatoire .
Sn=>_ X
i=1

On peut I’étendre en un processus stochastique a temps continu en effectuant une interpolation
linéaire : on définit le processus {X(t) it > 0} en posant

t)
X(t) = ZXZ + (t — LtJ)XLtH-l =S + (t— k)Xk:-i-l site [k‘,k-ﬁ- 1[.
=1

On obtient ainsi un processus dont les trajectoires sont des fonctions affines par morceaux. A
présent, nous allons effectuer un changement d’échelle pour affiner notre approximation : on
interpole les valeurs de la marche aléatoire sur les intervalles de longueur 1/n : on considére le
Processus {Yn(t) it > 0} défini par

[t ]
Yo(t) =Y Xi+ (nt — [nt])X g1 = X(nt).
=1

Remarquons que
k k

et par indépendance des variables X;, i € Ny, on a

E [(Yn (i) )1 = sz;E [X2] = k.

Notre objectif est de construire une suite de processus qui converge vers le mouvement Brownien.

Or, pour un mouvement Brownien, on sait que E[B(t)Q] =t pour tout ¢ > 0. Il semble donc

naturel de considérer LY, (k‘/ n) a la place de Y, (k:/ n) On est donc amenés a considérer la
Jn

suite de processus {Z,(t) : t > 0} définis par

Lnt]
1 1
i=1

Proposition 5.4.1 Pour tout t > 0 fixé, la suite (Z,(t))nen, converge en loi vers B(t).
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FIGURE 5.2 — Trajectoires de Z,, sur [0, 1] pour n = 100, n = 1000 et n = 10000

~ N (0,

Démonstration : Commengons par rappeler que B(t)
cation du Théoréme central limite, on sait que la suite

t). Remarquons que par appli-

[nt]

3 x-

converge en loi vers une loi normale N(0,¢) si n tend vers U'infini. Nous allons a présent montrer
que la suite (nt — LntJ)

S Lnt

=X nt]+1 converge en probabilité vers 0 lorsque n tend vers I'infini. La

conclusion s’ensuivra facﬂement puisque la convergence en probabilité implique la convergence

en loi. Pour cela, fixons € > 0 et appliquons I'inégalité de Bienaymé Tchebychev : il vient

(mt—lnt)? _ 1

<
- n52

P|l(nt - Lntj);ﬁxwm\ > e] <

ne?

lorsque n — 4-00. [

On peut généraliser ce résultat en étudiant la convergence des lois fini-dimensionnelles. Com-
mengons par regarder les accroissements.

Proposition 5.4.2 Pour tous 0 <t; <ty <---<tg,ona
d
lim P [Zn(tl) — Zn(t()) < Ty, Zn(ta) — Zn(tg—1) < xd] = HP [B(tl) B(tl 1) < xl]
n—4o00 ]

ol B est un mouvement Brownien et ou x1,...
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Autrement dit, les accroissements de {Zn(t) ct > 0} sont asymptotiquement indépendants et
distribués selon une loi normale de moyenne nulle et de variance donnée par la longueur de
I'intervalle sur lequel on considére I'accroissement.

Démonstration : Tout accroissement Z,(t) — Z,(s) avec t > s > 0 s’écrit

[nt]
Z,(0) - Zus) = = 3 Xﬁ(nt—LntJ>jﬁXLntJ+1—<ns—Lnsnjﬁxtnsm.

i=|ns|+1

Comme les termes (nt — |nt] )ﬁX Int|+1 €t (ns— LnsJ)ﬁX Ins|+1 convergent en probabilité vers
0, il suffit d’étudier la convergence en loi de la suite de vecteurs aléatoires

[nt1] [nta)

1

n.
i=|nto|+1 z [ntg—1]

Remarquons que si n est suffisamment grand, les variables aléatoires intervenant les sommes
ci-dessus sont différentes et donc indépendantes. Par conséquent, pour n suffisamment grand, les
sommes considérées sont donc indépendantes. Il reste alors & montrer que toute somme du type

Z}ntﬁns 41 X; avec t > s > 0 converge en loi vers une loi normale N(0,t — 5). Remarquons

que si (Xi)iENo sont des variables iid selon la méme loi que X7, alors la loi de —= thmﬂns I+1
est la méme que celle de
|nt]—|ns]

1
Vi

Par le Théoréme central limite et puisque |nt] — |ns| ~ n(t — s) lorsque n — +o00, cette suite
converge en loi vers un loi normale N (0,¢ — s), d’ou la conclusion. ]

Corollaire 5.4.3 Pour tout ti,...,tq > 0 fixés, on a

lim P[Z,(t1) <z1,...,2Z,(tg) < x4l =P[B(t1) < x1,...,B(tg) < x4

n—-+o0o

ot B est un mouvement Brownien et ot x1,...,xq € R.

Démonstration : Il suffit de montrer qu’asymptotiquement, le vecteur (Zn(tl), e Zn(td))
est gaussien centré de covariance K;; = min(t;,t;). [ |

La convergence des lois fini-dimensionnelles n’est pas suffisante pour assurer la convergence d’une
suite de processus. Néanmoins, de telles considérations nécessitent de développer de nouvelles
notions. Nous admettrons donc le résultat suivant.

Théoréme 5.4.4 (Donsker) Pour toute fonction continue H : C([0,1]) — R, on a

lim P[H(Z,) < x| =P[H(B) < x]

n—-+40o

pour tout x € R.
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Ce Théoréme est trés puissant et permet de calculer de nombreuses probabilités pour des suites de
variables indépendantes et identiquement distribuées, quelle que soit la loi de celles-ci (admettant
des moments d’ordre 1 et 2). Par exemple, on a

i < = < zl.
A Plomigy, n(0) < o] = P, BO) < 2]



Chapitre 6

Martingales en temps continu

Dans ce chapitre, nous étendons la définition de martingales a temps discret au cas continu.
Nous présentons quelques propriétés sur les martingales arrétées et sur la convergence des mar-
tingales, en nous basant sur les résultats obtenus dans le cas discret. Enfin, nous montrons que
le mouvement Brownien est une martingale pour sa filtration naturelle.

6.1 Définitions et propriétés

La notion de martingale se généralise aisément au cas de processus a temps continu.

Définition 6.1.1 Un processus stochastique {Z(t) : t > 0} est une martingale pour la
filtration (]:t)tZ(] si

1. {Z(t) : t > 0} est adapté a (F¢)i>o0,
2. E[|Z(¢)|] < +oo pour tout t > 0,
3. E[Z(t)| Fs] = Z(s) pour tout ¢t > s.

Comme dans le cas discret, on peut également parler de sous-martingales et de sur-martingales
en changeant I’égalité du point 3 par 'inégalité > ou < respectivement. On trouve également que
la suite des espérances E[Z(t)] est constante, croissante ou décroissante selon que {Z(t) : t > 0}
est une martingale, une sous-martingale ou une sur-martingale respectivement.

Comme dans le cas discret, en utilisant 'inégalité de Jensen pour les espérances conditionnelles,
on obtient que si {Z(t) : t > 0} est une martingale et si f est fonction convexe Borel-mesurable
pour laquelle E[| f(Z(t))|] < 400 pour tout ¢ > 0, alors { f(Z(t)) : t > 0} est une sous-martingale.

Evidemment, si {Z(¢) : ¢ > 0} est une martingale pour la filtration (F¢):>0 etsi D C [0, +o0] est
un ensemble dénombrable, alors la suite (Z(n)),ep est une martingale a temps discret pour la
filtration (Fy)nep. C'est grace a cette constatation que nous allons obtenir des résultats pour les
martingales & temps continu & partir des résultats obtenus dans le Chapitre 2l Notons que pour
pouvoir passer du discret au continu, il est naturel d’imposer & notre processus des conditions
de régularité sur ses trajectoires.

Proposition 6.1.2 (Inégalités de Doob) Soit {Z(t) : ¢ > 0} une sous-martingale non-
négative dont les trajectoires sont presque stirement continues. Alors pour tout ¢ > 0, on
a

cIP[Oigth(s) >c| <E[Z(t)]

67
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et pour tout p > 1,
p
| e, 26, < =121l

Démonstration : Pour tout n € Ny, considérons ’ensemble

{;g:ke{uuwfﬁ}.

Puisque les trajectoires de Z sont presque stirement continues, on a

k
lim sup Z (t> = sup Z(t).
n—+00 o< p<on 2n 0<s<t

presque stirement. Puisque,

P| sup Z <kt> >c
0<k<2n 2n

le Lemme de Fatou nous donne

=K [1{SHP05k52" Z(zint)zc}}

£ [l{supOSSStZ(t)Zc}} = EgﬂgE [1{SUP0§k§2” Z(zint)zc}} - %gggﬁ” [051:;1<an 7 <2”t> - C] ‘

En appliquant la Proposition a la sous-martingale discréte My = Z (Q%t) pour la filtration
F ik, 0na
277.

0<k<2n

CE”[ sup 7 (;t) > c] <E[Z()].

Cela permet de conclure la premiére partie. Pour la deuxiéme partie, on procéde de méme en
appliquant le lemme de Fatou & 'inégalité de Doob discréte

k P
Z | —t < = _||Z(t
s 7)< 2z

P P

p

Le théoréme suivant généralise le résultat sur les martingales discrétes arrétées.

Théoréme 6.1.3 Soit {Z(t) : t > 0} une martingale pour la filtration (F;):>o dont les
trajectoires sont presque stirement continues. Si T' est un temps d’arrét pour (F;)¢>o, alors

Y(t)=Z(T Nt), t>0
est une martingale pour (F;)¢>o. En particulier,

E[Z(T A t)] = E[Z(0)].
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Démonstration : Soient t > s > 0. Considérons la suite (T},)nen de temps d’arréts construite
dans le Lemme Pour tout n, désignons par D,, I’ensemble

k
Dp=4¢—:k>
e 529

I'ensembles des dyadiques d’échelle n. Alors (Z(m))mep, est une martingale discréte pour la
filtration (Fp,)men,, - De plus, T;, est un temps d’arrét pour (Fp,)mep, car pour tout m € D,
on a {T, < m} € F, (comme montré dans le Lemme [5.3.4). Par conséquent, (Z (T, A m))mep,
est une martingale et

E[Z(T, Am)|F] = Z(T, A1)

pour tout m,l € D, m > [. Prenons [ = [2"s]/2" et m = [2"t]/2". Par continuité des trajectoires,
on a presque slrement

lim Z(T,Am)=Z(T ANt) et lim Z(T,ANIl)=2Z(T Ns)

n—-+o0o n—-+00

et il reste & montrer que cette convergence a lieu également dans L' (admis). [ |

Théoréme 6.1.4 Soit T' un temps d’arrét borné pour la filtration (Fi)¢>o. Si{Z(t) : t > 0}
est une martingale pour (F;);>o dont les trajectoires sont presque stirement continues, alors

E[Z(T)] =E[Z(0)].

Démonstration : Par le Théoréme on sait que E[Z(T At)] = E[Z(0)] pour tout ¢ > 0.
En prenant ¢ suffisamment grand, on a T'At =T puisque T est borné, d’ott la conclusion. |

Théoréme 6.1.5 Soit {Z(t) : t > 0} une martingale pour (F;)s>o dont les trajectoires sont
presque stirement continues. Supposons qu’il existe p > 1 et M < +oo tels que E[|Z(t)P] <
M pour tout t > 0, alors il existe une variable aléatoire Z pour laquelle E[|Z|P] < +o0o et
telle Z(t) converge presque stirement et en norme LP vers Z.

Démonstration : Comme (Z(n)),en est une martingale discréte, le Corollaire donne
I'existence d’une variable aléatoire Z satisfaisant E[|Z|P] < 400 et telle que la suite (Z(n))n>0
converge presque stirement et en norme LP vers Z. Pour tout n € N et tout ¢ > n, on a

|1Z(t) = 2] <|Z(n) = Z| +sup | Z(s) — Z(n)]

s>n

et donc

limsup |Z(t) — Z| < lim sup|Z(s) — Z(n)|.

t—+o00 =0 s>n
Afin d’obtenir la convergence presque stire de Z(t) vers Z, il suffit donc de montrer que presque
strement, lim,,_,4 o sSUpy>, |Z(s) — Z(n)| = 0. Pour cela, remarquons que {Z(s) — Z(n) : s > n}
est une martingale pour la filtration (F)s>p. Par conséquent, {|Z(s) — Z(n)|? : s > n} est une
sous-martingale non-négative et la Proposition donne

P sup |Z(s) — Z(n)| > ] < ¢ PE[|Z(m) — Z(n)"]

n<s<m
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pour tout n < m. Si on fait tendre m vers l'infini, la continuité de la mesure de probabilité P et
la convergence de la suite (Z(n)),>0 vers Z en norme LP impliquent que

P[sup|Z(s) — Z(n)| > ¢| < ¢ PE[|Z — Z(n)|].

n<s
En prenant a présent la limite sur n, il vient de méme

P[ lim sup|Z(s) — Z(n)| > c] =0.

n—+00 p<g

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on trouve qu’avec une probabilité 1, lim, 1« sup, < |Z(s)—Z(n)| =
0, ce qui suffit pour la convergence presque stre.

Il reste & montrer qu’on a également la convergence en norme LP. Pour tout n € N et tout t > n,
on a

12(t) = Zllp < 1Z2(t) = Z()]lp + 1 Z2(n) = Z][p-
Puisque {|Z(t) — Z(n)[P : t > n} est une sous-martingale, on sait que E[|Z(t) — Z(n)|?]
E[|Z(m) — Z(n)[P] pour tout m > t, d’ou

IN

12(8) = Zllp < [1Z2(m) = Z(n)llp + [12(n) = Z]p.

La conclusion s’ensuit puisque les deux termes du membre de droite tendent vers 0 lorsque n et
m tend vers 'infini. [ |

Remarque 6.1.6 La convergence presque sire reste vraie sous I’hypothése E[|Z(¢)|] < M pour
tout ¢ > 0 [8]. La convergence en norme L' est & nouveau plus délicate a étudier et repose sur la
notion d’intégrabilité uniforme comme dans le cas discret.

6.2 Martingales et Mouvement Brownien

Théoréme 6.2.1 Le mouvement Brownien B est une martingale pour sa filtration naturelle.

Démonstration : Pour toust > s >0, on a
E[B(t)|Fs] = E[B(t) — B(s)|Fs] + E[B(s)|Fs] = E[B(t) — B(s)] + B(s) = B(s)
vu la propriété de Markov faible. [ |

En utilisant I'inégalité de Jensen, on a donc que B%(t) et e?B®) (pour 4 > 0) sont des sous-
martingales. Le résultat suivant montre qu’on peut les modifier de maniére déterministe pour
obtenir des martingales.

Proposition 6.2.2 1. {B?(t) —t:t > 0} est une martingale.
2. Pour tout v € Ry, {evB(t)_VQt/2 :t > 0} est une martingale.
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Démonstration : 1. Pour tous t > s >0, on a

E[B*(t) —t|Fs] = E[B*(s)+ (B(s) — B(t))* + 2B(s)(B(t) — B(s)) — t |Fs]
= B?*(s)+E[(B(s) — B(t))*] + 2E[B(s)(B(t) — B(s))] —t
= +0—t

B%(s) + (s — t)
= B?*(s) —s.

2. Remarquons tout d’abord que pour tout ¢t > 0, on a
E[evB(t)—v%/?] — V2R [evB(t)] -1
puisque B(t) ~ N(0,t). De plus, pour tous t > s > 0, on a
E [evB(t)—WQt/Q \F] = e—v%ﬂE[evB(t) FA
6—7215/215[67(3(75)—3( )7B(s) FA
e—VQt/2evB(S)E[ev(B(t) B(s ))]

e~ V2t/27B(s) 72 (t—5)/2

1B(s)—72s/2

puisque B(t) — B(s) ~ N(0,t — s). [



Chapitre 7

Propriétés trajectorielles du mouvement Brownien

Par le Théoréme de Kolmogorov-Centsov gaussien, nous savons que les trajectoires du
mouvement Brownien sont presque stirement Holdériennes pour tout exposant v < % Le mouve-
ment Brownien présente donc une certaine régularité. Dans ce chapitre, nous montrons que ces
trajectoires ne sont néanmoins pas “trop réguliéres”.

7.1 Temps d’atteinte

L’objectif de cette section est d’obtenir des informations supplémentaires sur la loi du temps
d’atteinte T, d’un niveau a donné pour le mouvement Brownien. On a vu dans le Corollaire
que P [T, < 4+o00] = 1. Néanmoins, nous allons & présent montrer que le temps moyen pris par le
mouvement Brownien pour atteindre le niveau a est infini.

Proposition 7.1.1 Soient a < 0 < b. Alors
1. P[T, <Tp) = 3%
2. E[T, NTy] = —ab.

Démonstration : 1. On sait que T, et T}, sont finis presque strement. Ainsi, si T = T, A Tp,
alors T est un temps d’arrét qui est également fini presque sirement. Puisque B(T) = a si
Ty, <Tpet B(T)=0bsiT, < Ty, il vient

E[B(T)] = aP[T, < Ty} + bP[T, < Ty) = aP[T, < Tp] + b(1 — P[T, < Ty)).

Si on montre que E[B(T")] = 0, on en tirera la conclusion en résolvant I’équation par rapport a
P[T, < Tj).

Comme T est un temps d’arrét du mouvement brownien, on sait par le Théoréme que
B(T A't) est une martingale. En particulier, on a

E[B(T At)] = E[B(0)] = 0.
Puisque |B(T At)| < max{—a, b} et puisque presque siirement

lim B(T At) = B(T),

t——+o0

le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue donne

0= lim E[B(T At)] =E[B(T)],

t—-+o00

72
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et on en tire la conclusion.

2. A nouveau, considérons le temps d’arrét T = T, A Tj,. La Proposition [6.2.2] et le Théoréme
impliquent que le processus B2(T A t) — (T A t) est une martingale. Par conséquent,

E[B*(T At) — (T At)] =E[B%(0) —0] =0

d’ott
E[B*(T At)] = E[T At].

Par le Théoréme de la convergence monotone, puisque 71" est fini presque siirement, on a

lim E[T At] = E[T].

t—+00

De plus, |B?(T A t)] < max{a?,b?}. En utilisant le point 1 et le Théoréme de la convergence
dominée, on obtient

b b
. 2 _ 2 _ 2 2 _ — _
Jim E[BX(T At)] = E[BX(T)] = o) — +b <1 b_a> ab.

Au total, on a donc

E[T] = lim IE[TAt]:t_lgrl E[B*(T A t)] = —ab

t—+o00
d’ot le résultat annoncé. ]
Remarque 7.1.2 Notez la ressemblance entre la relation P[T, < T,] = %a pour le mouvement

Brownien, et la relation obtenue dans ’exercice 10 de la liste 1 pour la marche aléatoire non-
biaisée.

Corollaire 7.1.3 Soient a € Ry et A > 0.
1. E[T,] = +o0.
2. Ele™*a] = e~lalvax,

Démonstration : 1. Par symétrie du mouvement Brownien, on peut supposer que a < 0. Pour
tout b >0, on a T, > T, \Tp. Il s’ensuit que

E[T,] > E[T, A Ty) = —ab.

On obtient le résultat en faisant tendre b vers l'infini.

2. Par symétrie du mouvement Brownien, on peut supposer que a > 0. Par la Proposition [6.2.2) et
le Théoréme on sait que pour y > 0 fixé, le processus arrété {72 (Tah)=7*(Tah0)/2 . ¢ > 0}
est une martingale. On en tire donc que

E[efyB(Ta/\t)fny(Ta/\t)ﬂ] _ E[eyB(o)—o] -1

pour tout ¢ > 0. Puisque
YB(TaAt)—72(TuNt) /2 ~ya
e | <e,
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le Théoréme de la convergence dominée et la continuité presque siire des trajectoires du mouve-
ment Brownien donnent

1= hm ]E [e"/B(Ta/\t)_72 (Ta/\t)/Q] — E [e'YB(Ta)_'VQTa/Q] X
t—4o00

Puisque B(T,) = a, on trouve que

1 =¢e"E [e_VQT“/Q]
et le résultat s’obtient en prenant v = v/2)\. [ |
Remarque 7.1.4 Par transformée de Laplace inverse, on peut déduire du résultat précédent

la loi de T,. Remarquons qu’on aurait aussi pu le déduire des propriétés en loi du mouvement
Brownien. En effet, pour tout a > 0

P[T,<t] =P [OqutB(S) > a] = 2P[B(t) > d
= P[B(t)| > a
= P[B*(t) > d’]
= P[tB*(1) > o
2

N . (12
et donc T, a la méme loi que B

Des résultats précédents, on déduit également des informations sur le comportement a I'infini du
mouvement Brownien.

Corollaire 7.1.5 Presque stirement, on a I, < +o0o pour tout a € R et

limsup B(t) = o0 et liminf B(t) = —oc.

t—+o00 t—+o00

En particulier, B visite presque stirement chaque réel a une infinité de fois.

Démonstration : Pour tout ¢ € Q, on sait que P[T; < +oo] = 1. En prenant l'intersection
dénombrable, on a donc également

P[T, < 400, Vg € Q] = 1.
Puisque les trajectoires de B sont presque slirement continues, on en tire que
P[T, < 400, Va € R] = 1.

Par conséquent, les trajectoires du mouvement Brownien visitent presque stirement tous les réels.
Montrons que cela implique que presque slirement

lim sup B(t) = +o0.

t——+00
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Sinon, pour presque toute trajectoire, il existerait C' > 0 et ty > 0 tels que B(t) < C pour tout
t > to. Par conséquent, la trajectoire de B devrait visiter tous les réels de [C, 00| sur 'intervalle
compact [0,tg]. C’est impossible par continuité presque stre des trajectoires. On démontre de
méme que presque stirement

liminf B(t) = —oc.

t——+o0

Pour montrer que B visite presque stirement chaque réel une infinité de fois, il suffit encore
d’utiliser la continuité presque siire des trajectoires. [

Remarquons que méme si B prend des valeurs arbitrairement grandes & 'infini, son comportement
reste sous-linéaire : en effet, par inversion du temps, on sait que le processus {X (t):t> O} défini
par X(0) =0 et X(t) =tB(1/t), t > 0 est un mouvement Brownien. En particulier,

t—0+ t—0+ t s—4o00 8

0= lim X(t) = lim tB (1) ~ gim B8

On peut en fait caractériser plus précisément la croissance asymptotique du mouvement Brow-
nien : on a presque siirement

lim sup A =1
§—+00 \/m
et
lim inf B(s) —

s—+oo /2sloglog s -

Ce résultat s’appelle la loi du logarithme itéré.
7.2 Zéros du mouvement Brownien

Dans cette section, nous nous intéressons aux zéros du mouvement Brownien et nous montrons
qu’ils forment un ensemble parfait de [0, +oo[. Commengons par démontrer un lemme qui nous
donnera directement ’existence de zéros de B arbitrairement proches de O.

Lemme 7.2.1 (Loi forte des grands nombres) Presque sirement,
B(s)

B(s
lim sup () =400 et liminf = —00
530+ S s—0+ S

Démonstration : Considérons le processus {X(t) : t > 0} défini par X(0) = 0 et X (t) =
tB(1/t), t > 0. Ce processus est un mouvement Brownien et en utilisant le Corollaire [7.1.5] on
obtient

1 B
+oo = limsup X (¢) = limsup ¢tB <> = lim sup () .
t——+o00 t—+00 t s—0+ S
En procédant de maniére similaire, on a également
1 B
—oo = liminf X (¢) = liminf¢B <> = liminf (S)
t—+o00 t—+o00 t s—0+ S
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Proposition 7.2.2 Presque siirement, pour tout € > 0, B prend des valeurs positives et
négatives dans l'intervalle [0, ]|. En particulier,

P[inf{t > 0: B(t) =0} =0] = 1.

Démonstration : Par le Lemme B doit prendre une valeur positive sur tout intervalle
arbitrairement proche de 0, et B doit également y prendre une valeur négative. Cela suffit. m

Nous allons étudier la structure de I’ensemble des zéros de B. Pour cela, considérons ’ensemble
aléatoire
Z ={t>0:B(t) =0}.

Par le Corollaire on sait déja que Z est presque stirement non-borné.

Rappelons qu’'un ensemble P C R est parfait s’il est fermé et s’il ne posséde pas de point isolé,
c’est-a-dire pour tout = € P et tout € > 0, il existe y € P tel que 0 < |z — y| < €. Notons que
tout ensemble parfait est non-dénombrable (exercice).

Proposition 7.2.3 Presque siirement, Z est un ensemble parfait de mesure de Lebesgue
nulle.

Démonstration : Comme les trajectoires du mouvement Brownien sont presque stirement
continues, I’ensemble Z est presque stirement fermé. Montrons qu’il est presque stirement parfait.
Pour tout ¢ € Q, on considére le temps d’arrét

7(q) = inf{t > ¢ : B(t) = 0}.

Comme Z est en ensemble presque sirement non-borné, on sait que presque stirement, 7(q) est
fini pour tout ¢ € Q. De plus, par continuité presque stire des trajectoires de B, 7(q) € Z presque
stirement. Par la propriété forte de Markov, le processus B, défini par

By(t) = B(7(q) +t) — B(7(q)) = B((q) +1)

est un mouvement Brownien. Par conséquent, la Proposition implique que presque stirement,
B, posséde un zéro dans tout intervalle ]0, ], et donc 7(g) n’est pas un zéro isolé.

Supposons a présent que tg est un zéro de B différent de 7(¢) pour tout ¢ € Q. Soit (¢n)nen une
suite croissante de rationnels qui tend vers ty. Puisque tg # 7(q,) et g, < to, on a également
dn < 7(gn) < to. On en tire que la suite (7(gn))nen de zéros de B converge vers tg, et donc t
n’est pas isolé.

Montrons pour conclure que Z est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Considérons le
processus X (t) = 1z(t). En utilisant le théoréme de Fubini, si A désigne la mesure de Lebesgue,
on a

E[XNZ)] =E [/RX(t)dt} :AE[X(t)]dt:AP[B(t) = 0]dt = 0.

Par conséquent \(Z) = 0 presque strement. [ |

Remarque 7.2.4 L’ensemble aléatoire Z est presque stirement un ensemble Lebesgue-négligeable
non-dénombrable. On peut le caractériser plus précisémment grace a sa dimension de Hausdorff :
celle-ci vaut 1/2.
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7.3 Non-dérivabilité

Dans cette section, nous prouvons que les trajectoires du mouvement Brownien ne sont dérivables
en aucun point. C’est un exemple classique de fonction “nulle part dérivable”.

Proposition 7.3.1 Pour toutt > 0, presque siirement, les trajectoires du mouvement Brow-
nien ne sont pas dérivables en t.

Démonstration : Par la propriété de Markov, il suffit de montrer la non-dérivabilité a droite
en 0, c’est-a-dire montrer que

B(t)-B(O) _ . B()

t—0+ t—0 S oiso0t

n’existe pas. Cela découle immédiatement du Lemme [7.2.1 |

La proposition suivante est plus forte que le résultat précédent puisqu’un nombre non-dénombrable
de valeurs de t est pris en compte.

Proposition 7.3.2 Presque siirement, pour tout t > 0, les trajectoires du mouvement
Brownien ne sont pas dérivables en t.

Démonstration : Nous allons montrer que les trajectoires du mouvement Brownien ne sont
nulle part dérivables sur [0,1] ; en recouvrant R par une union dénombrable d’intervalles et en
utilisant la propriété de Markov, on obtiendra la conclusion.

Pour tout M € Ny, j € Net k € {0,...,27 — 1}, soit A% I’événement défini par

k+n-+1 k+n
B(55) -2 (550

En utilisant I'indépendance et la stationnarité des accroissements de B, on a

) = 0o (457)-n(5) 1<%
=(3)1<5])
<3])
- (m/ o)
(7

M
< 527 vn € {0,1,2}.

Il
7~
=

3
ou Z ~N(0,1) et Cp = (%) . On en tire que

2i—1

| AN | <27Co27%7% = cp277/2



CHAPITRE 7. PROPRIETES TRAJECTORIELLES DU MOUVEMENT BROWNIEN 78

qui est le terme général d’une série convergente. Le Lemme de Borel-Cantelli implique alors que

27 -1

PO U U 4% o

JENj>J k=0

Il s’ensuit que
27 -1

| U NUU 44| =0

MeNy JEN j>J k=0

Pour conclure, il suffit de remarquer que

2711 271
{3t € [0,1[: B est dérivable en ¢} C U U ﬂ U A% - U ﬂ U U A%
MEeNg JEN j>J k=0 MEeNy JEN j>J k=0

En effet, si B est dérivable en ¢ € [0, 1], il existe deux constantes M € Ny et hg > 0 telles que

[B(t+h) — B(t)]

<M

pour tout h < hg. Soit J € N tel que 2% < hg. Pour tout j > J, il existe k € {0,...,27 — 1} tel

que t € [2%, % [ Alors pour tout n € {0,1,2}, on a
k+n+1 k+mn k+n+1 kE+n
(M) -2 (57)] = p(B57) -mefpo— (557))
2 M
§M3.+M—.§5—.,
23 23 27
ce qui suffit. [ |

Mentionnons qu’il est possible de raffiner le résultat précédent pour montrer que les trajectoires
du mouvement Brownien sont, presque stirement, nulle part Héldérienne d’exposant « pour tout
~v > 1/2. Le cas critique v = 1/2 a également été étudié, via le module de continuité ([§]) : on
peut montrer que presque stirement,

B(s) — B(t
limsup sup sup M =

h—0+ te[0,1]|t—s|<h /2hlog(1/h)

7.4 Variation non-bornée

Nous avons obtenu plusieurs résultats prouvant le caractére irrégulier des trajectoires du mou-
vement Brownien. Nous allons & présent nous intéresser aux propriétés de variation de ces tra-
jectoires. Il s’agit d’un outil important dans la théorie de I'intégration stochastique.

Définition 7.4.1 La variation d’une fonction f : [a,b] — R est définie par

)

Vau(f) =sup Y |f(tx) = f(te-1)
T k=1
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ou le supremum est pris sur toutes partitions 7 = {a =tg < t; < --- <t, = b} de [a,b]. On
dit que f est a variation bornée (sur [a,b]) si Vo p(f) < +o00.

Par exemple, toute fonction monotone sur [a, b est a variation bornée. De méme, toute fonction
Lipschitzienne sur [a, b] est & variation bornée.

Nous allons montrer que presque stirement, les trajectoires du mouvement Brownien ne sont pas
a variation bornée. Ce résultat montre que méme si les trajectoires browniennes sont continues,
elles oscillent énormément. Ce phénomeéne constitue la difficulté majeure pour construire une
intégrale de type Stieltjes par rapport au mouvement Brownien.

Afin de démontrer ce résultat, nous allons nous intéresser dans un premier temps a la variation
quadratique du mouvement Brownien. Pour toute partition 7 = {a =9 < t; < --- <t, =b} de
[a, b], on pose

|w| = [oax. (t — te—1).

Proposition 7.4.2 Soit t > 0 et pour tout n € N, soit m, = {0 = tén) < tgn) << tl(f,i) =
t} une partition de |0, t].

1. Silimy, 400 |mn| = 0, alors

p”L
3 1B(t™) = BEM)|? — t.
k=1

en norme L2, et donc en probabilité.

2. 5i) ,cn|mnl < 400, alors la convergence a également lieu presque strement.

Démonstration : Remarquons tout d’abord que pour tout partition 7 = {0 =tg < t; < --- <
t, =t} de [0,], on a

E

P P
2
E |B(ty) — B(tg—1)| ] = E tp —tp_1 =1
k=1 k=1
et par indépendance des accroissements,

Var | Y |B(tx) — B(tk—l)f]
k=1

ZVMUB(%) - B(tk—l)ﬂ
P

p

= > (te — tg—1)*Var[|Z]?]

B
Il
—

I
NE

(te — te-1)*(E[1Z]*] — (E[Z]7])?)

=1
p

> (te — tho1)?

k=1

p
< 2] (tk — teo1)
k=1

= 2|nlt

ol

= 2
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ou Z ~ N(0,1) (le moment E[|Z|*] = 3 peut étre calculé¢ facilement a partir de la fonction
génératrice des moments).

Pour le point 1, on a donc

2
(Z 1Bt - B[ —t> = Var

lorsque n tend vers l'infini.

Z 1B(t{™) - t(”)l)f] < 2|t — 0

Pour le point 2, on utilise I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour obtenir

e[| S5y -] 2] <2t

En utilisant I’hypothése, il vient

5|5 - 2o =

neN

< +00

et le Lemme de Borel-Cantelli implique que

P U 0 {[Sim- mep o] < 1

NeNn>N

Ainsi, presque siirement,
‘Z\B B™)[? —t‘<s

pour tout n suffisamment grand. En prenant une suite &, qui converge vers 0, on obtient la
convergence presque sire de ’énoncé. [

Proposition 7.4.3 Presque stirement, les trajectoires du mouvement Brownien sont a va-
riation non-bornée sur tout intervalle non-trivial.

Démonstration : En utilisant la propriété de Markov, il suffit de montrer que le mouvement
Brownien est a variation non-bornée presque siirement sur tout intervalle de la forme [0, ¢]. De
plus, comme il suffit de regarder un nombre dénombrable d’intervalle pour avoir le comportement
sur tout intervalle, on peut montrer que sur [0,t], presque siirement, les trajectoires du mouve-
ment Brownien ne sont pas a variation bornée Soit m, = {0 = t(()n) < tgn) - < t(n) =t} une
suite de partitions de [0,¢] telle que >°"°0 |7,| < 4+o00. Par la Proposition on sait que

p’l’b
S B) - B(t))?
k=1

1. On peut également regarder ce qui se passe sur l'intervalle [0, 1] puis utiliser la propriété d’autosimilarité
du mouvement Brownien.
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converge presque slirement vers ¢. On a donc

t= lim Z}B Y -BE)|* < lim (max 1B(t") — Bt™)) >Z|B " —B@E™")|

n—+oo n——+oo \ 1<k<pp,

presque stirement.Puisque limy, oo (maxlgkgpn (t,(C") — tl(:_)l)) = 0 et la continuité des trajec-

2

toires|®| implique que presque stiirement lim, ., (Maxi<p<, |B t(") - B t(n_) = 0. Par
+ SKSpn k k—1

conséquent, il faut avoir
lim B(t t = 400,
LA +OO§ :‘ )] =+

ce qui montre que presque siirement, Vy;(B) = 400. [ |

2. On peut également utiliser la régularité Holdérienne des trajectoires pour v < 1/2.



Chapitre 8

L’intégrale d’Ito

Le but de ce chapitre est de présenter le calcul stochastique d’It6. Il s’agit de donner du sens a
des équations différentielles stochastiques de la forme

dX(t) = g(t, X(t)) + f(t, X (t))dB(t).

Ces équations sont présentes dans de nombreuses applications (évolution d’un actif financier,
croissance démographique,...) ou il est apparu que les modéles étaient plus réalistes lorsque 1'on
autorise les coefficients des équations & étre aléatoires. Ainsi, X (¢) représente un signal au temps
t et dX (t) son accroissement résultant d’un accroissement dt du temps infiniment petit. Les deux
fonctions g, f sont des fonctions déterministes. Comme dans le cas des équations différentielles
ordinaires I’équation différentielle stochastique s’écrit mathématiquement

X(t):X(O)+/O g(s,X(s))ds—l—/O f(s,X(s))dB(s).

La premiére intégrale est une intégrale de Lebesgue classique calculée trajectoire par trajectoire.
Il s’agit donc de donner du sens & la deuxiéme intégrale.

De maniére générale, si {®(t) : ¢ € [0,7]} est un processus stochastique, on cherche & définir le
processus

Y () —/0 B(s) dB(s).

Le probléme est de donner du sens a 1'élément différentiel dB(s) puisque les trajectoires de B ne
sont pas dérivables (ou méme & variation bornée).

Rappelons en effet qu'une méthode d’intégration classique généralisant la méthode de Riemann
est donnée par l'intégrale de Stieltjes (trajectoire par trajectoire) définie par

b n
/ v(@)du(z) = lim 3 (&) (u(s) — ulzi 1))
a i=1

avec a = xg < x1 < -+ < xp =b, & € [Ti-1,7;] et ou le pas de la partition tend vers 0. Dans le
cas oll u est dérivable, alors si I'intégrale existe, on retrouve simplement l'intégrale

/abv(:c) du(z) = /abv(x)u'(x) dx

82
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et la formule d’intégration par partie. On peut considérer également & des intégrateurs plus
irréguliers, mais une condition classique d’existence de I'intégrale de Stieltjes est I'hypothése de
variation bornée.

Un objet mathématique adéquat a été proposé par It6, sous I’hypothése cruciale d’adaptation
du processus @ a la filtration naturelle du mouvement Brownien.

8.1 Construction de l’intégrale d’Ito

Notre but est de donner du sens & des intégrales du type

/0 " 8 (s)dB(s)

ou {®(s): s €[0,T]} est un processus stochastique.

Commengons par définir la classe des intégrants aléatoires qui vont nous intéresser. Dans ce qui
suit, nous désignerons par (F;)s>o la filtration naturelle du mouvement Brownien.

Définition 8.1.1 Un processus stochastique {®(t) : ¢ € [0,7]} appartient & la classe
H2([0,T)) si

1. Tapplication (t,w) € [0,T] x Q +— ®(¢,w) est B([0,T]) x F-mesurable,

2. ® est adapté a la filtration naturelle (F;)¢c[o,7] du mouvement Brownien,

3. ® vérifie la condition d’intégrabilité

E [/OT @2(8)615} < +00.

Remarquons que la condition d’intégrabilité est en fait une intégrale double et la premiére condi-
tion permet de donner du sens & cette double intégrale. Ces deux conditions impliquent donc
donc H2([0,T]) C L*([0,T] x ). De plus, intuitivement parlant, dire que le processus est adapté
a la filtration naturelle du mouvement Brownien signifie que ®(¢) ne dépend que de I’histoire
du processus B jusqu’au temps t : en fait, presque siirement, ®(¢) peut étre obtenu a partir de
B(s), s € [0,t], au moyen d'un procédé déterministe.

Commengons par regarder ce que nous souhaiterions que l'intégrale d’It6 donne dans le cas le plus
simple. Supposons donc que P est simplement une fonction déterministe donnée par I'indicatrice
d’un intervalle [a, b[. Il semble alors naturel d’imposer que

T b
/0 tI)(s)dB(s):/ dB(s) = B(b) — Bla).

Comme on s’attend a ce que l'intégrale soit linéaire, on est amenés & considérer des sommes
d’indicatrices.

Définition 8.1.2 La classe H3([0,7]) des processus élémentaires est I'ensemble des proces-
sus ® pouvant s’écrire sous la forme

|
—

n

Dt,w) =) ai(w)ly, 4., ((t)

i

I
=)
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on0<ty<t;<---<t, <Tetou pour tout 7 € {0,.. — 1}, la variable aléatoire réelle
a; est Fi,-mesurable et satisfait E[a?] < +oo (de maniére & avoir HZ([0,T]) € H2([0,T])).
L’intégrale d’Ito de ® est alors deﬁme par

T n—1
/ =Y ai(B(tis1) — B(t:)).
0 =0

On note cette intégrale I ().

Le lemme suivant donne une propriété d’isométrie de 'intégrale d’It6 dans le cas des processus
élémentaires. Il s’agit d’un résultat clé pour 'extension de la définition de I'intégrale a la classe

H2([0,T)).

Lemme 8.1.3 (Isométrie d’Itd pour les processus élémentaires) Pour tout proces-
sus élémentaire ® € H3([0,T)), on a

E [(/OT@(S) dB(s))z] —E UOT o2(s) ds] .

Remarquons que cela revient a dire que | I7(d)[|z2() = [|®]|L2(jo,mx0)> ce qui montre que 'ap-
plication I : ® € H2([0,7)) — Ir(®) € L*(Q) préserve la norme (c’est une isométrie). En
particulier, I transforme toute suite de Cauchy en une suite de Cauchy. Ce point sera crucial
pour la construction générale de l'intégrale d’Ito.

Remarquons également que

T n—1
E [/0 B(s) dB(s)] = ;;E[ai]E[B(tiH) — B(t;)] =0

puisque pour tout i, a; est Fy,-mesurable et B(t;41)—B(t;) est indépendant de F;, par la propriété

de Markov. Ainsi, . T
Var [/O d(s) dB(g)] =K [(/0 D(s) dB(S)>2]

et I'isométrie d’It6 donne donc un calcul de la variance de l'intégrale stochastique.

Démonstration : 1l s’agit d’une simple vérification. Supposons que

Z a;(w [tl it [ t).

Alors, puisque les intervalles intervenant dans la somme sont deux & deux disjoints, on a

n—1
2(6) =Y iy, (t)
i=0

et donc
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D’autre part, on a également

n—1n—1

E[</0T<p(s)dB(s)>2] = E > ) aia;(B(tiy1) — B(t:) (B(tj1) — B(t)))

i=0 j=0

Si i < j, on sait que les variables a;, a; et B(ti11) — B(t;) sont F,-mesurables. De plus, par la
propriété de Markov, B(tj11) — B(t;) est indépendant de J3;. Par conséquent,

E [aia; (B(tit1) — B(t:)) (B(tj+1) — B(t;))] = E[aia;(B(tit1) — B(ti)] E[(B(tj) — B(t;))]
_—

On procéde de méme si j < i. Ainsi, on obtient que

e[([ ewan)’] = gE[af(Buim—B(t»)?]
= SE[CL?]E [(B(tm) - B(ti))Q]
1=0

= Z_: Ela?](tiy1 — t:)
i=0

puisque a; est F,-mesurable et que B(t;1+1) — B(t;) est indépendant de F;, par la propriété de
Markov. Cela conclut la preuve. [

L’idée d’'Ité6 pour définir I'intégrale d'un processus ® de H2([0,7]) est de trouver une suite de
processus élémentaires (®,,),en approchant ® au sens de la norme de L2([0,T] x ), c’est-a-dire

lim E UOT (®(s) — @n(s))zds] = 0.

n—-4o0o

L’isométrie d’Itd permettra alors de définir

T T
/ ®(s)dB(s) :== lim ®,,(s)dB(s)
0 n—-+o0o 0
oil la limite prise dans L?(12). En effet, si la suite (®,,),en converge dans L2([0, T x ), elle y est
de Cauchy. Le Lemme permet alors d’affirmer que la suite (IT(CI)n))n oy est de Cauchy dans
L?(2) et y converge donc. La convergence étant assurée par l'isométrie d’Ito, il reste & montrer
que
— la classe HZ([0,T]) des processus élémentaires est dense dans la classe H2([0,7]) au sens
décrit ci-dessus;
— l'intégrale est bien définie, c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas de la suite choisie pour la
définir. N
Le deuxiéme point se démontre de maniére classique : soit (®,)nen est une deuxiéme suite de
Ho([0,T]) qui converge vers ® au sens de la norme de L?([0, 7] x §2). On forme la suite (¥,,)nen
de processus élémentaires en posant

Vop, = @, et \Ij2n+1 = (AISn .
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Bien str, la suite (¥,,),en converge vers ® dans L2([0, 7] x Q). Par le raisonnement fait précédem-
ment, la suite (I7(¥,)) oy converge dans L?(£2). Comme cette suite admet comme sous-suites

les suites (IT(QH))H ey €t (IT((I)n))n cn elles doivent converger vers la méme limite.

Pour le premier point (la densité de H3([0, 7)), nous allons admettre le résultat suivant (voir [§]
par exemple).

Proposition 8.1.4 Pour tout ® € H?([0,T]), il existe une suite (®,,)nen de HE([0,T])
satisfaisant

lim EUOT (B(s) — Bn(s))’ds| = 0.

n—-4o0o

Nous pouvons & présente donner la définition propre de 'intégrale d’Ito.

Définition 8.1.5 Soit ® € H2([0,7]) et soit (®,,)nen une suite de H3([0,T]) qui converge
vers ® dans L?(Q). L’intégrale d’It6 de ® est la limite de la suite de variables aléatoires

T
/ D, (s) dB(s)
0

au sens de la norme L?(Q). Cette limite ne dépend pas de la suite (®,,)nen choisie. On la
note Ip(®) ou

T
/ ®(s)dB(s) .
0

Notons que Iisométrie d’Ité des processus élémentaires s’étend & la classe H2([0,T]), en utilisant
un simple passage a la limite.

Proposition 8.1.6 (Isométrie d’Ité) Pour tout ® € H2([0,T]), on a

E [(/OT%) dB(s))2] _E [/OT 2(s) ds} .

Les propriétés suivantes sont immédiates & vérifier pour les processus élémentaires, et par passage
4 la limite pour les processus de #2([0, 7). Le calcul de la variance au point 2 est une conséquence
de la propriété d’isométrie de I'intégrale d’It6.

Proposition 8.1.7 Soient ® et ¥ deux processus de H2([0,T)).

1. Linéarité : on a
T T T
/0 (B(s) + U(s)) dB(s) :/O B(s) dB(s)+/o U(s) dB(s)

et

T T
/0 ad(s)dB(s) = a/o ®(s)dB(s) .
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2. Espérance et variance :

E [/OT@(S) dB(s)] =0, Var [/OT@(S) dB(s)] =E [/OTqﬂ(s) ds] :

3. La variable aléatoire fOT ®(s) dB(s) est Fr-mesurable.

Enfin, pour tout 0 < u < ¢ < T, on définit

¢ T
/ O(s)dB(s) ::/0 ®(s)1py,qdB(s)

et on vérifie directement le résultat suivant.

Proposition 8.1.8 Soient ® et U deux processus de H?([0,T]). Pour tous 0 < v < u < t <
T, on a

/Ut ®(s)dB(s) = /U“ ®(s)dB(s) + /ut d(s)dB(s).

8.2 Cas déterministe

Supposons que f : [0,7] — R est une fonction déterministe. On souhaite étudier

/0 " sy dB(s).

Il s’agit d’un cas particulier du cas étudié précédemment, avec ®(¢,w) = f(t) pour tout t € [0, 7]
et w € Q. Afin d’appartenir a la classe #2([0,T]), on doit imposer & la fonction f d’appartenir
a L%([0,T]). En effet, dans ce cas, on a

E [/OT 2 (s) ds] = /OT f2(s) ds < +oo.

Si f € L?([0,T]), on sait qu’il existe une suite (f,)nen de fonctions de la forme

pn—1

fn(t) = Z anvkl[tn,katn,k+1[<t)
k=0

ot p, €N, ap, ERet 0 =1t,0 <+ <typ, =T, et qui converge en norme L?([0,77]) vers f.
Dans le cas des fonctions f continues, on a le résultat suivant.

Proposition 8.2.1 Soit f : [0,7] — R une fonction continue. Alors la suite (f,)nen, définie

par
n—1

fult) :Zf(’f)l[w e [ 1)

k=0 n ’ n

converge dans L*([0,T]) vers f.
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Démonstration : Soit € > 0. Comme f est continue sur l’intervalle compact [0, 7], elle y est
uniformément contlnue Par conséquent, il existe 6 > 0 tel que | f (= z)| < /5 si|lz—y| <6
Fixons N > 1 tel que N < 4. Pour tout n > N, on a

n—1 2

T T n—1
| im0 -rore = | Zf( )2 e [ 0= 10 Y sz gnr (0)]
0 o =0 n o n

- /oTn 1( _f(t)>21[zf’(k+;n[(t)dt

(k+l)T 2
- / ) < - f(t)) dt
(k+1)T
< [
< z L e
k=0""n
= ¢
puisque les intervalles [%, W[ sont deux a deux disjoints et puisque ¢t € {%, W[ im-
plique 2L —¢| < T < . |

Corollaire 8.2.2 Soit f : [0,7] — R une fonction continue. Alors, I'intégrale d’It6

[ same

. . . . T
suit une loi normale centrée et de variance [; f*(s)ds.

Démonstration : Par la Proposition on sait que

[ reram = m S55(45) (( ST - m(A1))

oil la limite a lieu en norme L?(Q). Remarquons que chacun des variables aléatoires
(kT (k+1)T kT

> (50 (3(557) -5 ()

— n n n

suit une loi normale centrée par indépendance des accroissements du mouvement Brownien. En
prenant la limite des variances (sommes de Riemann), on obtient la loi de 'intégrale d’It6. On

peut aussi remarquer que, par 'isométrie d’Ito, on a
T T
=E [/ £2(s) ds] :/ f2(s) ds
0 0

[/ noameo] = |(f s

Par le méme raisonnement, ce résultat reste évidemment valide sous I'hypothése moins forte

f € L3([0,T)).
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8.3 Un premier exemple

Dans cette section, nous allons calculer I'intégrale du mouvement Brownien par rapport & lui-
méme.

Proposition 8.3.1 On a

1
/B JAB(s) = 5 (BX(T) ~ 7).

Ce premier calcul d’intégrale stochastique montre que la formule d’intégration par parties n’ad-
met pas d’extension triviale au cas de 'intégrale d’Itd : on y voit apparaitre un deuxiéme terme
déterministe, qui est lié a la variation quadratique non-nulle du mouvement Brownien. Ce terme
se retrouvera dans la formule d’It6.

Démonstration : Commencons par remarquer que B € H2([0,T]) puisque par Fubini, on a

E[/OTBQ(s)ds] :/OTE[BQ(S)]ds:/OTSds:j:<—|—oo.

Construisons a présent une suite de Ho([0,7]) qui converge vers B. Pour tout j € N, on pose

Bj(s) = 2j_1B (g) l[kT ()T [(8)-

k=0 20
On a
([ - ssra] = o[ (8 s )
- 1[5 ) s e
[27 -1 )T 9
_ E_kzzo/‘;f ( (@-B(’i)) ds

— 27 kT
- Z/M E (B(s)—B<2j>> ds
k=0 27
LA e KT
= > ). (%)
k=0 27
B Zl(T)
- 2\ 2
k=0
2
_ "y
2

et donc
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Ainsi, (Bj)jen est bien une suite de processus élémentaires de HZ([0,77]) qui converge dans
L3([0,T] x Q) vers B.

Il reste & montrer que

[ m p(1) (5(E1T) - (1))

k=
2 2
converge vers en norme L~ vers 5 (B (T) — ) Remarquons que

a? — b = a® + b* — 2ab — 2b* + 2ab = (a — b)* + 2b(a — b)

271

0

et donc

bla—b) = = (a® —b* — (a — b)?).

N =

Par conséquent, on a

271

> a(4) (5(“ 50 - 8(3))
A () ) x () o))

- 332@) - ;Qj_l <B<UCZJ1)T) _ B(g))z.

k=0
On sait déja par la Proposition que
27 -1
kE+1)T kT
T (B(< T (AT )) T
27 2
k=0
en norme L? lorsque j tend vers I'infini. Cela donne donc le résultat annoncé. ]

8.4 L’intégrale d’Itd comme processus stochastique

Afin d’associer un processus stochastique & I'intégrale stochastique d’un processus @, il semble
naturel de considérer l'intégrale de ®; = @14, c’est-a-dire considérer le processus défini pour
tout t € [0,T] par

/Ot ®(s)dB(s) = /OT Dy(s) dB(s).

Il faut néamoins étre prudent avec cette construction. Pour chaque ¢ fixé, 'intégrale est une
limite en norme L?(Q) et est donc définie sur un événement €2; de probabilité 1 (en dehors de cet
événement, la variable aléatoire peut prendre des valeurs arbitraires). En faisant varier ¢, puisque
[0,T] n’est pas dénombrable, on pourrait travailler sur un événement potentiellement vide! En
fait, on peut montrer qu’il existe un processus X & trajectoires continues tel que

P [X(t) = /OT ®y(s) dB(s)] —

pour tout ¢t € [0,7] (voir [§] par exemple). Ainsi, la famille ( fo s) dB(s))efo,r] admet une
modification & trajectoires continues, et c’est avec cette modification que I'on travaille.
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Proposition 8.4.1 Soit ® un processus de H?([0,T]). Le processus stochastique

{/th)(s)dB(s):te [o,:r]}

est une martingale pour la filtration naturelle du mouvement Brownien.

Vu les propriétés de I'intégrale d’Ito, il suffit de montrer que pour tous 0 < s <t <7, on a

EUSt@(u)dB(u)yfs] =0

puisque [; ®(u) dB(u) est Fg-mesurable. On démontre cette relation pour un processus de
HZ([0, 7)) et on considére ensuite les processus de H2([0, T]) par passage a la limite.

8.5 [Extension de la classe des intégrants

La classe d'intégrants H2([0,T7]), et plus particuliérement la condition d’intégrabilité, est parfois
trop restrictive dans la pratique. En effet, si f : R — R est une fonction continue, on souhaiterait
pouvoir définir

T
/0 F(B(s)) dB(s).

La condition d’intégrabilité est trop forte pour de nombreuses fonctions, comme par exemple
f(x) = exp(z*). Il est néanmoins possible de contourner ce probléme en utilisant une méthode
de localisation basée sur les temps d’arrét et les martingales locales ([8]), et de relaxer la condition
par la contrainte moins restrictive

P [/OTq)Q(s)ds < +oo] =1.

La classe des intégrants est ainsi élargie et cela permet notamment de considérer des intégrants
du type f(B(s)) ou f est une fonction continue (puisqu’alors f(B(s)) est presque stirement
continu, et donc presque srement de carré intégrable sur 'intervalle compact [0, 7).

La définition de I'intégrale d’It6 dans ce cadre plus général nécessite un développement plus tech-
nique, mais il y a des cas important ot une représentation concréte est possible : en particulier,
pour des fonctions continues du mouvement Brownien, I'intégrale d’Itd peut étre interprétée via
les sommes de Riemann (voir [§]).

Proposition 8.5.1 Pour toute fonction f : R — R continue, on a

n—1

5 (1)) ((EE1T) - (1)) 25 [ sty ancs

k=0

lorsque n tend vers I'infini.

On retrouve donc le méme genre de résultat que dans le cas déterministe. Notons que pour
prouver que cette convergence a lieu dans L?({2) (premiére étape avant de montrer la convergence
en probabilité), on procéde comme dans le cas de la preuve de la Proposition puisque les
trajectoires de f o B sont presque stirement continues.
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8.6 La formule d’Ito

Nous disposons de nombreux outils pour le calcul d’intégrales classiques (non stochastiques),
permettant de ne pas avoir recourt & la définition de celles-ci. Citons-notamment le théoréme
fondamental du calcul intégral et la méthode d’intégration par parties. La situation avec I'inté-
grale d’Itd est similaire, ce qui a permis a cette intégrale de prendre une place importante dans
la théorie du calcul stochastique.

Théoréme 8.6.1 (Premiére formule d’Itd) Si f : R — R est une fonction de classe C?,
alors

FBO) = £0)+ [ £/(B) aB(s) + 5 [ 7(B() ds

pour tout t > 0.

Notons que les intégrales ont du sens au vu de la continuité de f’ et f” et des commentaires
présentés dans la section précédente. Si Y (t) = f(B(t)), cette formule s’écrit souvent sous la
forme condensée

aY (1) = f/(B(®) dB(1) + 1 ' (B(1)) dr.

Démonstration : Nous présentons uniquement les idées générales de la preuve. Pour tous
n €Ny et k€ {0,...,n}, on note ¢, = % En utilisant la formule de Taylor, on a

Fly) — F(@) = F@)y— o)+ 37" @)y — 2 + ol(z — 9)°).

Ainsi,
F(B) - £(0) = :_if(B@n,km) P (Bltns)
- k_ £ (Blta)) (Bltnsn) — B(tar)) + kz_l 5 (Bltt)) (Bltn i) — Blts)
+:§o<(3<tn7k+1> — Blta))):

Le premier terme tend en probabilité vers I'intégrale fg f'(B(s)) dB(s) par la Proposition m
On montre que le troisiéme terme converge vers 0. Pour le deuxiéme, on montre que

n—1 2
dim B |37 (Blta) (Bltaws1) = Bltnn)* = (bnps —tas) )| | =0
k=1

en utilisant le fait que E |:<(B(tn7k+1) — B(tn,k))Q] =t k+1—tn,k ainsi que les propriétés du mou-
vement Brownien. Comme la convergence en norme L? implique la convergence en probabilité,

on trouve que la limite en probabilité de

n—1

S £ (Btaw) (Btugs1) — Bltg))”

k=1

2
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est donnée par

n—-+oo

n—1 t
i 3 7 (Bltns)) (s~ tas) = [ 1"(B(s)) ds
k=1 0
en utilisant les sommes de Riemann. [ ]

Grace a cette formule, on retrouve 'intégrale d’Ité6 du mouvement Brownien calculée dans la
Section en ayant recours & la définition. En effet, en prenant f(z) = 22, on retrouve

B%(t) = /Ot 2B(s) dB(s) +t,

X
P / 2sds.
0

La partie surprenante de cette formule vient de la présence de la deuxiéme intégrale, sans la-
quelle nous retrouverions le théoréme fondamental du calcul intégral. En fait, cette différence
est trés importante car permet de donner une interpretation probabilistique des caractéristiques
de f(B(t)). En particulier, la premiére intégrale est de moyenne nulle et capture ’essentiel de
la variabilité de f(B(t)). La deuxiéme intégrale capture l'information de ce qu’on appelle le
“drift” du processus f (B (t)) Une autre interpretation de la formule d’'Itd est la décomposition
de f(B(t)) en deux composantes : le signal et le bruit.

ce qui est & comparer avec la formule

Une conséquence importante de la formule d’Ito est qu’elle permet de donner une définition plus
facilement manipulable de Iintégrale d’Ito. Si F': R — R est une fonction de classe C? telle que
F' = f et F(0) =0, alors la formule d’It6 se réécrit

/f(B(S))dB(S)ZF(B(t))—;/ f'(B(s)) ds.
0 0

Cela nous permet d’obtenir une définition trajectorielle de 'intégrale d’Ité.

La premiére formule d’Ité6 montre vite ses limites : Par exemple, on pourrait s’intéresser aux
martingales B?(t) — t ou exp (vB(t) — v*t/2). Ces fonctions ne sont pas des fonctions de B(t)
seul, mais du couple (t, B (t)) La deuxiéme formule d’Ité permet de considérer des fonctions qui
dépendent également de t.

Théoréme 8.6.2 (Deuxiéme formule d’Itd) Soit f : [0, +00[xR — R est une fonction
de classe C' par rapport a sa premiére variable t et de classe C? par rapport a sa deuxiéme
variable . On a

t t t 92
F(t. B()) = £(0,0) + /0 %:(S,B(s))ds—i— /O gi(s,B(s)) AB(s) + 5 0 gx‘];(s,B(s))ds.

Notons que si X (t) = f(¢, B(t)), cette formule s’écrit couramment sous la forme condensée

dy(t) = g‘:(t, B(t)) dt + g‘i(t, B(t)) dB(t) + L0

§w(t, B(t)) dt.



Annexe A

Modes de convergence et le théoréme central limite

Dans ce chapitre, nous rappelons les différentes notions de convergence de suites de variables
aléatoires. Ces rappels seront utiles tout au long du cours.

Avant de commencer, nous faisons plusieurs remarques d’ordre général. Tous les vecteurs et
variables aléatoires que nous considérons dans ce chapitre, et dans la suite du cours sauf mention
explicite du contraire, sont supposés étre définis sur un méme espace probabilisé (2, F,P). Par
convention les vecteurs de Rd, d > 2 sont des vecteurs colonnes. Le produit scalaire euclidien
de x = (21,...,24)7 € Rlety = (y1,...,v0)7 € R? est (x,y) = xy = Zlexiyi. La
norme euclidienne s'écrit |x| = (22 + --- + x2)1/2. Le support d'une fonction f : R? — R est
I’adhérence de ’ensemble des points de son domaine en lesquels la fonction ne s’annule pas, i.e.
supp(f) = {z € Re| f(x) # 0}. C’est une partie fermée de RY.

La fonction de répartition d'un vecteur aléatoire X = (X1,..., Xq)T € R? est définie en chaque
point X = (x1,...,24)7 € R? par Fx(x) = P(X < x) = P(X; < 21,...,Xq < 4). Soient
X, X1, Xs,... des vecteurs aléatoires a valeurs dans RY.

Définition A.0.1 X,, converge vers X en loi (notation : X, A X) si Fx, (x) — Fx(x)
lorsque n — 0o en tout point ou Fx est continue.

La convergence en loi, aussi appelée convergence en distribution, est peut-étre le mode de conver-
gence le plus utilisé (notamment & cause du Théoréme Central Limite, cf Théoréme . On
appelle également ce mode de convergence la convergence faible, terminologie justifiée notam-
ment par le fait qu’une suite de vecteurs aléatoires iid convergera nécessairement en loi vers la
loi commune de la suite. La convergence en loi n’est pas, loin s’en faut, la seule facon dont une
suite de vecteurs aléatoires peut converger.

Définition A.0.2 X,, converge vers X en probabilité (notation : X, LA X) si, pour tout
e >0, P(|X,, — X| > ¢) — 0 lorsque n — oo.

Définition A.0.3 X,, converge vers X en norme L",r > 0 (notation : X,, - X) si
E[|X,, — X|"] = 0 lorsque n — oo. Dans le cas particulier 7 = 2 on parle de convergence en
moyenne quadratique.

Définition A.0.4 X,, converge vers X presque sirement (notation : X,, 23 X) si P(X,, —
X) =1, ie. si P{w|Xy(w) = X(w)}) = 1 lorsque n — 0.
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Les modes de convergence présentés aux définitions|[A.0.1} [A.0.2] [A.0.3] et [A.0.4]sont intimement
liés les uns aux autres, comme en attestent les deux théorémes suivants.

ThéorémeA05
1. X, X:>X —>X

2. Xn—>Xpourunr>0:>XnE>X.
32X, HX=>x,5X.

Démonstration : Voir [4, Théoréme 1|; le point 2 est une conséquence immédiate de I'inégalité
de Markov. n

Aucun des items du Théoréme n’est une équivalence (on peut construire des contre exemples
pour chaque implication inverse). Toutefois, en imposant des hypothéses supplémentaires, on a
les “inverses partiels” suivants.

Théoréme A.0.6

1. Soit ¢ € R? un point. X, A = X, 5.

2. Si X, 3 X et si il existe r > 0 tel que |X,|" < Z avec E[Z] < oo alors X,, — X.
3. SiX, ™8 X, X, >0 et si E[X,] - E[X] < oo, alors X,, = X pour r = 1.
4

P . . . .
. X, = X si et seulement si toute sous-suite ni,no,... admet une sous-sous-suite
p.s. .
my,ma, ... telle que Xp,, — X lorsque j — 00.

5. Si X, A X alors il existe ((Yn)n>1,Y) tels que X, £ Y, X £Y et Y, 2B v.

Démonstration : Les quatre premiers points sont prouvés dans [4, Théoréme 2|; le dernier
provient de [Il, page 70]. [ |

La définition n’est pas nécessairement la forme la plus maniable de convergence en loi.
Nous citons le théoréme suivant, dont les différents items pourront également étre utilisés en
définition.

Théoréme A.0.7 (Helly-Bray) Les assertions suivantes sont équivalentes lorsque n —
00.

n)] = E [p(X)] pour toute fonction réelle ¢ a support compact.

3“90!\?!“

n)] = E[p(X)] pour toute fonction réelle ¢ mesurable bornée telle que P(X €
C(p)) =1, ou C(p) = {z : ¢ est continue en x} (i.e. pour toute fonction mesurable

Xn) (

X,)] = E[o(X)] pour toute fonction réelle ¢ continue bornée.
Xn) (

)

bornée continue PX-p.s.).

Démonstration : Voir [4, Théoréme 3. ]

Théoréme A.0.8 (Théoréme du portemanteau) Les assertions suivantes sont équiva-
lentes lorsque n — oc.
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X, 5 X.

E [p(X;)] = E [p(X)] pour toute fonction réelle ¢ continue bornée.

E [p(X;)] = E [p(X)] pour toute fonction réelle ¢ uniformément continue et bornée.
pour tout fermé F', limsup,, ,. . P(X,, € F) <P(X € F).

pour tout ouvert G, limsup,,_,.. P(X,, € G) > P(X € G).

pour tout A € B(RY) tel que P(X € A\ A) =0, P(X,, € A) = P(X € A).

S R

Démonstration : Voir [2, Théoréme 1.3] pour une preuve dans un cadre plus général (vecteurs
aléatoires a valeurs dans un espace métrique). [ |

On déduit du théoréme du porte-manteau :

Théoréme A.0.9 (Continuous mapping theorem) Soit f : R — RY. Alors si X,, Ax
et f est continue PX-p.s., on a aussi f(X,,) 5 f(X).

La convergence en loi de vecteurs aléatoires se raméne & un probléme de convergence univariée
grace au théoréme suivant.

Théoréme A.0.10 (Cramér-Wold device) X, 5 X si et seulement si (t, Xp) 5 (t, X)
pour tout t € R?.

Démonstration : Voir 3| Page 168]. |

Finalement nous mentionnons le

Théoréme A.0.11 (Théoréme de Paul Lévy) X, 5 X si et seulement si vx, (t) —
©x (t) pour tout t € RY, on wx(t) = E[e/tX)] est la fonction caractéristique de X.

Démonstration : Voir [4, Théoréme 3(e)]. |

Remarquons que, dans le monde anglo-saxon, on parle plutét de Théoreme de continuité.



Annexe B

Vecteurs gaussiens

Une variable aléatoire réelle N est gaussienne standard (a.k.a. normale centrée réduite), et on
écrit N ~ N(0,1), si sa mesure engendrée est donnée par

1 2
]P’NA:IPNGA:/ex/de B.1
W=ped)=— [ (B.1)
pour tout borélien A. Une variable aléatoire X de moyenne E[X]| = p € R et de variance

Var(X) = 02 € [0,0) est de loi gaussienne (a.k.a. normale) si X £oN + 1 (égalité en loi) pour
N ~ N(0,1); on écrit X ~ N(u,0?). La loi d’'une variable aléatoire gaussienne est entiérement
déterminée par sa moyenne et sa variance.

Remarque B.0.1 Une variable aléatoire gaussienne peut avoir une variance nulle; dans ce cas
il s’agit d’une variable aléatoire dégénérée égale a sa moyenne, sa loi est une mesure de Dirac en
p PX = Op-

Si X est gaussien sa fonction génératrice des moments (FGM, MGF en anglais) et sa fonction
caractéristique (FC, CF en anglais) sont

o242 . .
Mx () = E[eX] = e+ %3 et px(t) = E[e™Y] = et=7"/2 (B.2)

(toujours avec pu = E[X] et 02 = Var(X)). Les moments de tous ordres d’une variable aléatoire
gaussienne existent et s’expriment uniquement en termes de p et o2. La suite (mp),>0 des
moments d’une variable aléatoire gaussienne centrée réduite satisfait la relation de récurrence

My = NMgy—2. (B.3)
Si X ~ N(0,0?) alors
2n (2n)! 9, 2n+1
E[X ]:WU et E[X*H] =0 (B.4)

pour tout n € N. On peut montrer (cf [7, Lemme 3.1.1]) que la loi gaussienne est caractérisée
par ses moments.
La loi gaussienne est stable par addition, i.e. si Xq,...,X, sont indépendants gaussiens alors
S, @;X; est gaussien également, de moyenne Y, a;u; et de variance Y ., afo?. La loi
gaussienne est également infiniment divisible, i.e. pour tout n € N il existe X1,..., X, iid tels
que

XEX +... 4 X,

En effet, si X ~ N (u,0?) il suffit de prendre X; ~ N(u/n,0%/n).

97



ANNEXE B. VECTEURS GAUSSIENS 98

Proposition B.0.2 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires N (pn,c2).

1. La suite converge en loi si et seulement si y, — p et o2 — o2 € [0,00). La loi limite
est alors N'(p1, 0%).

2. X, ﬂ X alors X,, > X pour tout r < o0.

Démonstration : Le point 1 sera démontré aux travaux pratiques (Liste 1, exercice 5). Pour
le second nous renvoyons a [2, Proposition 0.5]. [ |

Théoréme B.0.3 (Théoréme Central Limite) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléa-
toires iid, d’espérance p et de variance finie 02> 0. Soit S, = X1 + -+ + X,, leur somme
partielle et N une gaussienne standard. Alors

Sn, —E[Syn] ¢
- %
Var(Sy)

lorsque n — co. On écrira également également S,, — E[S,]/+/Var(S,)—N(0,1) ou encore
S, ~ N(E[S,], Var(S,,)) ou encore X = 18 ~ N(u,02/n).

T n

Démonstration : Voir [9]. |

L’extension de la loi gaussienne univariée au cas multivarié se fait typiquement de la fagon
suivante.

Définition B.0.4 Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X4)T € R? est gaussien si toute
combinaison linéaire de ses composantes est gaussienne.

Remarque B.0.5 Une autre définition plus transparente consiste a dire que X est multivarié
gaussien si il existe une matrice D et un vecteur m tels que X = DN + m avec N un vecteur
dont les composantes sont A/ (0, 1) indépendantes. On peut montrer que les deux approches sont
équivalentes.

Définition B.0.6 Soit X = (X1,..., X;)” un vecteur gaussien. Son vecteur moyen (a.k.a.
sa moyenne) est
T
m = (E[Xl]v s 7E[Xd])

et sa matrice de covariance (a.k.a. sa variance) est
K = Var(X) = Cov(X)

—E [(X - EX])(X - E[X])7] = (COV(X“ Xj>)i,je{1,...,d}'

Dans ce cas, on note X ~ N (m, K) (ou Nz(m, K) s’il y a pas ambiguité sur les dimensions).

Proposition B.0.7 La loi d’un vecteur gaussien X est entiérement déterminée par sa
moyenne et sa variance.
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Démonstration : Ce point sera démontré aux travaux pratiques (Liste 1, exercice 1). ]

Puisque les marginales de X suivent une loi gaussienne, les covariances Cov(X;, X;) sont bien
définies. Rappelons également que si le vecteur moyen est nul, on dit que X est centré. Enfin,
remarquons qu’une matrice de covariance est toujours symétrique — par construction — et semi-
définie positive : en effet, pour tout x € R?, on a

x'Kx =x"E [(X - EX])(X - EX))"]x =E [x"(X - E[X])(X — E[X])"x]
—E K(X - E[X])Tx)z] > 0.

Remarque B.0.8 1. Gréce au Théoréme|A.0.10| la proposition ainsi que le TCL (théo-
réme |B.0.3) s’étendent presque verbatim au cas de vecteurs aléatoires.

2. Si X1,..., X4 sont des gaussiennes indépendantes, alors (X1, ... 7Xd)T est gaussien multi-
varié.
3. La définition [B:0.4] requiert beaucoup plus que la seule normalité des marginales. En effet,
si N ~N(0,1) et
N — N si IN| <1;
—N si|N|>1.
Alors N’ est également gaussien standard. Mais étant donné que |[N + N'| <2 et N + N’
n’est pas constante, N + N’ n’est pas gaussien et donc (N, N’) n’est pas gaussien bivarié.

4. Un vecteur aléatoire gaussien de R% n’a pas nécessairement une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue A sur R?; par exemple (X, X) est gaussien bivarié si X est gaussien,
mais P((X, X) € premiére bisectrice) = 1 alors que \(premiére bisectrice) = 0.

5. Si X est gaussien alors AX est également gaussien pour toute matrice A aux dimensions

appropriées.
Proposition B.0.9 Soit X = (X1,...,Xy)" un vecteur aléatoire gaussien. Alors les com-
posantes X1, ..., Xy de X sont indépendantes si et seulement si elles sont non corrélées, i.e.

pour tout 1,5 € {1,...,p} tels que i # j, X; et X; sont indépendantes si et seulement si
COV(XZ', Xj) =0.

Démonstration : Voir travaux pratiques, Liste 1. [

Bien entendu, en général une corrélation nulle n’implique en aucune maniére I'indépendance.
Méme dans le cas de vecteurs & marginales gaussiennes, il faut bien veiller & considérer le com-
portement conjoint des composantes !

Exemple B.0.10 Considérons N ~ AN(0,1) et € une variable aléatoire de loi de Rademacher
(i.e. € ~ Uni({—1,1}). Alors X; = N et Xy = N sont deux variables aléatoires gaussiennes
standard, de covariance nulle mais pas indépendantes. Le couple (X7, X2) n’est toutefois pas
multivarié gaussien.

Définition B.0.11 Un vecteur gaussien X est non-dégénéré si sa matrice de covariance est
inversible.
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Proposition B.0.12 det(K) = 0 si et seulement si au moins I'une des variables aléatoires
X1,...,X 4 s’exprime comme une combinaison linéaire des autres variables.

Proposition B.0.13 Soit X ~ N (m,K). Le vecteur X admet une densité (par rapport a
la mesure de Lebesgue) si et seulement si X est non-dégénérée. Dans ce cas, on a

1 1 _
NGRS exp <—2(x —m) K (x - m)>

fx(x) =

pour tout x € R%.

Démonstration : Nous prouverons la condition nécessaire aux travaux pratiques, Liste 1. m



Annexe C

Normes L? et inégalités de Holder

Définition C.0.1 Soit p € [1,4o00| et soit (X, .A, 1) un espace mesuré. L'espace LP (X, A, 1, R)
est 'ensemble des applications mesurables f : X — R telles que |f|P est intégrable.

Définition C.0.2 Soit (X, .4, ) un espace mesuré. Si p € [1,400[, on pose pour tout

f e Lr(x, A ) 1
1l = ( / |f|pdu)” .

Nous allons & présent montrer que les applications [|-||, définissent des semi-normes. Commengons
par introduire I'’exposant conjugué de p.

Définition C.0.3 Soit p € |1, +oo[. Alors % €]0, 1] et il existe un nombre réel ¢ tel que

11
S+ =1
P q

Les nombres p et ¢ sont appelés des exposants conjugués.

Remarquons que si p et ¢ sont des exposants conjugués, alors

P+q=pq

et si p et ¢ sont finis,
p=qlp—1) et g=plg—1).

Lemme C.0.4 Soit p €]1,400[ et g son exposant conjugué. Alors

Pyl
Yy < —+ =—
b q

pour tous x,y > 0.

Démonstration : Bien siir, on peut supposer que x et y sont non-nuls. En posant u = zP et
v = y?, il suffit de prouver que
ul/Pyt/a < vy
P q
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pour tous u,v > 0. En posant ¢ = ¥, il suffit de montrer que

tl/P<£_|_1
P q

pour tout ¢ > 0. Il suffit alors de remarquer que la fonction
t 1

t>0m - 4+ = — P
p q

atteint son minimum en ¢t = 1, et que ce minimum vaut 0. |

Proposition C.0.5 (Inégalité de Holder) Soient (X, A, 1) un espace mesuré, p €]1, +o00
et ¢ son exposant conjugué. Si f € LP(X, A, u) et g € LI(X, A, ), alors fg €€ LY(X, A, )
et

J/Ifgkhté 119l

Démonstration : Supposons & présent que p,q €]1,+oo[. Si ||f|l, = 0 ou |g|l; = 0, alors

f ~_ g
i et g = I . Par le

lgllq

fg = 0 presque partout et le résultat est démontré. Sinon, on pose f =

Lemme on a

|f(@)3(z)| <

()P 1a(x)]e
[f@)”  lg(=)]

p q
pour tout x € X. Par conséquent, fvﬁ € LYX, A, p) et

F L[ = 1 [ 1 1
[1Faaus [1Fpan+? [gean=1+1 =1
p q P q

On en tire que fg € L(X, A, u) et que

1

- d 1.
!fMMb/UmMS

Proposition C.0.6 (Inégalité de Minkowski) Soient (X, A, u) un espace mesuré, p €
11, +o0[. Si f,g € LP(X, A, 1), alors

1+ glly < [1fllp + llgllp-

Démonstration : Si || f + g||, = 0, le résultat est clair. Sinon, soit ¢ 'exposant conjugué de p.
Alors p 4+ g = pq et par conséquent,

f+glP=(f+gP ")
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On en tire que |f + g|P~! € L9(X, A, ). En utilisant 1'inégalité de Holder, on obtient

I+ gl = / 4+ glPd < / 1+ P (] + gl
18+ g i+ [17+ 9P gla

117+ gl [ 171 + )17 + g7~ [, sl
(LFllp + Ngllp) [H1f + glP~H

1=1/p
= (Il + lglln) ( / !f+g\pdu>

1-1/p

IN

puisque g(p — 1) = p et 1/¢g = 1 — 1/p. En divisant par (f |f +g|pdu) , cette inégalité se
réécrit
1f + gllp < [1f1lp + lgllp-

Par conséquent, il est facile de vérifier que || - ||, définit bien une semi-norme sur l'espace

LP(X, A, ).
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