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Chapitre 1

Réduction d’endomorphismes

1.1 Rappels sur la diagonalisation

Soit V un espace vectoriel de dimension finie m sur C, et f un endomorphisme de V , c’est-à-dire
une application linéaire de V dans lui-même. Le but de la diagonalisation est de trouver une
base de V dans laquelle la matrice représentant f est la plus “simple” possible. Rappelons que
si B = (b1, . . . , bm) est une base de V , la matrice représentant f dans la base B est la matrice
[f ] = [f ]B dont la jième colonne est formée des composantes de f(bj) dans B. Dans ce cas, si
x1, . . . , xm sont les composantes d’un vecteur x dans la base B, alors le vecteur colonne des
composantes de f(x) dans B est donné par

[f ]B

x1
...
xm

 .

Définition 1.1.1 On dit que f est diagonalisable s’il existe une base B de V telle que [f ]B
soit diagonale.

Si f est diagonalisable, diagonaliser f revient donc à trouver une base B dans laquelle [f ]B est
diagonale et calculer cette matrice diagonale, c’est-à-dire déterminer ses éléments diagonaux. On
peut mener de front ces deux tâches.

Définition 1.1.2 Un nombre complexe λ est une valeur propre de f s’il existe x ∈ V \ {0}
tel que f(x) = λx. L’ensemble des valeurs propres de f s’appelle le spectre de f . Si λ est une
valeur propre de f , tout élément x ∈ V vérifiant f(x) = λx est un vecteur propre associé à
la valeur propre λ. Le sous-espace propre associé à la valeur propre λ est défini par

Eλ = Eλ(f) = {x ∈ V : f(x) = λx} = ker(f − λid),

c’est-à-dire par l’ensemble des vecteurs propres de f associé à la valeur propre λ.

Proposition 1.1.3 Des espaces propres distincts de f sont toujours en position de somme
directe. Autrement dit, des vecteurs propres non-nuls associés à des valeurs propres distinctes
sont linéairement indépendants.

Dans le cas d’un endomorphisme diagonalisable, les espaces propres fournissent une décomposi-
tion de l’espace.
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CHAPITRE 1. RÉDUCTION D’ENDOMORPHISMES 3

Théorème 1.1.4 L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si V est la somme
directe de ses sous-espaces propres, autrement dit si V possède une base de vecteurs propres.

Les valeurs propres d’un endomorphisme peuvent être obtenues à partir du polynôme caracté-
ristique de celui-ci.

Définition 1.1.5 Le polynôme caractéristique de f est défini par

pf (λ) = det(f − λid).

Il s’agit d’un polynôme de degré égal à la dimension m de l’espace V . Rappelons que le déter-
minant d’un endomorphisme est le déterminant de la matrice qui représente cet endomorphisme
dans une base donnée. Cette définition est légitime car le déterminant ne dépend pas de la base
choisie pour le calculer : en effet, si B et B′ sont deux bases de V et si S est la matrice de
changement de base de B à B′, alors [f ]B′ = S−1[f ]BS et det[f ]B′ = det[f ]B.

Le théorème suivant donne une propriété importante du polynôme caractéristique.

Théorème 1.1.6 (Caley-Hamilton) Tout endomorphisme annule son polynôme caracté-
ristique, c’est-à-dire

pf (f) = 0.

Rappelons d’autres résultats classiques concernant le polynôme caractéristique d’un endomor-
phisme.

Proposition 1.1.7 Les valeurs propres de f sont exactement les racines de son polynôme
caractéristique. De plus, la multiplicité de λ comme zéro du polynôme caractéristique pf est
toujours supérieure ou égale à la dimension du sous-espace propre associé Eλ.

Cette proposition justifie l’introduction de deux types de multiplicité pour une valeur propre.

Définition 1.1.8 Soit λ une valeur propre de f .
— La multiplicité algébrique de λ est sa multiplicité comme zéro du polynôme caracté-

ristique pf .
— La multiplicité géométrique de λ est la dimension du sous-espace propre Eλ.

Le résultat suivant donne une caractérisation des endomorphismes diagonalisables à partir du
polynôme caractéristique.

Théorème 1.1.9 Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si les multiplicités
algébrique et géométrique de chaque valeur propre de f coïncident.

Ces résultats permettent de donner une méthode simple pour diagonaliser un endomorphisme f
lorsque c’est possible.

1. Fixer une base B = (b1, . . . , bm) de V sur C .

2. Calculer le polynôme caractéristique pf .

3. Factoriser pf = (−1)m
∏p
j=1(λ− λj)µj .

4. Pour chaque racine λj de pf , étudier l’espace propre Eλj en résolvant le système homogène
associé, et calculer la dimension du sous-espace propre Eλj formée des solutions.

5. S’il existe j tel que dimEλj < µj , f n’est pas diagonalisable. Sinon, continuer.
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6. Pour tout j, choisir une base (xj,1, . . . , xj,µj ) de Eλj . Alors

B′ = (x1,1, . . . , x1,µ1 , x2,1, . . . , x2,µ2 , . . . , xp,1, . . . , xp,µp)

est une base de V dans laquelle f se représente par une matrice diagonale.

7. Si S est la matrice dont les colonnes sont les composantes des éléments de B′ dans la base
B, alors

[f ]B′ = S−1[f ]BS = diag
(
λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸

µ1

, . . . , λp, . . . , λp︸ ︷︷ ︸
µp

)
.

Il ne faut pas croire que tous les endomorphismes sont diagonalisables : la matrice(
0 1
0 0

)
n’est pas diagonalisable. On est donc amené à trouver des affaiblissements convenables de la
diagonalisabilité.

Nous allons montrer que l’on peut obtenir une forme qui se rapproche nettement de la forme
diagonale, la forme de Jordan. Il est d’ailleurs à noter que la forme de Jordan est la “meilleure”
possible, en ce sens qu’une matrice est diagonalisable si et seulement si sa forme de Jordan est
diagonale. La réduction à la forme de Jordan nécessite plusieurs étapes intermédiaires.

1.2 Forme de Jordan, cas nilpotent

Les endomorphismes nilpotents sont fondamentaux dans l’étude de la réduction des endomor-
phismes à la forme de Jordan : ils permettent d’appréhender le cas des endomorphismes non-
diagonalisables.

Définition 1.2.1 Un endomorphisme g est nilpotent s’il existe un entier positif n tel que
gn = 0. Le plus petit entier n vérifiant cette égalité est appelé l’indice de nilpotence de g.

Rappelons que la notation gn désigne la composition g ◦ · · · ◦ g︸ ︷︷ ︸
n fois

. La matrice qui représente gn

dans une base B est donnée par [gn]B = [g]nB.

Remarque 1.2.2 Soit g un endomorphisme nilpotent. Son indice de nilpotence est égal à n si
et seulement si ker gn = V et ker gn−1 ( V .

Proposition 1.2.3 Soit g un endomorphisme nilpotent.

1. Son indice de nilpotence est toujours inférieur ou égal à la dimension de V .

2. g n’est pas inversible.

3. Le spectre de g est réduit à {0}.
4. Si g est non-nul, alors g n’est pas diagonalisable.

5. Si k est strictement inférieur à l’indice de nilpotence de g, alors ker gk ( ker gk+1.
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Démonstration : 1. Notons n l’indice de nilpotence de g. Alors il existe x ∈ V tel que
gn−1(x) 6= 0. Montrons que les vecteurs non-nuls

x, g(x), . . . , gn−1(x)

sont linéairement indépendents. On en déduira que n ≤ dimV . Supposons donc que

n−1∑
j=0

αjg
j(x) = 0

où les αj ∈ C sont non tous nuls. Soit j0 le plus petit entier tel que αj0 6= 0. Alors

0 = gn−j0−1

n−1∑
j=j0

αjg
j(x)

 =

n−1∑
j=j0

αj g
n+j−(j0+1)(x)︸ ︷︷ ︸
=0 si j≥j0+1

= αj0g
n−1(x),

ce qui est impossible car αj0 6= 0 et gn−1(x) 6= 0.

2. Si g était inversible, on aurait gn−1 = g−1 ◦ gn = g−1 ◦ 0 = 0, ce qui contredit la définition de
l’indice de nilpotence n.

3. Considérons à nouveau x ∈ V tel que gn−1(x) 6= 0. On a g(gn−1(x)) = gn(x) = 0 et gn−1(x)
est donc un vecteur propre non-nul de g associé à 0. Donc 0 est bien une valeur propre de g.
De plus, si λ est une valeur propre de g, alors il existe y ∈ V \ {0} tel que g(y) = λy. On a
0 = gn(y) = λny, d’où λ = 0.

4. Si g était diagonalisable, puisque son spectre est réduit à 0, il existerait une base dans laquelle
[g] est la matrice diagonale nulle. Donc g = 0, d’où une contradiction.

5. On a bien sûr que ker gk ⊆ ker gk+1 pour tout k ≥ 0. Supposons par l’absurde que k < n est tel
que ker gk = ker gk+1. Soit x ∈ ker gk+2. Alors gk+1(g(x)) = 0 et donc g(x) ∈ ker gk+1 = ker gk.
On obtient alors g(x) ∈ ker gk c’est-à-dire x ∈ ker gk+1. Ainsi ker gk = ker gk+1 = ker gk+2 et en
procédant de la sorte, on obtient ker gk = ker gn = V , ce qui contredit la définition de l’indice
de nilpotence n.

Dans la preuve précédente, on a obtenu que si g est un endomorphisme nilpotent d’indice de
nilpotence n et si x ∈ V est tel que gn−1(x) 6= 0, alors x, g(x), . . . , gn−1(x) sont linéairement
indépendents. Si n = dimV , on obtient donc une base de V . La proposition suivante utilise la
forme particulière de celle-ci.

Proposition 1.2.4 Soit g un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence n = dimV .
Alors il existe une base B = (b1, . . . , bn) de V telle que

g(b1) = 0 et g(bj) = bj−1, j ∈ {2, . . . , n}.
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En particulier,

[g]B =



0 1 0 . . . 0
... 0 1

. . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 · · · · · · · · · 0


.

Démonstration : Si x est tel que gn−1(x) 6= 0, il suffit de prendre la base

B = (gn−1(x), gn−2(x), . . . , g(x), x).

Le résultat précédent nous amène à la définition suivante.

Définition 1.2.5 Soit g un endomorphisme nilpotent. On appelle chaîne engendrée par g
toute suite finie de la forme

x, g(x), . . . , gl−1(x)

où gl−1(x) 6= 0 et gl(x) = 0. On dit que x est la tête de la chaîne et que gl−1(x) en est la
queue. L’entier l est la longueur de la chaîne.

Bien sûr, la longueur d’une chaîne est toujours inférieure ou égale à l’indice de nilpotence de g.
On peut cependant trouver des chaînes de longueur plus petite (il suffit de prendre une tête dans
ker gl \ ker gl−1).

Exemple 1.2.6 Considérons l’endomorphisme g : C4 → C4 : x 7→ Ax, où A est la matrice

A =


0 1 2 1
0 0 −2 3
0 0 0 4
0 0 0 0

 .

On vérifie facilement que g est un endormorphisme nilpotent en remarquant que

A2 =


0 0 −2 11
0 0 0 −8
0 0 0 0
0 0 0 0

 , A3 =


0 0 0 −8
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 et A4 = 0.

On a

e4 =


0
0
0
1

 , Ae4 =


1
3
4
0

 , A2e4 =


11
−8
0
0

 , A3e4 =


−8
0
0
0

 et A4e4 = 0.
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Ainsi, e4 est la tête d’une chaîne de longueur 4 engendrée par f . Ainsi, la chaîne engendrée par
e4 nous donne une base dans laquelle la matrice qui représente g a la forme

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

En prenant comme tête de chaîne Ae4, on obtient une chaîne de longueur 3. On a également

e3 =


0
0
1
0

 , Ae3 =


2
−2
0
0

 , A2e4 =


−2
0
0
0

 et A3e3 = 0,

et e3 est la tête d’une autre chaîne de longueur 3.

On a déjà obtenu le résultat suivant au sein de la preuve de la Proposition 1.2.3.

Proposition 1.2.7 Les éléments d’une chaîne sont linéairement indépendants.

On peut avoir un résultat plus général, qui est très utile en pratique.

Proposition 1.2.8 Les éléments d’un ensemble C de chaînes engendrées par un endomor-
phisme nilpotent g sont linéairement indépendants si et seulement si les queues de ces chaînes
sont linéairement indépendantes.

Démonstration : La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante.
Soit L la longueur maximale des chaînes de C. Pour tout l ∈ {1, . . . , L}, soit Nl le nombre de
chaînes de longueur l et soient xl,1, . . . , xl,Nl les têtes de ces chaînes. On a donc

C =
{
gl−i(xl,j) : l ∈ {1, . . . , L}, j ∈ {1, . . . , Nl}, i ∈ {1, . . . , l}

}
.

Supposons que
L∑
l=1

Nl∑
j=1

l∑
i=1

αl,j,ig
l−i(xl,j) = 0

où les coefficients αl,j,i ∈ C sont non tous nuls. Soit i0 le plus grand i pour lequel il existe
l ∈ {1, . . . , L} et j ∈ {1, . . . , Nl} tel que αl,j,i 6= 0. Alors

0 = gi0−1

 L∑
l=1

Nl∑
j=1

i0∑
i=1

αl,j,ig
l−i(xl,j)

 =
L∑
l=1

Nl∑
j=1

i0∑
i=1

αl,j,i g
i0−1+l−i(xl,j)︸ ︷︷ ︸
=0 si i≤i0−1

.

Ainsi, on obtient
L∑
l=1

Nl∑
j=1

αl,j,i0g
l−1(xl,j) = 0.

Or, les queues de chaînes sont linéairement indépendantes, ce qui implique que αl,j,i0 = 0 pour
tout l ∈ {1, . . . , L} et tout j ∈ {1, . . . , Nl}. Cela contredit la définition de i0.
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Par conséquent, on dit que des chaînes sont linéairement indépendantes si les queues de ces
chaînes le sont. La réduction à la forme de Jordan d’un endomorphisme nilpotent consiste à
trouver une base répartie en chaînes, c’est-à-dire une base formée par les éléments de chaînes
linéairement indépendantes.

Théorème 1.2.9 (Forme de Jordan des endomorphismes nilpotents) Si g est un
endomorphisme nilpotent, il existe une base dans laquelle [g] a la forme

[g] =


J1 0 . . . 0

0 J2
...

...
. . . 0

0 . . . . . . Js


où chaque bloc diagonal Ji est une matrice de la forme

Ji =



0 1 0 . . . 0
... 0 1

. . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 · · · · · · · · · 0


.

Démonstration : Notons n l’indice de nilpotence de g. Construisons la suite croissante V0, . . . , Vn
de sous-espaces de V de la manière suivante : on pose

V0 = ker g0 = {0} et Vi = ker gi , i ∈ {1, . . . , n}.

En particulier, Vn = V . Par la Proposition 1.2.3, on sait que la suite V0, . . . , Vn est strictement
croissante. De plus, remarquons que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a

Vi = {x ∈ V : gi(x) = 0} = {x ∈ V : gi−1(g(x)) = 0} = {x ∈ V : g(x) ∈ Vi−1} = g−1(Vi−1) .

Construisons à présent de proche en proche la suite W0, . . . ,Wn de sous-espaces de V comme
suit : on pose Wn = {0}. Pour construire Wn−1, il suffit de choisir un supplémentaire de Vn−1
dans Vn. Ensuite, si Wn,Wn−1, . . . ,Wi+1 ont été construits, on choisit Wi afin d’avoir

Wi ⊕ Vi = Vi+1 et g(Wi+1) ⊆Wi.

Observons qu’une telle construction est possible : pour cela, il faut montrer que g(Wi+1) est
un sous-espace de Vi+1 d’intersection nulle avec Vi. Par induction, on sait que Wi+1 est un
supplémentaire de Vi+1 dans Vi+2. Dès lors,

g(Wi+1) ⊆ g(Vi+2) = g(g−1(Vi+1)) ⊆ Vi+1.

De plus, si x ∈ Vi ∩ g(Wi+1), alors x = g(y) avec y ∈ Wi+1. Or x ∈ Vi, et donc on a gi(x) = 0.
Par conséquent, gi+1(y) = gi(x) = 0, d’où y ∈ Vi+1∩Wi+1. Comme Vi+1 et Wi+1 sont en somme
directe, on obtient y = 0, d’où x = g(y) = 0. Ainsi, Vi ∩ g(Wi+1) = {0}.
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Au vu de la construction des suites V0, . . . , Vn et W0, . . . ,Wn, on a

V = Vn = Wn−1 ⊕ Vn−1 = Wn−1 ⊕Wn−2 ⊕ Vn−2 = · · · = Wn−1 ⊕Wn−2 ⊕ · · · ⊕W0.

Par conséquent, afin d’obtenir une base de V , il suffit de construire une base de Wi pour tout
i ∈ {0, . . . , n− 1}. Commençons par remarquer que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, g est injectif sur
Wi car

Wi ∩ ker g = Wi ∩ V1 ⊆Wi ∩ Vi = {0}.

Par conséquent, si (y1, . . . , yr) est base de Wi, les éléments g(y1), . . . , g(yr) sont linéairement
indépendants (en effet, si

∑r
j=1 αjg(yj) = 0, alors g

(∑r
j=1 αjyj

)
= 0 ; l’injectivité de g donne

alors
∑r

j=1 αjyj = 0, d’où α1 = · · · = αr = 0). Comme g(Wi) ⊆Wi−1, ils peuvent être complétés
en une base de Wi−1. Ceci permet de construire une base de V de la façon suivante.

1. On prend une base (x1, . . . , xr1) de Wn−1.

2. On construit une base de Wn−2 en complétant g(x1), . . . , g(xr1) par xr1+1, . . . , xr2 .

3. On itère le processus et on construit une base de Wn−i en complétant les vecteurs

gi−1(x1), . . . , g
i−1(xr1), gi−2(xr1+1), . . . , g

i−2(xr2), . . . , g(xri−2+1), . . . , g(xri−1)

par xri−1+1, . . . , xri .
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Au total, on obtient une base de V :

W0 . . . Wn−i . . . Wn−3 Wn−2 Wn−1

gn−1(x1) . . . gi−1(x1) . . . g2(x1) g(x1) x1
gn−1(x2) . . . gi−1(x2) . . . g2(x2) g(x2) x2

...
...

...
...

...
gn−1(xr1) . . . gi−1(xr1) . . . g2(xr1) g(xr1) xr1
gn−2(xr1+1) . . . gi−2(xr1+1) . . . g(xr1+1) xr1+1

...
...

...
...

gn−2(xr2) . . . gi−2(xr2) . . . g(xr2) xr2
gn−3(xr2+1) . . . gi−3(xr2+1) . . . xr2+1

...
...

...
gn−3(xr3) . . . gi−3(xr3) . . . xr3

...
...

...
...

gn−i(xri−1+1) . . . xri−1+1
...

...
gn−i(xri) . . . xri

...

...
xrn−1+1

...
xrn

(1.1)

Les éléments d’une même ligne gl(xj), . . . , xj sont les éléments de la chaîne engendrée par g de
tête xj . Par construction, gl(xj) ∈W0 ⊆ V1, et donc g(gl(xj)) = 0. Ainsi, si b est un élément de
la base ci-dessus, g(b) est l’élément suivant de la même chaîne si b n’est pas queue de chaîne, et
g(b) = 0 sinon. Dans cette base répartie en chaînes, la matrice [g] a donc la forme souhaitée.

La base dont il est question dans le théorème précédent n’est pas unique. Cependant, ces bases
ont un certain nombre de propriétés communes.

Supposons que B est une base de V formée par les éléments de chaînes linéairement indépendantes
engendrées par g. On forme un tableau en ordonnant les chaînes par longueur décroissante ; les
lignes du tableau sont formées des chaînes écrites en commençant par la queue et on convient
d’aligner verticalement les queues. Par exemple, si B est formée de deux chaînes de longueur 5,
d’une chaîne de longueur 4, d’une chaîne de longueur 3 et d’une chaîne de longueur 1, on obtient
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le tableau
g4(x1) g3(x1) g2(x1) g(x1) x1
g4(x2) g3(x2) g2(x2) g(x2) x2
g3(x3) g2(x3) g(x3) x3
g2(x4) g(x4) x4
x5

ce que l’on représente symboliquement par

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗

La forme du tableau obtenu ne dépend pas de la base répartie en chaînes choisie et on peut la
déterminer en étudiant les rangs des puissances g, g2, . . . , gn de l’endomorphisme g, comme le
montre le résultat suivant.

Proposition 1.2.10 Considérons une base de V formée de chaînes linéairement indépen-
dantes et engendrée par un endomorphisme nilpotent g. On place les éléments de la chaîne
dans un tableau.

1. Les k premières colonnes du tableau forment une base de ker gk.

2. La longueur de la plus longue chaîne est l’indice de nilpotence de g.

3. Le nombre d’éléments dans la kème colonne vaut rg(gk−1)− rg(gk).

Démonstration : 1. Puisque tous les éléments du tableau sont linéairement indépendants,
il suffit de montrer que tout vecteur x de ker gk est combinaison linéaire des vecteurs des k
premières colonnes. Comme on a une base de V , on peut décomposer x sous la forme

x =
u∑
r=1

αryr +
v∑
s=1

βszs

où y1, . . . , yu sont les éléments des k premières colonnes du tableau et z1, . . . , zv les éléments des
autres colonnes. On a

0 = gk(x) =

u∑
r=1

αr g
k(yr)︸ ︷︷ ︸
=0

+
v∑
s=1

βsg
k(zs).

Par construction du tableau, les éléments gk(z1), . . . , gk(zv) sont des éléments distincts du ta-
bleau, et sont donc linéairement indépendants. Par conséquent, on obtient que β1 = · · · = βv = 0,
d’où la conclusion.

2. Vu le point 1., si le tableau est formé de n colonnes, alors le tableau forme une base de ker gn.
On en tire que V = ker gn, et donc l’indice de nilpotence de g est plus petit ou égal à n. Puisque
ker gn−1 ( ker gn (ils n’ont pas la même dimension vu le point 1.), on obtient la conclusion.

3. Par le point 1., on sait que le nombre d’éléments dans les k premières colonnes vaut dim
(

ker gk
)
.

Ainsi, si k ≥ 2, le nombre d’éléments dans la kème colonne vaut

dim
(

ker gk
)
− dim

(
ker gk−1

)
= dimV − rg(gk)− dimV + rg(gk−1)

= rg(gk−1)− rg(gk).
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Si k = 1, le nombre d’élements dans la première colonne est donné par

dim ker g = dimV − rg(g) = rg(g0)− rg(g).

Dans la pratique, on peut donc trouver la forme du tableau de base répartie en chaînes grâce à
la proposition précédente. On utilise la Proposition 1.2.8 pour trouver des chaînes linéairement
indépendantes et former la base recherchée.

Remarque 1.2.11 Par conséquent, la forme de Jordan de g ne dépend pas de la base répartie
en chaînes choisie, à une permutation des blocs près. En particulier, l’indice de nilpotence de
g est la dimension du plus gros bloc. En regardant le tableau (1.1), on voit que le nombre de
chaînes de longueur k correspond au nombre d’éléments nécessaires pour compléter une base de
Wk pour obtenir une base de Wk−1, c’est-à-dire

dimWk−1 − dimWk = dim
(

ker gk
)
− dim

(
ker gk−1

)
− dim

(
ker gk+1

)
+ dim

(
ker gk

)
= 2 dim

(
ker gk

)
− dim

(
ker gk−1

)
− dim

(
ker gk+1

)
.

Cela donne le nombre de blocs de dimension k dans la forme de Jordan de g.

1.3 Exemple

Considérons l’opérateur f : C5 → C5 : x 7→ Ax, où A est la matrice

A =


−1 0 −1 1 0
−4 −1 −3 2 1
−2 −1 −2 1 1
−3 −1 −3 2 1
−8 −2 −7 5 2


Il s’agit d’un endomorphisme nilpotent d’indice 3 car

A2 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 −1 1 0
−1 0 −1 1 0
−1 0 −1 1 0

 et A3 = 0.

Cherchons la forme du tableau de base répartie en chaînes pour A. En calculant les rangs des
matrices A et A2, on trouve

— nombre d’éléments dans la colonne 1 = 5− rg(A) = 5− 3 = 2
— nombre d’éléments dans la colonne 2 = rg(A)− rg(A2) = 3− 1 = 2
— nombre d’éléments dans la colonne 3 = rg(A2)− rg(A3) = 1− 0 = 1.

Le tableau a donc la forme
∗ ∗ ∗
∗ ∗
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Il faut donc construire deux chaînes linéairement indépendantes de longueurs respectives 2 et 3.
La tête d’une chaîne de longueur 3 est un vecteur x tel que A2x 6= 0. On peut prendre

e1 =


1
0
0
0
0

 .

La chaîne est donnée par

e1 , Ae1 =


−1
−4
−2
−3
−8

 , A2e1 =


0
0
−1
−1
−1

 .

On cherche à présent une chaîne de longueur 2, c’est-à-dire un vecteur y tel que A2y = 0
et Ay 6= 0. Il faut de plus s’assurer que les queues des chaînes A2e1 et Ay sont linéairement
indépendantes pour que les chaînes le soient. On peut prendre

y = e2 =


0
1
0
0
0


et la chaîne

e2 , Ae2 =


0
−1
−1
−1
−2

 .

La matrice S de changement de base est donnée par

S =


0 −1 1 0 0
0 −4 0 −1 1
−1 −2 0 −1 0
−1 −3 0 −1 0
−1 −8 0 −2 0


et on sait que

S−1AS =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 .
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1.4 Sous-espaces caractéristiques et forme de Jordan, cas général

Nous allons à présent traîter la réduction à la forme de Jordan d’un endomorphisme quelconque
f . Pour cela, pour chaque valeur propre de f , nous commençons par introduire des sous-espaces
vectoriels stables pour f , et nous montrons qu’ils donnent une décomposition en somme directe
de l’espace V . L’idée est ensuite de se ramener au cas nilpotent sur chacun de ces sous-espaces.

Définition 1.4.1 Soit f un endomorphisme de V . Un sous-espace vectoriel W de V est
stable pour f si f(W ) ⊆W .

Exemple 1.4.2 Remarquons que les sous-espaces propres de f sont stables pour f . En effet, si
f(x) = λx, alors f(f(x)) = f(λx) = λf(x), d’où f(x) ∈ Eλ.

L’intérêt des sous-espaces stables est le suivant : si V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wl où les sous-espaces
W1, . . . ,Wl sont stables pour f , alors dans toute base de V obtenue en juxtaposant des bases de
W1, . . . ,Wl, la représentation matricielle de f est de la forme

[f ] = diag(B1, . . . , Bl),

où chaque Bi est une matrice de taille dimWi.

Nous savons que dans le cas où l’endomorphisme f n’est pas diagonalisable, l’espace V n’est pas
égal à la somme directe de ses sous-espaces propres. Nous allons à présent introduire d’autres
sous-espaces propres pour f qui donneront une décomposition de l’espace en une somme directe.

Définition 1.4.3 Soit f un endomorphisme de V . Si λ est une valeur propre de f de mul-
tiplicité algébrique µ, on définit le sous-espace caractéristique de f relatif à λ par

Fλ(f) = Fλ = ker(f − λid)µ .

Attention à ne pas confondre les sous-espaces propres Eλ = ker(f − λid) et les sous-espaces
caractéristiques Fλ = ker(f − λid)µ. Notons cependant que Eλ ⊆ Fλ.

Lemme 1.4.4 Soient f un endomorphisme de V et λ une valeur propre de f . Le sous-espace
caractéristique Fλ est stable pour f .

Démonstration : Soit x ∈ Fλ. Si µ est la multiplicité algébrique de λ, alors

(f − λid)µ(f(x)) = f
(
(f − λid)µ(x))

)
= f(0) = 0

puisque deux polynômes d’un endomorphisme commutent. Par conséquent, f(x) ∈ Fλ.

La clé de la réduction à la forme canonique de Jordan est contenue dans le résultat suivant.

Proposition 1.4.5 Soit f un endomorphisme de V dont le polynôme caractéristique est
donné par

pf (λ) = (−1)m
p∏
j=1

(λ− λj)µj ,

où λ1, . . . , λp ∈ C sont distincts. Alors, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, on a

dimFλi = µi.
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De plus,
V = Fλ1 ⊕ · · · ⊕ Fλp .

Démonstration : Pour tout i ∈ {1, . . . , p}, posons fi = (f −λiid)|Fλi . Par le Lemme 1.4.4, on
sait que fi est un endomorphisme de Fλi . De plus, on a

fµii = (f − λiid)µi |Fλi = 0

par définition du sous-espace caractéristique, et donc fi est nilpotent sur Fλi . Le Théorème 1.2.9
nous fournit alors une base Bi de Fλi dans laquelle [fi]Bi est réduite à la forme de Jordan, i.e.

[fi]Bi =


Ji,1 0 . . . 0

0 Ji,2
...

...
. . . 0

0 . . . . . . Ji,s


où chaque bloc diagonal Ji,r est une matrice de la forme

Ji,r =



0 1 0 . . . 0
... 0 1

. . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 · · · · · · · · · 0


.

Puisque f |Fλi = fi + λiidFλi , on en tire que

[f |Fλi ]Bi =


J̃i,1 0 . . . 0

0 J̃i,2
...

...
. . . 0

0 . . . . . . J̃i,s


où chaque bloc diagonal J̃i,r est de la forme

J̃i,r =



λi 1 0 . . . 0
... λi 1

. . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 · · · · · · · · · λi


.

Considérons une base B de V obtenue en complétant la base Bi de Fλi . Dans cette base, f est
représenté par une matrice de la forme

[f ]B =

(
[f |Fλi ]Bi C

0 D

)
,
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et par conséquent,

pf (λ) = det
(
[f |Fλi ]Bi − λIdimFλi

)
det
(
D − λIm−dimFλi

)
= (λi − λ)dimFλi det

(
D − λIm−dimFλi

)
.

En particulier, le polynôme (λi − λ)dimFλi divise pf , d’où

dimFλi ≤ µi.

Montrons à présent que les sous-espaces caractéristiques Fλ1 , . . . , Fλp engendrent V (c’est-à-dire
V = Fλ1 + · · ·+ Fλp). Pour cela, posons

pi(λ) =

p∏
j=1,j 6=i

(λj − λ)µj .

En décomposant 1
pf

en fractions rationnelles propres, on obtient

1

pf (λ)
=

p∑
j=1

Aj(λ)

(λj − λ)µj

où chaque Aj est un polynôme de degré strictement inférieur à µj . Il s’ensuit que

1 =

p∑
j=1

Aj(λ)pj(λ)

et en appliquant ces polynômes à l’endomorphisme f , il vient

id =

p∑
j=1

Aj(f)pj(f).

Ainsi, pour tout x ∈ V , on a

x =

p∑
j=1

(
Aj(f)pj(f)

)
(x) =

p∑
j=1

xj

où pour tout j ∈ {1, . . . , p}, on a posé xj =
(
Aj(f)pj(f)

)
(x). Il suffit alors de montrer que

xj ∈ Fλj . C’est immédiat car

(f − λj id)µj (xj) = (f − λj id)µj
(
Aj(f)pj(f)

)
(x)

= (f − λj id)µjpj(f)Aj(f)(x)

= pf (f)︸ ︷︷ ︸
=0

Aj(f)(x) = 0

en utilisant le Théorème 1.1.6 de Caley-Hamilton et le fait que des polynômes d’un endomor-
phisme commutent. Ainsi, on a bien que V = Fλ1 + · · ·+ Fλp et donc

dimV ≤
p∑
j=1

dimFλj ≤
p∑
j=1

µj = deg(pf ) = dimV.

On en tire que
V = Fλ1 ⊕ · · · ⊕ Fλp ,

et dimFλi = µi.
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La preuve précédente nous fournit directement tous les outils et la méthode permettant d’obte-
nir la forme de Jordan d’un endomorphisme dans le cas général. Commençons par donner une
définition.

Définition 1.4.6 On appelle bloc de Jordan une matrice carrée du type

Jλ =



λ 1 0 . . . 0
... λ 1

. . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 · · · · · · · · · λ


.

Théorème 1.4.7 (Réduction à la forme de Jordan) Soit f un endomorphisme de V .
Il existe une base de V dans laquelle [f ] a la forme de Jordan, c’est-à-dire la forme

[f ] =


J1 0 . . . 0

0 J2
...

...
. . . 0

0 . . . . . . Js


où chaque Ji est un bloc de Jordan.

Démonstration : Soient λ1, . . . , λp les valeurs propres distinctes de f . Par la Proposition 1.4.5,
on sait que

V = Fλ1 ⊕ · · · ⊕ Fλp .

De plus, en imitant le début de la preuve de la Proposition 1.4.5, on sait que pour tout i ∈ {1, . . . , p},
il existe une base Bi de Fλi dans laquelle

[f |Fλi ]Bi =


J̃i,1 0 . . . 0

0 J̃i,2
...

...
. . . 0

0 . . . . . . J̃i,s


où chaque bloc diagonal J̃i,r est un bloc de Jordan associé à la valeur propre λi. Soit B la base
de V formée des bases B1, . . . ,Bp. Dans cette base,

[f ]B =


[f |Fλ1 ]B1 0 . . . 0

0 [f |Fλ2 ]B2
...

...
. . . 0

0 . . . . . . [f |Fλp ]Bp

 ,

d’où la conclusion.
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Remarque 1.4.8 Deux endomorphismes f et f̃ ont la même forme de Jordan (à une permuta-
tion des blocs près) s’ils ont les mêmes valeurs propres et si les formes des tableaux des bases
réparties en chaînes des espaces caractéristiques Fλi engendrées par les restrictions f − λiid|Fλi
et f̃ − λiid|Fλi coïncident.

Le résultat suivant montre que la forme de Jordan est la meilleure possible.

Proposition 1.4.9 Soit f un endomorphisme de valeurs propres distinctes λ1, . . . , λp. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

1. f est diagonalisable.

2. Eλj = Fλj pour tout j ∈ {1, . . . , p}.
3. La forme de Jordan de f est une matrice diagonale (c’est-à-dire tous les blocs de Jordan

sont de dimension 1).

Démonstration : Montrons que la première assertion implique la deuxième. Notons µ1, . . . , µp
les multiplicités algébriques de λ1, . . . , λp respectivement. Si f est diagonalisable, on sait que
V = Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλp . On a aussi toujours V = Fλ1 ⊕ · · · ⊕ Fλp et Eλi ⊆ Fλi . Par conséquent,

dimV =

p∑
j=1

dimEλj ≤
p∑
j=1

dimFλj = dimV,

d’où dimEλj = dimFλj pour tout j. On a donc deux espaces de même dimension finie dont l’un
est inclus dans l’autre. Ils sont donc égaux, c’est-à-dire Eλj = Fλj .

Montrons que la deuxième assertion implique la troisième. Si Eλj = Fλj , on a (f −λj id)|Fλj = 0

et l’indice de nilpotence de (f − λj id)|Fλj vaut donc 1. Les bases réparties en chaînes sont donc
toutes de longueur 1, ce qui signifie que que les blocs correspondants sont de dimension 1.

Enfin, il est clair que la troisième assertion implique la première.

1.5 Polynôme minimum

Dans cette section, nous allons associer à tout endomorphisme f un second polynôme. Nous
montrerons ensuite le lien entre ce polynôme, les sous-espaces caractéristiques de f et sa forme
de Jordan.

Proposition 1.5.1 Soit f un endomorphisme de V . Il existe un unique polynôme monique
Mf (c’est-à-dire de coefficient principal égal à 1) tel que{

P ∈ C[z] : P (f) = 0
}

=
{
QMf : Q ∈ C[z]

}
.

Démonstration : Considérons un polynôme non-nul moniqueMf de degré minimum tel que
Mf (f) = 0 (un tel polynôme existe par le Théorème 1.1.6 de Caley-Hamilton). Il est clair que{

QMf : Q ∈ C[z]
}
⊆
{
P ∈ C[z] : P (f) = 0

}
.

Montrons l’autre inclusion. Soit donc P ∈ C[z] tel que P (f) = 0. En effectuant la division
euclidienne de P parMf , on trouve des polynômes Q et R tels que

P = QMf +R,
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où degR < degMf . Ainsi 0 = P (f) = Q(f)Mf (f) +R(f) = R(f), d’où R(f) = 0. Or, le degré
de R est strictement inférieur à celui deMf , et la définition deMf implique donc que R = 0.
Ainsi P = QMf et la deuxème inclusion s’ensuit.

Supposons à présent que les polynômes Mf et Nf conviennent. Alors, il existe P,Q ∈ C[z]
tels que Mf = PNf et Nf = QMf . Donc Mf = PQMf et on en tire que P et Q sont des
constantes. Comme les polynômes sont moniques, on a P = Q = 1.

Définition 1.5.2 Le polynômeMf dont il est question dans la Proposition 1.5.1 est appelé
le polynôme minimum de f .

Proposition 1.5.3 Soit f un endomorphisme de V . Les polynômes caractéristiques et mi-
nimum de f ont les mêmes zéros.

Démonstration : En utilisant le Théorème 1.1.6 de Caley Hamilton et la Proposition 1.5.1
, on sait que le polynôme minimum divise le polynôme caractéristique de f . Donc tout zéro de
Mf est un zéro de pf . Réciproquement, soit λ un zéro de pf . Alors λ est une valeur propre de
f et il existe x ∈ V \ {0} tel que f(x) = λx. Par conséquent, on a

fk(x) = fk−1(f(x)) = fk−1(λx) = λfk−1(x) = · · · = λkx

pour tout k ≥ 1. Il s’ensuit que

0 =Mf (f)(x) =Mf (λ)x,

d’oùMf (λ) = 0.

Si λ1, . . . , λp sont les valeurs propres de f , on peut donc écrire

pf (λ) = (−1)m
p∏
j=1

(λ− λj)µj

et

Mf (λ) =

p∏
j=1

(λ− λj)mj

avec 1 ≤ mj ≤ µj .

Théorème 1.5.4 (Stabilisation des images et des noyaux) Soit f un endomorphisme
de V de polynôme mimimum

Mf (λ) =

p∏
j=1

(λ− λj)mj

où λ1, . . . , λp sont les valeurs propres distinctes de f . Pour tout j ∈ {1, . . . , p}, on a

ker(f−λj id)0 ( ker(f−λj id) ( ker(f−λj id)2 ( · · · ( ker(f−λj id)mj = ker(f−λj id)mj+1 = . . .

et

im(f−λj id)0 ) im(f−λj id) ) im(f−λj id)2 ) · · · ) im(f−λj id)mj = im(f−λj id)mj+1 = . . .
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De plus,
V = ker(f − λj id)mj ⊕ im(f − λj id)mj .

Démonstration : Pour simplifier les notations, on note gj = f−λj id pour tout j ∈ {1, . . . , p}.
Il est clair que ker gkj ⊆ ker gk+1

j pour tout k ≥ 0. Montrons que si k est tel que ker gkj = ker gk+1
j ,

alors ker gk+1
j = ker gk+2

j . Il suffit de montrer que ker gk+1
j ⊇ ker gk+2

j . Soit donc x ∈ ker gk+2
j .

Alors 0 = gk+2
j (x) = gk+1

j (gj(x)), d’où gj(x) ∈ ker gk+1
j = ker gkj . Par conséquent, on obtient

gkj (gj(x)) = gk+1
j (x) = 0 et donc x ∈ ker gk+1

j . Ainsi, si la suite des noyaux se stabilise pour une
valeur de k, elle devient stationnaire à partir de k.

Montrons à présent que cette stabilisation a lieu en mj . Commençons par montrer que

ker g
mj−1
j ( ker g

mj
j .

Le polynôme

P (λ) = (λ− λj)mj−1
p∏

i=1,i 6=j
(λ− λi)mi

est un polynôme de degré strictement inférieur à Mf . Par conséquent, P (f) 6= 0 et il existe
x ∈ V tel que

P (f)(x) = g
mj−1
j

p∏
i=1,i 6=j

gmii (x) 6= 0.

Posons

y =

p∏
i=1,i 6=j

gmii (x).

Alors y /∈ ker g
mj−1
j mais gmjj (y) = 0 par définition du polynôme minimum.

En particulier, on a aussi ker gkj ( ker gk+1
j pour tout k ≤ mj car sinon, vu le début de la preuve,

on aurait ker g
mj−1
j = ker g

mj
j .

Nous allons à présent prouver que ker g
mj
j = ker g

mj+1
j . Pour cela, il suffit bien sûr de montrer

que ker g
mj
j ⊇ ker g

mj+1
j . Considérons donc x ∈ ker g

mj+1
j . Par définition de gj , on a

0 = gj(g
mj
j )(x) = (f − λj id)g

mj
j (x)

et donc gmjj (x) est un vecteur propre de f de valeur propre λj . En particulier, on a

gk(g
mj
j )(x) = (f − λkid)(g

mj
j )(x) = (λj − λk)(g

mj
j )(x)

pour tout k ∈ {1, . . . , p}. Par conséquent,

0 =Mf (f) = gm1
1 . . . g

mj
j . . . g

mp
p (x) =

p∏
i=1,i 6=j

(λj − λi)mig
mj
j (x),

où l’égalité à zéro provient de la définition du polynôme minimum. Puisque les valeurs propres
sont distinctes, on obtient que gmjj (x) = 0, d’où x ∈ ker g

mj
j . Ceci conclut la première partie de

la preuve.
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La deuxième partie de la preuve découle du théorème de la dimension qui donne

dimV = dim ker gkj + dim im gkj

pour tout k ≥ 0 et du fait que im gkj ⊇ im gk+1
j pour tout k ≥ 0.

Pour conclure, il reste à montrer que

V = ker g
mj
j ⊕ im g

mj
j .

On sait déjà que ker g
mj
j + im g

mj
j ⊆ V . Le théorème de la dimension nous donne alors l’égalité

et il suffit de montrer que ker g
mj
j ∩ im g

mj
j = {0}. Considérons donc x ∈ ker g

mj
j ∩ im g

mj
j . Alors,

il existe y ∈ V tel que x = g
mj
j (y). On a g2mjj (y) = g

mj
j (x) = 0, donc y ∈ ker g

2mj
j = ker g

mj
j . On

en tire que x = g
mj
j (y) = 0, ce qui conclut la preuve.

Rappelons que le sous-espace caractéristique associé à λj est défini par ker(f − λj id)µj , où µj
est la multiplicité algébrique de λj . Puisque µj ≥ mj , le théorème précédent donne directement
le résultat suivant.

Corollaire 1.5.5 Soit f un endomorphisme de V . Si λj est une valeur propre de f dont la
multiplicité comme zéro du polynôme minimum est mj , alors

Fλj = ker(f − λj id)mj = ker(f − λj id)l

pour tout l ≥ mj .

Remarque 1.5.6 Le Théorème 1.5.4 implique que l’indice de nilpotence de (f − λj id)|Fλj est
égal à mj . Par conséquent, la longueur de la plus longue chaîne de tout tableau formant une base
répartie en chaînes de Fλj est égal à mj . La taille de ce tableau est égale à µj , la dimension de
Fλj .

Proposition 1.5.7 Un endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si son polynôme
minimum ne contient que des zéros simples.

Démonstration : Rappelons que

Eλj = ker(f − λj id) , Fλj = ker(f − λj id)mj et Eλj ⊆ Fλj .

Par le Théorème 1.5.4, on a l’égalité entre les deux espaces si et seulement si mj = 1. On conclut
en utilisant la Proposition 1.4.9.

1.6 Exemple

Considérons la matrice A définie par

A =


5 −1 −3 2 −5
0 2 0 0 0
1 0 1 1 −2
0 −1 0 3 1
1 −1 −1 1 1

 .
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Cette matrice est associée à l’endomorphisme f : C5 → C5 : x 7→ Ax. Afin de la réduire à la
forme de Jordan, on commence par calculer son polynôme caractéristique

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5− λ −1 −3 2 −5

0 2− λ 0 0 0
1 0 1− λ 1 −2
0 −1 0 3− λ 1
1 −1 −1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −(λ− 3)2(λ− 2)3.

Ainsi, les valeurs propres de A sont 2 de multiplicité algébrique 3 et 3 de multiplicité algébrique
2. Déterminons les sous-espaces propres correspondants.

Pour la valeur propre 2, étudions la matrice

A− 2I =


2 −1 −3 2 −5
0 0 0 0 0
1 0 −1 1 −2
0 −1 0 1 1
1 −1 −1 1 −1

 .

On vérifie que le rang de cette matrice est 3. Par conséquent,

dimE2 = dim ker(A− 2I) = 5− 3 = 2 < 3.

La matrice A n’est donc pas diagonalisable. Vu le théorème de stabilisation des noyaux et puisque
dimF2 = 3, on sait donc que

F2 = ker(A− 2I)2.

On calcule donc

(A− 2I)2 =


1 0 −1 0 −2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 −2 −1 2 0
1 −1 −1 1 −1

 .

Le tableau d’une base répartie en chaînes pour F2 est de la forme

∗ ∗
∗

Remarquons que le vecteur e2 + e4 est la tête d’une chaîne de longueur 2 engendrée par A− 2I
car

(A− 2I)2(e2 + e4) = 0 et (A− 2I)(e2 + e4) = e1 + e3.

Il faut encore trouver un vecteur qui est la tête d’une chaîne de longueur 1 (donc dans le noyau
de A− 2I) et linéairement indépendant avec la queue e1 + e3. On vérifie aisément que le vecteur
e2 − 2e3 + e5 convient.

Pour la valeur propre 3, on s’intéresse à la matrice

A− 3I =


2 −1 −3 2 −5
0 −1 0 0 0
1 0 −2 1 −2
0 −1 0 0 1
1 −1 −1 1 −2

 .
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On vérifie facilement que son rang est 4. Par conséquent, le sous-espace propre associé à la valeur
propre 3 est de dimension 1. Le rang de la matrice

(A− 3I)2 =


−4 2 5 −4 8
0 1 0 0 0
−2 0 3 −2 4
1 0 −1 1 −2
−1 1 1 −1 2


est nécessairement 3 puisque dim ker(A−3I)2 = dimF3 = 2. Ainsi, le tableau d’une base répartie
en chaînes pour F3 est de la forme

∗ ∗

On vérifie facilement que le vecteur 2e1 + e5 est la tête d’une chaîne de longueur 2 engendrée par
A− 3I, c’est-à-dire

(A− 3I)2(2e1 + e5) = 0 et (A− 3I)(2e1 + e5) = −e1 + e4.

Finalement, on construit la matrice

S =


1 0 0 −1 2
0 1 1 0 0
1 0 −2 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1


qui est telle que

S−1AS =


2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 1
0 0 0 0 3

 .

Notons également, vu la stabilisation des noyaux obtenue, que nous savons que

MA(λ) = (λ− 2)2(λ− 3)2.

Illustrons à présent ce que nous venons de calculer dans Mathematica. On définit la matrice A
par

A = {{5,−1,−3, 2,−5}, {0, 2, 0, 0, 0}, {1, 0, 1, 1,−2}, {0,−1, 0, 3, 1}, {1,−1,−1, 1, 1}}A = {{5,−1,−3, 2,−5}, {0, 2, 0, 0, 0}, {1, 0, 1, 1,−2}, {0,−1, 0, 3, 1}, {1,−1,−1, 1, 1}}A = {{5,−1,−3, 2,−5}, {0, 2, 0, 0, 0}, {1, 0, 1, 1,−2}, {0,−1, 0, 3, 1}, {1,−1,−1, 1, 1}}

A//MatrixFormA//MatrixFormA//MatrixForm

5 −1 −3 2 −5

0 2 0 0 0

1 0 1 1 −2

0 −1 0 3 1

1 −1 −1 1 1


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La réduction à la forme de Jordan est donnée par

J = JordanDecomposition[A]J = JordanDecomposition[A]J = JordanDecomposition[A]

{{{2, 1, 0,−1, 2}, {1, 0, 1, 0, 0}, {0, 1, 0, 0, 0}, {0, 0, 1, 1, 0}, {1, 0, 0, 0, 1}},

{{2, 0, 0, 0, 0}, {0, 2, 1, 0, 0}, {0, 0, 2, 0, 0}, {0, 0, 0, 3, 1}, {0, 0, 0, 0, 3}}}

Map[MatrixForm, J ]Map[MatrixForm, J ]Map[MatrixForm, J ]



2 1 0 −1 2

1 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 1 0

1 0 0 0 1


,



2 0 0 0 0

0 2 1 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 1

0 0 0 0 3




La première entrée donne la matrice de changement de base (remarquez que celle-ci n’est pas
unique). La deuxième entrée donne la forme de Jordan. Vérifions à présent que les valeurs propres
de A sont bien 2 (triple) et 3 (double).

Eigenvalues[A]Eigenvalues[A]Eigenvalues[A]

{3, 3, 2, 2, 2}

On peut également voir que la matrice n’est pas diagonalisable en cherchant ses vecteurs propres.

Eigenvectors[A]Eigenvectors[A]Eigenvectors[A]

{{−1, 0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0, 0, 0}, {2, 1, 0, 0, 1}, {1, 0, 1, 0, 0}, {0, 0, 0, 0, 0}}

Vérifions à présent qu’on a bien obtenu la forme de Jordan de A. On définit la matrice S par

S = J [[1]]S = J [[1]]S = J [[1]]

{{2, 1, 0,−1, 2}, {1, 0, 1, 0, 0}, {0, 1, 0, 0, 0}, {0, 0, 1, 1, 0}, {1, 0, 0, 0, 1}}

Inverse[S].A.S//MatrixFormInverse[S].A.S//MatrixFormInverse[S].A.S//MatrixForm
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

2 0 0 0 0

0 2 1 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 1

0 0 0 0 3


% == J [[2]]% == J [[2]]% == J [[2]]

True

Pour finir, illustrons le calcul du polynôme caractéristique de A et sa factorisation.

CharacteristicPolynomial[A, x]CharacteristicPolynomial[A, x]CharacteristicPolynomial[A, x]

72− 156x+ 134x2 − 57x3 + 12x4 − x5

Factor[%]Factor[%]Factor[%]

−(−3 + x)2(−2 + x)3

1.7 Applications

Dans beaucoup d’applications, il peut être utile de calculer la puissance nème d’une matrice carrée
A. Le Théorème 1.4.7 nous donne une matrice inversible S telle que S−1AS = J où J est une
matrice diagonale par blocs, dont tous les blocs de la diagonale sont des blocs de Jordan. Alors
A = SJS−1 et pour tout n ∈ N, on a

An = (SJS−1)(SJS−1) . . . (SJS−1) = SJnS−1.

On s’est donc ramené à un problème de calcul des puissances de J . Remarquons que si

J =


J1 0 . . . 0

0 J2
...

...
. . . 0

0 . . . . . . Js

 ,

alors

Jn =


Jn1 0 . . . 0

0 Jn2
...

...
. . . 0

0 . . . . . . Jns

 .
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Il reste donc à trouver un formule pour les puissances d’un bloc de Jordan.

Lemme 1.7.1 Soit Jλ un bloc de Jordan de dimension k. Pour tout n ≥ 0, on a

Jnλ =


λn C1

nλ
n−1 . . . Ck−2n λn−k+2 Ck−1n λn−k+1

0 λn . . . Ck−3n λn−k+3 Ck−2n λn−k+2

...
. . . . . .

...
...

...
. . . λn C1

nλ
n−1

0 . . . . . . 0 λn


où on utilise la convention que Cjn = 0 si j > n.

Démonstration : Notons N la matrice carrée de dimension k définie par

N =



0 1 0 . . . 0
... 0 1

. . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 · · · · · · · · · 0


.

La matrice N est nilpotente d’indice k. De plus, Jλ = λI+N et en utilisant la formule du binôme
de Newton (qui est valide puisque les matrices λI et N commutent), on obtient

Jnλ = (λI +N)n =
n∑
j=0

Cjnλ
n−jN j

=

min{k−1,n}∑
j=0

Cjnλ
n−jN j .

Pour tous i, j ∈ {1, . . . , k}, notons Ei,j la matrice carrée de dimension k qui a un 1 à la position
(i, j) et des zéros ailleurs. Alors, pour tout j ∈ {0, . . . , k − 1}

N j =
k−1∑
i=1

Ei,i+j

et on en tire la conclusion.

1.7.1 Suites linéaires récurrentes homogènes à coefficients constants

Définition 1.7.2 Une suite de complexes (un)n∈N est dite linéaire récurrente si elle satisfait
une équation de récurrence linéaire homogène à coefficients constants de la forme

un+k = ak−1un+k−1 + · · ·+ a0un pour tout n ∈ N, (1.2)

avec a0, . . . , ak−1 ∈ C et a0 6= 0. On dit que k est l’ordre de la relation.
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Remarquons que l’ensemble des suites vérifiant l’équation (1.2) est un sous-espace vectoriel E de
CN : si (un)n∈N et (vn)n∈N satisfont (1.2), alors (un+vn)n∈N et (λun)n∈N vérifient également (1.2)
pour tout λ ∈ C. De plus, le sous-espace E des solutions de (1.2) est isomorphe à Ck : à toute
condition initiale U0 := (u0, . . . , uk−1) ∈ Ck correspond une unique suite linéaire récurrente, et
inversément.

Notre but est de donner une forme explicite pour un en fonction de n.

Définition 1.7.3 La matrice compagnon de l’équation linéaire récurrente (1.2) est définie
par

A =


ak−1 ak−2 . . . . . . a0

1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 1 0

 .

Remarquons qu’en posant

Un =


un+k−1

...
un+1

un


pour tout n ∈ N, l’équation (1.2) se réécrit

Un+1 = AUn pour tout n ∈ N, (1.3)

où U0 est donné. En particulier, pour tout n ∈ N, on a

Un = AnU0.

La difficulté est donc réduite au calcul des puissances de A. Comme expliqué précédemment, la
réduction à la forme de Jordan fournit un outil idéal pour ce calcul. Commençons par remarquer
que le polynôme caractéristique d’une matrice compagnon a toujours la même forme, ce qui
facilite le calcul de ses valeurs propres.

Lemme 1.7.4 Le polynôme caractéristique de la matrice compagnon A est donné par

pA(λ) = (−1)k(λk − ak−1λk−1 − · · · − a1λ− a0).

En particulier, comme a0 6= 0, 0 n’est pas une valeur propre de A.

Démonstration : Il suffit de développer le déterminant de A− λI par rapport à sa première
ligne. Il vient
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det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ak−1 − λ ak−2 . . . . . . a0
1 −λ 0 . . . 0
0 1 −λ . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (ak−1 − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 . . . . . . 0
1 −λ 0 . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 . . . 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− ak−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . . . . 0
0 −λ 0 . . . 0

0 1 −λ . . .
...

...
. . . . . . . . . 0

0 . . . 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ · · ·+ (−1)ka1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −λ 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . −λ 0

...
. . . 1 0

0 . . . . . . 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)k+1a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −λ 0 . . . 0

0 1 −λ . . .
...

...
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . −λ

0 . . . . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (ak−1 − λ)(−λ)k−1 − ak−2(−λ)k−2 + · · ·+ (−1)k(−λ)a1 + (−1)k+1a0

= (−1)k
(
λk − ak−1λk−1 − · · · − a1λ− a0

)
ce qui conclut la preuve.

Par le Théorème 1.4.7, il existe une matrice de changement de base S et une matrice

J =


J1 0 . . . 0

0 J2
...

...
. . . 0

0 . . . . . . Js


formée de blocs de Jordan telle que J = S−1AS. Si (un)n∈N satisfait l’équation (1.2), on obtient

un+k−1
...

un+1

un

 = SJnS−1


uk−1
...
u1
u0

 (1.4)

pour tout n ∈ N, où

Jn =


Jn1 0 . . . 0

0 Jn2
...

...
. . . 0

0 . . . . . . Jns

 .

Soient λ1, . . . , λp les valeurs propres distinctes de la matrice compagnon A de l’équation linéaire
récurrente (1.2). Notons µ1, . . . , µp leurs multiplicités respectives. Fixons un bloc de Jordan Ji
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associé à la valeur propre λj de multiplicité algébrique µj . Par le Lemme 1.7.1, on sait que les
entrées de la matrice Jni sont de la forme

Cmn λ
n−m =

1

m!λmj
n(n− 1) . . . (n−m+ 1)λnj ,

où m est strictement inférieur à la taille du bloc, donc en particulier à la multiplicité µj . Ainsi,
les entrées de la matrice Jni appartiennent à l’espace vectoriel sur C engendré par

λnj , nλ
n
j , n

2λnj , . . . , n
µj−1λnj .

Au total, les entrées de la matrice Jn appartiennent donc à l’espace vectoriel engendré par{
nlλnj : j ∈ {1, . . . , p}, l ∈ {0, . . . , µj − 1}

}
.

Proposition 1.7.5 Soient λ1, . . . , λp les valeurs propres distinctes de la matrice compagnon
A de l’équation linéaire récurrente (1.2). Notons µ1, . . . , µp leurs multiplicités respectives.
Pour tout j ∈ {1, . . . , p} et tout l ∈ {0, . . . , µj − 1}, la suite

uj,l := (nlλnj )n∈N

est une solution de l’équation (1.2).

Démonstration : Il faut montrer que pour tout n ∈ N, on a

(n+ k)lλn+kj =

k−1∑
i=0

ai(n+ i)lλn+ij . (1.5)

Par hypothèse, on sait que λj est une racine de pA de multiplicité µj > l. Par conséquent,
DrpA(λj) = 0 pour tout r ≤ l. Par le Lemme 1.7.4, on sait que

DrpA(z) = (−1)k

(
k!

(k − r)!
zk−r −

k−1∑
i=r

ai
i!

(i− r)!
zi−r

)

et en évaluant cette dérivée en λj , on obtient

k!

(k − r)!
λk−rj =

k−1∑
i=r

ai
i!

(i− r)!
λi−rj .

En multipliant par λrj , il vient

k!

(k − r)!
λkj =

k−1∑
i=r

ai
i!

(i− r)!
λij . (1.6)

Considérons à présent pour tout r ∈ {1, . . . , l}, le polynôme Pr de degré r défini par

Pr(z) = z(z − 1) . . . (z − r + 1).
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Si i ≥ r, on a

Pr(i) =
i!

(i− r)!
.

Il est clair que P0 = 1, P1, . . . , Pl forment une base de l’espace des polynômes de degré au
plus l (il suffit de montrer qu’ils forment une partie génératrice puisqu’ils sont en nombre égal
à la dimension ; c’est direct en procédant de proche en proche). Par conséquent, il existe des
constantes c1, . . . , cl telles que

(n+ λ)l =

l∑
r=0

crPr(λ).

En particulier, pour tout i ≤ k, on a

(n+ i)l =

l∑
r=0

crPr(i). (1.7)

De plus, (1.6) se réécrit

Pr(k)λkj =
k−1∑
i=0

aiPr(i)λ
i
j (1.8)

puisque Pr(i) = 0 si i < r.

En combinant (1.7) et (1.8), on obtient

(n+ k)lλn+kj =

l∑
r=0

cr

(
Pr(k)λkj

)
λnj

=

l∑
r=0

cr

(
k−1∑
i=0

aiPr(i)λ
i
j

)
λnj

=

k−1∑
i=0

ai

(
l∑

r=0

crPr(i)

)
λi+nj

=
k−1∑
i=0

ai(n+ i)lλi+nj ,

d’où (1.5).

Ce résultat montre que les suites uj,l, j ∈ {1, . . . , p} et l ∈ {0, . . . , µj − 1}, sont µ1 + · · ·+µp = k
solutions de l’équation (1.2). Comme l’espace E des solutions est un espace de dimension k, il
est légitime d’espérer que ces solutions forment une base de E.

Remarquons que puisque l’ensemble E des solutions de (1.2) est un sous-espace vectoriel, toute
suite de la forme

un =

p∑
j=1

Pj(n)λnj , n ∈ N, (1.9)

où pour tout j ∈ {1, . . . , p}, Pj est un polynôme de degré strictement inférieur à µj , est une
solution de (1.2).
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Proposition 1.7.6 Les k solutions ul,j , j ∈ {1, . . . , p} et l ∈ {0, . . . , µj−1} de (1.2) données
dans la Proposition 1.7.5 sont linéairement indépendantes. Elles forment donc une base des
solutions de (1.2).

Démonstration : Commençons par fixer une valeur propre λj et montrons que les solutions
ul,j , l ∈ {0, . . . , µj − 1} sont linéairement indépendantes. Supposons qu’il existe des constantes
c0, . . . , cµj−1 telles que

µj−1∑
l=0

clu
l,j = 0.

Alors, pour tout n ∈ N, on a
µj−1∑
l=0

cln
lλnj = 0

et puisque λj 6= 0, cela implique directement que c1 = · · · = cµl−1 = 0.

Montrons à présent que les vecteurs de conditions initiales de solutions de (1.2) de la forme
(Pj(n)λnj )n∈N, où Pl est un polynôme de degré strictement inférieur à µj appartiennent à l’espace
caractéristique Fλj de la matrice compagnon A.

Soit donc P un polynome de degré l < µj , et u la solution de (1.2) définie par

u =
(
P (n)λnj

)
n∈N .

On a (A− λjI)U0 = AU0 − λjU0 = U1 − λjU0 par la relation (1.3). Cette relation se réécrit

(A− λjI)U0 =


uk − λjuk−1

...
u2 − λju1
u1 − λju0

 .

Pour tout r ∈ {1, . . . , k}, on a ur−λjur−1 =
(
P (r)−P (r−1)

)
λrj = Q(r)λrj où Q est un polynôme

de degré strictement inférieur à l, et indépendant de r. En particulier, la suite v =
(
Q(n)λnj

)
n∈N

est encore une solution de (1.3). On réitère le processus pour calculer (A−λjI)2U0 = (A−λjI)V0,
et en faisant diminer le degré du polynôme étape par étape, on obtient finalement

(A− λjI)µjU0 = 0.

Comme les espaces caractéristiques Fλ1 , . . . , Fλp sont en position de somme directe, des solutions
associées à des valeurs propres distinctes sont linéairement indépendantes, ce qui conclut la
preuve.

Au total, on a obtenu le résultat suivant.

Théorème 1.7.7 Soient λ1, . . . , λp les valeurs propres distinctes de la matrice compagnon
A de l’équation linéaire récurrente (1.2). Notons µ1, . . . , µp leurs multiplicités respectives.
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La solution générale de l’équation (1.2) est donnée par la suite (un)n∈N de terme général

un =

p∑
j=1

Pj(n)λnj , (1.10)

où pour tout j ∈ {1, . . . , p}, Pj est un polynôme de degré strictement inférieur à µj .

Exemple 1.7.8 Considérons la suite (un)n∈N définie par l’équation linéaire récurrente

un+2 = 2un+1 − 2un

et les conditions initiales u0 = 0, u1 = 1. On peut obtenir les 25 premiers éléments de la suite
en les calculant de proche en proche, ou en utilisant la commande

LinearRecurrence[2,−2, 0, 1, 25]LinearRecurrence[2,−2, 0, 1, 25]LinearRecurrence[2,−2, 0, 1, 25]

{0, 1, 2, 2, 0,−4,−8,−8, 0, 16, 32, 32, 0,−64,−128,−128, 0, 256, 512, 512, 0,−1024,−2048,−2048, 0}

La matrice compagnon de l’équation est

A =

(
2 −2
1 0

)
et son polynôme caractéristique est donné par pA(λ) = λ2−2λ+2. Ses racines sont 1+ i et 1− i,
toutes les deux de multiplicité 1. Ainsi, il existe des constantes C1 et C2 telles que

un = C1(1 + i)n + C2(1− i)n.

Les conditions initiales donnent le système d’équations{
0 = C1 + C2

1 = C1(1 + i) + C2(1− i),

d’où C1 = −i/2 et C2 = i/2. Au total,

un =
i

2

(
(1− i)n − (1 + i)n

)
=
i

2
(
√

2)n
(
e−inπ/4 − einπ/4

)
= (
√

2)n sin
(nπ

4

)
.

Remarquons que cette suite est bien, comme on s’y attendait initialement, une suite d’entiers.

1.7.2 Exponentielle matricielle et équations différentielles

Définition 1.7.9 Un système d’équations différentielles d’ordre 1 linéaires homogènes à
coefficients constants est un système de la forme

u′1(t) = a1,1u1(t) + · · ·+ a1,nun(t)
u′2(t) = a2,1u1(t) + · · ·+ a2,nun(t)

...
u′n(t) = an,1u1(t) + · · ·+ an,nun(t)

(1.11)

où u1, . . . , un sont des fonctions dérivables sur R et les coefficients ai,j , i, j ∈ {1, . . . , n}, sont
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des complexes.

A nouveau, remarquons que l’ensemble des n-uples de fonctions vérifiant l’équation (1.11) est un
espace vectoriel. De plus, si deux n-uples de fonctions vérifiant l’équation (1.11) partagent les
mêmes conditions initiales, i.e. prennent les mêmes valeurs en 0, alors elles sont égales. Enfin,
notons que cet espace est isomorphe à l’ensemble Cn des conditions initiales en 0 : à toute
condition initiale

(
u1(0), . . . , un(0)

)
∈ Cn correspond une unique solution u1, . . . , un (l’existence

sera prouvée dans la Proposition 1.7.13), et inversément.

Notons que le système (1.11) se réécrit

U ′(t) = AU(t)

où A est la matrice définie par A = (ai,j)i∈{1,...,n},j∈{1,...,n} et

U(t) =


u1(t)
u2(t)
...

un(t)

 .

Dans le cas où n = 1, nous savons que l’équation différentielle u′(t) = au(t) admet pour solution
générale u(t) = Ceat, où C = u(0). Nous allons voir qu’on un résultat analogue pour n > 1. Pour
cela, nous devons d’abord définir l’exponentielle matricielle.

Définition 1.7.10 Soit A ∈ Cnn. L’exponentielle matricielle de A est la matrice définie par

exp(A) =

+∞∑
k=0

Ak

k!
.

Montrons tout d’abord que cette formule a du sens (on considère la convergence entrée par
entrée). Pour cela, il faut montrer que pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}, la série

+∞∑
k=0

(Ak)i,j
k!

converge. Si on note

‖A‖ = max
i∈{1,...,n}

n∑
j=1

|ai,j |,

alors pour toutes matrices A et B, on a ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖. En effet, pour tout i ∈ {1, . . . , n},
on a

n∑
j=1

|(AB)i,j | =
n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
l=1

ai,lbl,j

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

n∑
l=1

|ai,l||bl,j |

=

n∑
l=1

|ai,l|
n∑
j=1

|bl,j |︸ ︷︷ ︸
≤maxl∈{1,...,n}

∑n
j=1 |bl,j |

≤

(
n∑
l=1

|ai,l|

)
‖B‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖.
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Par conséquent, |(Ak)i,j | ≤ ‖Ak‖ ≤ ‖A‖k. Puisque la série
∑+∞

k=0
‖A‖k
k! converge, on obtient la

conclusion.

Remarque 1.7.11 Dans Mathematica, l’exponentielle d’une matrice A s’obtient aisément en
utilisant la commande MatrixExp[A]MatrixExp[A]MatrixExp[A].

Proposition 1.7.12 Soient A,B ∈ Cnn, a ∈ C et S ∈ Cnn une matrice inversible.

1. exp(0) = I et exp(aI) = eaI.

2. Si A = diag(a1, . . . , an), alors exp(A) = diag(ea1 , . . . , ean). De plus, si A est diagonale
par blocs, alors exp(A) l’est aussi et ses blocs sont les exponentielles des blocs de A.

3. Si A et B commutent, alors exp(A+B) = exp(A) exp(B).

4. exp(A) est inversible d’inverse exp(−A).

5. exp(S−1AS) = S−1 exp(A)S.

6. Si U(t) = exp(tA), t ∈ R, alors U ′(t) = A exp(tA).

Démonstration : 1. et 2. Il s’agit de simples vérifications.

3. Si A et B commutent, on a

(A+B)k =

k∑
j=0

CjkA
jBk−j ,

et on procède alors comme dans le cas de l’exponentielle classique.

4. Cela découle immédiatemment des points précédents puisque exp(I) = exp(A−A).

5. Pour tout K ∈ N, on a
K∑
k=0

(S−1AS)k

k!
= S−1

K∑
k=0

Ak

k!
S

et il suffit ensuite de faire tendre K vers l’infini.

6. Montrons tout d’abord que pour tous i, j ∈ {1, . . . n}, la série définissant Ui,j converge uni-
formément (même normalement) sur tout compact. Fixons donc [−N,N ] ⊆ R et t ∈ [−N,N ].
Alors, en procédant comme précédemment, on a pour tout k ≥ 0∣∣∣∣∣(tA)ki,j

k!

∣∣∣∣∣ ≤ |t|k ‖A‖kk!
≤ Nk ‖A‖k

k!

qui est le terme général de la série définissant l’exponentielle deN‖A‖. Pour tous i, j ∈ {1, . . . , n},
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on a donc

(U ′(t))i,j =
+∞∑
k=0

(
tk(Ak)i,j

k!

)′
=

+∞∑
k=1

k
tk−1(Ak)i,j

k!
=

+∞∑
k=0

tk(Ak+1)i,j
k!

=

+∞∑
k=0

tk

k!

n∑
l=1

Ai,l(A
k)l,j

=
n∑
l=1

Ai,l

+∞∑
k=0

tk

k!
(Ak)l,j

=
n∑
l=1

Ai,l exp(tA)l,j

=
(
A exp(tA)

)
i,j
.

Pour tout vecteur V ∈ Cn, le point 6 de la Proposition 1.7.12 nous donne que exp(tA)V est une
solution du système (1.11). Par le point 1, on a également que le vecteur de conditions initiales
de cette solution est donné par V . Comme les vecteurs e1, . . . , en ∈ Cn forment une base de Cn,
on en tire qu’une base des solutions du système (1.11) est donnée par les fonctions

exp(tA)e1, . . . , exp(tA)en

(il suffit d’exploiter l’isomorphisme entre Cn et l’ensemble des solutions). On a donc obtenu le
résultat suivant.

Proposition 1.7.13 Soit A = (ai,j)i∈{1,...,n},j∈{1,...,n}. La solution la plus générale du sys-
tème (1.11) est donnée par les fonctions u1, . . . , un définies sur R par

u1(t)
u2(t)
...

un(t)

 = exp(tA)


v1
v2
...
vn

 (1.12)

où v1, . . . , vn ∈ C.

Le résultat suivant est à mettre en lien avec le Théorème 1.7.7 obtenu lors de l’étude des suites
linéaires récurrentes.

Proposition 1.7.14 Soient λ1, . . . , λp les valeurs propres distinctes de la matrice A de
l’équation différentielle linéaire (1.11). Notons µ1, . . . , µp leurs multiplicités respectives. Les
solutions de l’équation (1.11) sont de la forme

uk(t) =

p∑
j=1

P kj (t)eλjt, k ∈ {1, . . . , n} (1.13)



CHAPITRE 1. RÉDUCTION D’ENDOMORPHISMES 36

où pour tout j ∈ {1, . . . , p}, P kj est un polynôme de degré strictement inférieur à µj .

Démonstration : Le Théorème 1.4.7 nous donne l’existence d’une matrice S telle que la
matrice J = S−1AS est de la forme

J =


J1 0 . . . 0

0 J2
...

...
. . . 0

0 . . . . . . Js


où chaque Ji est un bloc de Jordan. Alors

exp(tJ) =


exp(tJ1) 0 . . . 0

0 exp(tJ2)
...

...
. . . 0

0 . . . . . . exp(tJs)

 .

Fixons un bloc de Jordan Ji associé à la valeur propre λj de multiplicité algébrique µj . On peut
écrire Ji = λjI + N où N est une matrice nilpotente d’ordre inférieur ou égal à la dimension l
du bloc. En utilisant les propriétés de la Proposition 1.7.12, on a

exp(tJi) = exp(tλjI + tN) = etλj exp(tN).

On calcule ensuite

exp(tN) =

+∞∑
k=0

(tN)k

k!
=

l−1∑
k=0

(tN)k

k!

et en procédant comme dans la preuve du Lemme 1.7.1, on a

exp(tN) =



1 t t2

2 . . . tl−1

(l−1)!
0 1 t . . . tl−2

(l−2)!
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . t

0 . . . . . . 0 1


.

Par conséquent, si U(t) = exp(tA)V où V est un vecteur de Cn, puisque exp(tA) = S exp(tJ)S−1,
alors chaque uk est combinaison linéaire des fonctions

tleλjt , j ∈ {1, . . . , p}, l ∈ {0, . . . , µj − 1}.

Ainsi, toute solution s’écrit bien sous la forme (1.13).



Chapitre 2

Algèbre bilinéaire

2.1 Rappels sur l’espace dual

Soit V un espace vectoriel de dimension m sur un champ K. Rappelons que l’espace dual de V
est l’ensemble des formes linéaires sur V , c’est-à-dire des applications linéaires f : V → K. On
le note V ∗. Il s’agit d’un espace vectoriel pour les opérations(

f1 + f2
)
(x) = f1(x) + f2(x)

et (
λf
)
(x) = λf(x).

Théorème 2.1.1 Soit B = (b1, . . . , bm) une base de V . Pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, on consi-
dère la forme linéaire b∗i : V → K telle que b∗i (bj) = δij . Alors B∗ = (b∗1, . . . , b

∗
m) est une base

de V ∗, appelée la base duale de B. En particulier,

dimV = dimV ∗.

Démonstration : Remarquons que b∗i est l’opérateur de projection selon la ième composante
dans la base B, c’est-à-dire

b∗i (x) = xi si x =
m∑
j=1

xjbj .

Montrons tout d’abord que les formes b∗1, . . . , b∗m sont linéairement indépendantes. Supposons
que

m∑
i=1

λib
∗
i = 0.

En évaluant cette relation en bj , il vient

0 =
m∑
i=1

λib
∗
i (bj) = λj ,

ce qui suffit.

37
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Montrons à présent que les formes b∗1, . . . , b∗m constituent une partie génératrice de V ∗. Soit
f ∈ V ∗. Pour tout x ∈ V , en décomposant x dans la base B, on obtient

f(x) = f

 m∑
j=1

xjbj

 =

m∑
j=1

xjf(bj) =

m∑
j=1

b∗j (x)f(bj).

Il s’ensuit que

f =
m∑
j=1

f(bj)b
∗
j

d’où la conclusion.

Ainsi, à toute base de V correspond une base de V ∗. Nous allons à présent montrer que toute
base de V ∗ permet de construire une base de V .

Lemme 2.1.2 Soit x ∈ V \ {0}. Alors il existe f ∈ V ∗ tel que f(x) = 1.

Démonstration : Soit (b1, . . . , bm) une base de V . Si x =
∑m

i=1 xibi, alors il existe un i0 tel
que xi0 6= 0 puisque x 6= 0. Il suffit alors de poser f = 1

xi0
b∗i0 .

Proposition 2.1.3 Toute base de V ∗ est la base duale d’une unique base de V , appelée
base préduale.

Démonstration : Soit F = (ϕ1, . . . , ϕm) une base de V ∗. Considérons l’application linéaire

Φ : V → Km : x 7→
(
ϕ1(x), . . . , ϕm(x)

)
.

Montrons que cette application est injective : supposons qu’il existe x ∈ V \{0} tel que Φ(x) = 0,
i.e. ϕi(x) = 0 pour tout i ∈ {1, . . . ,m}. Par le Lemme 2.1.2, il existe f ∈ V ∗ tel que f(x) = 1.
Puisque F est une base de V ∗, on peut décomposer f sous la forme

f =
m∑
i=1

αiϕi.

En évaluant cette relation en x, on en tire que f(x) = 0, ce qui est impossible. Ainsi, ker Φ = {0}
et Φ est injective. Comme il s’agit d’une application linéaire entre espaces de même dimension,
Φ est un isomorphime et l’image inverse de toute base de Km donne une base de V . Considérons
la base canonique (e1, . . . , em) de Km et posons B = (Φ−1(e1), . . . ,Φ

−1(em)). Pour conclure, il
reste à montrer que F est la base duale de B. C’est évident puisque ϕi(Φ−1(ej)) = δij .

Illustrons à présent le calcul de bases préduales.

Exemple 2.1.4 Considérons les trois formes linéaires définies sur R3 par

ϕ1(x1, x2, x3) = x1 − x2 + 2x3, ϕ2(x1, x2, x3) = x2 + 2x3 et ϕ3(x1, x2, x3) = x3.
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On vérifie facilement qu’elles sont linéairement indépendantes et qu’elles forment donc une base
du dual de R3. On cherche b1, b2, b3 ∈ R3 tels que

ϕi(bj) = δij

pour tous i, j ∈ {1, 2, 3}. Considérons pour cela le système
ϕ1(x1, x2, x3) = a
ϕ2(x1, x2, x3) = b
ϕ3(x1, x2, x3) = c

⇐⇒


x1 − x2 + 2x3 = a

x2 + 2x3 = b
x3 = c

⇐⇒


x1 = a+ b− 4c
x2 = b− 2c
x3 = c

.

En prenant pour a, b, c les valeurs 1, 0, 0, on obtient b1 = (1, 0, 0) = e1. En prenant les valeurs
0, 1, 0 pour a, b, c, il vient b2 = (1, 1, 0) = e1 + e2. Enfin, les valeurs 0, 0, 1 pour a, b, c donnent
b3 = (−4,−2, 1) = −4e1 − 2e2 + e3.

Exemple 2.1.5 Considérons les trois formes linéaires définies sur R3 par

ϕ1(x1, x2, x3) = x1 + x2 + 3x3, ϕ2(x1, x2, x3) = x1 − x2 + x3 et ϕ3(x1, x2, x3) = x3.

On vérifie facilement qu’elles sont linéairement indépendantes et qu’elles forment donc une base
du dual de R3. On cherche b1, b2, b3 ∈ R3 tels que

ϕi(bj) = δij

pour tous i, j ∈ {1, 2, 3}. On résoud le système
ϕ1(x1, x2, x3) = a
ϕ2(x1, x2, x3) = b
ϕ3(x1, x2, x3) = c

⇐⇒


x1 + x2 + 3x3 = a
x1 − x2 + x3 = b

x3 = c

⇐⇒


x1 = a+b

2 − 2c

x2 = a−b
2 − c

x3 = c

.

En prenant pour a, b, c successivement les valeurs 1, 0, 0, ensuite 0, 1, 0 et finalement 0, 0, 1, on
obtient b1 = (12 ,

1
2 , 0) = e1+e2

2 , b2 = (12 ,−
1
2 , 0) = e1−e2

2 et b3 = (−2,−1, 1) = −2e1 − e2 + e3.

2.2 Formes bilinéaires

On suppose que V est un espace vectoriel sur un champ K.

Définition 2.2.1 Une forme bilinéaire est une application g : V ×V → K linéaire en chaque
variable, c’est-à-dire que pour tous x, y ∈ V , les applications

xg : V → K : z 7→ g(x, z) et yd : V → K : z 7→ g(z, y)

sont linéaires.
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On parle de forme car l’application g est à valeurs dans K. Le terme bilinéaire vient du fait que
l’application possède deux variables et est linéaire en chacune d’elles.

Remarquons que l’ensemble des formes bilinéaires sur V est un espace vectoriel pour les opéra-
tions (

αg
)
(x, y) = αg(x, y)

et (
g + h

)
(x, y) = g(x, y) + h(x, y).

Présentons à présent quelques exemples classiques de formes bilinéaires.

Exemple 2.2.2
1. L’archétype des formes linéaires est le produit scalaire euclidien sur Rm donné par

(x, y) ∈ Rm × Rm 7→
m∑
i=1

xiyi.

Le produit scalaire sur Cm n’est pas une forme bilinéaire car il n’est pas linéaire sur la
deuxième variable.

2. Si A ∈ Km
m, alors l’application

(x, y) ∈ Km ×Km 7→ xTAy

est une forme bilinéaire.
3. Un exemple de forme bilinéaire sur C0([0, 1]) est donné par l’application

(f, g) ∈ C0([0, 1])× C0([0, 1]) 7→
∫
[0,1]2

f(s)K(s, t)g(t)ds dt,

où K : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] est une fonction continue.
4. Si f ∈ C2(Ω) où Ω est un ouvert de Rm, sa différentielle d’ordre 2 en x ∈ Ω est la forme

bilinéaire

d2fx : (h, `) ∈ Rm × Rm 7→
m∑

i,j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
hi`j .

5. Si ϕ et ψ sont des formes linéaires sur V , alors

(x, y) ∈ V × V 7→ ϕ(x)ψ(y)

est une forme bilinéaire.

Nous verrons dans la section suivante que toute forme bilinéaire sur un espace de dimension finie
peut en fait se ramener aux formes bilinéaires présentées dans le deuxième exemple.

Proposition 2.2.3 Soit g une forme bilinéaire sur V .

1. Soient x, y ∈ V . Si x ou y est nul, alors g(x, y) = 0.

2. Soient n, l ∈ N0. Pour tous x(1), . . . , x(n), y(1), . . . , y(l) ∈ V et α1, . . . , αn, β1, . . . , βl ∈
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K, on a

g

 n∑
i=1

αix
(i),

l∑
j=1

βjy
(j)

 =

n∑
i=1

l∑
j=1

αiβjg(x(i), y(j)).

3. Les applications

·g : V → V ∗ : x 7→ xg et ·d : V → V ∗ : y 7→ yd.

sont linéaires.

Démonstration : 1. Si x = 0, alors g(0, y) = yd(0) = 0 par linéarité de l’application yd. De
même, si y = 0, alors g(x, 0) = xg(0) = 0 par linéarité de xg.

2. Posons x =
∑n

i=1 αix
(i). Par linéarité de l’application xg, on a

g

 n∑
i=1

αix
(i),

l∑
j=1

βjy
(j)

 = g

x, l∑
j=1

βjy
(j)

 =

l∑
j=1

βjg
(
x, y(j)

)
.

Vu la linéarité des applications (y(j))d, on a aussi

g(x, y(j)) = g

(
n∑
i=1

αix
(i), y(j)

)
=

n∑
i=1

αig(x(i), y(j)),

d’où l’égalité annoncée.

3. Il s’agit de simples vérifications. Pour tout λ ∈ K et tout x ∈ V , on a

·g(λx)(y) = g(λx, y) = λg(x, y) = λxg(y) = λ
(
·g (x)

)
(y), ∀y ∈ V,

et donc ·g(λx) = λ ·g (x). De même, pour tous x1, x2 ∈ V , on a

·g(x1 + x2)(y) = g(x1 + x2, y) = g(x1, y) + g(x2, y) =
(
·g (x1)

)
(y) +

(
·g (x2)

)
(y), ∀y ∈ V,

d’où ·g(x1 + x2) = ·g(x1) + ·g(x2).

Dans ce cours, lorsqu’on n’a qu’une seule forme bilinéaire g à considérer et que le contexte est
donc clair, on utilise parfois les notations génériques suivantes : g(x, y) est noté x · y et g(x, x)
est noté x2.

2.3 Représentation matricielle

On suppose dès à présent que l’espace vectoriel V est de dimension finie m. Nous allons définir
la matrice associée à une forme bilinéaire dans une base : elle va nous permettre de réduire les
calculs à des multiplications matricielles.

Soit B = (b1, . . . , bm) une base de V . Si x, y ∈ V , on peut les décomposer sous la forme

x =
m∑
j=1

xjbj et y =
m∑
j=1

yjbj .
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La Proposition 2.2.3 nous donne alors

g(x, y) =
m∑
i=1

m∑
j=1

xiyjg(bi, bj).

On remarque donc que la forme bilinéaire g est connue dès que les valeurs de g sur tous les
couples (bi, bj) d’éléments de base sont connues. Cela nous conduit à la définition suivante.

Définition 2.3.1 Soit g une forme bilinéaire sur V et soit B = (b1, . . . , bm) une base de V .
La matrice associée à g dans la base B est la matrice G ∈ Km

m définie par

Gij = g(bi, bj), ∀i, j ∈ {1, . . . ,m}.

On la note également [g]B. On dit aussi que c’est la matrice qui représente g dans la base B.

Le raisonnement précédent nous donne le résultat suivant.

Proposition 2.3.2 Soient B une base de V et g une forme bilinéaire sur V . Si x, y ∈ V ,
alors

g(x, y) = [x]TBG[y]B

où [x]B, [y]B sont les vecteurs colonnes des composantes dans B de x et y respectivement et
G est la matrice associée à g dans B.

Démonstration : Il suffit de remarquer que si x =
∑m

j=1 xjbj et y =
∑m

j=1 yjbj , alors

m∑
i=1

m∑
j=1

xiyjg(bi, bj) =

m∑
i=1

xi

m∑
j=1

Gijyj =

m∑
i=1

xi(G[y]B)i = [x]TBG[y]B.

Du point de vue local (passage aux composantes dans une base donnée), les formes bilinéaires ne
sont donc rien d’autre que des matrices. Réciproquement, nous avons déjà signalé dans l’exemple
2.2.2 que toute matrice définissait une forme bilinéaire. En fait, la bijection présentée ci-dessus
entre les formes bilinéaires et les matrices est linéaire comme le montre le résultat suivant. On a
donne un isomorphisme entre l’espace des formes bilinéaires sur V et l’espace des matrices Km

m.

Proposition 2.3.3 Soient α, β ∈ K et soient g, h des formes bilinéaires sur V . Alors, on a

[αg + βh]B = α[g]B + β[h]B .

Démonstration : C’est évident puisque
(
αg + βh

)
(bi, bj) = αg(bi, bj) + βh(bi, bj).

2.4 Rang et noyau

Regardons ce qu’il se passe lorsque l’on effectue un changement de base. Rappelons que si B et C
sont deux bases de V , la matrice de changement de base de B à C est la matrice dont les colonnes
sont les composantes des vecteurs de B dans la base C.
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Proposition 2.4.1 Soient B et C deux bases de V et g une forme bilinéaire sur V . Si S est
la matrice de changement de base de B à C, alors

[g]B = ST [g]CS.

Démonstration : Si B = (b1, . . . , bm), la Proposition 2.3.2 donne(
[g]B

)
ij

= g(bi, bj) = [bi]
T
C [g]C [bj ]C =

(
ST [g]CS

)
ij

puisque par définition, S = ([b1]C , . . . , [bm]C).

Remarque 2.4.2 Notons la différence entre cette formule de changement de base pour une
forme bilinéaire et la formule de changement de base pour une application linéaire f , donnée par
S−1[f ]CS.

Puisque les matrices S et ST sont inversibles, le rang de la matrice qui représente la forme
bilinéaire g ne dépend pas de la base choisie. Cela nous mène à la définition suivante.

Définition 2.4.3 Soit g une forme bilinéaire sur V . Le rang de g est le rang de n’importe
quelle matrice associée à g dans une base de V . On le note rg(g).

On peut également introduire la notion de noyaux d’une forme bilinéaire.

Définition 2.4.4 Soit g une forme bilinéaire sur V . Le noyau à gauche kerg(g) de g est le
noyau de l’application linéaire ·g, c’est-à-dire

kerg(g) = {x ∈ V : xg = 0} = {x ∈ V : g(x, y) = 0 , ∀y ∈ V }

où le premier 0 est le zéro de V ∗ (la fonction nulle) et le deuxième 0 est le zéro de K. Le
noyau à droite kerd(g) de g est le noyau de l’application linéaire ·d, c’est-à-dire

kerd(g) = {y ∈ V : yd = 0} = {y ∈ V : g(x, y) = 0 , ∀x ∈ V }.

Bien sûr, les noyaux sont des sous-espaces vectoriels de V . A priori, les noyaux à gauche et à
droite d’une forme bilinéaire ne coïncident pas. On peut néanmoins montrer qu’ils ont la même
dimension. Commençons par remarquer que la matrice qui représente la forme bilinéaire g est
liée aux matrices représentant les applications linéaires ·g et ·d.

Proposition 2.4.5 Soient g une forme bilinéaire sur V et G sa matrice associée dans une
base B de V . Si B∗ est la base duale de B, alors les matrices représentants les applications
linéaires ·g et ·d dans les bases B et B∗ sont données par

[·g]B,B∗ = GT et [·d]B,B∗ = G.

Démonstration : Considérons le cas de l’application linéaire ·g : V → V ∗ : x 7→ xg. Notons
B = (b1, . . . , bm) et B∗ = (b∗1, . . . , b

∗
m). On a

(bj)g =
m∑
i=1

g
(
bj , bi

)
b∗i .
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Comme [·g]B,B∗ est la matrice dont la jème colonne est formée des composantes de (bj)g dans la
base B∗, on en tire que (

[·g]B,B∗
)
ij

= g(bj , bi) = GTij .

On procède de la même manière pour ·d.

Corollaire 2.4.6 Pour toute forme bilinéaire g sur V , on a

dim
(

kerg(g)
)

= dim
(

kerd(g)
)

= dim(V )− rg(g).

Démonstration : Par la proposition précédente, on sait que le rang de l’application linéaire ·g
est égal au rang de la forme bilinéaire g, et par définition, les noyaux sont égaux. La conclusion
s’ensuit. On procède de même pour ·d.

Définition 2.4.7 Une forme bilinéaire g sur V est non-dégénérée si l’une des conditions
équivalentes suivantes est satisfaite :

1. rg(g) = dim(V ),

2. la matrice qui représente g dans n’importe quelle base est inversible,

3. kerg(g) = {0}, c’est-à-dire pour tout x ∈ V \ {0}, il existe y ∈ V tel que g(x, y) 6= 0,

4. l’application linéaire ·g : V → V ∗ est un isomorphisme,

5. kerd(g) = {0} c’est-à-dire pour tout y ∈ V \ {0}, il existe x ∈ V tel que g(x, y) 6= 0,

6. l’application linéaire ·d : V → V ∗ est un isomorphisme.

Les équivalences entre les points 1, 2, 3 et 5 se déduisent directement du Corollaire 2.4.6. Pour
montrer l’équivalence entre les points 3 et 4, il suffit d’utiliser le Théorème de la dimension et le
fait que dim(V ) = dim(V ∗). L’équivalence entre les points 5 et 6 s’obtient de manière similaire.

Remarque 2.4.8 Le deuxième point de la définition précédente est équivalent au fait qu’il existe
une base dans laquelle la matrice qui représente g est inversible.

2.5 Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques

Le produit scalaire sur Rm transforme l’espace vectoriel Rm en l’espace euclidien Rm, en dotant
Rm d’une distance (définie via une norme) donc d’une topologie, prémisses de l’analyse. Le
concept de forme bilinéaire permet de généraliser ces notions à n’importe quel espace vectoriel. La
théorie se développe agréablement lorsque l’on impose à la forme bilinéaire certaines conditions.

Définition 2.5.1 Soit g une forme bilinéaire sur V . On dit que g est symétrique si

g(x, y) = g(y, x) , ∀x, y ∈ V.

Proposition 2.5.2 Une forme bilinéaire g est symétrique si et seulement si la matrice re-
présentant g dans n’importe quelle base de V est symétrique.

Démonstration : Soit G la matrice représentant g dans une base B = (b1, . . . , bm) donnée. Si
g est symétrique, alors

Gij = g(bi, bj) = g(bj , bi) = Gji
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pour tous i, j ∈ {1, . . . ,m}. Réciproquement, si la matrice G est symétrique alors pour tous
x =

∑m
j=1 xjbj et y =

∑m
j=1 yjbj , on a

g(x, y) =
m∑
j=1

m∑
i=1

xiyjGij =
m∑
i=1

m∑
j=1

xiyjGji = g(y, x).

Si g est une forme bilinéaire symétrique, les applications xg et xd coïncident : on les notera
simplement x·. De même, les applications ·g et ·d coïncident : on les notera ·. Remarquons que

x · y = g(x, y)

ce qui justifie les notations introduites précédemment. Néanmoins, les applications g et · ne sont
pas définies sur les mêmes espaces ! On utilisera aussi la notation suivante : g(x, x) = x2.

Dans le cas d’une forme bilinéaire symétrique, les noyaux à gauche et à droite coïncident avec le
noyau de l’application ·. On adopte donc la définition suivante.

Définition 2.5.3 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V . Le noyau de g est défini
par

ker g = ker · .

Enfin, des résultats précédents, on tire que la forme g est non-dégénérée si et seulement si
l’application · : V → V ∗ est un isomorphisme. De plus, les applications g et · sont représentées
par la même matrice (dans la base B pour g et dans les bases B et B∗ pour ·).
Dans la suite, nous ferons régulièrement l’hypothèse que le champ K est de caractéristique diffé-
rente de 2. Rappelons que la caractéristique d’un champ de neutre 1 est le plus petit n ∈ N0 tel
que

1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n fois

= 0.

Si un tel naturel non-nul n’existe pas, on dit que le champ est de caractéristique nulle.

Proposition 2.5.4 Supposons que la caractéristique de K est différente de 2. Soient g et
h deux formes bilinéaires symétriques sur V telles que g(x, x) = h(x, x) pour tout x ∈ V .
Alors g = h.

Démonstration : Soient x, y ∈ V . On a

g(x+ y, x+ y)− g(x, x)− g(y, y) = g(x, x) + g(x, y) + g(y, x) + g(y, y)− g(x, x)− g(y, y)

= g(x, y) + g(y, x)

= 2g(x, y)

et de même
h(x+ y, x+ y)− h(x, x)− h(y, y) = 2h(x, y).

Comme K est de caractéristique différente de 2, on en tire que g(x, y) = h(x, y).

Ce résultat et sa preuve justifient la définition suivante.



CHAPITRE 2. ALGÈBRE BILINÉAIRE 46

Définition 2.5.5 Une application q : V → K est une forme quadratique sur V s’il existe
une forme bilinéaire symétrique g : V × V → K telle que

q(x) = g(x, x)

pour tout x ∈ V . On dit que q est la forme quadratique associée à g. La forme bilinéaire
symétrique g est unique : on l’appelle la forme polaire de q et on la note gq.

La forme quadratique associée à une forme bilinéaire est un équivalent du carré de la norme d’un
vecteur de Rm, obtenue en prenant le produit scalaire de ce vecteur avec lui-même. Une forme
quadratique n’est pas linéaire puisque

q(λx) = g(λx, λx) = λ2g(x, x) = λ2q(x),

ce qui justifie le terme quadratique.

Bien sûr, l’ensemble des formes quadratiques sur V forme un espace vectoriel pour les opérations(
q1 + q2

)
(x) = q1(x) + q2(x)

et (
λq
)
(x) = λq(x).

La preuve de la Proposition 2.5.4 nous a fourni le résultat suivant.

Proposition 2.5.6 (Formule de polarisation) Supposons que la caractéristique deK est
différente de 2. Soit q une forme quadratique sur V . Alors

gq(x, y) =
1

2

(
q(x+ y)− q(x)− q(y)

)
pour tous x, y ∈ V .

Il s’agit en fait d’une généralisation de la formule sur R

ab =
1

2

(
(a+ b)2 − a2 − b2

)
.

On tire de la formule de polarisation que l’application qui associe à toute forme quadratique q sa
forme polaire gq est un isomorphisme entre l’espace des formes quadratiques et celui des formes
bilinéaires symétriques de V . On appliquera donc aux formes quadratiques tout le vocabulaire
introduit pour les formes bilinéaires. En particulier, la matrice qui représente q dans une base
est celle qui représente sa forme polaire, le rang d’une forme quadratique est celui de sa forme
polaire et on dit qu’une forme quadratique est non-dégénérée quand sa forme polaire l’est.

Remarque 2.5.7 Attention, on pourrait définir le noyau d’une forme quadratique q comme
l’ensemble {x ∈ V : q(x) = 0}. Remarquez d’une part que ce noyau n’est pas un sous-espace
vectoriel (q n’est pas linéaire) et d’autre part, il ne coïncide pas avec celui de sa forme polaire. En
effet, considérons la forme quadratique sur R2 définie par q(x) = 2x1x2. Alors le vecteur (1, 0)
appartient au noyau de q. Néanmoins, la forme polaire de q est donnée par g(x, y) = x1y2 +x2y1
et on vérifie facilement que (1, 0) n’appartient pas à son noyau.
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Proposition 2.5.8 (Formule du parallélogramme) Supposons que la caractéristique de
K est différente de 2. Soit q une forme quadratique sur V . Pour tous x, y ∈ V , on a

q(x+ y) + q(x− y) = 2
(
q(x) + q(y)

)
.

Démonstration : Soit g la forme polaire de q. Par linéarité et symétrie de g, on a

q(x+ y) + q(x− y) = g(x+ y, x+ y) + g(x− y, x− y)

= g(x, x) + g(x, y) + g(y, x) + g(y, y) + g(x, x)− g(x, y)− g(y, x) + g(y, y)

= 2g(x, x) + 2g(y, y)

= 2
(
q(x) + q(y)

)
.

Il s’agit évidemment d’une généralisation de la relation

(a+ b)2 + (a− b)2 = 2(a2 + b2).

Si B = (b1, . . . , bm) est une base de V et si G est la matrice associée à q dans cette base, alors

q(x) = [x]TBG[x]B.

On en tire que

q(x) =

m∑
i=1

Giix
2
i + 2

∑
1≤i<j≤m

Gijxixj

pour tout x ∈ V , où x1, . . . , xm sont les composantes de x dans la base B. Une forme quadra-
tique s’exprime donc comme un polynôme homogène du second degré en fonction des variables
x1, . . . , xm : c’est une combinaison linéaire des monômes x2i et xixj .

Exemple 2.5.9 Considérons la matrice symétrique

G =

2 1 3
1 0 0
3 0 −1

 .

La forme quadratique associée à G est donnée par

q(x) = 2x21 − x23 + 2
(
x1x2 + 3x1x3

)
= 2x21 − x23 + 2x1x2 + 6x1x3.

On sait que la forme locale d’une forme quadratique est un polynôme homogène de degré 2.
Réciproquement, on a le résultat suivant.

Proposition 2.5.10 Supposons que la caractéristique de K est différente de 2. Soit B une
base de V et soit Q un polynôme homogène de degré 2 à m variables. Alors l’application

q : V → K : x 7→ Q(x1, . . . , xm)

où (x1, . . . , xm) sont les composantes de x dans B, est une forme quadratique.
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Démonstration : Par hypothèse, on peut écrire Q sous la forme

Q(x1, . . . , xm) =

m∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤m

aijxixj .

Clairement, on a donc
q(x) = [x]TBG[x]B

où G est la matrice symétrique définie par

Gij =

{
aii si i = j
1
2aij si i < j.

Puisque toute matrice symétrique définit une forme bilinéaire symétrique, donc une forme qua-
dratique, on obtient la conclusion.

Exemple 2.5.11 Considérons le polynôme homogène de degré 2

Q(x1, x2, x3) = x21 + 7x22 + 6x1x2 − 2x1x3 − 4x2x3.

La forme quadratique définie par q est associée à la forme bilinéaire donnée par la matrice
symétrique

G =

 1 3 −1
3 7 −2
−1 −2 0

 .

Remarque 2.5.12 Si

q(x) =

m∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤m

aijxixj ,

alors il est facile de vérifier que

gq(x, y) =
m∑
i=1

aiixiyi +
1

2

∑
1≤i<j≤m

aij(xiyj + xjyi).

On appelle cette règle le dédoublement des indices.

Exemple 2.5.13 Reprenons la forme quadratique donnée par

q(x) = x21 + 7x22 + 6x1x2 − 2x1x3 − 4x2x3.

Sa forme polaire est donnée par

gq(x, y) = x1y1 + 7x2y2 + 3(x1y2 + x2y1)− (x1y3 + x3y1)− 2(x2y3 + x3y2).

On retrouve donc bien la matrice

G =

 1 3 −1
3 7 −2
−1 −2 0

 .

Terminons cette section par quelques remarques sur le caractère non-dégénéré de la forme polaire.
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Lemme 2.5.14 Si la caractéristique deK est différente de 2 et si q est une forme quadratique
sur V telle que q(x) 6= 0 pour tout x 6= 0, alors sa forme polaire est non-dégénérée.

Démonstration : On va montrer la contraposée : supposons que gq est dégénérée. Alors il
existe x ∈ V \ {0} tel que gq(x, y) = 0 pour tout y ∈ V . En particulier, q(x) = g(x, x) = 0.

Remarque 2.5.15 En général, la réciproque de ce résultat est fausse. Par exemple, sur R2,
considérons la forme bilinéaire

g(x, y) = x1y1 − x2y2
et sa forme quadratique

q(x) = x21 − x22.

Alors g est non-dégénérée puisque G =

(
1 0
0 −1

)
est inversible, mais q

(
(1, 1)

)
= 0.

2.6 Orthogonalité

Les expressions permettant de calculer g(x, y) se simplifient grandement lorsque la base B est
bien choisie : en particulier, il peut être intéressant de se débarrasser des termes croisés. Pour cela,
on va introduire la notion d’orthogonalité et s’intéresser à la recherche de bases orthogonales.

Définition 2.6.1 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V et soient x, y ∈ V . On dit
que x et y sont orthogonaux si g(x, y) = 0. Dans ce cas, on écrit x ⊥ y.

Remarquons que, contrairement au produit scalaire classique sur Rm, on peut trouver des formes
bilinéaires g pour lesquelles il existe x ∈ V avec g(x, x) = 0. On dit qu’un tel vecteur est isotrope.
Par exemple, soit g la forme bilinéaire sur R2 définie par g(x, y) = x1y2 + x2y1. Alors x = (0, 1)
est tel que g(x, x) = 0.

Définition 2.6.2 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V et soient S, T ⊆ V . On dit
que S et T sont orthogonaux si s ⊥ t pour tous s ∈ S, t ∈ T . Dans ce cas, on écrit S ⊥ T .
L’orthogonal de S est défini par

S⊥ = {x ∈ V : g(x, s) = 0 , ∀s ∈ S}.

Puisqu’il peut exister des vecteurs isotropes, on n’a pas nécessairement S ∩ S⊥ = {0}. Nous
verrons des conditions qui garantissent cette relation.

Proposition 2.6.3 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V . Pour tous S, T ⊆ V , on a

1. S⊥ est un sous-espace vectoriel de V ,

2. si S ⊆ T , alors S⊥ ⊇ T⊥,
3. S ⊆ S⊥⊥,
4. S⊥ = ( 〉S〈 )⊥.
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Démonstration : 1. Il s’agit d’une simple vérification qui découle de la bilinéarité.

2. Supposons que S ⊆ T et soit x ∈ T⊥. Alors g(x, y) = 0 pour tout y ∈ T , d’où g(x, y) = 0
pour tout y ∈ S, ce qui signifie x ∈ S⊥.
3. Soit x ∈ S. Alors g(x, y) = 0 pour tout y ∈ S⊥. Donc x ∈ S⊥⊥.
4. Comme S ⊆〉S〈, le point 2 nous donne S⊥ ⊇ ( 〉S〈 )⊥. Pour l’autre inclusion, considérons
x ∈ S⊥. Si y ∈ 〉S〈, alors il existe s1, . . . , sn ∈ S et λ1, . . . , λn ∈ K tels que y =

∑n
j=1 λjsj . On

en tire que

g(x, y) =
n∑
j=1

λj g(x, sj)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Pour espérer avoir l’égalité entre S et S⊥⊥, il faut évidemment que S soit un sous-espace vectoriel.
Néanmoins, cette condition ne suffit pas comme le montre l’exemple suivant : soit g la forme
bilinéaire sur R2 définie par g(x, y) = x1y1 et soit S = 〉(1, 0)〈. Alors on vérifie facilement que
S⊥ = 〉(0, 1)〈 et que (S⊥)⊥ = R2.

Théorème 2.6.4 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V et soit W un sous-espace
vectoriel de V .

1. La forme g est non-dégénérée si et seulement si V ⊥ = {0}.
2. Si g est non-dégénérée, alors dimV = dimW + dimW⊥ et W = W⊥⊥.

Démonstration : 1. Par définition, on a V ⊥ = {0} si et seulement si pour tout x ∈ V \ {0},
il existe y ∈ V tel que g(x, y) 6= 0, ce qui suffit.

2. Supposons que g est non-dégénérée. Si x ∈ V , l’application

x · |W : W → K : y 7→ g(x, y)

est une forme linéaire sur W . On peut donc considérer l’application

ϕ : V →W ∗ : x 7→ x · |W .

A nouveau, on vérifie facilement que ϕ est linéaire. Le Théoréme de la dimension implique que

dimV = dim imϕ+ dim kerϕ.

Or,
kerϕ =

{
x ∈ V : x · |W = 0

}
=
{
x ∈ V : g(x, y) = 0, ∀y ∈W

}
= W⊥.

Il reste donc à montrer que dim imϕ = dimW . Puisque dimW = dimW ∗, il faut donc montrer
que ϕ est surjectif. Soit f ∈ W ∗. Soit C une base de W . On peut compléter C pour obtenir une
base B de V . Alors, on peut prolonger f en une application linéaire

f ′ : V → K

en posant f ′(c) = f(c) pour tout c ∈ C, et f ′(b) = 0 pour tout b ∈ B \ C. Puisque g est non-
dégénéré sur V , la Définition 2.4.7 implique que l’application · : V → V ∗ est un isomorphisme et
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il existe donc x ∈ V tel que f ′ = x· . Dès lors, f = x· |W∈ imϕ et la conclusion de la première
partie s’ensuit.

Pour la deuxième partie, on sait déjà par la Proposition 2.6.3 que W ⊆W⊥⊥. De plus, vu ce qui
précède, on a dimW⊥⊥ = dimV − dimW⊥ = dimW , d’où l’égalité annoncée.

Les espaces vectoriels W satisfaisant le dernier point du théorème précédent ont la particularité
que le restriction de g à W est non-dégénérée. Cela n’est pas toujours le cas : si g est la forme
bilinéaire symétrique sur R2 définie par g(x, y) = x1y1 − x2y2 et si W =〉(1, 1)〈, alors g est
non-dégénérée mais sa restriction à W est nulle.

Définition 2.6.5 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V . Un sous-espace vectoriel W
est non-dégénéré si la restriction

g|W : W ×W → K

de g à W est non-dégénérée, c’est-à-dire pour tout x ∈ W \ {0}, il existe y ∈ W tel que
g(x, y) 6= 0.

Proposition 2.6.6 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V et soit W un sous-espace
vectoriel de V . Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. W est non-dégénéré,

2. W ∩W⊥ = {0},
3. W ⊕W⊥ = V .

Démonstration : SiW est non-dégénée et si x ∈W ∩W⊥, alors g(x, y) = 0 pour tout y ∈W ,
d’où x = 0. Ainsi, le point 1 implique le point 2. Réciproquement, si W ∩W⊥ = {0}, alors pour
tout x ∈ W \ {0}, on a x /∈ W⊥ et donc il existe y ∈ W tel que g(x, y) 6= 0. Donc le point 2
implique le point 1.

Triviallement, le point 3 implique le point 2 par définition de la somme directe. Il reste à montrer
la réciproque. Supposons que W ∩W⊥ = {0}. Pour montrer que V = W ⊕W⊥, il suffit donc de
montrer que dimV = dimW + dimW⊥. On procède comme dans la preuve du Théorème 2.6.4
et on considère l’application linéaire

ϕ|W : W →W ∗ : x 7→ x · |W .

Remarquons que

kerϕ|W = {x ∈W : x · |W = 0} =
{
x ∈W : g(x, y) = 0,∀y ∈W

}
= W ∩W⊥ = {0}.

Par conséquent, l’application linéaire ϕ|W est injective, et puisque dimW = dimW ∗, le Théorème
de la dimension implique que ϕ|W est surjective. On en tire que l’application ϕ : V → W ∗ est
également surjective, c’est-à-dire imϕ = W ∗. En utilisant à nouveau le Théorème de la dimension,
on trouve

dimV = dimW ∗ + dim kerϕ = dimW + dimW⊥,

ce qui suffit.
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Introduisons à présent la notion de somme orthogonale, qui généralise naturellement la notion
de somme directe au cas des espaces vectoriels munis d’une forme bilinéaire symétrique.

Définition 2.6.7 Si W1, . . . ,Wn sont des sous-espaces vectoriels en position de somme di-
recte qui sont deux à deux orthogonaux, on dit qu’ils sont en somme orthogonale et on
note

W1©⊥ . . .©⊥Wn.

La Proposition 2.6.6 se résume en écrivant que W est non-dégénéré si et seulement si

V = W©⊥W⊥.

Le concept de base dans un espace vectoriel se particularise dans le cas d’un espace vectoriel
muni d’une forme bilinéaire symétrique en celui de base orthogonale.

Définition 2.6.8 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V . Une base B = (b1, . . . , bm)
de V est orthogonale (pour g) si bi ⊥ bj pour tous i 6= j appartenant à {1, . . . ,m}.

Un exemple de base orthogonale est donnée par la base canonique de Rm muni de son produit
scalaire usuel. L’existence d’une base orthogonale va de pair avec une décomposition de l’espace
en somme orthogonale.

Proposition 2.6.9 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V . Si B = (b1, . . . , bm) est
une base orthogonale de V , alors

1. V = 〉b1〈 ©⊥ . . .©⊥ 〉bm〈 ,
2. la matrice représentant g dans B est [g]B = diag(b21, . . . , b

2
m),

3. pour tous x, y ∈ V , on a

g(x, y) =
m∑
i=1

b2ixiyi et x2 = g(x, x) =
m∑
i=1

b2ix
2
i ,

où x1, . . . , xm et y1, . . . , ym sont les composantes de x et y dans B,
4. si I = {i ∈ {1, . . . ,m} : b2i 6= 0}, alors ker(g) = 〉{bi : i /∈ I}〈 et rg(g) = #I.

Démonstration : 1. On sait que V = 〉b1〈⊕ · · · ⊕〉bm〈 et il suffit donc de montrer que les
espaces 〉bi〈 sont deux à deux orthogonaux. C’est évident car si x = αbi et y = βbj avec i 6= j,
on a

g(x, y) = αβg(bi, bj) = 0.

2. On a
(
[g]B

)
ij

= g(bi, bj) = δijb
2
i .

3. C’est évident puisque

g(x, y) =

m∑
i=1

m∑
j=1

xiyjg(bi, bj) =
m∑
i=1

m∑
j=1

xiyjδijb
2
i =

m∑
i=1

xiyib
2
i .

4. Par le point 2, on sait que le rang de g est donné par #I. Le Corollaire 2.4.6 donne que
dim ker g = m−#I. Comme il est clair que bi ∈ ker g pour tout i /∈ I, la conclusion s’ensuit.
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L’existence de bases orthogonales n’est assurée que si le champ des scalaires K est de caractéris-
tique différente de 2.

Théorème 2.6.10 Supposons que la caractéristique de K est différente de 2. Soit g une
forme bilinéaire symétrique sur V . Alors V possède une base orthogonale B = (b1, . . . , bm).

Démonstration : On procède par récurrence sur dimV . Le cas de la dimension 1 est trivial.
Supposons que le résultat est vérifié pour les espaces de dimension inférieure ou égale à m et
montrons-le pour les espaces de dimension m+ 1. On peut supposer que g 6= 0, sinon le résultat
est trivial. Ainsi, il existe b1 ∈ V tel que b21 6= 0. En effet, par la formule de polarisation, si
q = 0, alors g serait également identiquement nul. Posons W = 〉b1〈 . Alors W est non-dégénéré
et la Proposition 2.6.6 implique que V = W©⊥W⊥. Bien sûr, on a également dimW⊥ = m. Par
induction, W⊥ admet une base orthogonale (b2, . . . , bm+1). Alors (b1, . . . , bm+1) est clairement
une base orthogonale de V .

Par conséquent, quitte à réordonner les éléments de la base orthogonale B, on peut supposer que
la matrice qui représente g dans B a la forme

λ1 0 . . . 0 . . . 0

0
. . . . . . 0 . . . 0

...
. . . λr 0 . . . 0

0 . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 . . . 0 0 . . . 0


où r = rg(g) et où λi 6= 0 pour tout i ∈ {1, . . . , r}.
Regardons ce que donne l’existence de bases orthogonales dans le cas où le champ des scalaires
est C.
Théorème 2.6.11 Soit g une forme bilinéaire symétrique de rang r sur un espace vectoriel
complexe V de dimension finie. Alors il existe une base orthogonale B de V dans laquelle g
est représentée par la matrice diagonale

[g]B = diag
(

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

, 0, . . . , 0
)
.

Démonstration : En utilisant le Théorème 2.6.10, on peut considérer une base orthogonale
B = (b1, . . . , bm) de V . Quitte à permutter les éléments de la base, on peut supposer que b2i 6= 0
pour tout i ≤ r. De plus, quitte à multiplier chaque bi, i ≤ r, par un nombre complexe convenable,
on peut supposer que b2i = 1, ce qui suffit.

En particulier, si G ∈ Cmm est une matrice symétrique, il existe une matrice inversible S ∈ Cmm
telle que

STGS = diag
(

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

, 0, . . . , 0
)

où r est le rang de la matrice G.

Regardons à présent ce qui se passe lorsque le champ considéré est celui des réels.
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Théorème 2.6.12 (Sylvester) Soit g une forme bilinéaire symétrique de rang r sur un
espace vectoriel réel V de dimension finie. Alors il existe une base orthogonale B de V dans
laquelle g est représentée par la matrice diagonale

[g]B = diag
(

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
s

, 0, . . . , 0
)

où p, s ∈ N sont tels que p + s = r. En particulier, g est non-dégénéré si et seulement si
p+ s = m.

Démonstration : Le Théorème 2.6.10 fournit une base orthogonale B = (b1, . . . , bm) de V .
Ordonnons les éléments de la base en commençant par les bi tels que b2i > 0, ensuite en considérant
les bi tels que b2i < 0 et en terminant les bi tels que b2i = 0. Enfin, en divisant chaque bi tel que

b2i 6= 0 par
√
|b2i |, on obtient la conclusion.

En particulier, si G ∈ Rmm est une matrice symétrique, il existe une matrice inversible S ∈ Rmm
telle que

STGS = diag
(

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
s

, 0, . . . , 0
)

avec p+ s égal au rang de la matrice G.

Nous allons à présent montrer que les entiers p et s ne dépendent pas de la base choisie pour
représenter g sous la forme diag

(
1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0

)
. Pour cela, travaillons avec la

forme quadratique associée à g. Bien sûr, dans la base dont il est question dans le théorème
précédent, q prend la forme

q(x) = x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2p+s.

On dit que q s’écrit comme une somme de carrés (même si l’expression locale de q contient
également des différences).

Définition 2.6.13 Soit q une forme quadratique sur un espace vectoriel réel V et soit W
un sous-espace vectoriel de V . On dit que q est définie positive sur W si q(x) > 0 pour
tout x ∈ W \ {0}. De même, on dit que q est définie négative sur W si q(x) < 0 pour tout
x ∈W \ {0}.

Proposition 2.6.14 Soit q une forme quadratique sur un espace vectoriel réel V . Si B =
(b1, . . . , bm) est une base de V dans laquelle

q(x) = x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2p+s,

alors

p = max
{

dimW : W sous-espace vectoriel de V , q définie positive sur W
}

et
s = max

{
dimW : W sous-espace vectoriel de V , q définie négative sur W

}
.
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Par conséquent, le couple (p, s) ne dépend pas de la base choisie pour représenter q en somme
de carrés. On l’appelle la signature de la forme q.

Démonstration : Il suffit de démontrer le résultat pour p, celui pour s s’obtiendra alors en
considérant la forme −q. Soit W un sous-espace vectoriel de V sur lequel q est définie positive.
Soit également T le sous-espace vectoriel de V engendré par les vecteurs bp+1, . . . , bm. Il est clair
que q(x) ≤ 0 pour tout x ∈ T . Par conséquent, puisque q(x) > 0 pour tout x ∈ W \ {0}, on en
tire que

W ∩ T = {0}

et donc que dimW = dim(W + T ) − dimT ≤ m − (m − p) = p. De plus, il est clair que q est
définie positive sur l’espace de dimension p engendré par b1, . . . , bp. La conclusion s’ensuit.

En général, on dira qu’une forme bilinéaire symétrique g sur V est définie positive si sa forme
quadratique associée q est définie positive sur V , et est définie négative si q est définie négative sur
V . Par le Lemme 2.5.14 ou en utilisant la Proposition 2.6.14, toute forme bilinéaire symétrique
définie positive (resp. négative) est non-dégénérée.

2.7 Algorithme de Gauss

Dans cette section, nous allons décrire un algorithme basé sur l’utilisation de la forme quadratique
associée à une forme bilinéaire permettant de construire une base orthogonale et de trouver la
signature de la forme. L’idée est la suivante : on écrit la forme quadratique comme combinaison
linéaire de carrés d’applications linéaires indépendantes. Ensuite, on cherche la base préduale
correspondante.

Il est facile de construire des formes quadratiques à partir de formes linéaires : il suffit d’en
prendre le carré. De manière générale, on a le résultat suivant.

Proposition 2.7.1 Soient n ≥ 1, ϕ1, . . . , ϕn ∈ V ∗ et α1, . . . , αn ∈ K. Alors

q =
n∑
i=1

αiϕ
2
i

est une forme quadratique sur V et sa forme polaire est donnée par

gq(x, y) =

n∑
i=1

αiϕi(x)ϕi(y).

Démonstration : Remarquons que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, l’application

(x, y) ∈ V × V 7→ ϕi(x)ϕi(y)

est une forme bilinéaire symétrique. La forme quadratique associée est ϕ2. La linéarité de l’ap-
plication q 7→ gq permet de conclure.

Toute combinaison linéaire de carrés de formes linéaires est donc une forme quadratique. La pro-
position suivante permet de décomposer toute forme quadratique q en une combinaison linéaire
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de carrés de formes linéaires. Par le Théorème 2.6.10, on sait qu’il existe une base orthogonale
B = (b1, . . . , bm) pour q. Alors, si q est de rang r, on a

q =
r∑
i=1

b2i
(
b∗i
)2

puisque q(x) =
∑r

i=1 x
2
i b

2
i . On a donc décomposé q en une combinaison linéaire de carrés de

formes linéaires indépendantes. De plus, ces formes linéaires sont des éléments de la base duale
de la base orthogonale B. Afin de trouver une base orthogonale, nous allons effectuer la démarche
inverse : nous allons décomposer q en une combinaison linéaire de carrés d’élements de V ∗, et
en prendre ensuite la base pré-duale. Une des méthodes pour trouver une telle décomposition
repose sur une construction algorithmique. C’est la méthode de réduction de Gauss.

Proposition 2.7.2 (Algorithme de Gauss) Soit V un espace vectoriel sur un champ K
de caractéristique différente de 2. Si q est une forme quadratique sur V , on peut trouver de
manière algorithmique un entier n ≥ 1, des formes ϕ1, . . . , ϕn ∈ V ∗ linéairement indépen-
dantes et des scalaires α1, . . . , αn ∈ K \ {0} tels que

q =
n∑
i=1

αiϕ
2
i .

Démonstration : Le cas où q = 0 est trivial. On peut donc supposer que q 6= 0. On procède
par récurrence sur la dimension de V . Si dimV = 1, il est clair que toute forme quadratique est
de la forme αϕ2. Supposons donc le résultat vérifié dans tout espace de dimension strictement
inférieure à m et prouvons-le pour dimV = m. Soit B = (b1, . . . , bm) une base de V et

q(x) =

m∑
i=1

Giix
2
i + 2

∑
1≤i<j≤m

Gijxixj

l’expression de q dans cette base. Deux cas peuvent se produire.
1. Il existe i ∈ {1, . . . ,m} tel que Gii 6= 0. Quitte à permuter les éléments de la base, on peut

supposer que G11 6= 0. Dans ce cas, il vient

q(x) = G11x
2
1 + 2

m∑
j=2

G1jx1xj +
m∑
i=2

Giix
2
i + 2

∑
2≤i<j≤m

Gijxixj

= G11

x1 +

m∑
j=2

G1j

G11
xj

2

+
m∑
i=2

G̃iix
2
i + 2

∑
2≤i<j≤m

G̃ijxixj

pour des G̃ij bien choisis. Notre hypothèse de récurrence appliquée à la forme quadratique
définie sur 〉b2, . . . , bm〈 par

q̃(x) =

m∑
i=2

G̃iix
2
i + 2

∑
2≤i<j≤m

G̃ijxixj

nous donne des formes linéaires indépendantes ϕ2, . . . , ϕn et des scalaires non-nuls α2, . . . , αn
tels que

q̃ = α2ϕ
2
2 + · · ·+ αnϕ

2
n.
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Considérons la forme linéaire

ϕ1(x) = x1 +

m∑
j=2

G1j

G11
xj

et posons α1 = G11. Par construction, il est clair que

q =

p∑
i=1

αiϕ
2
i .

Il reste à montrer que les formes ϕ1, . . . , ϕn sont linéairement indépendantes. Supposons
donc que

n∑
i=1

βiϕi = 0.

On a 0 =
∑n

i=1 βiϕi(b1) = β1 et il s’ensuit que

n∑
i=2

βiϕi = 0.

Les formes ϕ2, . . . , ϕn étant linéairement indépendantes, on obtient β2 = · · · = βn = 0.
2. Si Gii = 0 pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, alors il existe i 6= j tels que Gij 6= 0. Quitte à permuter

les éléments de la base, on peut supposer que G12 6= 0. Il vient alors

q(x) = 2
∑

1≤i<j≤m
Gijxixj

= 2G12x1x2 + 2

m∑
j=3

G1jx1xj + 2

m∑
j=3

G2jx2xj + 2
∑

3≤i<j≤m
Gijxixj

= 2G12

x1 +

m∑
j=3

G2j

G12
xj

x2 +

m∑
j=3

G1j

G12
xj

+

m∑
j=3

G̃jjx
2
j + 2

∑
3≤i<j≤m

G̃ijxixj

pour des G̃ij bien choisis. Considérons la forme quadratique

q̃(x) =
m∑
j=3

G̃jjx
2
j + 2

∑
3≤i<j≤m

G̃ijxixj

sur l’espace 〉b3, . . . , bm〈 . Par hypothèse de récurrence, il existe alors des formes linéaires
indépendantes ϕ3, . . . , ϕn et des scalaires non-nuls α3, . . . , αn tels que

q̃ = α3ϕ
2
3 + · · ·+ αnϕ

2
n.

Posons également α1 = G12
2 , α2 = −G12

2 ,

ϕ1(x) = x1 + x2 +
m∑
j=3

G2j +G1j

G12
xj
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et

ϕ2(x) = x1 − x2 +
m∑
j=3

G2j −G1j

G12
xj .

Puisque

ab =
1

4

(
(a+ b)2 − (a− b)2

)
,

on a x1 +

m∑
j=3

G2j

G12
xj

x2 +
m∑
j=3

G1j

G12
xj

 =
1

4

(
ϕ2
1(x)− ϕ2

2(x)
)
.

Il s’ensuit que
q = α1ϕ

2
1 + · · ·+ αnϕ

2
n.

Pour conclure, il reste à montrer que les formes ϕ1, . . . , ϕn sont linéairement indépendantes.
Supposons donc que

n∑
i=1

βiϕi = 0.

On a d’une part 0 =
∑n

i=1 βiϕi(b1) = β1 + β2 et d’autre part 0 =
∑n

i=1 βiϕi(b2) = β1− β2.
D’où β1 = β2 = 0. On procède alors comme dans le premier cas en utilisant l’indépendance
linéaire de ϕ3, . . . , ϕn.

Exemple 2.7.3 Considérons la forme quadratique q donnée dans une base (b1, b2, b3) par

q(x1, x2, x3) = x21 + 2x22 + 8x23 − 2x1x2 + 4x1x3.

Comme il y a un terme en x21, nous sommes dans le premier cas de l’algorithme. On a successi-
vement

q(x1, x2, x3) = (x1 − x2 + 2x3)
2 − x22 − 4x23 + 4x2x3 + 2x22 + 8x23

= (x1 − x2 + 2x3)
2 + 4x2x3 + x22 + 4x23

= (x1 − x2 + 2x3)
2 + (x2 + 2x3)

2

et on pose ϕ1(x) = x1 − x2 + 2x3 et ϕ2(x) = x2 + 2x3.

Exemple 2.7.4 Considérons la forme quadratique q donnée dans une base (b1, b2, b3) par

q(x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 + 2x2x3.

Comme il n’y pas pas de termes de la forme x2i , on est dans le deuxième cas. On écrit

q(x1, x2, x3) = (x1 + 2x3)(x2 + x3)− 2x23

=
1

4

(
(x1 + 2x3 + x2 + x3)

2 − (x1 + 2x3 − x2 − x3)2
)
− 2x23

=
1

4
(x1 + x2 + 3x3)

2 − 1

4
(x1 − x2 + x3)

2 − 2x23.

Il suffit alors de poser ϕ1(x) = x1 + x2 + 3x3, ϕ2(x) = x1 − x2 + x3 et ϕ3(x) = x3.
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Expliquons à présent comment la Proposition 2.7.2 permet de trouver une base orthogonale.
Grâce à l’algorithme de Gauss, on a obtenu des formes linéairement indépendantes ϕ1, . . . , ϕn ∈
V ∗ et des scalaires α1, . . . , αn ∈ K \ {0} tels que

q =
n∑
i=1

αiϕ
2
i .

Complétons la partie libre (ϕ1, . . . , ϕn) en une base F = (ϕ1, . . . , ϕn, ϕn+1, . . . , ϕm) de V ∗.
Notons B = (b1, . . . , bm) sa base préduale. On a donc ϕi(Bj) = δij et si x =

∑m
j=1 xjbj , il vient

q(x) =
n∑
i=1

αi

ϕi( m∑
j=1

xjbj)

2

=
n∑
i=1

αix
2
i .

Dans le cas où K = R, on obtient la décomposition en somme de carrés en réordonnant la base
B et en divisant les vecteurs de base par des constantes adéquates.

Exemple 2.7.5 Reprenons l’exemple 2.7.3. On peut compléter les formes linéairement indépen-
dantes ϕ1(x) = x1−x2 + 2x3 et ϕ2(x) = x2 + 2x3 par ϕ3(x) = x3 pour obtenir une base du dual.
On cherche b̃1, b̃2, b̃3 tels que ϕi(̃bj) = δij . En procédant comme dans l’exemple 2.1.4, il suffit de
prendre b̃1 = b1, b̃2 = b1 + b2 et b̃3 = −4b1 − 2b2 + b3. Dans cette base,

q(x) = x̃21 + x̃22.

Exemple 2.7.6 Reprenons l’exemple 2.7.4. En procédant comme dans l’exemple 2.1.5, on pose
b̃1 = 1

2(b1 + b2), b̃2 = 1
2(b1 − b2) et b̃3 = b3. Dans cette base,

q(x) = x̃21 − x̃22 − x̃23.

2.8 Espaces pré-hilbertiens réels

Soit V un espace vectoriel réel. Dans le cas où la forme bilinéaire symétrique est définie positive,
on sait qu’elle est en particulier non-dégénérée. On parle de produit scalaire.

Définition 2.8.1 Soit V un espace vectoriel réel. Un produit scalaire (réel) sur V est une
forme bilinéaire symétrique définie positive sur V . En général, on note le produit scalaire
〈 , 〉. Un espace vectoriel réel V muni d’un produit scalaire est appelé un espace pré-hilbertien
(réel).

Lorsqu’on parlera d’un espace pré-hilbertien, on supposera donc implicitement disposer d’un
produit scalaire.

Remarque 2.8.2 Dans le cas où V est de dimension finie, on parle également d’espace euclidien.

Exemple 2.8.3

1. Le produit scalaire euclidien sur Rm est évidemment un produit scalaire.
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2. La forme bilinéaire définie par

(f, g) ∈ C0([a, b],R)× C0([a, b],R) 7→
∫ b

a
f(x)g(x)dx

est un produit scalaire sur l’espace des fonctions continues sur [a, b] et à valeurs réelles (rap-
pelons que l’intégrale entre a et b d’une fonction continue positive est nulle si et seulement
si f est identiquement nulle sur [a, b]).

Les propriétés du produit scalaire permettent d’introduire la notion de norme d’un vecteur.
Comme le produit scalaire est défini positif, on a 〈x, x〉 ≥ 0 pour tout x ∈ V et on peut donc en
prendre la racine carrée.

Définition 2.8.4 Soit V un espace pré-hilbertien. Pour tout x ∈ V , la norme de x est
définie par

‖x‖ =
√
〈x, x〉.

Par définition d’un produit scalaire, on a ‖x‖ ≥ 0 et ‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0.

Proposition 2.8.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit V un espace pré-hilbertien. Alors
pour tous x, y ∈ V , on a

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖

et on a l’égalité si et seulement si x et y sont linéairement dépendants.

Démonstration : Le résultat est évident si x = 0 ou y = 0. On peut donc supposer que
x, y ∈ V \ {0}. Pour tout λ ∈ R, on a

‖x+ λy‖2 = 〈x+ λy, x+ λy〉 = 〈x, x〉+ 〈x, λy〉+ 〈λy, x〉+ 〈λy, λy〉
= ‖x‖2 + 2λ〈x, y〉+ λ2‖y‖2.

C’est une fonction quadratique de λ qui est toujours positive ou nulle. Son discriminant est donc
plus petit ou égal à 0, c’est-à-dire

4(〈x, y〉)2 − 4‖x‖2‖y‖2 ≤ 0,

ce qui nous donne
|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .

De plus, on a l’égalité si et seulement s’il existe λ ∈ R tel que ‖x + λy‖2 = 0, c’est-à-dire si et
seulement s’il existe λ ∈ R tel que x+ λy = 0.

Nous pouvons à présent montrer que l’application ‖ · ‖ est bien une norme, c’est-à-dire satisfait
les propriétés suivantes.

Proposition 2.8.6 Soit V un espace pré-hilbertien. Alors

1. ‖x‖ ≥ 0 pour tout x ∈ V et ‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0,

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖ pour tout λ ∈ R et tout x ∈ V ,

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ pour tous x, y ∈ V .
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Démonstration : Les deux premiers points sont immédiats. Pour le troisième, en utilisant
l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

‖x+y‖2 = ‖x‖2+2〈x, y〉+‖y‖2 ≤ ‖x‖2+2|〈x, y〉|+‖y‖2 ≤ ‖x‖2+2‖x‖ ‖y‖+‖y‖2 = (‖x‖+‖y‖)2.

Comme ‖x + y‖ ≥ 0 et ‖x‖ + ‖y‖ ≥ 0, on peut prendre la racine carrée des deux membres et
obtenir la conclusion.

Remarque 2.8.7 Toute norme, et donc tout produit scalaire, sur un espace vectoriel V permet
de définir une distance. Celle-ci est donnée par

d(x, y) = ‖x− y‖ , ∀x, y ∈ V.

C’est une distance au sens où
1. d(x, y) ≥ 0 pour tous x, y ∈ V et d(x, y) = 0 si et seulement si x = y,
2. d(x, y) = d(y, x) pour tous x, y ∈ V ,
3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) pour tous x, y, z ∈ V .

Proposition 2.8.8 (Théorème de Pythagore) Soit V un espace pré-hilbertien. Consi-
dérons des vecteurs x1, . . . , xn ∈ V deux à deux orthogonaux. Alors, on a∥∥∥ n∑

j=1

xj

∥∥∥2 =
n∑
j=1

‖xj‖2.

Démonstration : C’est immédiat puisque∥∥∥ n∑
j=1

xj

∥∥∥2 =
〈 n∑
j=1

xj ,

n∑
j=1

xj
〉

=

n∑
j=1

n∑
i=1

〈xj , xi〉︸ ︷︷ ︸
=0 si i 6=j

=
n∑
j=1

‖xj‖2.

Proposition 2.8.9 Soit V un espace pré-hilbertien. Si x1, . . . , xn ∈ V sont des vecteurs
non-nuls deux à deux orthogonaux, alors ils sont linéairement indépendants.

Démonstration : Soient λ1, . . . , λn ∈ R tels que
n∑
j=1

λjxj = 0.

Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a

0 =
〈 n∑
j=1

λjxj , xi
〉

=
n∑
j=1

λj 〈xj , xi〉︸ ︷︷ ︸
=0 si i 6=j

= λi‖xi‖2

et puisque ‖xi‖ 6= 0, on obtient la conclusion.

Dans le cas d’un espace préhilbertien, la notion de base orthogonale se particularise en base
orthonormée.
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Définition 2.8.10 Soient V un espace préhilbertien et B une base de V . On dit que la base
B est orthonormée si 〈bi, bj〉 = δij pour tous bi, bj ∈ B.

Le Théorème 2.6.12 et la Proposition 2.6.14 nous fournissent directement l’existence de bases
orthonormées.

Proposition 2.8.11 Soit V un espace pré-hilbertien de dimension finie. Alors V possède
une base orthonormée.

Lorsque l’on dispose d’une base orthonormée d’un espace pré-hilbertien, il est aisé de calculer
les composantes d’un vecteur dans cette base. Elles sont simplement données par les produits
scalaire du vecteur avec les vecteurs de base, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 2.8.12 Soit V un espace pré-hilbertien et soit B = (b1, . . . , bm) une base
orthonormée de V . Pour tout x, y ∈ V , on a

1. x =
∑m

j=1〈x, bj〉bj ,

2. ‖x‖2 =
∑m

j=1

(
〈x, bj〉

)2
,

3. 〈x, y〉 =
∑m

j=1〈x, bj〉〈y, bj〉.

Démonstration : 1. Si x =
∑m

j=1 xjbj , alors on a 〈x, bi〉 = xi.

2. On sait que

‖x‖2 =
〈 m∑
j=1

xjbj ,
m∑
j=1

xjbj

〉
=

m∑
j=1

m∑
i=1

xjxi〈bj , bi〉 =
m∑
j=1

x2j =
m∑
j=1

(
〈x, bj〉

)2
par le point 1.

3. On procède comme précédemment et on a

〈x, y〉 =
m∑
j=1

xjyj =
m∑
j=1

〈x, bj〉〈y, bj〉.

Comme un produit scalaire est une forme bilinéaire définie positive, tout sous-espace vectoriel
W de V est non-dégénéré. En particulier, lorsque V est de dimension finie, la Proposition 2.6.6
implique que

V = W ⊕W⊥

et tout vecteur x ∈ V se décompose de manière unique sous la forme

x = w + y avec w ∈W et y ∈W⊥.

Définition 2.8.13 Soit V un espace pré-hilbertien de dimension finie et W un sous-espace
vectoriel de V . Pour tout x = w + y ∈ V avec w ∈W et y ∈W⊥, on pose

PW (x) = w.
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Le vecteur PW (x) ∈W est appelé la projection orthogonale de x sur W .

Montrons à présent que la projection orthogonale de x sur W est le point de W le plus proche
de x.

Proposition 2.8.14 Soit V un espace pré-hilbertien de dimension finie etW un sous-espace
vectoriel de V .

1. L’application PW : V →W est linéaire.

2. Pour tout x ∈ V , on a x− PW (x) ∈W⊥.
3. Si (b1, . . . , bn) est une base orthonormée de W , alors

PW (x) =

n∑
j=1

〈x, bj〉bj .

4. Pour tout x ∈ V , le vecteur PW (x) est l’unique vecteur de W réalisant le minimum de
la distance de x à W , c’est-à-dire

‖x− PW (x)‖ ≤ ‖x− y‖

pour tout y ∈W , et on a l’égalité si et seulement si y = PW (x).

Démonstration : Les deux premiers points sont immédiats. Pour le troisième point, en dé-
composant PW (x) dans la base (b1, . . . , bn) de W , on peut écrire

PW (x) =
n∑
j=1

λjbj .

Puisque x−PW (x) ∈W⊥, on sait que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, 〈x−PW (x), bi〉 = 0, c’est-à-dire

0 = 〈x, bi〉 −
〈 n∑
j=1

λjbj , bi

〉
= 〈x, bi〉 − λi,

où on a utilisé le fait que la base est orthonormée. Ainsi λi = 〈x, bi〉, ce qui suffit.

Pour le quatrième point, on remarque tout d’abord que si y ∈W , alors

x− y =
(
x− PW (x)

)︸ ︷︷ ︸
∈W⊥

+
(
PW (x)− y

)︸ ︷︷ ︸
∈W

.

Comme les vecteurs x− PW (x) et PW (x)− y sont orthogonaux, le Théorème 2.8.8 donne

‖x− y‖2 = ‖x− PW (x)‖2 + ‖PW (x)− y‖2 ≥ ‖x− PW (x)‖2.

De plus, on a l’égalité si et seulement si ‖PW (x)−y‖ = 0, c’est-à-dire si et seulement si y = PW (x).

Terminons cette section par la présentation du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt,
qui permet de construire algorithmiquement une base orthonormée B̃ = (̃b1, . . . , b̃m) d’un espace
pré-hilbertien V à partir d’une base B = (b1, . . . , bm) de V .
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1. On pose b̃1 = b1
‖b1‖ . Alors b̃1 est bien de norme 1 et l’espace engendré par b̃1 est le même

que celui engendré par b1.
2. Supposons que b̃1, . . . , b̃k−1 ont été construits et que le sous-espace W engendré par les

vecteurs b̃1, . . . , b̃k−1 est égal au sous-espace engendré par b1, . . . , bk−1. On veut construire
un vecteur b̃k orthogonal à b̃1, . . . , b̃k−1, donc à W . Par la Proposition 2.8.14, on sait que
bk − PW (bk) ∈W⊥. On pose donc

vk = bk − PW (bk) = bk −
k−1∑
i=1

〈bk, b̃i〉̃bi.

Remarquons que vk 6= 0 car sinon, on aurait bk ∈ W , ce qui impliquerait que b1, . . . , bk
sont linéairement dépendants.

3. Pour normer ce vecteur, il suffit de poser

b̃k =
vk
‖vk‖

.

4. On remarque que les vecteurs b̃1, . . . , b̃k engendrent bien le même espace que b1, . . . , bk.
5. A la fin de la construction, on a obtenu des vecteurs b̃1, . . . , b̃m deux à deux orthogonaux,

donc linéairement indépendants par la Proposition 2.8.9. Ils forment donc une base de V .

Exemple 2.8.15 On considère l’espace R2[x] des polynômes de degré inférieur ou égal à 2 muni
du produit scalaire

〈P,Q〉 =

∫ 1

0
P (x)Q(x)dx.

Une base de R2[x] est donnée par les polynômes P1(x) = 1, P2(x) = x et P3(x) = x2. On vérifie
facilement que cette base n’est pas orthonormée. Appliquons le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt. Puisque ‖P1‖2 =

∫ 1
0 12dx = 1, on pose P̃1(x) = 1. Pour construire P̃2, on calcule

〈P2, P̃1〉 =

∫ 1

0
x dx =

1

2

et

‖P2 − 〈P2, P̃1〉P̃1‖2 =

∫ 1

0

(
x− 1

2

)2
dx =

1

12
.

Ainsi
P̃2(x) =

√
12(x− 1

2
) =
√

3(2x− 1).

Enfin, afin de construire P̃3, on calcule tout d’abord

〈P3, P̃1〉 =

∫ 1

0
x2dx =

1

3
et 〈P3, P̃2〉 =

∫ 1

0

√
3(2x3 − x2)dx =

√
3

6
.

On a P3(x)− 〈P3, P̃1〉P̃1(x)− 〈P3, P̃2〉P̃2(x) = x2 − 1
3 −

3
6(2x− 1) = x2 − x+ 1

6 et donc

‖P3 − 〈P3, P̃1〉P̃1 − 〈P3, P̃2〉P̃2‖2 =

∫ 1

0

(
x2 − x+

1

6

)2
dx =

1

180
.

On en tire finalement que

P̃3(x) =
√

180
(
x2 − x+

1

6

)
=
√

5(6x2 − 6x+ 1).
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2.9 Formes hermitiennes et espaces pré-hilbertiens complexes

Dans de nombreux cas, on a besoin d’utiliser des espaces vectoriels complexes. Néanmoins, les
résultats présentés dans la section précédente ne se généralisent pas directement car aucune forme
bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel complexe ne peut être définie positive. En effet, si

g(x, x) > 0,

alors
g(ix, ix) = i2g(x, x) = −g(x, x) < 0.

Néanmoins, remarquons que pour tout complexe z, on a zz = |z|2 ≥ 0. C’est la raison pour
laquelle on travaille avec le produit scalaire sur Cm défini par

(x, y) ∈ Cm × Cm 7→
m∑
j=1

xjyj .

Comme mentionné auparavant, il ne s’agit pas d’une forme bilinéaire.

Définition 2.9.1 Soit V un espace vectoriel complexe. Une application f : V → C est
antilinéaire si pour tous λ, µ ∈ C et tous x, y ∈ V , on a

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y).

Définition 2.9.2 Soit V un espace vectoriel complexe. Une forme bilinéaire gauche sur V
est une application h : V × V → C linéaire en la première variable et antilinéaire en la
deuxième variable. Si, de plus, elle satisfait h(x, y) = h(y, x), on dit qu’elle est hermitienne.

Remarquons que si h est une forme hermitienne, alors h(x, x) = h(x, x), c’est-à-dire h(x, x) est
réel pour tout x ∈ V .

Définition 2.9.3 Soit V un espace vectoriel complexe et h une forme hermitienne sur V .
On dit que la forme h est définie positive si h(x, x) > 0 pour tout x ∈ V \ {0}. Un produit
scalaire complexe sur V est une forme hermitienne définie positive. A nouveau, on note en
général le produit scalaire 〈 , 〉. Un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire
complexe est appelé un espace pré-hilbertien complexe.

Exemple 2.9.4

1. Le produit scalaire sur Cm est un produit scalaire complexe.
2. La forme bilinéaire définie par

(f, g) ∈ C0([a, b],C)× C0([a, b],C) 7→
∫ b

a
f(x)g(x)dx

est un produit scalaire complexe sur l’espace des fonctions continues sur [a, b] et à valeurs
complexes.

Tout ce que nous avons présenté pour les espaces pré-hilbertiens réels se généralise aisément pour
les espaces pré-hilbertiens complexes.



Chapitre 3

Algèbre multilinéaire

3.1 Formes multilinéaires

Soit V un espace vectoriel sur un champ K et soit r un naturel plus grand que 1. On note

V r = V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
r fois

l’ensemble des r-uples d’éléments de V . Un élément de V r est donc un r-uple (x1, . . . , xr) où
xi ∈ V pour tout i ∈ {1, . . . , r}.

Définition 3.1.1 Une forme r-multilinéaire (ou r-forme) est une application f : V r → K
linéaire en chaque variable, c’est-à-dire pour tout i ∈ {1, . . . , r}, tous x1, . . . , xr, yi ∈ V et
tout α ∈ K

f(x1, . . . , xi−1, xi + yi, xi+1, . . . , xr) = f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xr)

+ f(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xr)

et
f(x1, . . . , xi−1, αxi, xi+1, . . . , xr) = αf(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xr).

Bien sûr, l’ensemble des formes r-multilinéaires est un espace vectoriel pour les opérations(
f1 + f2

)
(x1, . . . , xr) = f1(x1, . . . , xr) + f2(x1, . . . , xr)

et (
λf
)
(x1, . . . , xr) = λf(x1, . . . , xr).

On sait que le produit de deux formes linéaires ψ,ϕ ∈ V ∗ défini par

g : (x, y) ∈ V × V 7→ ψ(x)ϕ(y)

est une forme bilinéaire. De manière semblable, on peut définir le produit de r formes linéaires
ϕ1, . . . , ϕr ∈ V ∗.

Définition 3.1.2 Soient ϕ1, . . . , ϕr ∈ V ∗. Le produit tensoriel de ϕ1, . . . , ϕr est l’application
définie par

(x1, . . . , xr) 7→ ϕ1(x1) . . . ϕr(xr).

66
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On note cette application ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕr.

Il est immédiat de montrer que le produit tensoriel de r formes linéaires est une forme r-
multilinéaire. Nous allons montrer que toute forme r-multilinéaire peut se décomposer en com-
binaison linéaire de produits tensoriels. Pour cela, comme dans le cas des formes bilinéaires, on
considère le résultat suivant.

Proposition 3.1.3 Soit f une forme r-multilinéaire sur V .

1. Soient x1, . . . , xr ∈ V . Si un des vecteurs x1, . . . , xr est nul, alors f(x1, . . . , xr) = 0.

2. Soit (Ik)k∈{1,...,r} une famille de r ensembles finis d’indices. Si pour tout k ∈ {1, . . . , r},
(uk,j)j∈Ik est une famille d’éléments de V et (αk,j)j∈Ik une famille de scalaires, alors

f

∑
j1∈I1

α1,j1u1,j1 , . . . ,
∑
jr∈Ir

αr,jrur,jr

 =
∑
j1∈I1

. . .
∑
jr∈Ir

α1,j1 . . . αr,jrf(u1,j1 , . . . , ur,jr).

En particulier, si V est de dimension finie m et si B = (b1, . . . , bm) est une base de V , alors f
est entièrement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur toute famille de r vecteurs parmi
(b1, . . . , bm), c’est-à-dire par f(bi1 , . . . , bir) où bi1 , . . . , bir ∈ B pour tous i1, . . . , ir ∈ {1, . . . ,m}.
Ainsi, si (x1, . . . , xr) ∈ V r et si pour tout i ∈ {1, . . . , r}, on a

xi =
m∑
j=1

xi,jbj ,

alors

f (x1, . . . , xr) =

m∑
j1=1

. . .

m∑
jr=1

x1,j1 . . . xr,jrf(bj1 , . . . , bjr)

=
∑

(j1,...,jr)∈{1,...,m}r
x1,j1 . . . xr,jrf(bj1 , . . . , bjr)

=
∑

(j1,...,jr)∈{1,...,m}r
b∗j1(x1) . . . b

∗
jr(xr)f(bj1 , . . . , bjr).

Lemme 3.1.4 Soit B = (b1, . . . , bm) une base de V . Les formes r-multilinéaires

b∗j1 ⊗ · · · ⊗ b
∗
jr , (j1, . . . , jr) ∈ {1, . . . ,m}r,

forment une base de l’espace des formes r-multilinéaires.

Démonstration : Montrons tout d’abord qu’elles forment une partie génératrice. Soit f une
forme r-multilinéaire alternée. Alors vu ce qui précède, pour tout r-uple (x1, . . . , xr) ∈ V r, on a

f (x1, . . . , xr) =
∑

(j1,...,jr)∈{1,...,m}r
b∗j1(x1) . . . b

∗
jr(xr)f(bj1 , . . . , bjr)

=
∑

(j1,...,jr)∈{1,...,m}r

(
b∗j1 ⊗ · · · ⊗ b

∗
jr

)
(x1, . . . , xr)f(bj1 , . . . , bjr),
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c’est-à-dire
f =

∑
(j1,...,jr)∈{1,...,m}r

f(bj1 , . . . , bjr)b
∗
j1 ⊗ · · · ⊗ b

∗
jr .

De plus, supposons que ∑
(j1,...,jr)∈{1,...,m}r

αj1,...,jrb
∗
j1 ⊗ · · · ⊗ b

∗
jr = 0.

Soit (j′1, . . . , j
′
r) ∈ {1, . . . ,m}r. Alors on a

0 =
∑

(j1,...,jr)∈{1,...,m}r
αj1,...,jr

(
b∗j1 ⊗ · · · ⊗ b

∗
jr

)
(bj′1 , . . . , bj′r)

=
∑

(j1,...,jr)∈{1,...,m}r
αj1,...,jr b

∗
j1(bj′1)︸ ︷︷ ︸
= δj1j′1

. . . b∗jr(bj′r)︸ ︷︷ ︸
= δjrj′r

= αj′1,...,j′r ,

ce qui suffit pour obtenir l’indépendance linéaire.

Le résultat précédent s’étend aisément pour une base quelconque de V ∗.

Théorème 3.1.5 Soit (ϕ1, . . . , ϕm) une base de V ∗. Les formes r-multilinéaires

ϕj1 ⊗ · · · ⊗ ϕjr , (j1, . . . , jr) ∈ {1, . . . ,m}r,

forment une base de l’espace des formes r-multilinéaires sur V .

Démonstration : Comme (ϕ1, . . . , ϕm) est une base de V ∗, il suffit de considérer sa base
pré-duale (b1, . . . , bm) et d’appliquer le Lemme 3.1.4.

3.2 Formes multilinéaires alternées

On va s’intéresser à présent à une classe particulière de formes multilinéaires.

Définition 3.2.1 On dit qu’une forme r-multilinéaire f est alternée lorsqu’elle satisfait la
condition

f(x1, . . . , xr) = 0

dès qu’il existe i 6= j tel que xi = xj .

Il est direct de vérifier que l’ensemble des formes r-multilinéaires alternées est un sous-espace
vectoriel de l’espace des formes r-multilinéaires.

Exemple 3.2.2 Soit V = Rm. Alors l’application

det : (x1, . . . , xm) ∈ V m 7→ det(x1, . . . , xm)

où (x1, . . . , xm) est la matrice dont la ième colonne est donnée par le vecteur xi, est une forme
m-multilinéaire alternée. Plus généralement, si r ≤ m et si i1, . . . , ir ∈ {1, . . . ,m}, l’application

(x1, . . . , xr) ∈ V r 7→ det
(

(xik,j)j,k∈{1,...,r}

)
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est une r-forme multilinéaire alternée. Elle associe aux vecteurs x1, . . . , xr le déterminant de la
matrice obtenue en choisissant les r lignes correspondant à i1, . . . , ir dans la matrice dont la ième

colonne est donnée par le vecteur xi.

La proposition suivante montre que les formes multilinéaires alternées sont les formes antisymé-
triques dans le cas d’un champ de caractéristique différente de 2.

Proposition 3.2.3 Soit V un espace vectoriel sur un champ de caractéristique différente de
2. Une forme r-multilinéaire f sur V est alternée si et seulement si pour tous x1, . . . , xr ∈ V
et tous 1 ≤ i < j ≤ r,

f(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xr) = −f(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xr).

Démonstration : Supposons que f est alternée. Par multilinéarité, on a que la relation

f(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xr) = −f(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xr)

est équivalente à
f(2x1, . . . , xi + xj , . . . , xi + xj , . . . , 2xr) = 0.

Puisque la forme est alternée, cette dernière relation est satisfaite et la conclusion s’ensuit.

Réciproquement, supposons que xi = xj et montrons que f(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xr) = 0. D’une
part, vu l’hypothèse, on a

f(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xr) = −f(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xr).

D’autre part, on a également

f(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xr) = f(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xr)

puisque les vecteurs xi et xj sont égaux. On en tire que

2f(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xr) = 0,

d’où la conclusion.

Proposition 3.2.4 Soient f une forme r-multilinéaire alternée sur V et x1, . . . , xr ∈ V . Si
les vecteurs x1, . . . , xr sont linéairement dépendants, alors f(x1, . . . , xr) = 0.

Démonstration : Soit j ∈ {1, . . . , r} tel que xj est combinaison linéaire des autres vecteurs.
Ainsi, il existe des scalaires αi, i ∈ {1, . . . , r} \ {j}, tels que

xj =
∑
i 6=j

αixi.

En utilisant la multilinéarité de f , il vient que

f(x1, . . . , xj , . . . , xr) = f

x1, . . . ,∑
i 6=j

αixi, . . . , xr


=

∑
i 6=j

αif(x1, . . . , xi, . . . , xr)

= 0
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puisque pour tout i 6= j, la famille de vecteurs (x1, . . . , xi, . . . , xp) contient deux vecteurs égaux,
à savoir le ième et le jème.

Les deux résultats précédents nous permettent directement d’obtenir les propriétés suivantes.

Corollaire 3.2.5 Soit V un espace vectoriel sur un champ de caractéristique différente de
2. Soient f une forme r-multilinéaire alternée sur V et x1, . . . , xr ∈ V .

1. Si σ est une permutation de {1, . . . , r}, alors

f(xσ(1), . . . , xσ(r)) = sign(σ)f(x1, . . . , xr).

2. Si on ajoute à un des vecteurs de la famille (x1, . . . , xr) une combinaison linéaire des
autres, la valeur que prend f reste inchangée, i.e. pour tout j ∈ {1, . . . , r} et tous
scalaires αi, i 6= j, on a

f

x1, . . . , xj +
∑
i 6=j

αixi, . . . , xi, . . . , xr

 = f(x1, . . . , xr).

Démonstration : Pour le premier point, on sait que si σ est une permutation, alors il existe des
transpositions τ1, . . . , τq telles que σ = τq . . . τ1 et de plus, sign(σ) = (−1)q. Par conséquent, pour
passer de la famille (x1, . . . , xr) à la famille (xσ(1), . . . , xσ(r)), il suffit d’appliquer successivement
chacune des transpositions. Comme une transposition permute simplement deux éléments, et
puisque la forme est alternée, la Proposition 3.2.3 donne successivement

f(xσ(1), . . . , xσ(r)) = f(xτq ...τ1(1), . . . , xτq ...τ1(r))

= −f(xτq−1...τ1(1), . . . , xτq−1...τ1(r))

= f(xτq−2...τ1(1), . . . , xτq−2...τ1(r))

= . . .

= (−1)q−1f(xτ1(1), . . . , xτ1(r))

= (−1)qf(x1, . . . , xr).

Pour le deuxième point, en utilisant la multilinéarité de f , on a

f

x1, . . . , xj +
∑
i 6=j

αixi, . . . , xr

 = f(x1, . . . , xi, . . . , xr) +
∑
i 6=j

αif(x1, . . . , xi, . . . , xr)

= f(x1, . . . , xj , . . . , xr)

puisque les termes de la somme sur les i 6= j sont nuls (la famille de vecteurs (x1, . . . , xi, . . . , xp)
contient deux vecteurs égaux).

Les résultats précédents montrent que les formes multilinéaires alternées partagent de nombreuses
propriétés des déterminants. Montrons à présent qu’en fait, les seules formes m-multilinéaires
d’un espace de dimension m sont données par les multiples du déterminant. Commençons par
illustrer ce qui se passe en dimension 2.
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Exemple 3.2.6 Soit V un espace vectoriel de dimension 2 sur un champ de caractéristique
différente de 2. Considérons le cas d’une forme bilinéaire alternée f sur V . Si B = (b1, b2) est une
base de V et si x et y sont deux éléments de V de composantes x1, x2 et y1, y2 respectivement
dans B, alors on a

f(x1b1 + x2b2, y1b1 + y2b2) = x1y1 f(b1, b1)︸ ︷︷ ︸
=0

+x1y2f(b1, b2) + x2y1f(b2, b1) + x2y2 f(b2, b2)︸ ︷︷ ︸
=0

= x1y2f(b1, b2) + x2y1f(b2, b1)

= (x1y2 − x2y1)f(b1, b2).

On voit donc apparaître la quantité x1y2 − x2y1 qui n’est rien d’autre que le déterminant de la
matrice dont les colonnes sont les composantes de x et y dans B, i.e.

f(x1b1 + x2b2, y1b1 + y2b2) = det

(
x1 y1
x2 y2

)
f(b1, b2).

Définition 3.2.7 Soient V un espace vectoriel de dimension m et B = (b1, . . . , bm) une base
de V . On définit l’application detB via

detB : (x1, . . . , xm) ∈ V m 7→ det
(
[x1]B, . . . , [xm]B),

c’est-à-dire l’application qui associe à chaque famille (x1, . . . , xm) ∈ V m le déterminant de
la matrice dont la jème colonne est donnée par les composantes de xj dans la base B.

Ainsi, si pour tout j ∈ {1, . . . ,m}, on a

xj =

m∑
i=1

xj,ibi,

on prend le déterminant de la matrice de dimension m ×m dont l’élément (i, j) est donné par
xj,i. On a donc

detB(x1, . . . , xm) =
∑
σ∈Sm

sign(σ)x1,σ(1) . . . xm,σ(m)

où Sm désigne l’ensemble des permutations de {1, . . . ,m}.

Proposition 3.2.8 Soit V un espace vectoriel de dimension m sur un champ de caracté-
ristique différente de 2 et soit B = (b1, . . . , bm) une base de V . Si f est une application
m-multilinéaire alternée sur V , alors

f(x1, . . . , xm) = f(b1, . . . , bm) detB(x1, . . . , xm).

En particulier, il existe un scalaire α tel que f = α detB.

Démonstration : Remarquons que puisque f est une forme m-multilinéaire alternée f , la
représentation obtenue précédemment dans une base B = (b1, . . . , bm) se simplifie en

f (x1, . . . , xm) =
∑

(j1,...,jm)∈{1,...,m}m
x1,j1 . . . xm,jmf(bj1 , . . . , bjm)

=
∑
σ∈Sm

x1,σ(1) . . . xm,σ(m)f(bσ(1), . . . , bσ(m)).
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En effet, se donner (j1, . . . , jm) ∈ {1, . . . ,m}r revient à se donner l’application σ qui associe à
tout k ∈ {1, . . . ,m} l’élément jk. De plus, si σ n’est pas une permutation de {1, . . . ,m}, deux
composantes au moins de (bσ(1), . . . , bσ(m)) sont égales. En utilisant le Corollaire 3.2.5, il vient∑
σ∈Sm

x1,σ(1) . . . xm,σ(m)f(bσ(1), . . . , bσ(m)) =
∑
σ∈Sm

x1,σ(1) . . . xm,σ(m)sign(σ)f(b1, . . . , bm)

= f(b1, . . . , bm)

(∑
σ∈Sm

sign(σ)x1,σ(1) . . . xm,σ(m)

)
= f(b1, . . . , bm) detB(x1, . . . , xm)

par définition du déterminant.

Par conséquent, l’espace des formes m-multilinéaires alternées sur un espace vectoriel de dimen-
sion m est un espace de dimension 1. Etant donnée une base B = (b1, . . . , bm) de V , detB est
l’unique forme m-multilinéaire alternée f sur V telle que f(b1, . . . , bm) = 1. Cette propriété est
parfois utilisée comme définition même du déterminant.

Remarque 3.2.9 Si B′ est une autre base de V , alors par la Proposition 3.2.8, on a

detB
′

= detB
′
(b1, . . . , bm)detB.

Etudions à présent ce qui se passe si r 6= m.

Proposition 3.2.10 Si r > m, toute forme r-multilinéaire alternée est identiquement nulle.

Démonstration : Si x1, . . . , xr ∈ V , alors ces vecteurs sont nécessairement linéairement dé-
pendants puisque r > m = dimV . La conclusion est alors obtenue par la Proposition 3.2.4.

Il reste à étudier le cas r < m. Commençons par introduire quelques notations. Soit A une matrice
de dimension m × r à coefficients dans K et soit E un sous-ensemble de {1, . . . ,m} constitué
de r éléments. On peut prendre le déterminant de la sous-matrice extraite de A constituée des
éléments ai,j où i ∈ E. On note detE(A) ce déterminant. On a alors

detE(A) =
∑
ν∈Sr

sign(ν)ai1,ν(1) . . . air,ν(r) =
∑
σ∈Sr

sign(σ)aiσ(1),1 . . . aiσ(r),r

si E = {i1, . . . , ir}.

Définition 3.2.11 Soient V un espace vectoriel de dimension m, B = (b1, . . . , bm) une base
de V et E un sous-ensemble de {1, . . . ,m} constitué de r éléments. On définit l’application
detBE via

detBE : (x1, . . . , xr) ∈ V r 7→ detE([x1]B, . . . , [xr]B).

Ainsi, si pour tout j ∈ {1, . . . ,m}, on a

xj =
m∑
i=1

xj,ibi,



CHAPITRE 3. ALGÈBRE MULTILINÉAIRE 73

on prend le déterminant d’une sous-matrice de la matrice de dimension r × m dont l’élément
(i, j) est donné par xj,i. Si E = {i1, . . . , ir}, on a donc

detBE(x1, . . . , xr) =
∑
ν∈Sr

sign(ν)xν(1),i1 . . . xν(r),ir =
∑
σ∈Sr

sign(σ)x1,iσ(1) . . . xr,iσ(r) .

Cette application définit évidemment une forme r-multilinéaire alternée.

Nous allons voir que ces applications engendrent l’espace des formes r-multilinéaires alternées.

Proposition 3.2.12 Soit V un espace vectoriel de dimension m sur un champ de caracté-
ristique différente de 2, soit f une forme r-multilinéaire alternée sur V , avec r < m, et soit
B = (b1, . . . , bm) une base de V . Pour tous x1, . . . , xr ∈ V , on a

f(x1, . . . , xr) =
∑

E⊆{1,...,m},#E=r

detBE(x1, . . . , xr)f(bE)

où le r-uple bE ∈ V r est défini par bE = (bj1 , . . . , bjr) si j1 < · · · < jr sont les éléments
ordonnés de E.

Démonstration : A nouveau, il s’agit d’une simple réécriture de la représentation obtenue
pour f dans la base B. Rappelons que

f (x1, . . . , xr) =
∑

(j1,...,jr)∈{1,...,m}r
x1,j1 . . . xr,jrf(bj1 , . . . , bjr),

et puisque f est alternée, on peut restreindre la somme aux (j1, . . . , jr) ∈ {1, . . . ,m}r tels que
jk 6= jl si k 6= l, puisque sinon on a f(bj1 , . . . , bjr) = 0. Cela revient à dire qu’on regarde les
(j1, . . . , jr) ∈ {1, . . . ,m}r tels que #{j1, . . . , jr} = r. De plus, parmi tous ces r-uples, on peut
regrouper ceux qui donnent le même ensemble {j1, . . . , jr} contenant r éléments. Cela revient à
considérer tous les r-uples (jσ(1), . . . , jσ(r)) pour σ ∈ Sr. On a donc

f (x1, . . . , xr) =
∑

(j1,...,jr)∈{1,...,m}r,#{j1,...,jr}= r

(∑
σ∈Sr

x1,jσ(1) . . . xr,jσ(r)f(bjσ(1) , . . . , bjσ(r))

)
.

Pour chaque ensemble E = {j1, . . . , jr} avec j1 < · · · < jr et chaque σ ∈ Sr, on réordonne ensuite
les éléments de f(bjσ(1) , . . . , bjσ(r)) et il vient

f(bjσ(1) , . . . , bjσ(r)) = sign(σ)f(bj1 , . . . , bjr).

On obtient alors∑
σ∈Sr

x1,jσ(1) . . . xr,jσ(r)f(bjσ(1) , . . . , bjσ(r)) =

(∑
σ∈Sr

sign(σ)x1,jσ(1) . . . xr,jσ(r)

)
f(bi1 , . . . , bir)

= detBE(x1, . . . , xr)f(bE)

en reprenant les notations introduites précédemment, d’où la conclusion.

En particulier, puisque les applications detBE engendrent l’espace des formes r-multilinéaires
alternées sur V et puisqu’elles sont au nombre de Crn, la dimension de cet espace est inférieure ou
égale à Crn. Elle définissent en fait une base de cet espace, comme le montre le résultat suivant.
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Théorème 3.2.13 Soit V un espace vectoriel de dimension m sur un champ de carac-
téristique différente de 2, soit r < m et soit B une base de V . L’espace des formes r-
multilinéaires alternées sur V est l’espace de dimension Crm engendré par les applications
detBE , E ⊆ {1, . . . ,m}, #E = r.

Démonstration : Par la Proposition 3.2.12, on sait que les applications r-multilinéaires al-
ternées detBE , E ⊆ {1, . . . ,m}, #E = r, forment une partie génératrice de l’espace des formes
r-multilinéaires alternées sur V . Il reste à montrer que ces formes sont linéairement indépen-
dantes. Supposons donc qu’il existe des scalaires αE tels que∑

E⊆{1,...,m},#E=r

αE detBE = 0.

Fixons E′ ⊆ {1, . . . ,m},#E′ = r, et évaluons la relation précédente en bE′ = (bi1 , . . . , bir).
Remarquons que

detBE(bE′) = detE
(
[bi1 ]B, . . . , [bir ]B

)
= detEA

où A est la matrice de dimension m× r dont l’élément (i, j) est donné par δij . Par conséquent,
si E 6= E′, comme on sélectionne dans le calcul du déterminant uniquement les lignes correspon-
dantes aux éléments de E, on a forcément une ligne de 0 et donc detBE(bE′) = 0. Si E = E′, on
a detBE(bE′) = det I = 1. On en tire que

0 =
∑

E⊆{1,...,m},#E=r

αE detE(bE′) = αE′

d’où la conclusion.

Dans le Théorème 3.1.5, nous avons utilisé le produit tensoriel ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕr de formes linéaires
pour obtenir une base de l’espace des formes r-multilinéaires. Notons que celui-ci n’a en général
aucune raison d’être alterné. On peut néanmoins construire une “antisymétrisation” de celui-ci.
Par exemple, si r = 2, on peut définir l’application bilinéaire alternée

ϕ1 ∧ ϕ2 = ϕ1 ⊗ ϕ2 − ϕ2 ⊗ ϕ1,

c’est-à-dire
ϕ1 ∧ ϕ2(x1, x2) = ϕ1(x1)ϕ2(x2)− ϕ2(x1)ϕ1(x2).

De manière générale, on adopte la définition suivante.

Définition 3.2.14 Soient ϕ1, . . . , ϕr ∈ V ∗. Le produit extérieur de ϕ1, . . . , ϕr est l’applica-
tion définie par

ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕr =
∑
σ∈Sr

sign(σ)ϕσ(1) ⊗ · · · ⊗ ϕσ(r).

Proposition 3.2.15 Soient ϕ1, . . . , ϕr ∈ V ∗. Le produit extérieur ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕr est une
forme r-multilinéaire alternée.
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Démonstration : La multilinéarité est immédiate. Montrons que la forme est alternée. Sup-
posons que (x1, . . . , xr) ∈ V r est tel qu’il existe i 6= j avec xi = xj . On a

ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕr(x1, . . . , xr) =
∑
σ∈Sr

sign(σ)ϕσ(1)(x1) . . . ϕσ(r)(xr).

Notons τ la transposition qui envoie i sur j. On peut décomposer la somme sur les σ ∈ Sr en la
somme sur les σ qui contiennent, dans leur décomposition en transpositions, la transposition τ
et ceux qui ne la contiennent pas. Notons Sr(τ) les permutations de Sr qui contiennent τ dans
leur décomposition en transpositions. On peut alors décomposer la somme sur les σ ∈ Sr en∑

σ∈Sr(τ)

sign(σ)ϕσ(1)(x1) . . . ϕσ(r)(xr) +
∑

σ∈Sr\Sr(τ)

sign(σ)ϕσ(1)(x1) . . . ϕσ(r)(xr).

Notons que toute permutation σ ∈ Sr(τ) s’écrit σ = τν où ν ∈ Sr \ Sr(τ). De plus, on a
sign(σ) = −sign(ν) et ϕσ(1)(x1) . . . ϕσ(r)(xr) = ϕν(1)(x1) . . . ϕν(r)(xr) puisque les vecteurs xi
et xj sont égaux. Enfin, lorsque l’on passe en revue tous les σ ∈ Sr(τ), on obtient tous les
ν ∈ Sr \ Sr(τ). Au total, la somme précédente se réécrit

−
∑

ν∈Sr\Sr(τ)

sign(ν)ϕν(1)(x1) . . . ϕν(r)(xr) +
∑

σ∈Sr\Sr(τ)

sign(σ)ϕσ(1)(x1) . . . ϕσ(r)(xr) = 0,

ce qui prouve le résultat.

Lemme 3.2.16 Soit V un espace vectoriel de dimension m sur un champ de caractéristique
différente de 2, soit r < m et soit B = (b1, . . . , bm) une base de V . Les formes r-multilinéaires
alternées

b∗i1 ∧ · · · ∧ b
∗
ir , 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m,

forment une base de l’espace des formes r-multilinéaires alternées sur V .

Démonstration : On a

b∗i1 ∧ · · · ∧ b
∗
ir(x1, . . . , xr) =

∑
σ∈Sr

sign(σ) b∗iσ(1)(x1) . . . b
∗
iσ(r)

(xr)

=
∑
σ∈Sr

sign(σ)x1,iσ(1) . . . xr,iσ(r)

= detBE(x1, . . . , xr)

si E = {i1, . . . , ir}. Pour conclure, il suffit d’utiliser le Théorème 3.2.13.

On obtient l’équivalent du Théorème 3.1.5.

Théorème 3.2.17 Soit V un espace vectoriel de dimension m sur un champ de caracté-
ristique différente de 2, soit r < m et soit (ϕ1, . . . , ϕm) une base de V ∗. Alors les formes
r-multilinéaires alternées

ϕi1 ∧ · · · ∧ ϕir , 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m,
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forment une base de l’espace des formes r-multilinéaires alternées sur V.

Démonstration : Comme (ϕ1, . . . , ϕm) est une base de V ∗, il suffit de considérer sa base
pré-duale (b1, . . . , bm) et d’appliquer le Lemme 3.2.16.
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