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Chapitre 1

Réduction d’endomorphismes

1.1 Rappels sur la diagonalisation

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie m sur C, et f un endomorphisme de V, ¢’est-a-dire
une application linéaire de V' dans lui-méme. Le but de la diagonalisation est de trouver une
base de V' dans laquelle la matrice représentant f est la plus “simple” possible. Rappelons que

si B = (b1,...,by) est une base de V, la matrice représentant f dans la base B est la matrice
[f] = [f]s dont la j©™¢ colonne est formée des composantes de f(b;) dans B. Dans ce cas, si
T1,...,T, sont les composantes d’'un vecteur x dans la base B, alors le vecteur colonne des

composantes de f(z) dans B est donné par

I

[f]B

Tm

Définition 1.1.1 On dit que f est diagonalisable s’il existe une base B de V telle que [f|g
soit diagonale.

Si f est diagonalisable, diagonaliser f revient donc & trouver une base B dans laquelle [f]z est
diagonale et calculer cette matrice diagonale, c’est-a-dire déterminer ses éléments diagonaux. On
peut mener de front ces deux taches.

Définition 1.1.2 Un nombre complexe A est une valeur propre de f s’il existe z € V' \ {0}
tel que f(x) = Az. L’ensemble des valeurs propres de f s’appelle le spectre de f. Si A est une
valeur propre de f, tout élément x € V vérifiant f(x) = Ax est un vecteur propre associé a
la valeur propre \. Le sous-espace propre associé a la valeur propre A est défini par

E\x=E\f)={z €V : f(x) = Az} = ker(f — Aid),

c’est-a-dire par I’ensemble des vecteurs propres de f associé a la valeur propre .

Proposition 1.1.3 Des espaces propres distincts de f sont toujours en position de somme
directe. Autrement dit, des vecteurs propres non-nuls associés a des valeurs propres distinctes
sont linéairement indépendants.

Dans le cas d’'un endomorphisme diagonalisable, les espaces propres fournissent une décomposi-
tion de I’espace.
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Théoréme 1.1.4 L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si V' est la somme
directe de ses sous-espaces propres, autrement dit si V posséde une base de vecteurs propres.

Les valeurs propres d’un endomorphisme peuvent étre obtenues a partir du polyndéme caracté-
ristique de celui-ci.

Définition 1.1.5 Le polyndéme caractéristique de f est défini par

pr(N) = det(f — Nid).

Il s’agit d’'un polynome de degré égal a la dimension m de l’espace V. Rappelons que le déter-
minant d’un endomorphisme est le déterminant de la matrice qui représente cet endomorphisme
dans une base donnée. Cette définition est légitime car le déterminant ne dépend pas de la base
choisie pour le calculer : en effet, si B et B’ sont deux bases de V et si S est la matrice de

changement de base de B & B', alors [f]g = S7![f]S et det[f]s = det[f]5.

Le théoréme suivant donne une propriété importante du polynéme caractéristique.

Théoréme 1.1.6 (Caley-Hamilton) Tout endomorphisme annule son polynéme caracté-
ristique, c’est-a-dire

ps(f)=0.

Rappelons d’autres résultats classiques concernant le polynéme caractéristique d’'un endomor-
phisme.

Proposition 1.1.7 Les valeurs propres de f sont exactement les racines de son polynéme
caractéristique. De plus, la multiplicité de A\ comme zéro du polynéme caractéristique py est
toujours supérieure ou égale a la dimension du sous-espace propre associé F).

Cette proposition justifie I'introduction de deux types de multiplicité pour une valeur propre.

Définition 1.1.8 Soit A une valeur propre de f.
— La multiplicité algébrique de X\ est sa multiplicité comme zéro du polyndéme caracté-
ristique py.
— La multiplicité géométrique de X\ est la dimension du sous-espace propre E).

Le résultat suivant donne une caractérisation des endomorphismes diagonalisables & partir du
polyndme caractéristique.

Théoréme 1.1.9 Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si les multiplicités
algébrique et géométrique de chaque valeur propre de f coincident.

Ces résultats permettent de donner une méthode simple pour diagonaliser un endomorphisme f
lorsque c’est possible.

1. Fixer une base B = (b1,...,by) de V sur C.

2. Calculer le polynéme caractéristique py .

3. Factoriser py = (—1)™ H§:1()‘ — Aj)H.

4. Pour chaque racine \; de py, étudier I'espace propre E); en résolvant le systéme homogene
associé, et calculer la dimension du sous-espace propre E); formée des solutions.

5. S'il existe j tel que dim E; < pj, f n’est pas diagonalisable. Sinon, continuer.
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6. Pour tout j, choisir une base (z;1,. .. ,ZL‘j#j) de E,;. Alors

/
B = (-Z'l,la s s Ly s T2 15w v o 3 L2 gy - oo s Tp Ly e ,xp,ﬂp)

est une base de V dans laquelle f se représente par une matrice diagonale.

7. Si S est la matrice dont les colonnes sont les composantes des éléments de B’ dans la base
B, alors

[fler = ST flBS = diag( M, Atye ooy Apyeu Ap ).
H1 Hp

Il ne faut pas croire que tous les endomorphismes sont diagonalisables : la matrice

0 1

0 0
n’est pas diagonalisable. On est donc amené & trouver des affaiblissements convenables de la
diagonalisabilité.
Nous allons montrer que 'on peut obtenir une forme qui se rapproche nettement de la forme
diagonale, la forme de Jordan. Il est d’ailleurs & noter que la forme de Jordan est la “meilleure”

possible, en ce sens qu'une matrice est diagonalisable si et seulement si sa forme de Jordan est
diagonale. La réduction & la forme de Jordan nécessite plusieurs étapes intermédiaires.

1.2 Forme de Jordan, cas nilpotent

Les endomorphismes nilpotents sont fondamentaux dans 1’étude de la réduction des endomor-
phismes & la forme de Jordan : ils permettent d’appréhender le cas des endomorphismes non-
diagonalisables.

Définition 1.2.1 Un endomorphisme g est nilpotent s’il existe un entier positif n tel que
g™ = 0. Le plus petit entier n vérifiant cette égalité est appelé 'indice de nilpotence de g.

Rappelons que la notation g™ désigne la composition go ---og. La matrice qui représente g"
e
n 101Ss

dans une base B est donnée par [¢"|g = [g]}-

Remarque 1.2.2 Soit g un endomorphisme nilpotent. Son indice de nilpotence est égal a n si
et seulement si ker g" =V et kerg" ! C V.

Proposition 1.2.3 Soit g un endomorphisme nilpotent.

1. Son indice de nilpotence est toujours inférieur ou égal a la dimension de V.
g n’est pas inversible.
Le spectre de g est réduit a {0}.

Si g est non-nul, alors g n’est pas diagonalisable.

AT S

Si k est strictement inférieur a I'indice de nilpotence de g, alors ker g% C ker gF+1.
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Démonstration : 1. Notons n l'indice de nilpotence de g. Alors il existe x € V tel que
g (x) # 0. Montrons que les vecteurs non-nuls

z,g9(x),... ,g”fl(x)

sont linéairement indépendents. On en déduira que n < dim V. Supposons donc que

n—1
> ajg(z) =0
j=0

ol les a; € C sont non tous nuls. Soit jg le plus petit entier tel que a;, # 0. Alors

n—1 n—1
0=g" P[> ajgl (@) | =Y a; g™ 00t (@) = aj,g" (2),
— — —_—

ce qui est impossible car a;, # 0 et g"~1(x) # 0.

n—1 1

2. Si g était inversible, on aurait g og" =g 100 =0, ce qui contredit la définition de

I’indice de nilpotence n.

:g_

3. Considérons & nouveau = € V tel que ¢" (z) # 0. On a g(¢" (z)) = ¢"(z) = 0 et g" (z)
est donc un vecteur propre non-nul de g associé & 0. Donc 0 est bien une valeur propre de g.
De plus, si A est une valeur propre de g, alors il existe y € V' \ {0} tel que g(y) = Ay. On a
0=g"(y) = A"y, dou A = 0.

4. Si g était diagonalisable, puisque son spectre est réduit a 0, il existerait une base dans laquelle
[g] est la matrice diagonale nulle. Donc g = 0, d’ot une contradiction.

5. On a bien str que ker g¥ C ker ¢g**! pour tout k& > 0. Supposons par 'absurde que k < n est tel
que ker g = ker g**1. Soit = € ker g*T2. Alors ¢g"*1(g(x)) = 0 et donc g(x) € ker g**! = ker g¥.
On obtient alors g(z) € ker g% c’est-a-dire = € ker g**1. Ainsi ker g¥ = ker g¥*! = ker g**2 et en
procédant de la sorte, on obtient ker g¥ = ker ¢" = V, ce qui contredit la définition de I'indice
de nilpotence n. [ |

Dans la preuve précédente, on a obtenu que si g est un endomorphisme nilpotent d’indice de
nilpotence n et si x € V est tel que ¢g" " !(x) # 0, alors z,g(z),...,¢9" '(x) sont linéairement
indépendents. Si n = dim V', on obtient donc une base de V. La proposition suivante utilise la
forme particuliére de celle-ci.

Proposition 1.2.4 Soit g un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence n = dim V.
Alors il existe une base B = (by,...,b,) de V telle que

g(b1> =0 et g(bj) = bj_l, jE {2, .. .,n}.
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En particulier,

0 1 o 0
0 1

l9ls = | : 0

: o1

0 -+« v o 0

Démonstration : Si  est tel que g" !(z) # 0, il suffit de prendre la base

B=(g"""(2),9"*(2),...,9(x),2).

Le résultat précédent nous améne & la définition suivante.

Définition 1.2.5 Soit ¢ un endomorphisme nilpotent. On appelle chaine engendrée par g
toute suite finie de la forme

z,9(x),....¢ " (x)
ot g"1(z) # 0 et g'(x) = 0. On dit que x est la téte de la chaine et que g'~'(z) en est la
queue. L’entier [ est la longueur de la chaine.

Bien siir, la longueur d’une chaine est toujours inférieure ou égale & l'indice de nilpotence de g.
On peut cependant trouver des chaines de longueur plus petite (il suffit de prendre une téte dans
ker g' \ ker g'71).

Exemple 1.2.6 Considérons I'endomorphisme g : C* — C* : z — Az, ot A est la matrice
-2

0
0

o O O O
o O O
O = W

On vérifie facilement que g est un endormorphisme nilpotent en remarquant que

00 —2 11 000 —8
00 0 -8 000 0
2 3 _ 4
=100 0 ol *=looo o et A=0.
00 0 0 000 0
On a
0 1 11 -8
0 3 -8 0
=41 Aey = 4l A?ey = NE Adey = 0 et  A'es =0.
1 0 0 0
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Ainsi, e4 est la téte d’une chaine de longueur 4 engendrée par f. Ainsi, la chaine engendrée par
e4 nous donne une base dans laquelle la matrice qui représente g a la forme

o O O O
o O o
O O = O
O = OO

En prenant comme téte de chaine Aey, on obtient une chaine de longueur 3. On a également

0 2 -2
e3 = (1) , Aeg= _02 . Aey = 8 et Ades =0,
0 0 0

et e3 est la téte d’une autre chaine de longueur 3.

On a déja obtenu le résultat suivant au sein de la preuve de la Proposition [1.2.3]

Proposition 1.2.7 Les éléments d’une chaine sont linéairement indépendants.

On peut avoir un résultat plus général, qui est trés utile en pratique.

Proposition 1.2.8 Les éléments d’un ensemble C' de chaines engendrées par un endomor-
phisme nilpotent g sont linéairement indépendants si et seulement si les queues de ces chaines
sont linéairement indépendantes.

Démonstration : La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante.
Soit L la longueur maximale des chaines de C. Pour tout [ € {1,...,L}, soit N; le nombre de
chaines de longueur [ et soient x;1,...,x; N, les tétes de ces chaines. On a donc

C={g () :1€{l,....L},j€{l,....,N},ie{l,....1}}.

Supposons que
L N 1

DD ajig (ay) =0

1=1 j=1 i=1

ou les coefficients «; ;; € C sont non tous nuls. Soit ig le plus grand i pour lequel il existe
le{l,...,L} et je{l,...,N;} tel que oy ;; # 0. Alors

L N; i L N i
g1 ZZZ 1—i _ZZZ jo—1-+1—i
O - glo al:]77'g ’L(xlmj) - alvjvi glo l(xlu]) °
— — N———
=1 j=1i=1 =1 j=1i=1 —0 si i<ig—1
Ainsi, on obtient
L N
-1 =0
ajing  (15) = 0.
=1 j=1

Or, les queues de chaines sont linéairement indépendantes, ce qui implique que oy j;, = 0 pour
tout I € {1,...,L} et tout j € {1,..., N;}. Cela contredit la définition de 4. |
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Par conséquent, on dit que des chaines sont linéairement indépendantes si les queues de ces
chaines le sont. La réduction a la forme de Jordan d’un endomorphisme nilpotent consiste a
trouver une base répartie en chaines, c’est-a-dire une base formée par les éléments de chaines
linéairement indépendantes.

Théoréme 1.2.9 (Forme de Jordan des endomorphismes nilpotents) Si g est un
endomorphisme nilpotent, il existe une base dans laquelle [g] a la forme

Jg 0 ... 0

0 J :
g=|"

: .0

0 ... ... Jg

ot chaque bloc diagonal J; est une matrice de la forme

0 1 0 0
0 1
Ji = 0
: 1
0 0
Démonstration: Notons n l'indice de nilpotence de g. Construisons la suite croissante Vj, ..., V,

de sous-espaces de V' de la maniére suivante : on pose
Vo=kerg” ={0} et V;=kerg’,ic{l,...,n}.

En particulier, V;, = V. Par la Proposition [1.2.3] on sait que la suite Vp,...,V,, est strictement
croissante. De plus, remarquons que pour tout i € {1,...,n}, on a

Vi={zeV:g@)=0t={zeV: g '(g) =0} ={z e V:glx) e Via} =g (Vi-1).

Construisons & présent de proche en proche la suite Wy, ..., W, de sous-espaces de V comme
suit : on pose W,, = {0}. Pour construire W,,_1, il suffit de choisir un supplémentaire de V,,_1
dans V,,. Ensuite, si W,, Wy,_1,..., W;y1 ont été construits, on choisit W; afin d’avoir

WidVi=Vigr et g(Wip1) C Wi

Observons qu’une telle construction est possible : pour cela, il faut montrer que g(W;41) est
un sous-espace de V;i; d’intersection nulle avec V;. Par induction, on sait que Wi est un
supplémentaire de V;41 dans Vjyo. Dés lors,

9(Wir1) C g(Visa) = (g~ (Vit1)) € Vi1

De plus, si z € V; N g(W;i1), alors o = g(y) avec y € Wiy1. Or & € V;, et donc on a g'(z) = 0.
Par conséquent, ¢'T1(y) = g'(x) = 0, dott y € Vi1 N W;11. Comme V;11 et W41 sont en somme
directe, on obtient y = 0, d’ott x = ¢g(y) = 0. Ainsi, V; N g(W;11) = {0}.
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Au vu de la construction des suites Vg, ..., V, et Wy,...,W,, on a
V:Vn:Wn—l@Vn—l :Wn—l@Wn—2@Vn—2 == n—l@Wn—Q@"'@WO-

Par conséquent, afin d’obtenir une base de V, il suffit de construire une base de W; pour tout
i€ {0,...,n—1}. Commengons par remarquer que pour tout ¢ € {1,...,n}, g est injectif sur
W; car
WiNkerg =W, NV, ngﬂVZZ{O}

Par conséquent, si (yi1,...,y,) est base de W;, les éléments g(y1),...,g(y,) sont linéairement
indépendants (en effet, si Z;Zl a;g(y;) = 0, alors g (25:1 ajyj) = 0; l'injectivité de g donne
alors Z§:1 a;y; =0,dottag = -+ = a, =0). Comme g(W;) C W;_1, ils peuvent étre complétés
en une base de W;_;. Ceci permet de construire une base de V' de la fagon suivante.

1. On prend une base (z1,...,z,, ) de Wy,_1.

2. On construit une base de W,,_2 en complétant g(z1),...,g(Zy,) PAT Tpy41, .-, Tpy-

3. On itére le processus et on construit une base de W,,_; en complétant les vecteurs
gi_l(:nl)a s vgi_l(xr1)7gi_2($7’1+1)a s vgi_z('rw)v s 7g($7'i—2+1)7 s 79(337”2'—1)

Par Ty, 41,5 Tpye
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Au total, on obtient une base de V :

WO Wn—i Wn—3 Wn—2 Wn—l
9" (1) 9 (x1) g*(x1)  glar) @
9" Ha2) 9" (x2) 9*(x2)  g(z2) w9
9" () e gi_1($r1) A G2 I B
9" (@ 41) e ¢ @) o 9(@nt1)  Te
9" (wry) .91;2 (@) -0 g(@r,) Lry
gn_3($r2+l) s gz_g(xTerl) s Lro+1
N L 1.1
g a) G ) (1)
9" (@ _y41) Tri_1+1
gn_i(‘r""i) ‘TW
xTn71+1
T,
Les éléments d'une méme ligne g'(z;),...,z; sont les éléments de la chaine engendrée par g de

téte z;. Par construction, g'(z;) € Wy C Vi, et donce g(g'(z;)) = 0. Ainsi, si b est un élément de
la base ci-dessus, g(b) est I’élément suivant de la méme chaine si b n’est pas queue de chaine, et
g(b) = 0 sinon. Dans cette base répartie en chaines, la matrice [g] a donc la forme souhaitée.

La base dont il est question dans le théoréme précédent n’est pas unique. Cependant, ces bases
ont un certain nombre de propriétés communes.

Supposons que B est une base de V' formée par les éléments de chaines linéairement indépendantes
engendrées par g. On forme un tableau en ordonnant les chaines par longueur décroissante ; les
lignes du tableau sont formées des chaines écrites en commencant par la queue et on convient
d’aligner verticalement les queues. Par exemple, si B est formée de deux chaines de longueur 5,
d’une chaine de longueur 4, d’une chaine de longueur 3 et d’une chaine de longueur 1, on obtient
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le tableau
g (@) ¢(z1) ¢*(z1) glz1) =
gt (z2) ¢*(z2) ¢*(x2) glxa)
g3 (x3) g*(x3) glxs) a3
92(374) g(xa) x4
x5

ce que 'on représente symboliquement par

* | % | % | *
* | % | % | ¥

‘*****

La forme du tableau obtenu ne dépend pas de la base répartie en chaines choisie et on peut la
déterminer en étudiant les rangs des puissances g, ¢2, ..., ¢" de I'endomorphisme g, comme le
montre le résultat suivant.

Proposition 1.2.10 Considérons une base de V formée de chaines linéairement indépen-
dantes et engendrée par un endomorphisme nilpotent g. On place les éléments de la chaine
dans un tableau.

1. Les k premiéres colonnes du tableau forment une base de ker g~.

2. La longueur de la plus longue chaine est 'indice de nilpotence de g.
1) — rg(gh).

3. Le nombre d’éléments dans la k°™® colonne vaut rg(g

Démonstration : 1. Puisque tous les éléments du tableau sont linéairement indépendants,
il suffit de montrer que tout vecteur x de ker g¥ est combinaison linéaire des vecteurs des k
premiéres colonnes. Comme on a une base de V', on peut décomposer x sous la forme

u v
T = Zaryr + Zﬁszs
r=1 s=1

ol Y1, ..., Yy sont les éléments des k premiéres colonnes du tableau et z1,..., z, les éléments des
autres colonnes. On a

0= " @) = ar g ) + 3 Aug ().

Par construction du tableau, les éléments g*(z1),...,g"(2,) sont des éléments distincts du ta-
bleau, et sont donc linéairement indépendants. Par conséquent, on obtient que 1 = -+ = 8, = 0,
d’ott la conclusion.

2. Vu le point 1., si le tableau est formé de n colonnes, alors le tableau forme une base de ker g™.
On en tire que V = ker g", et donc l'indice de nilpotence de g est plus petit ou égal & n. Puisque
ker g"~! C ker g" (ils n’ont pas la méme dimension vu le point 1.), on obtient la conclusion.

3. Par le point 1., on sait que le nombre d’éléments dans les k premiéres colonnes vaut dim (ker gk).

Ainsi, si k > 2, le nombre d’éléments dans la k™€ colonne vaut

dim (ker g*) — dim (kerg*™') = dimV —rg(g") — dimV +rg(g* 1)
= 1g(g"") —rg(g").
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Si k =1, le nombre d’élements dans la premiére colonne est donné par
dimker g = dimV —rg(g) = rg(¢°) — rg(g).
|

Dans la pratique, on peut donc trouver la forme du tableau de base répartie en chaines grace a
la proposition précédente. On utilise la Proposition pour trouver des chaines linéairement
indépendantes et former la base recherchée.

Remarque 1.2.11 Par conséquent, la forme de Jordan de g ne dépend pas de la base répartie
en chaines choisie, & une permutation des blocs prés. En particulier, I'indice de nilpotence de
g est la dimension du plus gros bloc. En regardant le tableau , on voit que le nombre de
chaines de longueur k correspond au nombre d’éléments nécessaires pour compléter une base de
W, pour obtenir une base de Wj_1, c’est-a-dire

dimWi_; —dim Wy, = dim (ker gk) — dim (ker gkil) — dim (kergkﬂ) + dim (kergk)
= 2dim (kergk) — dim (kergk_l) — dim (kergk+1) .

Cela donne le nombre de blocs de dimension k£ dans la forme de Jordan de g.

1.3 Exemple

Considérons l'opérateur f : C> — C? : x — Az, ot A est la matrice

-1 0 -1 1 0
-4 -1 -3 2 1
A=1-2 -1 -2 1 1
-3 -1 =3 2 1
-8 =2 =7 5 2

Il s’agit d’'un endomorphisme nilpotent d’indice 3 car

0 0 0 00
0 0 0 00

A= -1 0 -1 10 et A3 =0.
-1 0 -1 1 0
-1 0 -1 10

Cherchons la forme du tableau de base répartie en chaines pour A. En calculant les rangs des
matrices A et A2, on trouve

— nombre d’éléments dans la colonne 1 = 5 —rg(A) =5—-3 =2

— nombre d’éléments dans la colonne 2 = rg(A4) —rg(A?) =3 -1 =2

— nombre d’é¢léments dans la colonne 3 = rg(A?) —rg(A3) =1-0=1.
Le tableau a donc la forme

***\
* | %
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Il faut donc construire deux chaines linéairement indépendantes de longueurs respectives 2 et 3.
La téte d’une chaine de longueur 3 est un vecteur z tel que A%z # 0. On peut prendre

1
0
e1=10
0
0
La chaine est donnée par
-1 0
—4 0
€1, A€1 = —2 s A2€1 = -1
-3 -1
-8 -1
On cherche & présent une chaine de longueur 2, c’est-a-dire un vecteur y tel que A%y = 0

et Ay # 0. 11 faut de plus s’assurer que les queues des chaines A%e; et Ay sont linéairement
indépendantes pour que les chaines le soient. On peut prendre

S
|
D
no
|
coo~=ao

et la chaine

0
-1
€9, A62 = —1
-1
-2

La matrice S de changement de base est donnée par

0 -1 1 0 O
0 -4 0 -1 1
S=|-1 -2 0 -1 0
-1 -3 0 -1 0
-1 -8 0 -2 0

et on sait que

ST1AS =

o O O O O
(=l el el
o O O = O
O O O O O
o= O O O
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1.4 Sous-espaces caractéristiques et forme de Jordan, cas général

Nous allons & présent traiter la réduction & la forme de Jordan d’un endomorphisme quelconque
f. Pour cela, pour chaque valeur propre de f, nous commencons par introduire des sous-espaces
vectoriels stables pour f, et nous montrons qu’ils donnent une décomposition en somme directe
de 'espace V. L’idée est ensuite de se ramener au cas nilpotent sur chacun de ces sous-espaces.

Définition 1.4.1 Soit f un endomorphisme de V. Un sous-espace vectoriel W de V est
stable pour f si f(W) C W.

Exemple 1.4.2 Remarquons que les sous-espaces propres de f sont stables pour f. En effet, si

f(z) = Az, alors f(f(z)) = f(Ax) = Af(z), dou f(z) € Ej.

L’intérét des sous-espaces stables est le suivant : si V = W; @ --- @ W} ou les sous-espaces
W1, ..., W, sont stables pour f, alors dans toute base de V' obtenue en juxtaposant des bases de
Wi, ..., Wy, la représentation matricielle de f est de la forme

[f] = diag(Blv cee aBl)a
ou chaque B; est une matrice de taille dim W;.

Nous savons que dans le cas o ’endomorphisme f n’est pas diagonalisable, I’espace V' n’est pas
égal a la somme directe de ses sous-espaces propres. Nous allons a présent introduire d’autres
sous-espaces propres pour f qui donneront une décomposition de I’espace en une somme directe.

Définition 1.4.3 Soit f un endomorphisme de V. Si A est une valeur propre de f de mul-
tiplicité algébrique u, on définit le sous-espace caractéristique de f relatif & \ par

FA(f) = F>\ = ker(f - )\id)‘u .

Attention & ne pas confondre les sous-espaces propres E)\ = ker(f — Aid) et les sous-espaces
caractéristiques F = ker(f — Aid)*. Notons cependant que E) C F).

Lemme 1.4.4 Soient f un endomorphisme de V' et A une valeur propre de f. Le sous-espace
caractéristique F) est stable pour f.

Démonstration : Soit x € F)\. Si u est la multiplicité algébrique de A, alors

(f = Nd)*(f(2)) = f((f — Nid)*(z))) = f(0) =0

puisque deux polynémes d’un endomorphisme commutent. Par conséquent, f(z) € Fj. [

La clé de la réduction & la forme canonique de Jordan est contenue dans le résultat suivant.

Proposition 1.4.5 Soit f un endomorphisme de V dont le polynéme caractéristique est
donné par

P
prN) = (D" T =),
j=1
ot A1, ..., A\, € C sont distincts. Alors, pour tout i € {1,...,p}, on a

dim Fy, = 1.
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De plus,
V:F)\l @...@F)\p.

Démonstration : Pour tout i € {1,...,p}, posons f; = (f — )\iid)’FAi' Par le Lemme on
sait que f; est un endomorphisme de F),. De plus, on a

JE = (f = Aid) [, =0

par définition du sous-espace caractéristique, et donc f; est nilpotent sur F),. Le Théoréme [1.2.9
nous fournit alors une base B; de F), dans laquelle [f;]s, est réduite a la forme de Jordan, i.e.

Jix 0 0
0 J;
[fl]Bz = 2
0
0 Jz s

0 1 0 0
0 1
Jir = 0
1
0 0

Puisque f‘FM = fi + AiidF/\ZJ on en tire que

Jig 0 0
0 Ji
[flry, B = 2
0
0 Jz s

ou chaque bloc diagonal ji,r est de la forme

N1 0 0
A1

: .1

0 ~or e N

Considérons une base B de V' obtenue en complétant la base B; de F),. Dans cette base, f est
représenté par une matrice de la forme

[fls = ( [f‘FS.]Bi g ) |
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et par conséquent,

pr(A)

det ([f’F)\Z]Bl — Mdim FM) det (D — M —dim FM)
— (= NP det (D = Ayy_aim sy )-

En particulier, le polynome (A\; — A3 5% divise p £, d’ott

dim Fy, < p.
Montrons & présent que les sous-espaces caractéristiques Fl,, ..., F), engendrent V' (c’est-a-dire
V = F\, + -+ F),). Pour cela, posons
P
piN) = [ Oy—nm.
j=1j#i

En décomposant é en fractions rationnelles propres, on obtient

1 &AW
pr(A) ; (Aj — A

ot chaque A; est un polynome de degré strictement inférieur & p;. Il s’ensuit que

P
L= 4;(Np;(N)
j=1
et en appliquant ces polynémes a ’endomorphisme f, il vient
P
id =Y A;(f)p;(f)-
j=1

Ainsi, pour tout z € V', on a
P

v =Y (AP @) =Dz

(
j=1 j=1
ou pour tout j € {1,...,p}, on a posé z; = (A](f)pj(f))(ac) Il suffit alors de montrer que
zj € F);. C’est immédiat car
(f = Nid)" (z) = (f = Nid)" (4;()p;(f)) (@)
(f = Aid)*p; (f)A; (f) ()
= pr(f)A;j(f)(z) =0
=0

en utilisant le Théoréme de Caley-Hamilton et le fait que des polynémes d’un endomor-
phisme commutent. Ainsi, on a bien que V' = F), +--- + F), et donc

p p
dimV <Y dimFy, <) p; = deg(py) = dim V.
=1 i=1

On en tire que
V:FAIGB@FAP?
et dim F, = ;. ]
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La preuve précédente nous fournit directement tous les outils et la méthode permettant d’obte-
nir la forme de Jordan d’'un endomorphisme dans le cas général. Commencons par donner une
définition.

Définition 1.4.6 On appelle bloc de Jordan une matrice carrée du type

A1 0 0
A1

Iy = 0

1

0 A

Théoréme 1.4.7 (Réduction a la forme de Jordan) Soit f un endomorphisme de V.
I existe une base de V' dans laquelle [f] a la forme de Jordan, c’est-a-dire la forme

Jo 0 ... 0
o J
=17
0
0 Js

ot chaque J; est un bloc de Jordan.

Démonstration : Soient Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de f. Par la Proposition
on sait que
V:F)\l@“-@F/\p.

De plus, en imitant le début de la preuve de la Proposition|1.4.5, on sait que pour tout i € {1,...,p},
il existe une base B; de F), dans laquelle

Jii 0 0
0 Ji
flr s = 2
: .0
0 ... ... Jis

oll chaque bloc diagonal j@r est un bloc de Jordan associé & la valeur propre \;. Soit B la base

de V formée des bases Bi, ..., B,. Dans cette base,
mFAl]lﬁ 0 . 0
| 0 Uinle |
: . 0
0 mFAp]Bp

d’ou la conclusion. []
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Remarque 1.4.8 Deux endomorphismes f et font la méme forme de Jordan (& une permuta-
tion des blocs prés) s’ils ont les mémes valeurs propres et si les formes des tableaux des bases
réparties en chaines des espaces caractéristiques F); engendrées par les restrictions f — \id|p,

et ff Aiid|p, coincident.

Le résultat suivant montre que la forme de Jordan est la meilleure possible.

Proposition 1.4.9 Soit f un endomorphisme de valeurs propres distinctes Ay, ..., \,. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

1. f est diagonalisable.
2. By, = F\, pour tout j € {1,...,p}.

3. La forme de Jordan de f est une matrice diagonale (c’est-a-dire tous les blocs de Jordan
sont de dimension 1).

Démonstration : Montrons que la premiere assertion implique la deuxiéme. Notons pi1, ..., 11p
les multiplicités algébriques de A1,..., A, respectivement. Si f est diagonalisable, on sait que
V =E) & - ®E),. On a aussi toujours V = F), @& --- @ F), et E), C F),. Par conséquent,

p p
dimV = ZdimE,\j < ZdimFAj =dimV,
j=1 Jj=1

d’ott dim E); = dim F); pour tout j. On a donc deux espaces de méme dimension finie dont I'un
est inclus dans 'autre. Ils sont donc égaux, c’est-a-dire E); = F),.

Montrons que la deuxiéme assertion implique la troisieme. Si Ey, = F);, on a (f —Ajid)| By, = 0
et I'indice de nilpotence de (f — A;id)] F, vaut donc 1. Les bases réparties en chaines sont donc
toutes de longueur 1, ce qui signifie que que les blocs correspondants sont de dimension 1.

Enfin, il est clair que la troisiéme assertion implique la premiére. [ |

1.5 Polynéme minimum

Dans cette section, nous allons associer & tout endomorphisme f un second polynéme. Nous
montrerons ensuite le lien entre ce polynéme, les sous-espaces caractéristiques de f et sa forme
de Jordan.

Proposition 1.5.1 Soit f un endomorphisme de V. Il existe un unique polynéme monique
M (c’est-a-dire de coefficient principal égal a 1) tel que

{PeClz]: P(f) =0} = {QM;: Q € C[z]}.

Démonstration : Considérons un polynéme non-nul monique My de degré minimum tel que
My(f) =0 (un tel polynéme existe par le Théoréme de Caley-Hamilton). Il est clair que

{QM;:Q e C[z]} C{P eC[z]: P(f)=0}.

Montrons I'autre inclusion. Soit donc P € C[z] tel que P(f) = 0. En effectuant la division
euclidienne de P par My, on trouve des polynéomes @) et R tels que

P=QM;+R,
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ou deg R < deg M. Ainsi 0 = P(f) = Q(f)Ms(f) + R(f) = R(f), d’ou R(f) = 0. Or, le degré
de R est strictement inférieur a celui de My, et la définition de M implique donc que R = 0.
Ainsi P = QM et la deuxeme inclusion s’ensuit.

Supposons a présent que les polynomes My et Ny conviennent. Alors, il existe P,Q € Cl[z]
tels que My = PNy et Ny = QM. Donc My = PQM;y et on en tire que P et Q sont des
constantes. Comme les polynémes sont moniques, on a P = Q = 1. [

Définition 1.5.2 Le polynome M dont il est question dans la Proposition est appelé
le polynéme minimum de f.

Proposition 1.5.3 Soit f un endomorphisme de V. Les polynémes caractéristiques et mi-

nimum de f ont les mémes zéros.

Démonstration : En utilisant le Théoréme de Caley Hamilton et la Proposition [I.5.1]
, on sait que le polynéme minimum divise le polynéme caractéristique de f. Donc tout zéro de
M est un zéro de py. Réciproquement, soit A un zéro de py. Alors A est une valeur propre de
f et il existe x € V' \ {0} tel que f(z) = Az. Par conséquent, on a

i) = U F @) = £ 0) = A @) = = M
pour tout £ > 1. Il s’ensuit que
0=M;(f)(z) =MpN)z,
d’ou M¢(X) = 0. .

Si A1,..., A, sont les valeurs propres de f, on peut donc écrire

py(N) = (=)™ T[T = Az

7=1
et »
M) =TT =)™
j=1
avec 1 <m; < ;.

Théoréme 1.5.4 (Stabilisation des images et des noyaux) Soit f un endomorphisme
de V de polynéme mimimum

p
Mp(n) =TT = x)m
j=1
ol A1,..., A\, sont les valeurs propres distinctes de f. Pour tout j € {1,...,p}, on a
ker(f—\;id)? € ker(f—\;id) € ker(f—\jid)? € --- € ker(f—\;id)™ = ker(f—\;id)™ ! = .|

et

im(f—\;id)? 2 im(f—\;id) 2 im(f—\;id)? 2 -+ D im(f—\;id)™ = im(f—N;id)™ ™ = ...
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De plus,
V = ker(f — A\jid)™ @ im(f — Ajid)™

Démonstration : Pour simplifier les notations, on note g; = f — \;id pour tout j 6 {1,...,p}.
11 est clair que ker gj C ker ng pour tout k£ > 0. Montrons que si k est tel que ker gj ker ng

alors ker g’~C+1 = ker gk+2 Il suffit de montrer que ker gk+1 D ker gk+2 Soit donc x € ker gl”'2
Alors 0 = gk“( ) = gf“(g]( )), d'ott gj(z) € kerg]”1 = kerg]. Par conséquent, on obtient
9; (gj(z)) = gf“( ) =0 et donc x € ker g}““. Ainsi, si la suite des noyaux se stabilise pour une
valeur de k, elle devient stationnaire & partir de k.

Montrons & présent que cette stabilisation a lieu en m;. Commencons par montrer que
m;i—1 m;
kergj 7 kergj /

Le polynéme
P

PO =M= A" T (=)™
i=1,i%]
est un polynéme de degré strictement inférieur a M. Par conséquent, P(f) # 0 et il existe
x €V tel que

p
P(H)@) =g I a"@ #0
i=1,i#j
Posons ,
IT o)

i=1,i#£j
Alors y ¢ ker g;-nj_l mais g]mj (y) = 0 par définition du polynéme minimum.
En particulier, on a aussi ker gf C ker g}““ pour tout £ < m; car sinon, vu le début de la preuve,
on aurait ker g;-nj 1 = ker g;nj

N 4 m; m;i+1 . . R
Nous allons & présent prouver que ker 9; 7 = ker 9; 777, Pour cela, il suffit bien stir de montrer

; i+1 . i+1 o s
que ker g;nj D ker g;-nJJr . Considérons donc x € ker g;nj ! Par définition de gj, on a

0=g;(g;")(@) = (f = Njid)g; " (z)

et donc g}nj (x) est un vecteur propre de f de valeur propre A;. En particulier, on a

gi(g; ") (@) = (f = Mid) (g7 () = (Aj = M) (g5 ()

pour tout k € {1,...,p}. Par conséquent,

0=Mi(f)=g™ .. g’ = [[ N—=2)"g"(x),
i=1,ij
ou l’égalité & zéro provient de la définition du polynéme minimum. Puisque les valeurs propres
sont distinctes, on obtient que g;nj () =0, d’ou z € ker g;-nj . Ceci conclut la premiére partie de
la preuve.
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La deuxiéme partie de la preuve découle du théoréme de la dimension qui donne
dimV = dim ker g;-“ + dimim géc

pour tout k£ > 0 et du fait que im g;-“ D im gé“l pour tout k > 0.

Pour conclure, il reste & montrer que
m, . ms
V =kerg,” @img;"~.

On sait déja que ker g;nj + im g;nj C V. Le théoréme de la dimension nous donne alors 1’égalité
et il suffit de montrer que ker g;nj Nim g;nj = {0}. Considérons donc z € ker g;nj Nim g;nj . Alors,
il existe y € V tel que = = g;-nj (y). On a g?mj (y) = g;-nj (z) =0, donc y € ker gj-mj = ker gTj. On
en tire que = = g;nj (y) = 0, ce qui conclut la preuve. [ |
Rappelons que le sous-espace caractéristique associé a \; est défini par ker(f — A\;id)*7, ot p;

est la multiplicité algébrique de ;. Puisque p; > mj, le théoréeme précédent donne directement
le résultat suivant.

Corollaire 1.5.5 Soit f un endomorphisme de V. Si \; est une valeur propre de f dont la
multiplicité comme zéro du polynéme minimum est m;, alors

Fy, = ker(f — \jid)™ = ker(f — A;id)"

pour tout | > m;.

Remarque 1.5.6 Le Théoréme implique que 'indice de nilpotence de (f — A\jid)|r, est
J
égal & m;. Par conséquent, la longueur de la plus longue chaine de tout tableau formant une base
répartie en chaines de F); est égal a m;. La taille de ce tableau est égale a pj, la dimension de
F..

J

Proposition 1.5.7 Un endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si son polynéme
minimum ne contient que des zéros simples.

Démonstration : Rappelons que
Ey; =ker(f —Nid), Fy, =ker(f — \;id)™ et Ey; C F),.

Par le Théoréme on a 'égalité entre les deux espaces si et seulement si m; = 1. On conclut
en utilisant la Proposition [1.4.9] [

1.6 Exemple

Considérons la matrice A définie par

s
Il

= O = O Ot
[a)

[a—
W = O N
\

[\
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Cette matrice est associée a I’endomorphisme f : C° — C® : z — Axz. Afin de la réduire a la
forme de Jordan, on commence par calculer son polyndéme caractéristique

5-X -1 =3 2 -5
0 2-X 0 0 0

det(A —\I) = 1 0 1-X 1 —2 | =—-(A=3)*(\—-2)%
0 ~1 0 3-Xx 1
1 -1 -1 1 1-X

Ainsi, les valeurs propres de A sont 2 de multiplicité algébrique 3 et 3 de multiplicité algébrique
2. Déterminons les sous-espaces propres correspondants.

Pour la valeur propre 2, étudions la matrice

2 -1 -3 2 -5
0 0 0 0 O
A-2I=(1 0 -1 1 -2
0 -1 0 1 1
1 -1 -1 1 —1

On vérifie que le rang de cette matrice est 3. Par conséquent,
dim Fy = dimker(A —-2I)=5-3=2<3.

La matrice A n’est donc pas diagonalisable. Vu le théoréme de stabilisation des noyaux et puisque
dim F5 = 3, on sait donc que
Fy = ker(A — 2I)%

On calcule donc

1 0 -1 0 -2
00 0 0 0
(A-2*=| 0 0o 0 0 0O
1 -2 -1 2 0

1 -1 -1 1 -1

Le tableau d’une base répartie en chaines pour Fy est de la forme

**‘
*

Remarquons que le vecteur es + e4 est la téte d’une chaine de longueur 2 engendrée par A — 21
car
(A—2I)2(€2+e4) =0 et (A—QI)(€2+€4) =e1 + e3.

Il faut encore trouver un vecteur qui est la téte d’une chaine de longueur 1 (donc dans le noyau
de A — 2I) et linéairement indépendant avec la queue e; + e3. On vérifie aisément que le vecteur
eo — 2e3 + e convient.

Pour la valeur propre 3, on s’intéresse & la matrice

2 -1 -3 2 =5
0 -1 0 0 O
A-3I=|1 0 -2 1 -2
0 -1 0 0 1
1 -1 -1 1 -2
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On vérifie facilement que son rang est 4. Par conséquent, le sous-espace propre associé a la valeur
propre 3 est de dimension 1. Le rang de la matrice

—4 2 5 —4 8
01 0 0 0
(A-3N)*=|[-2 0 3 -2 4

1 0 -1 1 =2
-11 1 -1 2

est nécessairement 3 puisque dim ker(A—37)? = dim F3 = 2. Ainsi, le tableau d’une base répartie
en chaines pour Fj est de la forme

On vérifie facilement que le vecteur 2e; + e5 est la téte d’une chaine de longueur 2 engendrée par
A — 31, c’est-a-dire

(A—31)%(2e;1 +e5) =0 et (A—3I)(2e1 +e5) = —€1 + ey4.

Finalement, on construit la matrice

10 0 -1 2

01 1 0 O
S=110 -2 0 0
01 0 1 0

00 1 0 1

qui est telle que

21 0 00
02000
ST'AS=10 0 2 0 0
000 31

00 0 0 3

Notons également, vu la stabilisation des noyaux obtenue, que nous savons que
Ma(N) = (A =22\ —3)2

Ilustrons & présent ce que nous venons de calculer dans Mathematica. On définit la matrice A
par

A= {{5,-1,-3,2,-5},{0,2,0,0,0},{1,0,1,1,—2},{0,-1,0,3,1},{1,-1,-1,1,1}}
A/ /MatrixForm

5 -1 -3 2 -5
0 2 0 0 O
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La réduction a la forme de Jordan est donnée par

J = JordanDecomposition[A]

{{{27 1?0? _17 2}7 {]‘7 07 ]‘7 07 0}? {0’ ]" 07 07 0}7 {0’ 0’ ]" ]‘7 0}7 {170’ 0’ 0’ ]‘}}?
{{2,0,0,0,0},{0,2,1,0,0},{0,0,2,0,0},{0,0,0,3,1},{0,0,0,0,3}}}

Map[MatrixForm, J|
([2 10 -1 2 2000 0
101 0 0 02100
010 0 0f.]0o0200
001 1 0 00031
100 0 1 0000 3

La premiére entrée donne la matrice de changement de base (remarquez que celle-ci n’est pas
unique). La deuxiéme entrée donne la forme de Jordan. Vérifions a présent que les valeurs propres
de A sont bien 2 (triple) et 3 (double).

Eigenvalues[A]

{3,3,2,2,2}
On peut également voir que la matrice n’est pas diagonalisable en cherchant ses vecteurs propres.

Eigenvectors[A]

{{-1,0,0,1,0},{0,0,0,0,0},{2,1,0,0,1},{1,0,1,0,0},{0,0,0,0,0} }
Vérifions & présent qu’on a bien obtenu la forme de Jordan de A. On définit la matrice S par

§=J[[l

{{2,1,0,—1,2},{1,0,1,0,0},{0,1,0,0,0},{0,0,1,1,0},{1,0,0,0,1}}

Inverse[S].A.S//MatrixForm
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2 0 0 0O
021 00
00 2 00
0 00 3 1
00 0 0 3
% == J[[2]]
True

Pour finir, illustrons le calcul du polyndme caractéristique de A et sa factorisation.

CharacteristicPolynomial[A, x]
72 — 156x + 134x® — 572° + 122 — 2P
Factor[%)]

—(=3+2)%(-2+ )3

1.7 Applications

Dans beaucoup d’applications, il peut étre utile de calculer la puissance n®™¢ d’une matrice carrée
A. Le Théoréme nous donne une matrice inversible S telle que S™1AS = J ot J est une
matrice diagonale par blocs, dont tous les blocs de la diagonale sont des blocs de Jordan. Alors
A= S5JS ! et pour tout n € N, on a

A" = (SJS™H(SJSY) ... (SIS = sJrsL

On s’est donc ramené & un probléme de calcul des puissances de J. Remarquons que si

Jo 0 ... 0
J = 0 J2 ,
: .0
0o ... ... Jg
alors
Jit 0 0
gn 0 J3
: 0
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Il reste donc & trouver un formule pour les puissances d’un bloc de Jordan.

Lemme 1.7.1 Soit Jy un bloc de Jordan de dimension k. Pour tout n > 0, on a

AP Cl)\n—l L Ck:—2)\n—k:+2 Ck—l)\n—k—i—l
0 n)\n o 0%73)\n7k+3 CZfQAnkarQ
T =
: g A CiAnt
0 ... . 0 A"

ol on utilise la convention que CI =0 si J>n.

Démonstration : Notons N la matrice carrée de dimension k définie par

0 1 0 0
0 1
N = 0
: o1
0 ««+ «-v oo 0

La matrice N est nilpotente d’indice k. De plus, Jy = A+ N et en utilisant la formule du binéme
de Newton (qui est valide puisque les matrices AI et N commutent), on obtient

n
JP=M+N)” = > CININ
§=0
min{k—1,n}
= ) CIAINT.
§=0

Pour tous ¢,j € {1,...,k}, notons E; ; la matrice carrée de dimension k£ qui a un 1 a la position
(i,7) et des zéros ailleurs. Alors, pour tout j € {0,...,k— 1}

k—1
NI = " Eiiy,
i=1
et on en tire la conclusion. []

1.7.1 Suites linéaires récurrentes homogénes a coefficients constants

Définition 1.7.2 Une suite de complexes (up,)nen est dite linéaire récurrente si elle satisfait
une équation de récurrence linéaire homogéne a coefficients constants de la forme

Upik = Qh—1Unik—1 + -+ agu, pour tout n € N, (1.2)

avec ag, . ..,akx_1 € C et ap # 0. On dit que k est 1’ordre de la relation.
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Remarquons que 'ensemble des suites vérifiant 'équation (1.2)) est un sous-espace vectoriel E de

CN : si (Un)nen et (Un)nen satisfont , alors (up+vp )nen et (Aup )nen vérifient également
pour tout A € C. De plus, le sous-espace E des solutions de est isomorphe & C* : & toute
condition initiale Uy := (ug, ..., ug—1) € C* correspond une unique suite linéaire récurrente, et
inversément.

Notre but est de donner une forme explicite pour u, en fonction de n.

Définition 1.7.3 La matrice compagnon de I'équation linéaire récurrente (1.2)) est définie
par
ap—1 Aag—9 ... ... Q@
1 0 0 0
A= 0 1 0 0
0 0 1 0
Remarquons qu’en posant
Un+k—1
U, =
Un+1
Unp,

pour tout n € N, I’équation se réécrit
Uni1 = AU, pour tout n € N, (1.3)
ot Uy est donné. En particulier, pour tout n € N, on a
U, = A"Uy.

La difficulté est donc réduite au calcul des puissances de A. Comme expliqué précédemment, la
réduction a la forme de Jordan fournit un outil idéal pour ce calcul. Commengons par remarquer
que le polynéme caractéristique d’une matrice compagnon a toujours la méme forme, ce qui
facilite le calcul de ses valeurs propres.

Lemme 1.7.4 Le polyndéme caractéristique de la matrice compagnon A est donné par

paN) = (=D)FOF —ap N1 — g h — a).

En particulier, comme ag # 0, 0 n’est pas une valeur propre de A.

Démonstration : Il suffit de développer le déterminant de A — AI par rapport & sa premiére
ligne. Il vient
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A1 — A Al ... ... Qg
1 -2 0 ... 0
det(A— ) = 0 1 - ... 0
0 0 1 =X
-2 0 0 1 0 0
1 =X 0 0 -2 0 0
= (ap_1—AN)]0 o T T i —ap 2|0 1T =)
: o o e
0O ... 0 1 =X\ 0 ... 0 1 =X
1 =X 0 0 1 =X 0 0
: : 0 1 =X
e o T O T W I (O 7o
: . 1 0 : .. '\
0 ... ... 0 =X 0O ... ... 0 1
(ak—1 = (=N = ap o (=N 4+ (D) (=Nas + (1) ag
= (—1)’“()\’C —ap AN g — ap)
ce qui conclut la preuve. [

Par le Théoréme [I.4.7] il existe une matrice de changement de base S et une matrice

Jg 0 ... 0
J = (_) T2

: 0

0 ... ... Jg

formée de blocs de Jordan telle que J = S7YAS. Si (u,)nen satisfait I'équation (1.2)), on obtient

Un+k—1 Uk—1
=gsJs | ¢ (1.4)
Un+1 Uy
Unp, ()
pour tout n € N, ou
Jpr 0 0
P
0
0 J
Soient A1, ..., A, les valeurs propres distinctes de la matrice compagnon A de I'équation linéaire

récurrente (|1.2)). Notons g1, ..., pp leurs multiplicités respectives. Fixons un bloc de Jordan J;
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associé a la valeur propre \; de multiplicité algébrique p;. Par le Lemme on sait que les
entrées de la matrice J;* sont de la forme

1

C?TL)\TL—m —
" m!)\;”n

(n—=1)...(n—m+1)A\},

oll m est strictement inférieur a la taille du bloc, donc en particulier & la multiplicité j;. Ainsi,
les entrées de la matrice J;* appartiennent & ’espace vectoriel sur C engendré par
n n ,2yn i—1lyn
DVIR L2V P VA L VS

Au total, les entrées de la matrice J™ appartiennent donc & ’espace vectoriel engendré par

{nl)\?:jE{1,...,p},l€{0,...,/@—1}}.

Proposition 1.7.5 Soient \1,..., A, les valeurs propres distinctes de la matrice compagnon
A de I’équation linéaire récurrente (1.2)). Notons pi1, ..., p, leurs multiplicités respectives.
Pour tout j € {1,...,p} et tout I € {0,...,u; — 1}, la suite

uh = (nl)\?)neN

est une solution de I’équation (|1.2)).

Démonstration : Il faut montrer que pour tout n € N, on a

k—1
(n+ BN =" ai(n +4) AT (1.5)
1=0

Par hypothése, on sait que A; est une racine de py de multiplicité pu; > [. Par conséquent,
D"pa(Aj) = 0 pour tout r < [. Par le Lemme on sait que

r k! —r - il i—r

et en évaluant cette dérivée en \;, on obtient

k—1

k! 7! -
7}\ka — A
(k—r)1" ;‘”(i — )1
En multipliant par A7, il vient
k—1 .
k! i i! -
R :Za"(z’—y«)ﬂ}' (16)
Considérons a présent pour tout r € {1,...,1}, le polynéme P, de degré r défini par

P(z)=z2(z—1)...(z—r+1).
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Sii>r, ona

1!
(i —r)l
Il est clair que Py = 1, Py,..., P, forment une base de ’espace des polynémes de degré au
plus [ (il suffit de montrer qu’ils forment une partie génératrice puisqu’ils sont en nombre égal
a la dimension; c’est direct en procédant de proche en proche). Par conséquent, il existe des
constantes c1, ..., ¢ telles que

P(i) =

l

(n+ M= Z e Pr(N).

r=0

En particulier, pour tout ¢ < k, on a

l
(n+i) = P(i). (1.7)

r=0
De plus, ([1.6]) se réécrit
k—1
Pr(k)AF =" aiP(i) ] (1.8)
i=0

puisque P,(i) =0sii <r.
En combinant (1.7)) et (1.8)), on obtient

l
(RN = S (PN A

d'ott (T5). n

Ce résultat montre que les suites u/!, j € {1,...,p}et 1€ {0,... g — 1}, sont g+ -+ pp, =k
solutions de I’équation ([1.2]). Comme 'espace E des solutions est un espace de dimension k, il
est légitime d’espérer que ces solutions forment une base de E.

Remarquons que puisque ’ensemble E' des solutions de ((1.2)) est un sous-espace vectoriel, toute
suite de la forme

P
Up = ZP](n))\?, neN, (1.9)
j=1
ou pour tout j € {1,...,p}, P; est un polynoéme de degré strictement inférieur a p;, est une

solution de (|1.2]).
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Proposition 1.7.6 Les k solutionsul’, j € {1,... ,p}etl € {0,... , i —1} de (1.2) données
dans la Proposition[1.7.5 sont linéairement indépendantes. Elles forment donc une base des

solutions de (|1.2)).

Démonstration : Commencons par fixer une valeur propre \; et montrons que les solutions
ubd, 1 € {0,...,p; — 1} sont linéairement indépendantes. Supposons qu'il existe des constantes
oy - - -5 Cp;—1 telles que

il

Z clul’j = 0.
=0

Alors, pour tout n € N, on a
mi—1

Z le)\? =0

=0
et puisque \; # 0, cela implique directement que ¢; = --- = ¢,,—1 = 0.
Montrons & présent que les vecteurs de conditions initiales de solutions de (|1.2)) de la forme
(P (n))\?)neN, ou P est un polynome de degré strictement inférieur a p; appartiennent a 'espace
caractéristique F); de la matrice compagnon A.

Soit donc P un polynome de degré [ < p;, et u la solution de (1.2)) définie par

u= (P(n))\?)neN .
On a (A—\I)Uy = AUy — \;Uy = Uy — A\;Up par la relation (1.3). Cette relation se réécrit
Uk — )\juk_l
(A — )\jI)Uo = :
U — Ajup

uy — )\jUO

Pour tout 7 € {1,...,k}, on a up — Aju,—1 = (P(r)—P(r—l))/\;T = Q(r)A] ot @ est un polynoéme
de degré strictement inférieur a [, et indépendant de r. En particulier, la suite v = (Q(n))\?)n N

est encore une solution de ([I.3). On réitére le processus pour calculer (A—\;1)2Uy = (A—X\;1)Vp,
et en faisant diminer le degré du polynéme étape par étape, on obtient finalement

(A—X\I)HUy =0,

Comme les espaces caractéristiques F), ..., F), sont en position de somme directe, des solutions
associées a des valeurs propres distinctes sont linéairement indépendantes, ce qui conclut la
preuve. ]

Au total, on a obtenu le résultat suivant.

Théoréme 1.7.7 Soient \1,...,\, les valeurs propres distinctes de la matrice compagnon
A de I'équation linéaire récurrente (1.2)). Notons pi1, ..., [, leurs multiplicités respectives.
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La solution générale de I'équation (1.2)) est donnée par la suite (up)nen de terme général
P
un =Y Pi(n)A7, (1.10)
j=1
ot pour tout j € {1,...,p}, P; est un polynéme de degré strictement inférieur a p;.

Exemple 1.7.8 Considérons la suite (uy,)nen définie par 'équation linéaire récurrente
Unt2 = 2Upt1 — 2Up

et les conditions initiales ug = 0, u; = 1. On peut obtenir les 25 premiers éléments de la suite
en les calculant de proche en proche, ou en utilisant la commande

LinearRecurrence[2, —2, 0, 1, 25]

{0,1,2,2,0,—4, -8, —8,0,16,32,32,0, —64, —128, —128,0, 256, 512, 512, 0, —1024, —2048, —2048, 0}

La matrice compagnon de I’équation est

(1)

et son polynome caractéristique est donné par pa(A) = A2 — 2\ +2. Ses racines sont 1+1i et 1 —1,
toutes les deux de multiplicité 1. Ainsi, il existe des constantes Cy et Cs telles que

up = C1(14+9)" + Co(1 — )™
Les conditions initiales donnent le systéme d’équations

0=C1+Cy
1=C1(1+14) 4+ Ca(1 —4),

d'otu C1 = —i/2 et Cy =i/2. Au total,

= (A= = () = VB (e — ) = (a)sin (BT

Remarquons que cette suite est bien, comme on s’y attendait initialement, une suite d’entiers.

Unp,

1.7.2 Exponentielle matricielle et équations différentielles

Définition 1.7.9 Un systéme d’équations différentielles d’ordre 1 linéaires homogénes a
coefficients constants est un systéme de la forme

up(t) = arjui(t) + -+ a1 pun(t)
uh(t) = agaur(t) + - + azpun(t) -~
up(t) = aniui(t) + - + anpun(t)

ol uy, . .., U, sont des fonctions dérivables sur R et les coefficients a; j, i,j € {1,...,n}, sont
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des complexes. ‘

A nouveau, remarquons que ’ensemble des n-uples de fonctions vérifiant I’équation (1.11)) est un
espace vectoriel. De plus, si deux n-uples de fonctions vérifiant 1’équation partagent les
mémes conditions initiales, i.e. prennent les mémes valeurs en 0, alors elles sont égales. Fnfin,
notons que cet espace est isomorphe a I’ensemble C™ des conditions initiales en 0 : & toute
condition initiale (u1 0),...,up (0)) € C" correspond une unique solution uy, ..., u, (l'existence
sera prouvée dans la Proposition , et inversément.

Notons que le systéme ([1.11]) se réécrit
U'(t) = AU (t)
ou A est la matrice définie par A = (ai,j)ie{l,...,n},je{l,...,n} et

(5] (t)
u9 (t)

(1)

Dans le cas on n = 1, nous savons que I’équation différentielle u'(t) = au(t) admet pour solution
générale u(t) = Ce, ott C = u(0). Nous allons voir qu’on un résultat analogue pour n > 1. Pour
cela, nous devons d’abord définir I’exponentielle matricielle.

Définition 1.7.10 Soit A € C}. L’exponentielle matricielle de A est la matrice définie par

+0 Lk
A
oxp(4) =

= H.
k=0

Montrons tout d’abord que cette formule a du sens (on considére la convergence entrée par
entrée). Pour cela, il faut montrer que pour tout 7,5 € {1,...,n}, la série

io (A%)i
k!
k=0

converge. Si on note

n

Al = .

1A] ié??)fn}z |ai gl
Jj=1

alors pour toutes matrices A et B, on a ||[AB|| < ||A||||B||- En effet, pour tout i € {1,...,n},

on a

n n n n n
Z\(AB)M\ = Z Zaz‘,lbl,j < ZZ!%JH%
j=1 Jj=1ll=1 j=11=1
n n
= > lagl > |bey
=1 =1
—_——
<maxie(i,...,n} 2j=1 01,51
<

(Z\%,zl) 1Bl < [IA[IB]-
=1
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k
Par conséquent, |(A*); ;| < [|A¥|| < ||A||*. Puisque la série > ;% H‘z‘!‘ converge, on obtient la
conclusion.

Remarque 1.7.11 Dans Mathematica, I’exponentielle d’'une matrice A s’obtient aisément en
utilisant la commande MatrixExp[A].

Proposition 1.7.12 Soient A,B € C}, a € C et S € C}! une matrice inversible.
1. exp(0) = I et exp(al) = e1.

2. Si A =diag(as,...,ay), alors exp(A) = diag(e™,...,e*). De plus, si A est diagonale
par blocs, alors exp(A) I'est aussi et ses blocs sont les exponentielles des blocs de A.

Si A et B commutent, alors exp(A + B) = exp(A) exp(B).
exp(A) est inversible d’inverse exp(—A).

exp(STTAS) = S~ lexp(A)S.

SiU(t) = exp(tA), t € R, alors U'(t) = Aexp(tA).

SRR

Démonstration : 1. et 2. Il s’agit de simples vérifications.

3. Si A et B commutent, on a

N

(A+B)F=>"clAIB",
j=0

et on procéde alors comme dans le cas de ’exponentielle classique.
4. Cela découle immédiatemment des points précédents puisque exp(l) = exp(A — A).

5. Pour tout K € N, on a
K K
(S~LAS)F a1 Ak
> ST s
k=0

et il suffit ensuite de faire tendre K vers 'infini.

6. Montrons tout d’abord que pour tous 4,j € {1,...n}, la série définissant U; ; converge uni-
formément (méme normalement) sur tout compact. Fixons donc [-N,N] C R et t € [-N, N].
Alors, en procédant comme précédemment, on a pour tout k& > 0

k
(tA)z',j
k!

e Al _ NE A"
< <
= K T

qui est le terme général de la série définissant I’exponentielle de N|| A||. Pour tous i,5 € {1,...,n},
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on a donc

too It tkl Ty (Ak+1),.
=3 (F) = St = S

k=0 k=0

_ Ztk

k=0

- ZAle ¥
=1

= Z A“ eXp(tA)lJ'

=1
= (4 exp(tA))m..

Azl ),j

n
=1

Pour tout vecteur V € C", le point 6 de la Proposition nous donne que exp(tA)V est une
solution du systéme (1.11]). Par le point 1, on a également que le vecteur de conditions initiales
de cette solution est donné par V. Comme les vecteurs eq, ..., e, € C" forment une base de C",
on en tire qu'une base des solutions du systéme est donnée par les fonctions

exp(tA)ey,...,exp(tA)e,

(il suffit d’exploiter I'isomorphisme entre C" et ’ensemble des solutions). On a donc obtenu le
résultat suivant.

Proposition 1.7.13 Soit A = (a;j)ic1,...n},je{1,...n}- La solution la plus générale du sys-
téme (|1.11)) est donnée par les fonctions uy, . . ., u, définies sur R par

(3] (t) (%]
uzz(t) —exp(td) | . (1.12)
Un (1) Up,

ou vy,...,v, € C.

Le résultat suivant est & mettre en lien avec le Théoréme obtenu lors de I'étude des suites
linéaires récurrentes.

Proposition 1.7.14 Soient Ai,...,\, les valeurs propres distinctes de la matrice A de
I'équation différentielle linéaire (L.11)). Notons ji1, ..., fp leurs multiplicités respectives. Les
solutions de I'équation (|1.11)) sont de la forme

p
=> Pit)eN', ke{l,...,n} (1.13)
j=1
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ou pour tout j € {1,...,p}, Pf est un polynéme de degré strictement inférieur a pu;.

Démonstration : Le Théoréme [1.4.7] nous donne l'existence d’une matrice S telle que la
matrice J = ST1AS est de la forme

J 0 0

J— 0 Jo
0
0 Js

ou chaque J; est un bloc de Jordan. Alors

exp(tJy) 0 e 0
exp(tJ) = 0 exp(tJ2)
: K 0
0 e ... exp(ts)

Fixons un bloc de Jordan J; associé a la valeur propre A; de multiplicité algébrique p;. On peut
écrire J; = \jI + N ou N est une matrice nilpotente d’ordre inférieur ou égal a la dimension [
du bloc. En utilisant les propriétés de la Proposition on a

exp(tJ;) = exp(t\;I +tN) = e exp(tN).

On calcule ensuite

+o00 k -1 k

(tN) (tN)

p(tN) =D 5= =D

k=0 k=0
et en procédant comme dans la preuve du Lemme [I.7.1] on a

t2 tl_l
Lt 5 1)

e
0 1 ¢ b

exp(tN) = :

: . " t

O ... ... 0 1

Par conséquent, si U(t) = exp(tA)V ot V est un vecteur de C", puisque exp(tA) = Sexp(tJ)S~!,
alors chaque u; est combinaison linéaire des fonctions

tle)\jt, jE{l,,p},le{O,aH]_l}

Ainsi, toute solution s’écrit bien sous la forme ((1.13]). [



Chapitre 2

Algébre bilinéaire

2.1 Rappels sur ’espace dual

Soit V un espace vectoriel de dimension m sur un champ K. Rappelons que 'espace dual de V'
est 'ensemble des formes linéaires sur V', c’est-a-dire des applications linéaires f : V — K. On
le note V*. Il s’agit d’un espace vectoriel pour les opérations

(fi + f2)(2) = fi(z) + folx)

et

(Af) (@) = Af(@).

Théoréme 2.1.1 Soit B = (b1, ...,by) une base de V. Pour tout i € {1,...,m}, on consi-
dére la forme linéaire b} : V' — K telle que b} (b;) = 0;;. Alors B* = (b}, ..., b},) est une base
de V*, appelée la base duale de B. En particulier,

dimV = dim V*.

Démonstration : Remarquons que b; est 'opérateur de projection selon la ¢“™¢ composante
dans la base B, c¢’est-a-dire

b (z) =z si z= Z:cjbj.
j=1

Montrons tout d’abord que les formes b7, ..., b, sont linéairement indépendantes. Supposons

m
que
m
> b =o0.
=1

En évaluant cette relation en b;, il vient
m
0= Nbj(b;) =N,
i=1

ce qui suffit.

37
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Montrons & présent que les formes b7,...,b" constituent une partie génératrice de V*. Soit
1 m

f € V*. Pour tout € V, en décomposant x dans la base BB, on obtient

F@)=f (D ab; | = xf(b;) =Y bi(z)f(b).
j=1 j=1 j=1

Il s’ensuit que

d’ou la conclusion. []

Ainsi, a toute base de V correspond une base de V*. Nous allons a présent montrer que toute
base de V* permet de construire une base de V.

Lemme 2.1.2 Soit z € V' \ {0}. Alors il existe f € V* tel que f(x) = 1.

Démonstration :  Soit (b1, ...,by) une base de V. Si & = > x;b;, alors il existe un g tel
que z;, # 0 puisque x # 0. Il suffit alors de poser f = —L-b . ]
20

Tin 0

Proposition 2.1.3 Toute base de V* est la base duale d’une unique base de V, appelée
base préduale.

Démonstration : Soit F = (¢1, ..., ) une base de V*. Considérons 'application linéaire
P:V K"z (¢1(2),...,0m(®)).
Montrons que cette application est injective : supposons qu'il existe x € V'\ {0} tel que ®(z) = 0,
1

i.e. pi(z) = 0 pour tout i € {1,...,m}. Par le Lemme [2.1.2] il existe f € V* tel que f(z) = 1.
Puisque F est une base de V*, on peut décomposer f sous la forme

m
f=> aipi
=1

En évaluant cette relation en x, on en tire que f(x) = 0, ce qui est impossible. Ainsi, ker & = {0}
et @ est injective. Comme il s’agit d’une application linéaire entre espaces de méme dimension,
® est un isomorphime et 'image inverse de toute base de K™ donne une base de V. Considérons
la base canonique (eq,...,en,) de K™ et posons B = (@~ 1(ey),...,® 1(ey)). Pour conclure, il
reste & montrer que F est la base duale de B. C’est évident puisque ¢;(®~1(e;)) = d;;.

Tllustrons & présent le calcul de bases préduales.
Exemple 2.1.4 Considérons les trois formes linéaires définies sur R? par

o1(z1, 22, 23) = 1 — T2 + 223,  Yo(T1,T2,23) = 22+ 223 et p3(x1,22,23) = 3.
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On vérifie facilement qu’elles sont linéairement indépendantes et qu’elles forment donc une base
du dual de R3. On cherche by, by, bz € R3 tels que

pi(bj) = 04

pour tous 7, j € {1,2,3}. Considérons pour cela le systéme

@1(1'171'271'3) = a Tl —x9+2x3 = a
(,02(1‘1,&72,$3) = b — X9 + 2x3 =
p3(x1,x2,23) = ¢ x5 =
r1 = a+b—4c
= T9o = b—2¢c
T3 = ¢

En prenant pour a,b,c les valeurs 1,0,0, on obtient b; = (1,0,0) = e;. En prenant les valeurs
0,1,0 pour a,b,c, il vient bg = (1,1,0) = e + e2. Enfin, les valeurs 0,0, 1 pour a,b, ¢ donnent
by = (—4,—2,1) = —4e; — 2e3 + e3.

Exemple 2.1.5 Considérons les trois formes linéaires définies sur R? par
p1(z1, 22, 23) = 1 + 2 + 373,  P2(21,72,73) =21 — T2+ T3 et p3(w1,72,73) = T3.

On vérifie facilement qu’elles sont linéairement indépendantes et qu’elles forment donc une base
du dual de R3. On cherche by, by, b3 € R3 tels que

@i(bj) = dij

pour tous 7,j € {1,2,3}. On résoud le systéme

le(ﬂfl,xg,l’g) = a T1+x9+3r3 = a
o2(1,2,23) = b — Ty —xa+ a3 =
3(z1,z2,23) = ¢ Ty =
T, = %%—20
<~ To = aT_b—C
r3 = C

En prenant pour a, b, ¢ successivement les valeurs 1,0, 0, ensuite 0,1,0 et finalement 0,0, 1, on
obtient by = (%, %,0) = %, by = (%, —%,0) = 952 et b3 = (—2,—-1,1) = —2e1 — ez + e3.
2.2 Formes bilinéaires

On suppose que V est un espace vectoriel sur un champ K.

Définition 2.2.1 Une forme bilinéaire est une application g : V xV — K linéaire en chaque
variable, c’est-a-dire que pour tous z,y € V, les applications

zg:V=o>K:iz—=g(r,z) et yi:V->K:z—g(z9)

sont linéaires.
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J |
On parle de forme car 'application g est a valeurs dans K. Le terme bilinéaire vient du fait que

I’application posséde deux variables et est linéaire en chacune d’elles.

Remarquons que ’ensemble des formes bilinéaires sur V' est un espace vectoriel pour les opéra-
tions

(ag)(z,y) = ag(z,y)
et
(94 h)(z,y) = glz,y) + h(z,y).

Présentons a présent quelques exemples classiques de formes bilinéaires.

Exemple 2.2.2

1. L’archétype des formes linéaires est le produit scalaire euclidien sur R” donné par

m
(x,y) € R™ x R™ — leyz
=1

Le produit scalaire sur C™ n’est pas une forme bilinéaire car il n’est pas linéaire sur la
deuxiéme variable.

2. Si A e K alors I’application
(z,y) € K™ x K™ — zT Ay

est une forme bilinéaire.

3. Un exemple de forme bilinéaire sur Cy([0, 1]) est donné par I'application

(f:9) € Co([0,1]) x Co((0,1]) = o f(s)K (s,t)g(t)ds dt,
ou K :1[0,1] x [0,1] — [0, 1] est une fonction continue.
4. Si f € C%(Q) ot  est un ouvert de R™, sa différentielle d’ordre 2 en z € € est la forme
bilinéaire
0*f (@)
axial‘j

Pfe:(h ) ER™ XR™ > Y

i,j=1

hil;.

5. Si ¢ et ¥ sont des formes linéaires sur V, alors

(z,y) €V XV i o(2)Y(y)

est une forme bilinéaire.

Nous verrons dans la section suivante que toute forme bilinéaire sur un espace de dimension finie
peut en fait se ramener aux formes bilinéaires présentées dans le deuxiéme exemple.

Proposition 2.2.3 Soit g une forme bilinéaire sur V.
1. Soient z,y € V. Si x ou y est nul, alors g(z,y) = 0.
2. Soient n,l € Ny. Pour tous (M, ..., 2 O 4O eV et ar,...,an,B1,....0 €
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K, on a
l

n l n
Zaix(z)aZBjy(J) = ZZ zﬁjg 79(]))-
i=1 j=1 i=1 j=1
3. Les applications

g VoaVitoma, et V>V iy—y,.

sont linéaires.

Démonstration : 1. Si z = 0, alors g(0,y) = y4(0) = 0 par linéarité de I'application y4. De
méme, si y = 0, alors g(x,0) = 24(0) = 0 par linéarité de .

2. Posons z = )" | a;z@ . Par linéarité de application Tg, ON &

n l ! !
S0, 35500 | =g (3500 ) =330 (49).
i=1 j=1 j=1 j=1
Vu la linéarité des applications (7)) 4, on a aussi

gl —g<zaz y) Zazg

d’on1 ’égalité annoncée.
3. Il s’agit de simples vérifications. Pour tout A € K et tout x € V, on a
(M) (y) = 9(Az,y) = Ag(,y) = Azg(y) = A(+ (2))(y), Wy eV,

et donc -4(Az) = A -4 (x). De méme, pour tous z1,z2 € V, on a

g(z1 4+ 22)(y) = glz1 + z2,y) = g(x1,9) + g(z2,y) = (-9 (21)) (W) + (g (22)) (), Yy eV,
d’ou 'g(ZL‘l + Ig) = -g(xl) + 'g(xz). |

Dans ce cours, lorsqu’on n’a qu’une seule forme bilinéaire g a considérer et que le contexte est
donc clair, on utilise parfois les notations génériques suivantes : g(x,y) est noté x -y et g(z, x)
est noté z2.

2.3 Représentation matricielle

On suppose dés a présent que I'espace vectoriel V' est de dimension finie m. Nous allons définir
la matrice associée & une forme bilinéaire dans une base : elle va nous permettre de réduire les
calculs & des multiplications matricielles.

Soit B = (b1,...,by,) une base de V. Si z,y € V, on peut les décomposer sous la forme

m m
x = ijbj et y= Zyjbj
j=1 J=1
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La Proposition nous donne alors

= ZZ zy]g bub

On remarque donc que la forme bilinéaire g est connue dés que les valeurs de g sur tous les
couples (b;, b;) d’éléments de base sont connues. Cela nous conduit & la définition suivante.

Définition 2.3.1 Soit g une forme bilinéaire sur V' et soit B = (b1, ..., by, ) une base de V.
La matrice associée a g dans la base B est la matrice G € K7 définie par

Gij = g(bi, b)), Vi, je{l,...,m}.

On la note également [g]z. On dit aussi que c’est la matrice qui représente g dans la base B.

Le raisonnement précédent nous donne le résultat suivant.

Proposition 2.3.2 Soient B une base de V' et g une forme bilinéaire sur V. Si z,y € V,
alors

g(x,y) = [2]5Glyls

ou [x]p, [y sont les vecteurs colonnes des composantes dans B de x et y respectivement et
G est la matrice associée & g dans B.

Démonstration : 1l suffit de remarquer que si z = Z;n:l zjbj et y = Z;”:l y;b;, alors

>N wiysg(bi by) = sz Z Gijyj = in(G[y]B)i = [2]5G[y]s.

i=1 j=1

Du point de vue local (passage aux composantes dans une base donnée), les formes bilinéaires ne
sont donc rien d’autre que des matrices. Réciproquement, nous avons déja signalé dans I’exemple
que toute matrice définissait une forme bilinéaire. En fait, la bijection présentée ci-dessus
entre les formes bilinéaires et les matrices est linéaire comme le montre le résultat suivant. On a
donne un isomorphisme entre I’espace des formes bilinéaires sur V' et I’espace des matrices K.

Proposition 2.3.3 Soient «, 5 € K et soient g, h des formes bilinéaires sur V. Alors, on a

lag + Bh]s = a[g]s + B[h]s

Démonstration :  Cest évident puisque (ag + Bh)(b;,b;) = ag(bs, b;) + Bh(bs, b;). ]

2.4 Rang et noyau

Regardons ce qu’il se passe lorsque I'on effectue un changement de base. Rappelons que si B et C
sont deux bases de V', la matrice de changement de base de B a C est la matrice dont les colonnes
sont les composantes des vecteurs de B dans la base C.
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Proposition 2.4.1 Soient B et C deux bases de V' et g une forme bilinéaire sur V. Si S est
la matrice de changement de base de B a C, alors

[9]8 = ST [g]eS.

Démonstration : Si B = (by,...,by), la Proposition donne
(lgls);; = 9(bi, bj) = il [glelbjle = (S [gleS),,;

puisque par définition, S = ([bi]c, ..., [bm]c)- ]

Remarque 2.4.2 Notons la différence entre cette formule de changement de base pour une
forme bilinéaire et la formule de changement de base pour une application linéaire f, donnée par

S~ f)eS.

Puisque les matrices S et ST sont inversibles, le rang de la matrice qui représente la forme
bilinéaire g ne dépend pas de la base choisie. Cela nous méne a la définition suivante.

Définition 2.4.3 Soit g une forme bilinéaire sur V. Le rang de g est le rang de n’importe
quelle matrice associée a g dans une base de V. On le note rg(g).

On peut également introduire la notion de noyaux d’une forme bilinéaire.

Définition 2.4.4 Soit g une forme bilinéaire sur V. Le noyau d gauche kery(g) de g est le
noyau de I'application linéaire -4, c’est-a-dire

kerg(g) ={z €V 2y =0} ={z cV:g(x,y) =0, Vy € V}

ot le premier 0 est le zéro de V* (la fonction nulle) et le deuxiéme 0 est le zéro de K. Le
noyau & droite kery(g) de g est le noyau de Papplication linéaire -4, ¢’est-a-dire

kerg(9) ={y eV :iyg=0}={yeV:g(zx,y) =0,Vz e V}.

Bien siir, les noyaux sont des sous-espaces vectoriels de V. A priori, les noyaux a gauche et a
droite d’une forme bilinéaire ne coincident pas. On peut néanmoins montrer qu’ils ont la méme
dimension. Commengons par remarquer que la matrice qui représente la forme bilinéaire g est
liée aux matrices représentant les applications linéaires -4 et -4.

Proposition 2.4.5 Soient g une forme bilinéaire sur V et G sa matrice associée dans une
base B de V. Si B* est la base duale de B, alors les matrices représentants les applications
linéaires -4 et -4 dans les bases B et B* sont données par

['g][g’[g* =GT et [‘d]B,B* =d.

Démonstration : Considérons le cas de I'application linéaire -5 : V- — V* : 2 — x4. Notons
B=(bi,...,bm) et B*=(b7,...,b},). On a

m

(bj)g = _ g(bj, bi)b}.

i=1
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Comme [-4]p s+ est la matrice dont la ™ colonne est formée des composantes de (b;), dans la
base B*, on en tire que

(lolBs);; = 9(bj, bi) = Gl

On proceéde de la méme maniére pour -4. [

Corollaire 2.4.6 Pour toute forme bilinéaire g sur V', on a

dim (ker,(g)) = dim (kerg(g)) = dim(V) — rg(g).

Démonstration : Par la proposition précédente, on sait que le rang de I’application linéaire -,
est égal au rang de la forme bilinéaire g, et par définition, les noyaux sont égaux. La conclusion
s’ensuit. On procéde de méme pour -4. [

Définition 2.4.7 Une forme bilinéaire g sur V est non-dégénérée si I'une des conditions
équivalentes suivantes est satisfaite :

- 19(g) = dim(V),
la matrice qui représente g dans n’importe quelle base est inversible,

kerg(g) = {0}, c’est-a-dire pour tout = € V' \ {0}, il existe y € V tel que g(z,y) # 0,

—

I'application linéaire -4 : V' — V™ est un isomorphisme,

kerg(g) = {0} c’est-a-dire pour tout y € V' \ {0}, il existe z € V tel que g(z,y) # 0,

AT e

I’application linéaire -4 : V' — V* est un isomorphisme.

Les équivalences entre les points 1, 2, 3 et 5 se déduisent directement du Corollaire Pour
montrer I’équivalence entre les points 3 et 4, il suffit d’utiliser le Théoréme de la dimension et le
fait que dim (V') = dim(V™*). L’équivalence entre les points 5 et 6 s’obtient de maniére similaire.

Remarque 2.4.8 Le deuxiéme point de la définition précédente est équivalent au fait qu’il existe
une base dans laquelle la matrice qui représente g est inversible.

2.5 Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques

Le produit scalaire sur R™ transforme ’espace vectoriel R™ en 'espace euclidien R™, en dotant
R™ d’une distance (définie via une norme) donc d’une topologie, prémisses de 'analyse. Le
concept de forme bilinéaire permet de généraliser ces notions & n’importe quel espace vectoriel. La
théorie se développe agréablement lorsque I'on impose a la forme bilinéaire certaines conditions.

Définition 2.5.1 Soit g une forme bilinéaire sur V. On dit que g est symétrique si

g(z,y) =g(y,x), Vz,yeV.

Proposition 2.5.2 Une forme bilinéaire g est symétrique si et seulement si la matrice re-
présentant g dans n’importe quelle base de V' est symétrique.

Démonstration : Soit G la matrice représentant g dans une base B = (by, ..., by,) donnée. Si
g est symétrique, alors

Gij = g(bi,bj) = g(bj, b;) = Gy
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pour tous 4,7 € {1,...,m}. Réciproquement, si la matrice G est symétrique alors pour tous
x =" wbj et y=>"",y;bj, ona

g(x,y) =D > wwiGiy = > > wiy;Gii = gy, ).

j=1i=1 i=1 j=1
[ |

Si g est une forme bilinéaire symétrique, les applications z, et x4 coincident : on les notera
simplement z-. De méme, les applications -4 et -4 coincident : on les notera -. Remarquons que

z-y=g(x,y)

ce qui justifie les notations introduites précédemment. Néanmoins, les applications g et - ne sont

pas définies sur les mémes espaces! On utilisera aussi la notation suivante : g(z, z) = 2.

Dans le cas d’une forme bilinéaire symétrique, les noyaux a gauche et a droite coincident avec le
noyau de 'application -. On adopte donc la définition suivante.

Définition 2.5.3 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V. Le noyau de g est défini
par
ker g = ker - .

Enfin, des résultats précédents, on tire que la forme g est non-dégénérée si et seulement si
I’application - : V' — V* est un isomorphisme. De plus, les applications g et - sont représentées
par la méme matrice (dans la base B pour g et dans les bases B et B* pour -).

Dans la suite, nous ferons réguliérement '’hypothése que le champ K est de caractéristique diffé-
rente de 2. Rappelons que la caractéristique d’'un champ de neutre 1 est le plus petit n € Ny tel
que

1+4---4+1=0.
—_——

n fois

Si un tel naturel non-nul n’existe pas, on dit que le champ est de caractéristique nulle.

Proposition 2.5.4 Supposons que la caractéristique de K est différente de 2. Soient g et
h deux formes bilinéaires symétriques sur V telles que g(x,x) = h(x,z) pour tout x € V.
Alors g = h.

Démonstration : Soient z,y € V. On a

9@ +y,x+y) —g@z)—9g(y,y) = g(z,z)+9g(x,y) +9yz)+9(y,y) —9(z,x) —g(y,y)
= g(z,y) +g(y, )
= 29(.%',3/)

et de méme

Comme K est de caractéristique différente de 2, on en tire que g(z,y) = h(z,y). |

Ce résultat et sa preuve justifient la définition suivante.
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Définition 2.5.5 Une application ¢ : V' — K est une forme quadratique sur V s’il existe
une forme bilinéaire symétrique g : V x V' — K telle que

q(z) = g(z,z)

pour tout x € V. On dit que q est la forme quadratique associée ¢ g. La forme bilinéaire
symétrique g est unique : on I'appelle la forme polaire de ¢ et on la note g,.

La forme quadratique associée & une forme bilinéaire est un équivalent du carré de la norme d’un
vecteur de R™, obtenue en prenant le produit scalaire de ce vecteur avec lui-méme. Une forme
quadratique n’est pas linéaire puisque

q(A\z) = g(Az, Az) = Ng(z,2) = Nq(),

ce qui justifie le terme quadratique.

Bien siir, I’ensemble des formes quadratiques sur V' forme un espace vectoriel pour les opérations

(@1 +a2) (@) = a1 (2) + g2(2)

et

(/\q) () = Aq(x).

La preuve de la Proposition nous a fourni le résultat suivant.

Proposition 2.5.6 (Formule de polarisation) Supposons que la caractéristique de K est
différente de 2. Soit q une forme quadratique sur V. Alors

gq(z,y) = %(Q(fﬁ +y) —q(x) — q(y))

pour tous x,y € V.

Il s’agit en fait d’une généralisation de la formule sur R

1 2 2 32
ab—i((a—kb) —a®—b).
On tire de la formule de polarisation que ’application qui associe & toute forme quadratique ¢ sa
forme polaire g, est un isomorphisme entre I'espace des formes quadratiques et celui des formes
bilinéaires symétriques de V. On appliquera donc aux formes quadratiques tout le vocabulaire
introduit pour les formes bilinéaires. En particulier, la matrice qui représente ¢ dans une base
est celle qui représente sa forme polaire, le rang d’une forme quadratique est celui de sa forme
polaire et on dit qu’une forme quadratique est non-dégénérée quand sa forme polaire I'est.

Remarque 2.5.7 Attention, on pourrait définir le noyau d’une forme quadratique g comme
Iensemble {x € V : ¢(z) = 0}. Remarquez d’une part que ce noyau n’est pas un sous-espace
vectoriel (¢ n’est pas linéaire) et d’autre part, il ne coincide pas avec celui de sa forme polaire. En
effet, considérons la forme quadratique sur R? définie par q(x) = 2z1x5. Alors le vecteur (1,0)
appartient au noyau de g. Néanmoins, la forme polaire de g est donnée par g(x,y) = z1y2 + T2y1
et on vérifie facilement que (1,0) n’appartient pas a son noyau.
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Proposition 2.5.8 (Formule du parallélogramme) Supposons que la caractéristique de
K est différente de 2. Soit q une forme quadratique sur V. Pour tous x,y € V, on a

az+y) +q(z —y) = 2(q(z) + q(v)).

Démonstration : Soit g la forme polaire de q. Par linéarité et symétrie de g, on a

gz+y)+qlz—y) = gl@aty,z+y) +gl@—yz-y)
= gz, 2)+9(z,y) + 9y, z) + 9(y,y) + g(z,7) — g(x,y) — 9(y, ) + 9(y,y)
= 2g(z,z) +29(y,y)
= 2(q(x) + q(y))-

|
Il s’agit évidemment d’une généralisation de la relation
(a+b)2+ (a —b)? = 2(a® + b?).
Si B = (by,...,bn) est une base de V' et si G est la matrice associée a ¢ dans cette base, alors
_ TG
q(x) = []pGlz]s.

On en tire que

m

q(x) = Z Gmxf + 2 Z Gijxixj

i=1 1<i<j<m
pour tout x € V, o x1,...,xy sont les composantes de x dans la base B. Une forme quadra-
tique s’exprime donc comme un polynéme homogéne du second degré en fonction des variables
1,...,Tm . c’est une combinaison linéaire des monoémes xf et x;x;.

Exemple 2.5.9 Considérons la matrice symétrique

2 1 3
G=11 0 0

3 0 —1
La forme quadratique associée a G est donnée par

q(x) = 233% — x% + 2(9:1902 + 3:E1583) = 2:0% — x% + 2x1x9 + 62123,

On sait que la forme locale d’'une forme quadratique est un polynéme homogéne de degré 2.
Réciproquement, on a le résultat suivant.

Proposition 2.5.10 Supposons que la caractéristique de K est différente de 2. Soit B une
base de V et soit (Q un polynéme homogéne de degré 2 4 m variables. Alors I'application

:V-oKize Qxy,...,zn)

ou (x1,...,%y,) sont les composantes de x dans B, est une forme quadratique.
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| |

Démonstration : Par hypothése, on peut écrire ) sous la forme
m
_ 2
Q($17 ce 7$m) = ai;x; + QAT T
i=1 1<i<j<m

Clairement, on a donc

ou G est la matrice symétrique définie par

G — { (077 sioe :j
ij = 1 .. .
5Qi; sl 1.<].

Puisque toute matrice symétrique définit une forme bilinéaire symétrique, donc une forme qua-
dratique, on obtient la conclusion. [ |
Exemple 2.5.11 Considérons le polynéme homogéne de degré 2

Q(z1,z2,x3) = x% + 7x% + 6x172 — 22123 — 4T2T3.

La forme quadratique définie par g est associée & la forme bilinéaire donnée par la matrice
symétrique

1 3 -1
G=| 3 7T =2
-1 -2 0

Remarque 2.5.12 Si

m
§ : 2 § :

q(LL’) = A3 T; + AijTiT g,
=1

1<i<j<m

alors il est facile de vérifier que
= 1
9q(2,y) = Zaiﬂi% + B Z aij(Tiy; + T5Yi)-
=1 1<i<j<m
On appelle cette régle le dédoublement des indices.
Exemple 2.5.13 Reprenons la forme quadratique donnée par
q(z) = ar% + 737% + 6x129 — 22123 — 4073,

Sa forme polaire est donnée par

9q(z,y) = my1 + Traye + 3(w1y2 + z2y1) — (T1y3 + 3y1) — 2(T2y3 + T3Y2)-
On retrouve donc bien la matrice
1 3 -1
G=1 3 7T =2
-1 -2 0

Terminons cette section par quelques remarques sur le caractére non-dégénéré de la forme polaire.
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Lemme 2.5.14 Si la caractéristique de K est différente de 2 et si q est une forme quadratique
sur V telle que q(x) # 0 pour tout x # 0, alors sa forme polaire est non-dégénérée.

Démonstration : On va montrer la contraposée : supposons que g, est dégénérée. Alors il
existe z € V'\ {0} tel que g4(x,y) = 0 pour tout y € V. En particulier, ¢(z) = g(z,z) =0. =

Remarque 2.5.15 En général, la réciproque de ce résultat est fausse. Par exemple, sur R?,
considérons la forme bilinéaire

9(1‘79) = T1Y1 — T2Y2

et sa forme quadratique

q(z) = 2} — 3.

. 1 . . .
Alors g est non-dégénérée puisque G = (0 _01> est inversible, mais q((l, 1)) = 0.

2.6 Orthogonalité

Les expressions permettant de calculer g(z,y) se simplifient grandement lorsque la base B est
bien choisie : en particulier, il peut étre intéressant de se débarrasser des termes croisés. Pour cela,
on va introduire la notion d’orthogonalité et s’intéresser a la recherche de bases orthogonales.

Définition 2.6.1 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V' et soient z,y € V. On dit
que z et y sont orthogonaux si g(xz,y) = 0. Dans ce cas, on écrit x L y.

Remarquons que, contrairement au produit scalaire classique sur R™, on peut trouver des formes
bilinéaires g pour lesquelles il existe x € V avec g(x,x) = 0. On dit qu’un tel vecteur est isotrope.
Par exemple, soit g la forme bilinéaire sur R? définie par g(x,y) = z1y2 + z2y1. Alors z = (0, 1)
est tel que g(x,z) = 0.

Définition 2.6.2 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V et soient S,7T C V. On dit
que S et T sont orthogonauz si s L t pour tous s € S,t € T. Dans ce cas, on écrit S 1L T
L’orthogonal de S est défini par

St={zeV:g(z,s)=0,Vse S}

Puisqu’il peut exister des vecteurs isotropes, on n’a pas nécessairement S N S+ = {0}. Nous
verrons des conditions qui garantissent cette relation.

Proposition 2.6.3 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V. Pour tous S, T C V', on a
1. St est un sous-espace vectoriel de V,
2. siSCT, alors St DT+,
3. §C S+
4. St =()S()*t.
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Démonstration : 1. Il s’agit d’une simple vérification qui découle de la bilinéarité.

2. Supposons que S C T et soit € T+. Alors g(x,y) = 0 pour tout y € T, d’ou g(z,y) = 0
pour tout y € S, ce qui signifie z € S*.

3. Soit = € S. Alors g(x,y) = 0 pour tout y € S*. Donc z € S++.

4. Comme S C)S{(, le point 2 nous donne S+ O ()S()*. Pour I'autre inclusion, considérons
r € S+, Siye)S(, alors il existe s1,...,5, € S et A\,..., \, € K tels que y = 2?21 Ajsj. On

en tire que
n

g(@,y) = Xjglx,s;) =0.
=1 ~

Pour espérer avoir I'égalité entre S et S+, il faut évidemment que S soit un sous-espace vectoriel.
Néanmoins, cette condition ne suffit pas comme le montre I’exemple suivant : soit g la forme
bilinéaire sur R? définie par g(z,y) = x1y1 et soit S =)(1,0)(. Alors on vérifie facilement que
S+ =)(0,1)( et que (S+)+ =R2.

Théoréme 2.6.4 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V et soit W un sous-espace
vectoriel de V.

1. La forme g est non-dégénérée si et seulement si V+ = {0}.

2. Si g est non-dégénérée, alors dimV = dim W + dim W+ et W = WL+,

Démonstration : 1. Par définition, on a V+ = {0} si et seulement si pour tout = € V' \ {0},
il existe y € V tel que g(z,y) # 0, ce qui suffit.

2. Supposons que g est non-dégénérée. Si x € V', 'application
z-lw:W—=>K:y—g(z,y)
est une forme linéaire sur W. On peut donc considérer ’application
o VoaWz—a|w.
A nouveau, on vérifie facilement que ¢ est linéaire. Le Théoréme de la dimension implique que
dim V = dimim ¢ + dim ker ¢.

Or,
kerp={zeV:iz |w=0}={zeV: g,y =0YyeW}=Ww"

Il reste donc & montrer que dimim ¢ = dim W. Puisque dim W = dim W*, il faut donc montrer
que @ est surjectif. Soit f € W*. Soit C une base de W. On peut compléter C pour obtenir une
base B de V. Alors, on peut prolonger f en une application linéaire

fV—-K

en posant f'(c) = f(¢) pour tout ¢ € C, et f'(b) = 0 pour tout b € B\ C. Puisque g est non-
dégénéré sur V, la Définition implique que 'application - : V' — V* est un isomorphisme et
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il existe donc x € V tel que f' = z-. Dés lors, f = x- |€ im ¢ et la conclusion de la premiére
partie s’ensuit.

Pour la deuxiéme partie, on sait déja par la Proposition que W C WL, De plus, vu ce qui
précéde, on a dim W+t = dim V — dim W+ = dim W, d’ou I'égalité annoncée.

Les espaces vectoriels W satisfaisant le dernier point du théoréme précédent ont la particularité
que le restriction de g & W est non-dégénérée. Cela n’est pas toujours le cas : si g est la forme
bilinéaire symétrique sur R? définie par g(z,y) = x1y1 — w2y et si W =)(1,1)(, alors g est
non-dégénérée mais sa restriction & W est nulle.

Définition 2.6.5 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V. Un sous-espace vectoriel W
est non-dégénéreé si la restriction

gw W xW =K

de g & W est non-dégénérée, c’est-a-dire pour tout =z € W \ {0}, il existe y € W tel que
9(z,y) # 0.

Proposition 2.6.6 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V et soit W un sous-espace
vectoriel de V. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. W est non-dégénéré,
2. Wnwt = {0},
3 Waewt=V.

Démonstration : Si W est non-dégénée et si z € WNW, alors g(z,y) = 0 pour tout y € W,
d’ott z = 0. Ainsi, le point 1 implique le point 2. Réciproquement, si W N W=+ = {0}, alors pour
tout z € W\ {0}, on a = ¢ W+ et donc il existe y € W tel que g(x,y) # 0. Donc le point 2
implique le point 1.

Triviallement, le point 3 implique le point 2 par définition de la somme directe. Il reste & montrer
la réciproque. Supposons que W N W+ = {0}. Pour montrer que V = W @ W+, il suffit donc de
montrer que dimV = dim W 4 dim W+. On procéde comme dans la preuve du Théoréme
et on considére 'application linéaire

olw W ->W'rzw—ax-|w.
Remarquons que
kerg0|W:{:v€W::c-]W:O}:{xEW:g(x,y)zO,VyGW}:WHWL:{O}.

Par conséquent, Papplication linéaire |y est injective, et puisque dim W = dim W*, le Théoréme
de la dimension implique que @|y est surjective. On en tire que I'application ¢ : V- — W™ est
également surjective, c’est-a-dire im ¢ = W*. En utilisant a nouveau le Théoréme de la dimension,
on trouve

dim V = dim W* + dim ker ¢ = dim W + dim W+,

ce qui suffit. [ |
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Introduisons a présent la notion de somme orthogonale, qui généralise naturellement la notion
de somme directe au cas des espaces vectoriels munis d’une forme bilinéaire symétrique.

Définition 2.6.7 Si W4,...,W,, sont des sous-espaces vectoriels en position de somme di-
recte qui sont deux & deux orthogonaux, on dit qu’ils sont en somme orthogonale et on
note

WD ...Q Wh.

La Proposition se résume en écrivant que W est non-dégénéré si et seulement si

V=wQOwW.

Le concept de base dans un espace vectoriel se particularise dans le cas d’'un espace vectoriel
muni d’une forme bilinéaire symétrique en celui de base orthogonale.

Définition 2.6.8 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V. Une base B = (b1,...,by)
de V est orthogonale (pour g) si b; L b; pour tous i # j appartenant a {1,...,m}.

Un exemple de base orthogonale est donnée par la base canonique de R™ muni de son produit
scalaire usuel. L’existence d’'une base orthogonale va de pair avec une décomposition de ’espace
en somme orthogonale.

Proposition 2.6.9 Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V. Si B = (by,...,by,) est
une base orthogonale de V', alors

=)01(D .. D)om(,
2. la matrice représentant g dans B est [g]g = diag(b?,...,b2,),
3. pour tous z,y € V, on a

g(x, bezyz et 2 =g(w,x) = sz z3,

=1

OU X1,..+,Tm €t Y1,...,Ym sont les composantes de x et y dans B,
4. sil={ie{l,...,m}:b? #0}, alors ker(g) =){b; : i & I}( et 1g(g) = #I.

Démonstration : 1. On sait que V' =)bi(®---®)by,( et il suffit donc de montrer que les
espaces )b;( sont deux a deux orthogonaux. C’est évident car si x = ab; et y = Bb; avec i # j,
on a

g(z,y) = afg(bi,b;) = 0.
2. On a ([g]B)ij = g(bi,bj) = (5”()12
3. C’est évident puisque

y) = ZZ Tiy;9g bzyb szz%%b = szyz

=1 j=1

4. Par le point 2, on sait que le rang de g est donné par #I. Le Corollaire donne que
dimker g = m — #I. Comme il est clair que b; € ker g pour tout ¢ ¢ I, la conclusion s’ensuit.
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L’existence de bases orthogonales n’est assurée que si le champ des scalaires K est de caractéris-
tique différente de 2.

Théoréme 2.6.10 Supposons que la caractéristique de K est différente de 2. Soit g une
forme bilinéaire symétrique sur V. Alors V' posséde une base orthogonale B = (by,...,by).

Démonstration : On procéde par récurrence sur dim V. Le cas de la dimension 1 est trivial.
Supposons que le résultat est vérifié pour les espaces de dimension inférieure ou égale a m et
montrons-le pour les espaces de dimension m + 1. On peut supposer que g # 0, sinon le résultat
est trivial. Ainsi, il existe by € V tel que b? # 0. En effet, par la formule de polarisation, si
g = 0, alors g serait également identiquement nul. Posons W =)b;(. Alors W est non-dégénéré
et la Proposition implique que V = W@ W Bien str, on a également dim W+ = m. Par
induction, W+ admet une base orthogonale (ba,...,by.1). Alors (by,...,byny1) est clairement
une base orthogonale de V. [

Par conséquent, quitte a réordonner les éléments de la base orthogonale B, on peut supposer que
la matrice qui représente g dans B a la forme

A0 0 ... 0
0 0 ... 0

T P N ¢
o ... 0 0 ... 0
0 0 0 0

ou r = rg(g) et ou \; # 0 pour tout ¢ € {1,...,r}.

Regardons ce que donne I’existence de bases orthogonales dans le cas oil le champ des scalaires
est C.

Théoréme 2.6.11 Soit g une forme bilinéaire symétrique de rang r sur un espace vectoriel
complexe V' de dimension finie. Alors il existe une base orthogonale B de V' dans laquelle g
est représentée par la matrice diagonale

l9]s = diag (1,...,1,0,...,0).
———

r

Démonstration : En utilisant le Théoréme on peut considérer une base orthogonale
B = (b,...,by) de V. Quitte & permutter les éléments de la base, on peut supposer que b? # 0
pour tout ¢ < r. De plus, quitte & multiplier chaque b;, ¢ < r, par un nombre complexe convenable,
on peut supposer que b? =1, ce qui suffit. [ |

En particulier, si G € C]! est une matrice symétrique, il existe une matrice inversible S € C7
telle que

STGS = diag (1,...,1,0,...,0)
N——

r

ou r est le rang de la matrice G.

Regardons & présent ce qui se passe lorsque le champ considéré est celui des réels.
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Théoréme 2.6.12 (Sylvester) Soit g une forme bilinéaire symétrique de rang r sur un
espace vectoriel réel V de dimension finie. Alors il existe une base orthogonale B de V' dans
laquelle g est représentée par la matrice diagonale

[9]p = diag (1,...,1,-1,...,-1,0,...,0)
——— ———
p S

ot p,s € N sont tels que p + s = r. En particulier, g est non-dégénéré si et seulement si
p+Ss=m.

Démonstration : Le Théoréme [2.6.10| fournit une base orthogonale B = (by,...,by) de V.
Ordonnons les éléments de la base en commencant par les b; tels que bg > 0, ensuite en considérant
les b; tels que b? < 0 et en terminant les b; tels que b? = 0. Enfin, en divisant chaque b; tel que

b? # 0 par 1/|b?], on obtient la conclusion. ]

En particulier, si G € R est une matrice symétrique, il existe une matrice inversible S € R
telle que
sTGS = diag (1,...,1,-1,...,—1,0,...,0)
—— ——
p s
avec p + s égal au rang de la matrice G.

Nous allons & présent montrer que les entiers p et s ne dépendent pas de la base choisie pour
représenter g sous la forme diag (1, oL =100.,-1,0,.. .,0). Pour cela, travaillons avec la
forme quadratique associée & g. Bien siir, dans la base dont il est question dans le théoréme
précédent, ¢ prend la forme

— 2 2 2
q(:v)—xl—l—--~+xp—xp+1—~--—xp+5.

On dit que ¢ s’écrit comme une somme de carrés (méme si expression locale de ¢ contient
également des différences).

Définition 2.6.13 Soit ¢ une forme quadratique sur un espace vectoriel réel V' et soit W
un sous-espace vectoriel de V. On dit que q est définie positive sur W si g(x) > 0 pour
tout z € W\ {0}. De méme, on dit que q est définie négative sur W si ¢(x) < 0 pour tout
x € W\ {0}.

Proposition 2.6.14 Soit ¢ une forme quadratique sur un espace vectoriel réel V. Si B =
(b1,...,by,) est une base de V' dans laquelle

2 2 2 2
Q<‘T) :x1+"'+xp_1‘p+1_"’_$p+sa
alors
P = max { dim W : W sous-espace vectoriel de V', q définie positive sur W}

et
§ = max { dim W : W sous-espace vectoriel de V', q définie négative sur W}
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Par conséquent, le couple (p, s) ne dépend pas de la base choisie pour représenter q en somme
de carrés. On I'appelle la signature de la forme q.

Démonstration : Il suffit de démontrer le résultat pour p, celui pour s s’obtiendra alors en
considérant la forme —q. Soit W un sous-espace vectoriel de V' sur lequel ¢ est définie positive.
Soit également 7' le sous-espace vectoriel de V' engendré par les vecteurs b1, ..., by,. Il est clair
que ¢(z) < 0 pour tout € T. Par conséquent, puisque ¢(z) > 0 pour tout z € W \ {0}, on en
tire que

WNT = {0}

et donc que dimW = dim(W +T) — dimT < m — (m — p) = p. De plus, il est clair que ¢ est
définie positive sur I'espace de dimension p engendré par by, ...,b,. La conclusion s’ensuit. [

En général, on dira qu'une forme bilinéaire symétrique g sur V est définie positive si sa forme
quadratique associée q est définie positive sur V', et est définie négative si q est définie négative sur
V. Par le Lemme ou en utilisant la Proposition toute forme bilinéaire symétrique
définie positive (resp. négative) est non-dégénérée.

2.7 Algorithme de Gauss

Dans cette section, nous allons décrire un algorithme basé sur 'utilisation de la forme quadratique
associée & une forme bilinéaire permettant de construire une base orthogonale et de trouver la
signature de la forme. L’idée est la suivante : on écrit la forme quadratique comme combinaison
linéaire de carrés d’applications linéaires indépendantes. Ensuite, on cherche la base préduale
correspondante.

Il est facile de construire des formes quadratiques & partir de formes linéaires : il suffit d’en
prendre le carré. De maniére générale, on a le résultat suivant.

Proposition 2.7.1 Soient n > 1, ¢1,...,0n € V* et aq,...,a, € K. Alors

n
q= Z aip;
i=1
est une forme quadratique sur V et sa forme polaire est donnée par

9q(x,y) = cipi(x)i(y).
=1

Démonstration : Remarquons que pour tout ¢ € {1,...,n}, application

(z,y) €V XV = pi(x)pi(y)

est une forme bilinéaire symétrique. La forme quadratique associée est p?. La linéarité de I'ap-
plication ¢ — g4 permet de conclure. [ |

Toute combinaison linéaire de carrés de formes linéaires est donc une forme quadratique. La pro-
position suivante permet de décomposer toute forme quadratique ¢ en une combinaison linéaire
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de carrés de formes linéaires. Par le Théoréme [2.6.10] on sait qu’il existe une base orthogonale
B = (b1,...,bn) pour q. Alors, si ¢ est de rang 7, on a

q= ib?(b:f
=1

puisque ¢(z) = Y i, x2b2 On a donc décomposé g en une combinaison linéaire de carrés de
formes linéaires independantes. De plus, ces formes linéaires sont des éléments de la base duale
de la base orthogonale B. Afin de trouver une base orthogonale, nous allons effectuer la démarche
inverse : nous allons décomposer ¢ en une combinaison linéaire de carrés d’élements de V*, et
en prendre ensuite la base pré-duale. Une des méthodes pour trouver une telle décomposition
repose sur une construction algorithmique. C’est la méthode de réduction de Gauss.

Proposition 2.7.2 (Algorithme de Gauss) Soit V' un espace vectoriel sur un champ K
de caractéristique différente de 2. Si q est une forme quadratique sur V', on peut trouver de
maniére algorithmique un entier n > 1, des formes @1, ...,p, € V* linéairement indépen-
dantes et des scalaires aq, . ..,a, € K\ {0} tels que

n
q= Z Oéz'%?-
i=1

Démonstration : Le cas ot ¢ = 0 est trivial. On peut donc supposer que ¢ # 0. On procéde
par récurrence sur la dimension de V. Si dim V' = 1, il est clair que toute forme quadratique est
de la forme ap?. Supposons donc le résultat vérifié dans tout espace de dimension strictement

inférieure & m et prouvons-le pour dim V' = m. Soit B = (b1, ..., b,,) une base de V et
Z G“x +2 Z Gijriz;
1<i<j<m

I’expression de g dans cette base. Deux cas peuvent se produire.

1. Nlexiste i € {1,...,m} tel que Gy # 0. Quitte a permuter les éléments de la base, on peut
supposer que G11 # 0. Dans ce cas, il vient

m m
q(x) GHJ}% +2 Z Glj{BlJ}j + Z Gmxf +2 Z Gijxiacj

=2 =2 2<i<j<m
= Gn |z + E 33] + g Gzz$ +2 g Gz]x T
2<i<g<m

pour des éij bien choisis. Notre hypothése de récurrence appliquée & la forme quadratique
définie sur )ba, ..., by, ( par

nous donne des formes linéaires indépendantes o, . . ., (o, et des scalaires non-nuls ao, . . ., ay
tels que

~ 2 2

q = Qzpy + -+ app;p,.
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Considérons la forme linéaire
m
x) =z + g —
— G11
j=2
et posons a1 = (G11. Par construction, il est clair que
p
_ 2
q= E Qi Py -
=1

Il reste & montrer que les formes 1, ..., @, sont linéairement indépendantes. Supposons

donc que
> Bipi = 0.
i=1

Ona0=>",Bipi(bi) =P et il s’ensuit que

n
> Bigi =0.
i=2

Les formes o, ..., ¢, étant linéairement indépendantes, on obtient 8y = --- = 3, = 0.

2. Si Gy = 0 pour tout i € {1,...,m}, alors il existe ¢ # j tels que G;; # 0. Quitte & permuter
les éléments de la base, on peut supposer que G1s # 0. Il vient alors

q(x) = 2 Z Gijl'i.%j

1<i<j<m

m m
= 2G19x122 + 2 Z Gljxlxj +2 Z ngxgmj + 2 Z Gz-jxi:vj

j=3 j=3 3<i<j<m
G G
2j 1y
= 2G r1 + =T T2 + —z; | + G:c+2 Giizit
12141 ZGu] 2 ZG12] ZN Z ity
j=3 j=3 3<i<ij<m
pour des éij bien choisis. Considérons la forme quadratique
ZGJx + 2 Z wala:]
3<i<i<m
sur lespace )bs, ..., by, (. Par hypothése de récurrence, il existe alors des formes linéaires
indépendantes (s, ..., @, et des scalaires non-nuls as, ..., a, tels que

q=asp3+ -+ anpr.

Posons également ay = 212 g =

G =Gi2
2 2

G2j + Glj

(p()—$1+$2+z Gro T
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et
p2(z) = 71 — T2 + Z szG—12G1g J
j=3
Puisque
ab = i ((a+0b)*—(a—1b)?),
on a
x1+ZG%]:vg x2+Zszg = %(@%(w)—@g( ) -
j=3 j=3

Il s’ensuit que
¢= @t + -+ anpr.
Pour conclure, il reste & montrer que les formes @1, .. ., @, sont linéairement indépendantes.
Supposons donc que
n
Z Biwi = 0.
i=1

On a d’une part 0 = >""" | Bipi(b1) = B1 + B2 et d’autre part 0 = >"7" | Bipi(b2) = B1 — Po.
D’ou 81 = B2 = 0. On procéde alors comme dans le premier cas en utilisant I'indépendance
linéaire de s, ..., ©n.

Exemple 2.7.3 Considérons la forme quadratique ¢ donnée dans une base (b1, ba, bs) par
q(x1,x9,23) = m% + Zm% + 8:L"§ — 2x1x9 + 42123,

Comme il y a un terme en z3, nous sommes dans le premier cas de I'algorithme. On a successi-
vement

q(z1,20,23) = (21 — xo 4 223)% — 23 — 422 + dapx3 + 223 + 82

= (21 — @2 + 223)% + dwows + 23 + 423
= (21— 23 + 213)* + (w2 + 223)°

et on pose p1(z) = x1 — x2 + 2x3 et Yo(x) = z2 + 223.
Exemple 2.7.4 Considérons la forme quadratique ¢ donnée dans une base (b1, ba, bg) par

q(x1, e, x3) = X172 + T173 + 27273,

2

Comme il n’y pas pas de termes de la forme z;, on est dans le deuxiéme cas. On écrit
q(z1,29,23) = (x1 4 2x3)(w2 + 13) — 223
1
= Z((xl + 2x3 4+ x9 + 1’3)2 — (.T1 + 2x3 — 19 — x3)2) — 21’%
1 1
= Z(xl + x5 + 3%3)2 — z(xl — T2 + 1‘3)2 — 2%%.

11 suffit alors de poser p1(x) = x1 + x2 + 33, p2(z) = 21 — x2 + x3 et p3(x) = z3.
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Expliquons & présent comment la Proposition permet de trouver une base orthogonale.
Gréace a lalgorithme de Gauss, on a obtenu des formes linéairement indépendantes @1, . .., @, €
V* et des scalaires ai,...,a, € K\ {0} tels que

n
q=> .
i=1

Complétons la partie libre (¢1,...,¢,) en une base F = (©1,...,n, Pntls---,Pm) de V*.
Notons B = (b1,...,bm) sa base préduale. On a donc ¢;(B;) = d;; et si x = ZTzl x;bj, il vient

n m 2 n
q(z) = Zai goz(z zibj) | = Zaix?.
i=1 j=1 i=1

Dans le cas ot K = R, on obtient la décomposition en somme de carrés en réordonnant la base
B et en divisant les vecteurs de base par des constantes adéquates.

Exemple 2.7.5 Reprenons exemple[2.7.3] On peut compléter les formes linéairement indépen-
dantes 1(7) = x1 — 72+ 273 et pa(7) = 2+ 23 par @3(z) = z3 pour obtenir une base du dual.
On cherche by, by, b3 tels que ¢;(bj) = d;;. En procédant comme dans I’exemple , il suffit de
prendre 51 = by, gg =by + by et 753 = —4b1 — 2by + b3. Dans cette base,

q(x) = 5 + 5.

Exemple 2.7.6 Reprenons I'exemple En procédant comme dans I'exemple on pose
by = %(bl + by), by = %(bl — bg) et by = bs. Dans cette base,

q(x) = 77 — 75 — 75,

2.8 Espaces pré-hilbertiens réels

Soit V' un espace vectoriel réel. Dans le cas ou la forme bilinéaire symétrique est définie positive,
on sait qu’elle est en particulier non-dégénérée. On parle de produit scalaire.

Définition 2.8.1 Soit V' un espace vectoriel réel. Un produit scalaire (réel) sur V' est une
forme bilinéaire symétrique définie positive sur V. En général, on note le produit scalaire
(, ). Un espace vectoriel réel V muni d’un produit scalaire est appelé un espace pré-hilbertien

(réel).

Lorsqu’on parlera d’un espace pré-hilbertien, on supposera donc implicitement disposer d’un
produit scalaire.

Remarque 2.8.2 Dans le cas ou V est de dimension finie, on parle également d’espace euclidien.

Exemple 2.8.3

1. Le produit scalaire euclidien sur R est évidemment un produit scalaire.
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2. La forme bilinéaire définie par

b
(f.9) € Col[a, B, R) x Co([a,b], R) / f(2)g(x)dz

est un produit scalaire sur I'espace des fonctions continues sur [a, b] et & valeurs réelles (rap-
pelons que 'intégrale entre a et b d’une fonction continue positive est nulle si et seulement
si f est identiquement nulle sur [a, b]).

Les propriétés du produit scalaire permettent d’introduire la notion de norme d’un vecteur.
Comme le produit scalaire est défini positif, on a (x,z) > 0 pour tout z € V et on peut donc en
prendre la racine carrée.

Définition 2.8.4 Soit V' un espace pré-hilbertien. Pour tout * € V, la norme de z est

définie par
]| = v/, ).

Par définition d’un produit scalaire, on a ||z|| > 0 et ||z|| = 0 si et seulement si z = 0.

Proposition 2.8.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit V' un espace pré-hilbertien. Alors
pour tous x,y € V, on a

(@, )] < [l Iyl

et on a I'égalité si et seulement si x et y sont linéairement dépendants.

Démonstration : Le résultat est évident si z = 0 ou y = 0. On peut donc supposer que
z,y € V'\ {0}. Pour tout A € R, on a

|z 4+ XylI> = (x+ Ay, 2+ Ay) = (z,2) + (2, 2y) + Dy, z) + Oy, Ay)
= ||z|* + 2)\z,y) + \?||y>.

C’est une fonction quadratique de A\ qui est toujours positive ou nulle. Son discriminant est donc
plus petit ou égal a 0, c’est-a-dire

4({z,))* = 4l)?lly]* < 0,

ce qui nous donne
[z, )| < =l [lyll-

De plus, on a I’égalité si et seulement s’il existe A € R tel que ||z + Ay||? = 0, c’est-a-dire si et
seulement s’il existe A € R tel que  + Ay = 0. [

Nous pouvons & présent montrer que l'application || - || est bien une norme, c¢’est-a-dire satisfait
les propriétés suivantes.

Proposition 2.8.6 Soit V' un espace pré-hilbertien. Alors
1. ||z|| > 0 pour tout x € V et ||z|| = 0 si et seulement si x = 0,
2. || Az|| = |A|||z|| pour tout A € R et tout z € V,
3. ||z +yl <|l=| + ||yl pour tous z,y € V.
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| |

Démonstration : Les deux premiers points sont immédiats. Pour le troisiéme, en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

lz+yl? = ll2l*+2(, y) +lly1? < llal®+20z, y) [ +yl* < e+ 2lz] yl+1yl? = Q]+ lyl)?.
Comme ||z +y|| > 0 et ||z|| + |ly|l| > 0, on peut prendre la racine carrée des deux membres et

obtenir la conclusion. []

Remarque 2.8.7 Toute norme, et donc tout produit scalaire, sur un espace vectoriel V permet
de définir une distance. Celle-ci est donnée par

d(l‘,y) = ||£L'—y||, Vz,yEV.

C’est une distance au sens oil
1. d(z,y) > 0 pour tous z,y € V et d(z,y) = 0 si et seulement si x = y,
2. d(z,y) = d(y,x) pour tous z,y € V,
3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) pour tous x,y,z € V.

Proposition 2.8.8 (Théoréme de Pythagore) Soit V' un espace pré-hilbertien. Consi-
dérons des vecteurs x1,...,T, € V deux a deux orthogonaux. Alors, on a

n 2 n
| >l = sl
j=1 j=1

Démonstration : C’est immédiat puisque

n 2 n n n n n
[ af = (e ey =3 @a =D Il
j=1 =1 j=1 j=1 i=1 m j=1
|
Proposition 2.8.9 Soit V' un espace pré-hilbertien. Si x1,...,x, € V sont des vecteurs
non-nuls deux a deux orthogonaux, alors ils sont linéairement indépendants.
Démonstration : Soient A{,..., A\, € R tels que
n
Z )\j:lij = 0.
j=1
Pour tout i € {1,...,n}, on a
0=(> Nazjmi) =) N (@j,%:) = Aif|il|
et puisque ||z;|| # 0, on obtient la conclusion. ]

Dans le cas d'un espace préhilbertien, la notion de base orthogonale se particularise en base
orthonormée.
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Définition 2.8.10 Soient V' un espace préhilbertien et B une base de V. On dit que la base
B est orthonormée si (b;, b;) = d;; pour tous b;,b; € B.

Le Théoreme [2.6.12] et 1la Proposition [2.6.14] nous fournissent directement 'existence de bases

orthonormeées.

Proposition 2.8.11 Soit V un espace pré-hilbertien de dimension finie. Alors V posséde
une base orthonormeée.

Lorsque l'on dispose d’une base orthonormée d’un espace pré-hilbertien, il est aisé de calculer
les composantes d'un vecteur dans cette base. Elles sont simplement données par les produits
scalaire du vecteur avec les vecteurs de base, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 2.8.12 Soit V un espace pré-hilbertien et soit B = (by,...,by,) une base
orthonormée de V. Pour tout x,y € V, on a

1w =377 (2,b5)b;,
2. |lz)? = Z; 1 (<37 b, >)
3. <:c,y> = Zj:1<m7bj><y7bj>'

Démonstration : 1. Siz = 3", x;b;, alors on a (z,b;) = ;.
2. On sait que

m

Hl‘”z = <Za:jbj,2ijj> = szﬂ% (bj, bs) Zx? = Z ((x,bj>)2
j=1 j j=1

j=1 j=1 i=1 j=1

par le point 1.

3. On procéde comme précédemment et on a

Zf'«“ayg Z (@, 05){y, bs)-

j=1
|
Comme un produit scalaire est une forme bilinéaire définie positive, tout sous-espace vectoriel
W de V est non-dégénéré. En particulier, lorsque V est de dimension finie, la Proposition [2.6.0]

implique que .
V=WeWw

et tout vecteur x € V' se décompose de maniére unique sous la forme

t=w+y avec weWetye Wt

Définition 2.8.13 Soit V' un espace pré-hilbertien de dimension finie et W un sous-espace
vectoriel de V. Pour tout = w +y € V avec w € W et y € W+, on pose

Pw(.r) = w.
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Le vecteur Py (x) € W est appelé la projection orthogonale de z sur W.

Montrons & présent que la projection orthogonale de x sur W est le point de W le plus proche
de x.

Proposition 2.8.14 Soit V' un espace pré-hilbertien de dimension finie et W un sous-espace
vectoriel de V.

1. L’application Py : V — W est linéaire.
2. Pour tout x € V, on ax — Py (z) € W+,

3. Si (by,...,by) est une base orthonormée de W, alors
PW(x) = Z<$7 b]>bJ
j=1

4. Pour tout x € V, le vecteur Py (x) est 'unique vecteur de W réalisant le minimum de
la distance de x 4 W, c’est-a-dire

[ = Py (2)[| < [l = yll

pour tout y € W, et on a 'égalité si et seulement si y = Py (x).

Démonstration : Les deux premiers points sont immédiats. Pour le troisiéme point, en dé-
composant Py (x) dans la base (by,...,b,) de W, on peut écrire

Pw(l’) = Z /\jbj.
j=1
Puisque = — Py (x) € W+, on sait que pour tout i € {1,...,n}, (x — Py (x),b;) = 0, c’est-a-dire
0= <x,bl> — <Z)\jbj,bi> = <x,bz) — )\Z',
j=1

ou on a utilisé le fait que la base est orthonormée. Ainsi \; = (z, b;), ce qui suffit.

Pour le quatriéme point, on remarque tout d’abord que si y € W, alors

r—y= (- Py(x)+ (Pw(r) —y).

ewt ew

Comme les vecteurs x — Py (z) et Py (z) — y sont orthogonaux, le Théoréme donne
lz = ylI* = |l — Py (2)|* + | Pw () = ylI* = [lz — Pw ()|

De plus, on a I’égalité si et seulement si || Py (z)—y|| = 0, ¢’est-a-dire si et seulement si y = Py ().
|

Terminons cette section par la présentation du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt,

qui permet de construire algorithmiquement une base orthonormée B= (gl, ..+, by) d'un espace
pré-hilbertien V' a partir d’'une base B = (b1, ...,by,) de V.
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1. On pose 51 = HZlH Alors b~1 est bien de norme 1 et I'espace engendré par b~1 est le méme

que celui engendre par by.

2. Supposons que bl, .. bk 1 ont été construits et que le sous-espace W engendré par les
vecteurs by, . .. bk 1 est ¢égal au sous-espace engendré par by, ..., b;_1. On veut construire
un vecteur by orthogonal & b1,...,b;_1, donc & W. Par la Proposition [2.8.14] on sait que

b — Py (by) € W+. On pose donc

k-1
vk = b — P (b) = b, — > _ (b bi)b.
i=1
Remarquons que v # 0 car sinon, on aurait by € W, ce qui impliquerait que by, ..., bx
sont linéairement dépendants.
3. Pour normer ce vecteur, il suffit de poser
~ Vg
k= .
[[ o]
4. On remarque que les vecteurs 51, . ,gk engendrent bien le méme espace que by, ...
5. A la fin de la construction, on a obtenu des vecteurs by, ..., b, deux & deux orthogonaux,

donc linéairement indépendants par la Proposition Ils forment donc une base de V.

Exemple 2.8.15 On considére 'espace Ro[z] des polynéomes de degré inférieur ou égal & 2 muni

du produit scalaire

1
(P.Q) = / P(2)Q(x)d.

Une base de Ry[x] est donnée par les polynomes Py(z) = 1, Py(z) = = et P3(x) = z2. On vérifie
facilement que cette base n’est pas orthonormée. Apphquons le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt. Puisque ||Py||? = fo 12dz = 1, on pose Py (z) = 1. Pour construire Py, on calcule

~ 1 1
<P2,P1>:/ l‘dl‘:*
0 2
et .
”P2—<P2,131>131H2=/ (a:——)2dx: —.
0

Ainsi

Py(x) = V12(x — %) =32z —1).

Enfin, afin de construire §3, on calcule tout d’abord

~ 1 1 _ 1
(Ps, Pr) = / 2idr = 3 et (P3,P) = / V3(22% — 2% dx = \gg
0 0

On a P3(z) — (Ps, P)Pi(z) — (Ps, Py Py(a) = 22 — 132z —-1)=2%—2+{ et donc

1
DA D, S\ 1 1
|Ps — (P3, P1) Py — (P3, P) P3||* = / (2* -z + g)zdx =
0

On en tire finalement que

P3(z) = V180 (z? —1:—1—2)2\/5(6:1:2—63:—%1).
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2.9 Formes hermitiennes et espaces pré-hilbertiens complexes

Dans de nombreux cas, on a besoin d’utiliser des espaces vectoriels complexes. Néanmoins, les
résultats présentés dans la section précédente ne se généralisent pas directement car aucune forme
bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel complexe ne peut étre définie positive. En effet, si

g(z,x) >0,
alors
Néanmoins, remarquons que pour tout complexe z, on a 2z = |z|?> > 0. C’est la raison pour

laquelle on travaille avec le produit scalaire sur C™ défini par

m
(x,y) e C" x C™ — Zx]?j
j=1

Comme mentionné auparavant, il ne s’agit pas d’une forme bilinéaire.

Définition 2.9.1 Soit V un espace vectoriel complexe. Une application f : V — C est
antilinéaire si pour tous A, u € C et tous z,y € V, on a

JOz 4 py) = Af(x) +1f(y).

Définition 2.9.2 Soit V' un espace vectoriel complexe. Une forme bilinéaire gauche sur V/
est une application h : V x V — C linéaire en la premiére variable et antilinéaire en la
deuxiéme variable. Si, de plus, elle satisfait h(x,y) = h(y, x), on dit qu’elle est hermitienne.

Remarquons que si h est une forme hermitienne, alors h(x,z) = h(x,z), c’est-a-dire h(x, ) est
réel pour tout z € V.

Définition 2.9.3 Soit V' un espace vectoriel complexe et h une forme hermitienne sur V.
On dit que la forme h est définie positive si h(x,z) > 0 pour tout = € V' \ {0}. Un produit
scalaire complexe sur V est une forme hermitienne définie positive. A nouveau, on note en
général le produit scalaire (,). Un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire
complexe est appelé un espace pré-hilbertien complexe.

Exemple 2.9.4
1. Le produit scalaire sur C™ est un produit scalaire complexe.

2. La forme bilinéaire définie par

b
(f.9) € Col[,5],C) x Co([a,5],C) > / f(@)g(@)dz

est un produit scalaire complexe sur l'espace des fonctions continues sur [a,b] et a valeurs
complexes.

Tout ce que nous avons présenté pour les espaces pré-hilbertiens réels se généralise aisément pour
les espaces pré-hilbertiens complexes.



Chapitre 3

Algéebre multilinéaire

3.1 Formes multilinéaires
Soit V' un espace vectoriel sur un champ K et soit r un naturel plus grand que 1. On note

Vi=Vx..-xV
N———

r fois

I'ensemble des r-uples d’éléments de V. Un élément de V" est donc un r-uple (z1,...,2,) o
x; € V pour tout i € {1,...,7}.

Définition 3.1.1 Une forme r-multilinéaire (ou r-forme) est une application f : V" — K

linéaire en chaque variable, c’est-a-dire pour tout i € {1,...,r}, tous z1,...,z,,y; € V et

tout a € K

f(xl, ey Lj—1,T5 + Yis Tit1y--- ,ZCT) = f(fL‘l, e s Lj—1yLjy Ljg1ye- - ,.TT)
+ f(T1, o T 1, Yis Tig s - -5 Tr)
et
f($17 sy Li—1, QL Lt 1y - - - 1"7’) = Oéf(ﬂ?l, sy L1, Ly Tit1y - - - 7x7“)'

Bien stir, I’ensemble des formes r-multilinéaires est un espace vectoriel pour les opérations

(fr+ fo) (@1, mp) = filen, o 2p) + falon, .o 2y)

et
()‘f)(xla-“ax?“) = )‘f(xlw"afxr)'

On sait que le produit de deux formes linéaires ¢, p € V* défini par

g:(2,y) €V xVim(x)o(y)

est une forme bilinéaire. De maniére semblable, on peut définir le produit de r formes linéaires
Dly-eespp €V

Définition 3.1.2 Soient @1, ..., @, € V*. Le produit tensoriel de o1, . .., @, est lapplication
définie par
(@1, 20) = 91(21) . or(y).

66
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On note cette application 1 ® - - ® @y.

Il est immédiat de montrer que le produit tensoriel de r formes linéaires est une forme r-
multilinéaire. Nous allons montrer que toute forme r-multilinéaire peut se décomposer en com-
binaison linéaire de produits tensoriels. Pour cela, comme dans le cas des formes bilinéaires, on
considére le résultat suivant.

Proposition 3.1.3 Soit f une forme r-multilinéaire sur V.
1. Soient x1,...,x, € V. Si un des vecteurs x1,...,x, est nul, alors f(x1,...,2,) = 0.

2. Soit (Iy)requ,...ry une famille de r ensembles finis d’indices. Si pour tout k € {1,...,7},
(uk,j)jer, est une famille d’éléments de V' et (o, ;)jer, une famille de scalaires, alors

! E:O‘LJ&ULJ’U”-’ §:ar7jruwr = E E algy Qg (UL Gy Ur )

jlell jreIT jlell j'reIr

En particulier, si V est de dimension finie m et si B = (by,...,b,) est une base de V, alors f
est entiérement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur toute famille de r vecteurs parmi
(b1,...,bp), c’est-a-dire par f(b;,,...,b;.) ou b;y,...,b;. € B pour tous iy,...,i, € {1,...,m}.
Ainsi, si (z1,...,2,) € V" et si pour tout i € {1,...,r}, on a

m
i =y b,
j=1

alors
f (331, e ,l‘T) = Z e Z T1,51 -+ .a;m-rf(bjl, oo 7bjr)

ji=1  je=1

= Z (L‘le . "xr,jrf(bju"'?bjr)
(jlv""jT)E{lv"wm}r

= > by (1) ... 6% (z0) f(bjy, -, bj,).
(jlr--vj?")e{lv"?m}T

Lemme 3.1.4 Soit B = (by,...,by,) une base de V. Les formes r-multilinéaires

bj;1®®b;;7 (jlv'-'vj’r‘)e{l,...,m}r7

forment une base de ’espace des formes r-multilinéaires.

Démonstration : Montrons tout d’abord qu’elles forment une partie génératrice. Soit f une
forme r-multilinéaire alternée. Alors vu ce qui précéde, pour tout r-uple (z1,...,2,) € V", on a

flzy,...,2) = > br (21) ... 0% (20) f(bjs -0 b5)

(jh"'?j’r)e{lv"':m}r

= S e @b )@ m) fbis b)),

(jl?"'?j’l‘)e{l?“wm}r
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c’est-a-dire
f= > S(bjys o0, )05 @ @ b3

(jl:"'vj?")e{lv'wm}’r
De plus, supposons que
Z O‘jla--wjrb;'l R X b}; = O
(jlr“’jT)e{l’“‘vm}r
Soit (j1,---,J4r) € {1,...,m}". Alors on a

0 = > Uy (0, @ - @ U5 ) (b, byy)
(jlz"'va)e{lz"'vm}r

_ . . pE . * .
= Do g Uy b (by)
(jl?"'vjr)e{l?"'vm}r _ _
=46. . =6
7141 Jrir
= Yl
ce qui suffit pour obtenir I'indépendance linéaire. [ |

Le résultat précédent s’étend aisément pour une base quelconque de V*.

Théoréme 3.1.5 Soit (p1,...,¢m) une base de V*. Les formes r-multilinéaires

(Pj1®"'®90jr> (jla"'vj?")e{la-'wm}ra

forment une base de ’espace des formes r-multilinéaires sur V.

Démonstration : Comme (p1,...,¢,) est une base de V*, il suffit de considérer sa base
pré-duale (by, ..., by,) et d’appliquer le Lemme [3.1.4] |

3.2 Formes multilinéaires alternées

On va s’intéresser & présent a une classe particuliére de formes multilinéaires.

Définition 3.2.1 On dit qu’une forme r-multilinéaire f est alternée lorsqu’elle satisfait la
condition

f(.’IIl,...,.TT>:0

des qu’il existe 7 # j tel que z; = x;.

Il est direct de vérifier que ’ensemble des formes r-multilinéaires alternées est un sous-espace
vectoriel de I'espace des formes r-multilinéaires.

Exemple 3.2.2 Soit V = R™. Alors I'application
det : (z1,...,2y) € V™ — det(z1,...,2Tm)

ou (z1,...,Ty) est la matrice dont la i colonne est donnée par le vecteur z;, est une forme

m-multilinéaire alternée. Plus généralement, si r < m et si i1,...,i, € {1,...,m}, application

(.%'1, . ,:Er) e V" — det ((:Eik,j)j,ke{l,...,r})
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est une r-forme multilinéaire alternée. Elle associe aux vecteurs zy,...,z, le déterminant de la
matrice obtenue en choisissant les r lignes correspondant a 41, ..., %, dans la matrice dont la ¢
colonne est donnée par le vecteur x;.

La proposition suivante montre que les formes multilinéaires alternées sont les formes antisymé-
triques dans le cas d’'un champ de caractéristique différente de 2.

Proposition 3.2.3 Soit V' un espace vectoriel sur un champ de caractéristique différente de
2. Une forme r-multilinéaire f sur V est alternée si et seulement si pour tous x1,...,x, € V
ettous1 <1< j<r,

fle, ooz xg, o xe) = —fo, o 2,0, Ty, ).

Démonstration : Supposons que f est alternée. Par multilinéarité, on a que la relation

flx, ooz xg, o xe) = —fo, . 2,0, Ty, Ty)

est équivalente &
f(2x1,...,xi+mj,...,xi+:L'j,...,2xr) =0.

Puisque la forme est alternée, cette derniére relation est satisfaite et la conclusion s’ensuit.

Réciproquement, supposons que z; = x; et montrons que f(z1,...,Z,...,&j,...,2,) = 0. D'une
part, vu I’hypothése, on a

fle, ooz, xg, o xe) = —fo, o 2,0, T, ).
D’autre part, on a également

fla, oo miy o xy, o xe) = f(@1, 0 Ty Ty, Xy)
puisque les vecteurs z; et x; sont égaux. On en tire que

2f(z1,. .y iy oy gy xy) =0,

d’ot1 la conclusion. n
Proposition 3.2.4 Soient f une forme r-multilinéaire alternée sur V et x1,...,x, € V. Si
les vecteurs 1, ..., x, sont linéairement dépendants, alors f(x1,...,z,) = 0.

Démonstration : Soit j € {1,...,7} tel que z; est combinaison linéaire des autres vecteurs.

Ainsi, il existe des scalaires «a;, i € {1,...,7}\ {j}, tels que
ZCj = Z (6707
i#]

En utilisant la multilinéarité de f, il vient que

[, o, zy,x) = f 5171,---72041‘%7-”,1’7»
1#]
= Zaif(a:l,...,xi,...,mr)
(]
=0
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puisque pour tout i # j, la famille de vecteurs (x1,...,2;,...,xp) contient deux vecteurs égaux,
a savoir le 1™ et le j7°™°. ]

Les deux résultats précédents nous permettent directement d’obtenir les propriétés suivantes.

Corollaire 3.2.5 Soit V un espace vectoriel sur un champ de caractéristique différente de
2. Soient f une forme r-multilinéaire alternée sur V et x1,...,x, € V.

1. Si o est une permutation de {1,...,r}, alors
f(@o(1), - To(ry) = sign(o) f(21, ..., 2p).

2. Si on ajoute a un des vecteurs de la famille (x1,...,x,) une combinaison linéaire des
autres, la valeur que prend f reste inchangée, i.e. pour tout j € {1,...,7} et tous
scalaires «i;, © # j, on a

f xl,...,xj+Zaixi,...,xi,...,xr :f(xl,...,:rr).

i#]
Démonstration : Pour le premier point, on sait que si o est une permutation, alors il existe des
transpositions 71, ..., 7, telles que o = 7, ... 7 et de plus, sign(c) = (—1)?. Par conséquent, pour
passer de la famille (71, ..., ;) & la famille (24(1), . .., (), il suffit d’appliquer successivement

chacune des transpositions. Comme une transposition permute simplement deux éléments, et
puisque la forme est alternée, la Proposition donne successivement

f(l'g(l), R ,IEU(T)) = f(qu...'rl(l)a R 7x‘rq,..7'1(r))
- _f(lel—l"-Tl(l)7 T ’qu—l-..Tl(T))

= f($7q,2...71(1)> ey qu72...7'1(7'))

= (_1)q_1f(x7'1(1)’ s 7:ET1(T))
= (=D (z1,...,z,).

Pour le deuxiéme point, en utilisant la multilinéarité de f, on a

f :cl,...,azj—i—Zaixi,...,:cr = f(:cl,...,xij...,azr)+Zaif(x1,...,$i,...7xr)
i#] i#]
= f(xlv"',xja"'axT)
puisque les termes de la somme sur les ¢ # j sont nuls (la famille de vecteurs (z1,...,2;,...,2p)

contient deux vecteurs égaux).

Les résultats précédents montrent que les formes multilinéaires alternées partagent de nombreuses
propriétés des déterminants. Montrons & présent qu’en fait, les seules formes m-multilinéaires
d’un espace de dimension m sont données par les multiples du déterminant. Commencgons par
illustrer ce qui se passe en dimension 2.
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Exemple 3.2.6 Soit V' un espace vectoriel de dimension 2 sur un champ de caractéristique
différente de 2. Considérons le cas d'une forme bilinéaire alternée f sur V. Si B = (b1, b2) est une
base de V et si x et y sont deux éléments de V de composantes x1, 2 et y1, yo respectivement
dans B, alors on a

f(w1b1 4 w2bo, y1b1 + y2bo) = w1y1 f(b1,b1) +w1y2f (b1, b2) + w2y1 f (b2, b1) + z2y2 f(b2, b2)
z1y2.f (b1, b2) 4+ x2y1 f (b2, b1)
= (z1y2 — z2y1) f(b1, b2).

On voit donc apparaitre la quantité xz1ys — x2y1 qui n’est rien d’autre que le déterminant de la
matrice dont les colonnes sont les composantes de x et y dans B, i.e.

z;) F(by, bo).

f(x1b1 + 22bo, y1b1 + y2bo) = det <2

Définition 3.2.7 Soient V un espace vectoriel de dimension m et B = (b1, ..., b,,) une base
de V. On définit 'application det? via

det? : (z1,...,2m) € V™ det ([z1]B, - ., [Tm]B),

c’est-a-dire 'application qui associe a chaque famille (z1,...,2,,) € V™ le déterminant de
la matrice dont la j°™¢ colonne est donnée par les composantes de x; dans la base B.

Ainsi, si pour tout j € {1,...,m}, on a

m
rj = @b,
i=1

on prend le déterminant de la matrice de dimension m X m dont 1’élément (i, j) est donné par
xj;. On a donc
detB(xl, cey Ty) = Z sign(0)Z1,6(1) - - - Tm,o(m)
0ESm
ou S, désigne 'ensemble des permutations de {1,...,m}.

Proposition 3.2.8 Soit V un espace vectoriel de dimension m sur un champ de caracté-
ristique différente de 2 et soit B = (b1,...,by,) une base de V. Si f est une application
m-multilinéaire alternée sur V', alors

f(x1, . yam) = f(b1,...,bm) detB(z1, ..., @)

En particulier, il existe un scalaire o tel que f = adet?B.

Démonstration : Remarquons que puisque f est une forme m-multilinéaire alternée f, la
représentation obtenue précédemment dans une base B = (by,. .., by,) se simplifie en

f(xla...,$m) = Z 33‘17]'1...l‘mef(bjl,...,bjm)
(]177]m)€{1,7m}m

= Y T100) - Tino(m) [ Ba1)s - > Dam))-

O'ESm
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En effet, se donner (ji,...,jm) € {1,...,m}" revient a se donner l'application ¢ qui associe a
tout k € {1,...,m} Iélément ji. De plus, si o n’est pas une permutation de {1,...,m}, deux
composantes au moins de (ba(l), ey ba(m)) sont égales. En utilisant le Corollaire il vient

> To@) - Tmem) F Oo)s - bom) = D T1e(1) - Tmo(mySign(o) f(b1, ..., by)
oESM oESMH
= f(bb KRR bm) ( Z Sign(a)xl,o(l) s xm,a(m))
oESM

= f(br,...,by)detB (2, ..., 2m)
par définition du déterminant. [ |

Par conséquent, I’espace des formes m-multilinéaires alternées sur un espace vectoriel de dimen-
sion m est un espace de dimension 1. Etant donnée une base B = (by, ..., by) de V, det? est
I'unique forme m-multilinéaire alternée f sur V telle que f(b1,...,by) = 1. Cette propriété est
parfois utilisée comme définition méme du déterminant.

Remarque 3.2.9 Si B’ est une autre base de V, alors par la Proposition |3.2.8] on a

det? = det® (by, ..., by )detB.

Etudions & présent ce qui se passe si r # m.

Proposition 3.2.10 Sir > m, toute forme r-multilinéaire alternée est identiquement nulle.

Démonstration : Si z1,...,2, € V, alors ces vecteurs sont nécessairement linéairement dé-
pendants puisque r > m = dim V. La conclusion est alors obtenue par la Proposition |3.2.4l
|

Il reste a étudier le cas » < m. Commencons par introduire quelques notations. Soit A une matrice
de dimension m x r a coefficients dans K et soit E un sous-ensemble de {1,...,m} constitué
de r éléments. On peut prendre le déterminant de la sous-matrice extraite de A constituée des
éléments a; ; ot ¢ € E. On note detp(A) ce déterminant. On a alors

detE Z Slgn Qi1 (1) -+ Qip(r Z Slgn al oy e Qigy,r
veS, oESr

si B ={i1,....i}.

Définition 3.2.11 Soient V un espace vectoriel de dimension m, B = (by, .. ., by,) une base
de V et E un sous-ensemble de {1,...,m} constitué de r éléments. On définit I'application
detE via
det : (z1,...,2,) € V" = detg([z1]s, ..., [2.]B).
Ainsi, si pour tout j € {1,...,m}, on a

m
rj = b,
=1
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on prend le déterminant d’une sous-matrice de la matrice de dimension r X m dont 1’élément
(4,7) est donné par x;;. Si E = {i1,...,i,}, on a donc

B . _ -
detp(z1,...,2,) = Z sign(V)Ty(1),i; - - - Tu(r)ip = Z blgn(a)xl,igm c L () -
VES, cESy
Cette application définit évidemment une forme r-multilinéaire alternée.

Nous allons voir que ces applications engendrent ’espace des formes r-multilinéaires alternées.

Proposition 3.2.12 Soit V' un espace vectoriel de dimension m sur un champ de caracté-
ristique différente de 2, soit f une forme r-multilinéaire alternée sur V', avec r < m, et soit
B = (bi,...,by) une base de V. Pour tous x1,...,z, € V, on a

flxy, ... x) = Z detg(xl,...,xr)f(bE)

EC{1,..m}, #E=r

ot le r-uple bg € V" est défini par bg = (bj,,...,b;.) si j1 < --- < j, sont les éléments
ordonnés de E.

Démonstration : A nouveau, il s’agit d’une simple réécriture de la représentation obtenue
pour f dans la base B. Rappelons que

f(xl,...,xr) = Z $17j1...Ir,jrf(bjl,..wbﬁ),

(j17"'7j7‘)6{17"'7m}r

et puisque f est alternée, on peut restreindre la somme aux (ji,...,7,) € {1,...,m}" tels que
Jk # ji si k # [, puisque sinon on a f(bj,,...,b;,) = 0. Cela revient a dire qu'on regarde les
(J1,---»Jr) € {1,...,m}" tels que #{j1,...,75-} = r. De plus, parmi tous ces r-uples, on peut
regrouper ceux qui donnent le méme ensemble {j1,...,j,} contenant r éléments. Cela revient a
considérer tous les r-uples (jo(1), - - -, Jo(r)) POUr o € S;. On a donc

f(xl,...,xr) = Z (Z ija(l) "'xrvja(r)f(bja(l)""7bjo(r))> .

(J15esdr)€{Lscim}r, # g1, fir }=r \OESy
Pour chaque ensemble E = {j1,...,j,} avec j; < --- < j, et chaque o € S, on réordonne ensuite
les éléments de f(bj, ), ---,bj,,,) et il vient

f(bjo(l)’ ceey bjo'(r)) = sign(o)f(bjl, ey bj'r)’

On obtient alors

Z 931’]-0(1) PN l’r,ja(”f(bjg(l), ceey b.jo'('r)) = (Z sign(o’)xuv(l) PN ﬂj‘nj(f(T)) f(bil, PN ,bir)

oES, cES,
B
= detE(xh LR :Z:T')f(bE)
en reprenant les notations introduites précédemment, d’oti la conclusion. [

En particulier, puisque les applications detg engendrent l'espace des formes r-multilinéaires
alternées sur V' et puisqu’elles sont au nombre de C], la dimension de cet espace est inférieure ou
égale a (. Elle définissent en fait une base de cet espace, comme le montre le résultat suivant.
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Théoréme 3.2.13 Soit V' un espace vectoriel de dimension m sur un champ de carac-
téristique différente de 2, soit r < m et soit B une base de V. L’espace des formes r-
multilinéaires alternées sur V est l’espace de dimension C), engendré par les applications

det®, EC{1,...,m}, #E =r.

Démonstration : Par la Proposition on sait que les applications r-multilinéaires al-
ternées det?, E C {1,...,m}, #F = r, forment une partie génératrice de I'espace des formes
r-multilinéaires alternées sur V. Il reste & montrer que ces formes sont linéairement indépen-
dantes. Supposons donc qu’il existe des scalaires ag tels que

Z ap detg =0.
EC{1,...m},#E=r

Fixons E' C {1,...,m},#F = r, et évaluons la relation précédente en bg: = (b;;,...,b;,).
Remarquons que

detg(bEl) = detE([bil]B; RN [bir:lB) =detgA

ot A est la matrice de dimension m x r dont I'élément (7, j) est donné par d;;. Par conséquent,
si E # E', comme on sélectionne dans le calcul du déterminant uniquement les lignes correspon-
dantes aux éléments de E, on a forcément une ligne de 0 et donc det?(bg/) = 0. Si E = E’, on
a det®(bg/) = det I = 1. On en tire que

0= Z aEdetE(bE/) = Qg
EC{1,..m},#E=r

d’ou la conclusion. []

Dans le Théoréme nous avons utilisé le produit tensoriel 1 ® - - - ® ¢, de formes linéaires
pour obtenir une base de ’espace des formes r-multilinéaires. Notons que celui-ci n’a en général
aucune raison d’étre alterné. On peut néanmoins construire une “antisymétrisation” de celui-ci.
Par exemple, si r = 2, on peut définir 'application bilinéaire alternée

Pp1 N\ Y2 =1 @ Y2 — Y2 A 1,

c’est-a-dire
1 A pa(r1,12) = p1(71)p2(T2) — P2(T1)P1(72).

De maniére générale, on adopte la définition suivante.

Définition 3.2.14 Soient 1, ..., @, € V*. Le produit extérieur de 1, ..., @, est Papplica-
tion définie par

LA A= sign(0) Po) ® -+ @ Po(r)-
O'EST

Proposition 3.2.15 Soient ¢1,...,¢, € V*. Le produit extérieur @1 A --- A @, est une
forme r-multilinéaire alternée.
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Démonstration : La multilinéarité est immédiate. Montrons que la forme est alternée. Sup-

posons que (z1,...,2,) € V" est tel qu’il existe ¢ # j avec x; = ;. On a
ARERA (Pr(xla ce 7-7;7‘) - Z sign(a) Po(1) (5131) < Po(r) (mr)
O'EST

Notons 7 la transposition qui envoie ¢ sur j. On peut décomposer la somme sur les o € S, en la
somme sur les ¢ qui contiennent, dans leur décomposition en transpositions, la transposition 7
et ceux qui ne la contiennent pas. Notons S,(7) les permutations de S, qui contiennent 7 dans
leur décomposition en transpositions. On peut alors décomposer la somme sur les o € S, en

> sign(0) eoy (1) - Loy (@) + Y sign(0) @) (1) - Pory (@),
c€8(T) c€S\Sr(T)

Notons que toute permutation o € S,(7) sécrit 0 = 7v ou v € &, \ S;(7). De plus, on a

sign(o) = —sign(v) et v (1)(71) .. Po@)(@Tr) = Cu)(®1) ... @y (zr) puisque les vecteurs w;
et z; sont égaux. Enfin, lorsque I'on passe en revue tous les ¢ € S.(7), on obtient tous les
v e S, \ S (7). Au total, la somme précédente se réécrit

- Y sieW)euw@) - eum(@) + Y sign(o) @) (1) - Pa (@) =0,
veS\Sr (1) a€S-\Sr(7)

ce qui prouve le résultat. [

Lemme 3.2.16 Soit V un espace vectoriel de dimension m sur un champ de caractéristique
différente de 2, soit v < m et soit B = (b1, ..., by,) une base de V. Les formes r-multilinéaires
alternées

b Ao Abp 1< <--- < <,

forment une base de ’espace des formes r-multilinéaires alternées sur V.

Démonstration : On a

bi A AbE (@1, m) =Y sign(o) b (1) b (@)
oES,
= Z Sign(a)xlyid(l) e 'r,r:io'(r)
oS,
= detB(21,...,2,)
si E = {i1,...,i,}. Pour conclure, il suffit d’utiliser le Théoréme [3.2.13] |

On obtient I’équivalent du Théoréme [3.1.5

Théoréme 3.2.17 Soit V un espace vectoriel de dimension m sur un champ de caracté-
ristique différente de 2, soit r < m et soit (p1,...,pm) une base de V*. Alors les formes
r-multilinéaires alternées

iy N Ny 1 <dp <o < <,
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‘ forment une base de ’espace des formes r-multilinéaires alternées sur V.

Démonstration : Comme (¢1,...,9m) est une base de V*, il suffit de considérer sa base
pré-duale (by,...,by,) et d’appliquer le Lemme (3.2.16] ]
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