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Introduction

L’analyse fonctionnelle est une branche des mathématiques qui étudie les espaces fonctionnels,
c’est-a-dire les espaces vectoriels constitués de fonctions (ou de suites) et munis d’une topologie
naturellement associée. Les espaces vectoriels normés constituent un exemple basique de tels
espaces. Par exemple, la topologie naturelle de I'espace L'(R) peut étre définie & partir de la

norme

1]l = /R \f(2)] dos

pour tout f € L'(R). Une base de voisinages de f est donnée par les boules ouvertes

bfr)={g € L'®):If — gl <rf, >0,

On retrouve bien qu'une suite (f,,)men de L'(R) converge vers f dans L'(R) si et seulement
si pour tout r > 0, il existe M € N tel que f,, € b(f,r) pour tout m > M, c’est-a-dire si et

seulement si

[fm = fllt — 0

lorsque m — +oc.

Sur I'espace C°(K) des fonctions continues sur un compact K C R, la notion de convergence
naturelle est donnée par la convergence uniforme. Notons en effet qu’une limite ponctuelle
de fonctions continues ne donne pas nécessairement une fonction continue. Cette notion de

convergence uniforme est donnée par la norme
I/l := sup [f(x)]
zeK
et par les systémes de voisinages

b(f.r) = {g € CHE) s If =gl <}, r>0.

C’est la topologie la moins fine qui permet de conserver la continuité par passage a la limite.

Remarquons & présent que si 1’on considére 1'espace C?(€2) des fonctions continues sur un ouvert
Q C R, il suffit d’imposer la convergence uniforme sur tous les compacts de €2 pour conserver la
continuité par passage & la limite. Autrement dit, une suite (f,)men de CY(2) converge vers f

dans C°(2) si et seulement si pour tout compact K C €,

[ fm = fllx — 0

lorsque m — +00. On se retrouve ici avec toute une famille || - || - de “semi-normes” qui définissent
la topologie de CY(€2). Le but de ce cours est de formaliser cette constatation et d’étudier de
manieére plus générale les espaces fonctionnels dont la topologie peut étre définie par une famille

de semi-normes.



Les notes sont organisées en deux parties nettement séparées. La premiere développe le cadre
des espaces normés et des espaces de Banach. Apres les opérateurs linéaires continus et les
grands théoremes associés, nous étudions la bornitude, la précompacité et la compacité dans le
cadre métrique, ce qui conduit au théoreme d’Arzela—Ascoli. Nous abordons ensuite la dualité,
le théoreme de Hahn—Banach et les espaces de Hilbert. La réflexivité est introduite avant
les topologies faible et faible-x; le théoréeme de Banach—Alaoglu permet alors d’en tirer une
conséquence importante : dans un espace de Banach réflexif, la boule unité est faiblement
compacte. La partie se termine par les opérateurs compacts et les opérateurs de Hilbert—Schmidt,

qui utilisent directement les criteres de compacité établis auparavant.

La seconde partie est consacrée aux espaces localement convexes. Les espaces C*®(Q), DX (Q) et
D(Q) serviront régulierement de fil conducteur pour relier constructions, complétude, bornitude
et dualité. Nous commencons par leur définition et leurs propriétés élémentaires, puis nous
montrons comment en construire naturellement par sous-espaces, produits, quotients et limites
projectives ou inductives. Nous introduisons ensuite la complétude dans le cadre général ; ce n’est
qu’apres cette définition que sont introduits les espaces de Fréchet et les résultats qui leur sont
propres. Nous revenons alors sur les constructions précédentes afin d’étudier la stabilité de la
complétude. La bornitude, la précompacité et la compacité sont ensuite généralisées au cadre
localement convexe, en indiquant explicitement ce qui change par rapport au cas normé. Enfin,
la dualité topologique est reprise dans ce cadre général. Le théoreme de Hahn—Banach n’y est
pas redémontré : sa forme semi-normée, établie dans la premiere partie, est simplement réutilisée
pour obtenir les conséquences propres aux espaces localement convexes. Les topologies faible et

faible-x conduisent enfin & la forme générale du théoreme d’Alaoglu.

vi



Partie I

Espaces normés et espaces de Banach






1 Espaces normés, espaces de Banach

et opérateurs linéaires

Ce chapitre fixe le cadre normé qui servira de point de départ a tout le cours. Nous commengons
par les semi-normes et les normes, puis nous introduisons la complétude et les espaces de Banach.
Nous étudions ensuite les applications linéaires continues, leur norme d’opérateur et les trois

grands théoremes de ’analyse fonctionnelle dans le cadre de Banach.

Les semi-normes sont introduites des maintenant, bien que leur réle systématique n’apparaisse que
dans la seconde partie. Ce choix permettra notamment d’énoncer le théoreme de Hahn—Banach
sous sa forme originale dans le chapitre consacré a la dualité, sans utiliser de notion qui n’aurait

pas encore été définie.

1.1 Normes, boules et topologie

Nous commencons par fixer le langage du cadre normé. La norme fournit & la fois une notion
de taille, une distance et donc une topologie; elle permet ainsi de parler de convergence et de

continuité dans un espace vectoriel.

Dans tout le cours, K désigne R ou C.

Définition 1.1.1. Soit X un espace vectoriel sur K. Une application p : X — [0, +00] est

une semi-norme sur X si

1. plz+y) < p(z) +p(y),
2. p(Az) = |\ p(z)

pour tous z,y € X et A € K. Une norme sur X est une semi-norme p sur X pour laquelle

3. p(x) = 0 si et seulement si x = 0.

N J

Notons que la condition 2 implique que p(0) = 0. Ainsi la condition 3 peut aussi s’écrire
p(z)=0 = =zx=0.

Lorsqu’il s’agit d’une norme, on utilise en général la notation || - ||. Naturellement, on introduit

la notion de boules ouvertes et fermées.

Définition 1.1.2. Pour x € X et r > 0, on note

bx(z,r) ={y € X :|ly—z| <r}, Bx(z,r)={ye X :|ly—z| <r}.



CHAPITRE 1 NORMES, BOULES ET TOPOLOGIE

LLorsque x =0et r =1, on écrit simplement bx et Bx. J

La distance d(z,y) = ||z — y|| fait de X un espace métrique. L’inégalité triangulaire entraine
I'inégalité triangulaire inverse

[l = llyll] < llz = yll,
qui montre notamment que I’application = — ||z|| est continue.

La topologie associée a la distance est invariante par translation et compatible avec les opérations
vectorielles.

4 )

Proposition 1.1.3. Soit (X, || - ||) un espace normé.

1. Une suite (x,,) converge vers x si et seulement si |z, — x| — 0.

2. Une suite (x,) est de Cauchy si et seulement si, pour tout € > 0, il existe N tel que

|zn, — zm|| < € pour tous m,n > N.

3. L’addition X x X — X et la multiplication scalaire K x X — X sont continues.
. J

Démonstration. Les deux premiers points sont les traductions métriques des définitions. Pour le
troisieme, on utilise

[(x+y)— @ +y) <|lz—=2"|+]y—9I

et
Az — yll < ALl =yl + 1A — a1l

1.1.1 Exemples fondamentaux

4 )
Exemples 1.1.4.

> Sur K%, les applications

d d 1/2
Izl =) lagl,  llalla = (Z IijIQ) s Nl2lls = max fa;]
j=1 j=1 ==

sont des normes.

>> Si K est un espace compact et si C(K) désigne l'espace des fonctions continues de
K dans K, alors

[flloc = sup | f(z)]
zeK

est une norme.




CHAPITRE 1 NORMES, BOULES ET TOPOLOGIE

> Pour 1 < p < 400,

+oo
= {:C = (Tn)n>0 : Z |zn|P < —l—oo}

n=0

+o00 1/p
1l = (Z !%!”) :

n=0

est muni de la norme

On munit
0 = {x = (x,) : sup |z,| < +o0}
n
de la norme ||z||o0 = sup,, |zn|-

> Le sous-espace
co ={z = (zp) €L : 2y — 0}

est muni de la norme induite par £*°.

> Si (2,4, 1) est un espace mesuré et 1 < p < +oo, 'espace LP(2) est muni de

1= ([ 1)

Pour p = oo, on utilise la norme du supremum essentiel.

> Pour 0 < a < 1, I'espace de Holder C*([a, b]) est muni de

[f(z) — f(¥)]
[flloa = [[flloo + sup =————=.
TH#Y |CC - y|
N J
1.1.2 Normes équivalentes
Définition 1.1.5. Deux normes || - ||; et || - ||2 sur un méme espace vectoriel X sont

équivalentes s’il existe des constantes ¢, C' > 0 telles que

cllefly < flzlls < Cllzfly (= € X).

J

\

Proposition 1.1.6. Deux normes sont équivalentes si et seulement si elles définissent la

méme topologie sur X.

J

Démonstration. Les inégalités donnent immédiatement des inclusions entre les boules et donc
I’égalité des topologies. Réciproquement, si les topologies coincident, la boule unité pour la
premiére norme est un voisinage de 0 pour la seconde. II existe donc 7 > 0 tel que by, (0,7) C

by, (0,1), ce qui implique ||z][; < r~1||z||2. On échange ensuite les roles des deux normes. ®



CHAPITRE 1 COMPLETUDE ET ESPACES DE BANACH

1.2 Complétude et espaces de Banach

La complétude exprime la stabilité de I'espace par passage a la limite. Elle est au cceur de la
plupart des grands théorémes de ’analyse fonctionnelle et justifie le role privilégié des espaces de

Banach.

Définition 1.2.1. Un espace normé est complet si toute suite de Cauchy y converge. Un

espace de Banach est un espace normé complet.

y

( )
Exemples 1.2.2.

> Les espaces K%, ¢ pour 1 < p < o0, cg et LP(R2) pour 1 < p < oo sont des espaces
de Banach.

> Si K est compact, C'(K) muni de la norme uniforme est un espace de Banach.

& J

Donnons, a titre d’exemple, la preuve pour C(K).

Proposition 1.2.3. Si K est compact, l’espace C(K) muni de la norme uniforme est

complet.

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy pour la norme uniforme. Pour tout x € K, la suite
scalaire (f,(x)) est de Cauchy; on pose f(z) = lim,, f,(x). Le caractére de Cauchy uniforme
donne || f,, — f|loc — 0. La limite uniforme d’une suite de fonctions continues étant continue, on

a feC(K). [ ]

1.2.1 Criteére des séries absolument convergentes

4 )

Définition 1.2.4. Une série Z:{i% xp dans un espace normé X est absolument convergente

si
o0
Z |zn| < +oo.
n=0

N _ J

Théoréme 1.2.5. Un espace normé X est complet si et seulement si toute série absolument

convergente dans X est convergente.
. J

Démonstration. Supposons X complet. Les sommes partielles d’une série absolument convergente

forment une suite de Cauchy, car

n
> T
k=m

n
<D Ml
k=m

6



CHAPITRE 1 COMPLETUDE ET ESPACES DE BANACH

Elles convergent donc.

Réciproquement, soit (z,) une suite de Cauchy. On peut extraire une sous-suite (z,, ) telle que
—k
||xnk+1 - w”k” <270

La série
+o00

Tny + Z(xnk+l — Tn,)
k=0

est absolument convergente et converge par hypothese. Ses sommes partielles sont les x,,, ; la
suite de Cauchy (x,), posséde donc une sous-suite convergente, et converge elle-méme vers la

méme limite. [

1.2.2 Sous-espaces et produits

Proposition 1.2.6. Soit Y un sous-espace vectoriel d’un espace normé X.

1. SiY est fermé et si X est complet, alors Y est complet.

2. Si'Y est complet pour la norme induite, alors Y est fermé dans X.

Démonstration. Pour le premier point, une suite de Cauchy de Y converge dans X, et sa limite
appartient a Y puisque Y est fermé. Pour le second, si une suite de Y converge dans X, elle est

de Cauchy dans Y et y converge ; 'unicité de la limite conclut. [ |

4 )

Proposition 1.2.7. Si Xq,...,X,, sont des espaces de Banach, alors leur produit muni

de la norme

H(wlv cee ,$m)” = lgbaé)in ij“Xjﬂ

est un espace de Banach.
\_ J

1.2.3 Espaces quotients

La construction d’un quotient permet d’identifier les vecteurs qui different d’un élément d’un
sous-espace donné. Nous verrons comment cette construction algébrique se combine avec la norme

et dans quelles conditions elle préserve la complétude.

Soit M un sous-espace vectoriel d’un espace normé X. On note [z] = z + M la classe de = dans

le quotient algébrique X /M.

Définition 1.2.8. On définit

lellxyar = inf Jlz +mi| = dist(z, M).



CHAPITRE 1 ESPACES DE DIMENSION FINIE

11 s’agit toujours d’une semi-norme sur X /M. C’est une norme si et seulement si M est

fermé.

Démonstration. Les propriétés d’homogénéité et d’inégalité triangulaire sont immédiates. De
plus, ||[z]|[x/a = 0 équivaut & x € M. La séparation est donc équivalente a la fermeture de
M. ]

4 )
Proposition 1.2.9. §i M est fermé, la projection canonique

o X — X/M, x — [z],
est linéaire, continue, surjective et ouverte. Plus précisément,

o (bx (x, 7)) = bx/n([2], 7).
\_ J

Démonstration. On a ||y (2)||x/a < |||, donc mas est continue. Si [y] € bx/a([z],7), il existe
m € M tel que ||y —z + m|| < r; le représentant y + m appartient alors a by (z, ). L’inclusion

réciproque est immédiate. [ |

Théoreme 1.2.10. Si X est un espace de Banach et si M est un sous-espace fermé, alors
X/M est un espace de Banach.

Démonstration. Utilisons le critere des séries. Soit Y, <[, une série absolument convergente

dans X /M. Pour chaque n, choisissons y,, € [z,] tel que

lynll < [Mwn]llx/ar +27"
La série ), yn est absolument convergente dans X et converge donc. Par continuité de my;, la

série ), [zn] = > mar(yn) converge dans X /M. Le Théoréme 1.2.5 conclut. |

1.3 Espaces de dimension finie

En dimension finie, toutes les normes conduisent a la méme notion de convergence. Cette rigidité
contraste fortement avec le cas de dimension infinie et explique pourquoi plusieurs difficultés

propres a I'analyse fonctionnelle n’apparaissent qu’en dimension infinie.

Théoréme 1.3.1. Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont

équivalentes.




CHAPITRE 1 CONTINUITE ET NORME D’OPERATEUR

Démonstration. Soit (eq,...,eq) une base de X et posons
d
Ajejll = max |Aj|.
e =
o0

Si N est une norme quelconque sur X, alors
d d
Z)\jej Z)\\Ne] <Cmax|)\\
avec C' = »>; N(e;j). Ainsi N est continue pour la norme || - [[oc. Sur la sphere compacte
S={zre X |z =1}
la fonction N atteint un minimum m > 0. Par homogénéité,
m[zlloe < N(z) < C|z]lo

pour tout x € X. Toute norme est donc équivalente a || - ||oo- ]

Corollaire 1.3.2. Tout espace normé de dimension finie est complet. Toute partie fermée

et bornée d’un tel espace est compacte.

Démonstration. Aprés identification linéaire avec K¢, la premiere assertion découle de la com-
plétude de K¢ et la seconde du théoréeme de Heine-Borel. Les normes étant équivalentes, ces

propriétés ne dépendent pas de la norme choisie. [ |

Au Chapitre 2, nous préciserons ce contraste entre dimension finie et dimension infinie en

caractérisant la dimension finie par la précompacité de la boule unité.

Corollaire 1.3.3. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace normé est

fermé.

Démonstration. Soit E un tel sous-espace et soit (x,), une suite de E qui converge dans l’espace
ambiant. Elle est de Cauchy dans E. Le Corollaire 1.3.2 montre qu’elle converge dans E. L’unicité

de la limite donne que sa limite ambiante appartient a E. [ |

1.4 Continuité et norme d’opérateur

Pour une application linéaire entre espaces normés, la continuité se traduit par une estimation tres
simple. La norme d’opérateur quantifie cette continuité et permet de considérer les applications

linéaires continues comme les éléments d’un nouvel espace normé.



CHAPITRE 1 CONTINUITE ET NORME D’OPERATEUR

4 )

Théoréme 1.4.1. Soient X et Y deux espaces normés et T : X — Y wune application
linéaire. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. T est continue;
2. T est continue en 0 ;
3. il existe C' > 0 tel que
[Tzlly <Clzllx  (z€X);

4. T est bornée sur la boule unité de X.

- J

Démonstration. L’implication 1 = 2 est immédiate. Si T est continue en 0, il existe r > 0 tel
que ||z]|x < r implique ||[Tz|ly < 1. Pour = # 0, on applique cette propriété a ra/(2||z| x) et on
obtient 5

ITlly < —llzfx.

Ainsi 2 implique 3. Les implications 3 = 4 et 3 = 1 sont immédiates. Enfin, si T est bornée sur

la boule unité, I’homogénéité donne ’estimation du point 3. [ |

Définition 1.4.2. Soient X et Y deux espaces normés. L’espace des applications linéaires
continues de X dans Y est noté L(X,Y).

Pour T' € L(X,Y), on définit la norme d’opérateur de T par

|T|| =inf{C >0: || Tz|y < C|lz||x pour tout z € X}.

N J

4 )
Proposition 1.4.3. Soient X et Y deux espaces normés et T € L(X,Y). Alors

1T} = sup [Ty
lleflx <1
Si X # {0}, on a également
1T = sup || Tz|y-
llellx=1
En particulier,

ITzlly < ||T|||l=]lx pour tout x € X.
\_ y

Démonstration. Posons
M= sup ||Tx|y.
Izl x <1

Montrons d’abord que ||T|| = M. Soit C' > 0 tel que

|Tz|ly < Cllz|x pour tout z € X.

10



CHAPITRE 1 CONTINUITE ET NORME D’OPERATEUR

Pour tout x tel que ||z||x <1, on a alors
[Ty < C.

Par conséquent, on a M < C. Cette inégalité étant vraie pour toute constante admissible C, on
obtient
M < ||T|.

Réciproquement, soit x € X. Si x = 0, alors

HT:IIHY =0.
Siz # 0, on écrit
x
avec
A
e ]lx 11 x

Par linéarité de T,
x

]l x

ety = el |7 ()| < Mlel.

Ainsi, M est lui-méme une constante admissible dans la définition de ||T'||. On en déduit
I < .

Finalement,
1T} =M = sup |[[Tz]y.

[l x <1

Supposons maintenant X # {0} et posons

M; = sup ||Tz|y.

[zl x=1

Comme la sphére unité est contenue dans la boule unité, on a M; < M. D’autre part, si ||z]|x <1

et x # 0, alors
x
Tl =izl | (=)
]| x

Le cas x = 0 est immédiat. Par conséquent, M < M; et au total, on obtient

< Mi||z||x < M.
Y

IT = sup [[Tzlly = sup |[Tz[y.
jallx <1 el x=1

Enfin, Pestimation
ITzlly < T ll=llx

résulte directement de 1’égalité précédente. [ |
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CHAPITRE 1 CONTINUITE ET NORME D’OPERATEUR

Proposition 1.4.4. La norme d’opérateur est une norme sur L(X,Y). De plus, si S €
L(Y, Z), alors
1S o Tl < ISI1T°[]-

Démonstration. Soient S,T € L(X,Y) et A € K.

La positivité est immédiate :
1T = 0.

Montrons ensuite que
|IT)| =0«=T=0.

Si T'= 0, alors clairement || 7| = 0. Réciproquement, si ||T'|| = 0, alors, pour tout z € X,
[Tzlly < T\ llzlx = 0.

Donc T'x = 0 pour tout x € X, et ainsi T = 0.

Pour I’homogénéité, si A = 0, le résultat est immédiat. Supposons A # 0. Pour tout x € X,
IAT)zlly = A Tz]ly < AT |2 x-

On en déduit

AT < AT
En appliquant cette inégalité a )
T=—(\T
)\( )’
on obtient )
1T < 7 IAT,
Al
et donc
AT = [AT-

Enfin, pour tout z € X,
105 + T)zlly < 1Szlly + [Tzlly < (ISI+ 1Tl x-
La constante ||S|| + ||T'|| est donc admissible dans la définition de ||.S + T'||. Par conséquent,

1S+ TN < IS+ [I7]-

Pour la composition,
1S(Tz)llz < ISIHT=lly < ST lz]x-

12



CHAPITRE 1 L’ESPACE DES OPERATEURS CONTINUS

(" )
Exemples 1.4.5.

> La forme coordonnée 7; : K¢ — K, m;(z) = x;, est continue pour toute norme sur
K.
> L’application d’intégration
b
Iic(at) - K, 1) = [ s,
a
vérifie ||I]| =b— a.
> L’opérateur de dérivation

D : C([a,b]) = C([a, D), Df=Ff,

est continu lorsque C!([a,b]) est muni de la norme ||f|lc1 = [|fllco + ||/ ]lco, €t
D]l = 1.

> Sia = (a,) € (>, I'opérateur diagonal
Mgy : 0P — P Wilelasn) = (@pizn),

vérifie ||Mg|| = ||aljco pour 1 < p < 0.
N\ J

1.4.1 Applications minorées

Définition 1.4.6. Un opérateur T' € L(X,Y) est minoré s’il existe ¢ > 0 tel que

[Tzlly = cllzllx  (z € X).

Un opérateur minoré est injectif et son inverse algébrique 7! : im T — X est continu.

Proposition 1.4.7. Si X est un espace de Banach et si T € L(X,Y) est minoré, alors

imT est fermée dans Y .

Démonstration. Soit Tx, — y dans Y. L’estimation inférieure montre que (z,,), est de Cauchy

dans X, donc converge vers un élément z. Par continuité, Tz, — Tz, d’ou y = Tx. [

1.5 L’espace des opérateurs continus

Une fois la norme d’opérateur introduite, il est naturel d’étudier I’espace de tous les opérateurs
continus entre deux espaces normés. Sa structure reflete directement celle de I'espace d’arrivée,

en particulier pour la complétude.

13



CHAPITRE 1 PROLONGEMENT D’UN OPERATEUR PAR DENSITE

Théoréme 1.5.1. Si Y est un espace de Banach, alors L(X,Y), muni de la norme

d’opérateur, est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (T},), une suite de Cauchy dans L(X,Y"). Pour tout z € X,
[Thz — Tnzlly < T — Tl [|2]|x,

donc (T,x) est de Cauchy dans Y. Posons Tx = lim,, T,,z. L’application T est linéaire. Pour n

fixé et ||z||x <1, on a, en faisant tendre m vers l'infini,
(T, — T)z|ly <limsup ||T,, — Tl
m—0o0

Le membre de droite tend vers 0 avec n, uniformément sur la boule unité. Ainsi 7' € L(X,Y) et

T, — T en norme d’opérateur. [ |

Définition 1.5.2. Un opérateur T € L(X,Y) est un isomorphisme topologique s’il est

bijectif et si son inverse 77! : Y — X est continu.

1.6 Prolongement d’un opérateur par densité

Il est fréquent qu’un opérateur soit d’abord défini sur un sous-espace dense ou les calculs sont
plus simples. La complétude de 'espace d’arrivée permet alors de prolonger 'opérateur sans

perdre ni la linéarité ni la continuité.

4 )
Théoréme 1.6.1 (Prolongement par densité). Soient X un espace normé, Y un espace de

Banach et E un sous-espace vectoriel dense de X. SiT : E — 'Y est linéaire et continu,
alors il existe une unique application linéaire continue T:X =Y telle que f\E =T. De

plus,

TN = 11T
\ J

Démonstration. L’unicité découle immédiatement de la densité de E et de la continuité. Soit

x € X et soit (z,,) une suite de E' qui converge vers x. Comme

1T (2n) = T(xm)lly < TIHlen = zmllx,

la suite (T'(x,)) est de Cauchy dans Y et converge puisque Y est complet. Si (y,,) est une autre

suite de E convergeant vers z, alors

1T (xn) = T(yn)lly < I Tlxn = ynllx — 0,

14



CHAPITRE 1 LE THEOREME DE BANACH-STEINHAUS

de sorte que les deux limites coincident. On peut donc poser

T(z) = lim T(zy).

n—o0

La linéarité se déduit de celle de T en passant a la limite. Enfin,
1T @)y < TN [l x,

donc ||T|| < ||T||. L’inégalité inverse vient de la restriction a E. |

1.7 Le théoréeme de Banach—Steinhaus

Le théoreme de Banach—Steinhaus est le premier des trois grands résultats ou la complétude
joue un role décisif. Il transforme une information de bornitude ponctuelle en une estimation

uniforme sur une famille entiére d’opérateurs.

Rappelons le théoreme de Baire : tant tout espace métrique complet, toute intersection dénom-
brable d’ouverts denses est dense. De maniére équivalente, toute réunion dénombrable de fermés
d’intérieur vide est d’intérieur vide. En particulier, un espace de Banach non vide ne peut pas
étre réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.

4 )
Théoréme 1.7.1 (Banach-Steinhaus). Soient X un espace de Banach, Y un espace normé
et (T;)ier CL(X,Y). Si

sup || Tiz|ly < +o0 pour tout x € X,
el

alors
sup || T;|| < +oo0.

i€l
- J

Démonstration. Pour n > 1, posons

F,=<Sz¢e X :sup|Tiz|ly <ny.
el

Chaque F, est fermé et, par hypothese, X = (J,,>1 Fy,. Le théoreme de Baire fournit n, zo € X
et 7 > 0 tels que bx (zo,r) C Fy,. Si ||h||x <7, alors xg + h et z¢ appartiennent a F,, donc

ITihlly <2n (i€ ).

Par homogénéité, pour x # 0, A
n
ITizlly < —=llllx.

La constante est indépendante de i. [ |
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4 )

Corollaire 1.7.2 (Limite simple d’opérateurs). Soient X un espace de Banach, Y un
espace normé et (T,,), une suite de L(X,Y). Si (T,x), converge dansY pour tout xz € X,
alors 'application

Tr = lim T,x
n—oo

est linéaire continue. De plus, sup,, || T,| < +oo.
. J

Démonstration. La famille (T3,),, est ponctuellement bornée. Le théoreme de Banach—Steinhaus

donne une constante C' telle que ||T,z|| < C||z||. On passe a la limite. |

4 )
Corollaire 1.7.3 (Continuité des applications bilinéaires). Soient X un espace de Banach,

Y et Z des espaces normés et B : X XY — Z une application bilinéaire séparément

continue. Alors B est continue. Plus précisément, il existe C > 0 tel que

1B(z,y)llz < Cllzllxlylly-
- J

Démonstration. Pour y € By, posons Ty(z) = B(z,y). Pour tout x € X, la continuité de
y — B(x,y) donne

sup || Tyx|z < +oc.
lyll<1

Le théoréme de Banach-Steinhaus appliqué a la famille (7)) yep, fournit supy, <1 [|Ty[| < +oo.

L’homogénéité en y donne ’estimation annoncée. |

Présentons une application de ce Théoréeme aux séries de Fourier. Pour une fonction continue

2m-périodique, notons
N
Snf(z)= Y f(n)e™
n=—N
la N-iéme somme partielle de sa série de Fourier et

o sin 1
Dyt = % eint:W

n=—N

le noyau de Dirichlet.

Corollaire 1.7.4. Il existe une fonction continue 2mw-périodique f telle que la suite
(Snf(0))n diverge.

Démonstration. Soit Cor(R) lespace de Banach des fonctions continues 27-périodiques, muni de

la norme uniforme, et définissons

1

21
Twf = Swf(0) = 5= [ FODN@ dt.

16
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Chaque Ty est une forme linéaire continue. Supposons par 'absurde que (T f)n converge pour
tout f. La famille (T) est alors ponctuellement bornée et Banach—Steinhaus donne une constante
C telle que |Tn f| < C||f|lso pour tous N et f.

Pour N,k > 1, posons

Dy(t)

VIDNOP + 17k

Alors || fnkllec <1 et, par convergence dominée,

fNe) =

1 2m
Ta(fne) — 5= [ 1Dyl (k= o0).
On obtiendrait donc une borne uniforme sur les normes L! des noyaux de Dirichlet. Or

2m (N+1/2)27 | &j
/ D ()| dt > 2/ [sinul
0 0 u

et le membre de droite tend vers +o0o. Contradiction. [ ]

Une généralisation & venir. Le Théoreme 1.7.1 utilise une seule norme dans ’espace de
départ et dans I'espace d’arrivée. Plus loin, la méme idée sera formulée dans un cadre ou
la topologie est décrite par une famille de semi-normes ; la borne uniforme sur les normes
d’opérateurs sera alors remplacée par une notion de contréle uniforme adaptée a ce nouveau

cadre.

1.8 Le théoreme de 'opérateur ouvert

Le théoreme de I'opérateur ouvert montre qu’une application linéaire continue surjective entre
espaces de Banach possede automatiquement une propriété topologique supplémentaire. Sa

conséquence la plus importante est la continuité de 'inverse d’un opérateur bijectif continu.

Lemme 1.8.1. Soient X etY des espaces de Banach et T € L(X,Y) surjectif. Il existe
0 > 0 tel que

dby C T(Bx).

Démonstration. La surjectivité donne

Y = | J T(nBx) C | J T(nBx).

n>1 n>1

Le théoreme de Baire implique que 1'un des fermés T'(nBx) = nT(Bx) est d'intérieur non vide.

Ainsi C = T(Bx) contient une boule by (yo, ). Comme C' est convexe et équilibré,

Tbng—CQQC,

17



CHAPITRE 1 LE THEOREME DE L’OPERATEUR OUVERT

d’ou (r/2)by C C. ]

Lemme 1.8.2. Sous les hypothéses du Lemme 1.8.1, si 6by C T(Bx), alors

gby C T(Bx).

Démonstration. Soit y € (§/2)by. Par récurrence, choisissons z,, € X tels que
n
Hxn”X < 927" et Yy — T Z$j < 52—(n+1)'
Jj=1 v

Le choix est possible car, apres ’étape n — 1, le résidu appartient a 627 "by C T(27"Byx). La

série 3, =, converge dans X vers un élément x de By. Par continuité de T, onaTx =y. =

Théoréme 1.8.3 (Opérateur ouvert). Toute application linéaire continue et surjective

entre deux espaces de Banach est ouverte.

Démonstration. Les deux lemmes précédents donnent ¢ > 0 tel que cby C T(By). Soit U un
ouvert de X et x € U. Il existe r > 0 tel que x + rBx C U. Alors

Tx 4 rcby CT(U),

ce qui montre que T'(U) est ouvert. ]

Corollaire 1.8.4 (Théoreme de 'inverse continu). Toute bijection linéaire continue entre

deuz espaces de Banach est un isomorphisme topologique.

Démonstration. Si T est ouverte, I'image réciproque par 7~! d’un ouvert de X est I'image par

T de cet ouvert ; elle est donc ouverte. [ |

Corollaire 1.8.5. Soient X,Y des espaces de Banach et T € L(X,Y) injectif. Alors T est

minoré si et seulement si imT est fermée.

Démonstration. Le sens direct est la Proposition 1.4.7. Si 'image est fermée, elle est un espace
de Banach. L’opérateur T': X — im T est une bijection linéaire continue ; son inverse est continu

par le Corollaire 1.8.4, ce qui fournit I’estimation inférieure. [ |
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4 )
Corollaire 1.8.6. Soient X,Y des espaces de Banach et T € L(X,Y) d’image fermée.

L’opérateur induit
T:X/kerT —s imT, T([z]) = Tz,

est un isomorphisme topologique.
g J

Démonstration. Le noyau est fermé, donc le quotient est un espace de Banach par le Théo-
reme 1.2.10. L’opérateur induit est une bijection linéaire continue entre espaces de Banach ; on

applique le théoreme de I'inverse continu. [ |

Présentons a présent quelques applications du théoréme de 'opérateur ouvert.

4 )
Corollaire 1.8.7. La transformée de Fourier de L*(R) dans

Cg(R)z{feCO(R): lim f(x)zO}

r—+o0

n’est pas surjective.

- J

Démonstration. La transformée de Fourier F : L'(R) — Cp(R) est linéaire et continue. Elle est
injective par le théoréme d’unicité de la transformée de Fourier. Supposons-la surjective. Le
théoréme de 'opérateur ouvert, appliqué a cette bijection entre espaces de Banach, fournirait

une constante C' > 0 telle que
Ifli < C||Fflle  pour tout f € L'(R).

Choisissons une fonction non nulle ¢ € C2°((—1/4,1/4)), positive, et notons u sa transformée de

Fourier inverse. Pour N > 1, posons

N
gn(€) =D (€ — k).
k=1

Les supports des termes sont disjoints, donc ||gn|lecc = [|¢|lec- Sa transformée inverse est, a la

constante de normalisation pres fixée par la convention choisie,

N .
fn(z) = u(x) Z etk
k=1

Comme u(0) > 0, il existe ¢,n > 0 tels que |u(z)| > ¢ pour |z| < 7. Par conséquent,

Il = e [*

-n

dx.

N .
Zezx

k=1

La derniére intégrale tend vers +oo par I'estimation classique de la norme L! du noyau de

Dirichlet, utilisée dans la preuve du Corollaire 1.7.4, alors que ||gn||oo reste constante. On obtient
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une contradiction. []

La preuve du théoreme de l'opérateur ouvert donne également le critére de surjectivité suivant.

Corollaire 1.8.8. Soient X et Y des espaces de Banach et T € L(X,Y). Alors T est

surjectif si et seulement s’il existe R > 0 tel que

by (0,1) C T(bx (0, R)).

Démonstration. Si T est surjectif, le Théoréme 1.8.3 fournit r» > 0 tel que by (0,7) C T'(bx(0,1)).
Par homogénéité,
by (0,1) C T(bx((), 1/1”)).

Réciproquement, supposons qu’il existe R > 0 tel que by (0,1) C T'(bx (0, R)). La linéarité donne

1 -
Le Lemme 1.8.2 implique alors que I'image de la boule unité de X contient une boule centrée en
0 dans Y. L’image de T est donc un sous-espace vectoriel de Y qui contient un voisinage de 0;

elle est égale a Y. [ |

Le corollaire précédent montre que ¢! joue un role universel parmi les espaces de Banach

séparables.

Corollaire 1.8.9. Si X est un espace de Banach séparable, alors il existe une surjection

linéaire continue de ¢* sur X.

Démonstration. Soit {z,, : n € N} une partie dense de la boule unité de X. Pour (\,)nen € £1,

la série ST \,.x,, est absolument convergente, car
n=0 "‘\n+n )

+o0o +oo
Z [ Anzn]| < Z |An]-
n=0 n=0
Comme X est un espace de Banach, elle converge. On peut donc définir
“+o0o
T:0"— X, T((An)nen) = Z Ann..
n=0

L’application 7" est linéaire et continue, et z,, = T'(e,) pour tout n. Pour tout R > 1,
{n :n € N} CT(bp(0,R)),

dott
bx(0,1) C T(bys (0, R)).
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Le Corollaire 1.8.8 donne la surjectivité de T [ |

Une généralisation a venir. Une version plus générale du théoreme de l'opérateur
ouvert sera établie plus loin. La norme et les boules normiques seront alors remplacées par
une distance invariante par translation construite a partir d’une famille dénombrable de

semi-normes.

1.9 Le théoréme du graphe fermé

Le théoreme du graphe fermé donne un critére de continuité qui ne repose plus sur une estimation
directe de 'opérateur. Il suffit de vérifier que la relation y = T'(z) est stable par passage a la

limite.

Définition 1.9.1. Le graphe d’une application linéaire T': X — Y est le sous-espace

GT)={(z,Tz):z € X} C X xY.

Théoréme 1.9.2 (Graphe fermé). Soient X etY deuz espaces de Banach et T : X =Y
une application linéaire définie sur tout X. Alors T est continue si et seulement si son

graphe est fermé dans X x Y.

Démonstration. Si T est continue et si (xy,, Tx,) — (z,y), alors Tz, — Tz, donc y = Tx.

Réciproquement, supposons le graphe fermé. Il est alors un sous-espace fermé du Banach X x Y,

donc un espace de Banach. La projection
mx : G(T) — X, (x,Tx) — x,

est une bijection linéaire continue. Son inverse est continu par le théoreme de 'inverse continu.

Comme T = 7y o 71')_(1, I'opérateur T est continu. [ |

4 I
Remarque 1.9.3. L’hypothese selon laquelle T est défini sur tout X est essentielle. Par

exemple, 'opérateur de dérivation
D : C'([0,1]) € €([0,1]) — C([0,1])

est fermé lorsqu’on considére C!([0, 1]) comme domaine de D, mais il n’est pas borné pour

la norme uniforme du domaine ambiant.

J
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( )

Exemple 1.9.4. La complétude des espaces dans le théoréme du graphe fermé est également

essentielle. Sur F' = C([0, 1]), considérons les deux normes

1
Hf!hz/ [f@Idt,  |fllc = sup |f(?)].
0 t€(0,1]

L’identité
I (B, lloo) — (B, ]| - [l1)
est continue, donc son graphe est fermé. Le graphe de 'application inverse

I~1: (E - 1) — (B Mloo)

est donc lui aussi fermé. Pourtant 1! n’est pas continue : les deux normes ne sont pas

équivalentes sur C([0,1]). Il n’y a pas contradiction avec le théoréme précédent, car (E, |- ||1)

n’est pas complet.

N J

1.10 Théoreme de Stone—Weierstrass

Cette section donne un critere général de densité pour des sous-algebres de fonctions continues

sur un compact.

4 )
Lemme 1.10.1. Soit X un espace topologique compact contenant au moins deux points et

D une partie de CY(X,R). Supposons que

1. si f,g € D, alors max{f,g} € D et min{f,g} € D,

2. pour tous x,y € X, x # vy, et tous r,s € R, il existe g € D tel que g(x) = r et
9(y) =s.

Alors D est dense dans C°(X,R).
. J

Démonstration. Soit f € CO(X,R) et € > 0. Fixons x € X. Par la deuxiéme hypothése, pour tout
y € X\ {x}, il existe g € D tel que g(x) = f(x) et g(y) = f(y). En particulier, g(y) > f(y) — ¢
et, par continuité de f et g, il existe un voisinage ouvert V' de y sur lequel g > f — €.

Comme X contient au moins deux points, choisissons un point yg # x et une fonction gy € D
telle que go(x) = f(x) et go(yo) = f(yo). Par continuité, gy > f — ¢ dans un voisinage de z.
En utilisant la compacité de X, on obtient donc des ouverts Vi,...,V, de X et des fonctions

gi,---,9n € D tels que
X=WVU---UV,, g;i > f—esur'Vj, gj(x) = f(x).

Posons h = max{gi,...,gn}. Par la premiére hypothese, h € D et, par construction, h > f — ¢

sur X et h(z) = f(x). Par continuité de h et f, il existe donc un voisinage ouvert U de z sur
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lequel h < f +e.

En utilisant & nouveau la compacité de X, on obtient des ouverts Uy, ..., U, de X et des fonctions
hi,...,hm € D tels que

X=UU---UUp, hj > f —esur X, hj < f+esur Uj.
La fonction min{hy,...,h,} appartient & D par la premiére hypothese et satisfait

sup |f(z) — min{hy(x),..., hp(2)}] <e.
zeX

Les hypothéses du théoreme suivant sont purement algébriques, mais elles impliquent un résultat

topologique de densité.

4 )
Théoréme 1.10.2 (Stone—Weierstrass). Soit X un espace topologique compact contenant

au moins deux points et soit C°(X) Uespace des fonctions continues sur X @ valeurs réelles

ou complexes. Supposons que D est une sous-algeébre de C°(X) telle que

1. D est stable par conjugaison complexe,
2. D contient les constantes,

3. pour tous x,y € X, x # y, il existe f € D tel que f(x) # f(y).

Alors D est dense dans C°(X).
\ J

Démonstration. Remarquons tout d’abord que I'adhérence D de D est également une sous-algébre

stable par conjugaison complexe qui satisfait les trois hypotheses.

Traitons tout d’abord le cas réel. Fixons f € D. Quitte a multiplier f par une constante, on
peut supposer que sup,cx |f(x)| < 1. En utilisant le théoréeme de Weierstrass, on peut considérer
une suite (P,)nen de polynémes a coefficients réels qui converge uniformément vers t — |t| sur
[—1,1]. Comme D est une sous-algébre qui contient les constantes, P,(f) € D. De plus, (P,(f))

converge uniformément vers | f|, et donc |f| € D.

Montrons & présent que D satisfait les hypothéses du Lemme 1.10.1. Si f, g € D, alors

(f+g+If—g) €D, minff.g}=5(/+g-1f~g)) D.

N

max{f,g} =

D’autre part, fixons x # y dans X et r, s € R. Par hypothese, il existe f € D tel que f(x) # f(y).

La fonction ) — (@)
— f(z
ht)=r+-"———7—=(s—r
= i
appartient & D et satisfait h(x) = r et h(y) = s. Le Lemme 1.10.1 donne donc D = C°(X,R).

Dans le cas complexe, si D' = D N CY(X,R), alors la stabilité de D par conjugaison montre que

les parties réelle et imaginaire de chaque élément de D appartiennent a D’. Il s’ensuit que D’
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contient les constantes et sépare les points. Par la premiére partie de la preuve, D’ = C°(X,R).
Si f € CY%X,C), il suffit d’écrire f = Rf + i3 f et d’approcher chaque morceau par une fonction
de D'. [ ]

Corollaire 1.10.3. Les polynomes trigonométriques sont denses dans l’espace des fonctions

continues 2m-périodiques muni de la norme uniforme.

Démonstration. On applique le théoréme & 'algebre engendrée par les fonctions x — €*. n € Z,

sur le cercle unité. ]

1.11 Exercices

Exercice 1.11.1. Démontrer que les espaces de ’Exemple 1.2.2 sont des espaces de Banach.

Exercice 1.11.2. En utilisant le Théoréme 1.2.5, montrer que l'espace L'(X, A, i) est complet

pour tout espace mesuré (X, A, u).

Exercice 1.11.3. Montrer que ¢y est un sous-espace fermé de £°°. En déduire que ¢y, muni de

la norme || - ||, est un espace de Banach.

Exercice 1.11.4. On munit C'*([0,1]) de la norme

I£ller = £ llo,1y + 1l jo,1y-

Montrer que C*([0, 1]) est un espace de Banach pour cette norme et que I'injection naturelle de
C*(]0,1]) dans C°([0,1]) est continue.

Exercice 1.11.5. Soit 1 < p < +00. On définit les opérateurs de décalage sur ¢ par
S(xg,xl,xg, .. ) = (O,l’o,ml, .. )

et

L(xg,x1,x0,...) = (x1,22,23,...).

Montrer que S et L sont des opérateurs linéaires continus de /P dans /P et calculer leurs normes
d’opérateur.

“+o0

Exercice 1.11.6. Soit (ay,)nen une suite de C telle que la série >0

anby, converge pour toute

suite (b, )nen € £2. Pour tout N € N, considérons I’application linéaire
N
TN : 62 —C: (bn)neN — Z anbn.
n=0

1. Montrer que

N
> lan)? =inf {C > 0: [T (b)| < C||bl2 Vb € €7}
n=0

1. On calcule ce que 'on appellera la norme de 'opérateur T .
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2. En utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus, en déduire que (ay,)nen € £2.

Exercice 1.11.7. Considérons I’espace L'(T) constitué des fonctions 27-périodiques intégrables

sur [0,27]. Si f € LY(T), on note f(n) son n®™® coefficient de Fourier.

1. Montrer que 'application linéaire

T:LNT) = co(Z) : f =~ (f(n), oy

est continue.

2. En utilisant le théoréme classique d’unicité des coeflicients de Fourier, qui assure 'injectivité

de T', et en procédant par ’absurde, montrer que 7" n’est pas surjectif.

Exercice 1.11.8. Soit || - || une norme sur C°([0, 1]) pour laquelle C°([0, 1]) est un espace de
Banach. Supposons que la convergence pour la norme || - || implique la convergence ponctuelle.
Montrer que les normes || - [| et || - ||j0,1] sont équivalentes.

Exercice 1.11.9. Fixons a = (a,)nen une suite de C et posons

400
lz]la = Z |ann|
n=0
pour tout x € £°.
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la suite a pour que || - |4 soit une norme
sur £°°.
2. Dans ce cas, démontrer que || - || n’est pas équivalent & la norme usuelle || - || de £°°.
3. En déduire que (£, || - ||la) n’est pas complet.
Exercice 1.11.10. 1. Soient (X, |- ||x) et (Y, | - |[y) deux espaces de Banach contintiment

injectés dans un méme espace vectoriel topologique séparé E. On peut donc considérer leur

somme algébrique X +Y C E. Pour tout z € X + Y, on pose
Izllx+y =inf {Jlzllx +yly : 2 =2+y,2€ X, ye Y}

Identifier X + Y a un quotient de X x Y et, a 'aide du Théoreme 1.2.10, montrer que

cette formule définit une norme pour laquelle X 4+ Y est un espace de Banach.

2. Soit (X, || - ||) un espace de Banach et soient A et B deux sous-espaces vectoriels fermés de
X tels que X = A + B. En utilisant le point précédent et le théoreme du graphe fermé,
montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x € X, il existe a € A et
b € B avec

r=a+b et |af+]bl <Cfz.

Exercice 1.11.11. Soit g € L2([0, 1]) tel que fg € L?([0,1]) pour tout f € L?([0, 1]). Considérons
I’application

My L2([0,1]) — L*([0,1]) : f = fg.

Montrer que M, est une application continue
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1. en utilisant le théoreme de Banach-Steinhaus,

2. en utilisant le théoreme du graphe fermé.
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2 Compacité dans les espaces normés

Apres 'étude des espaces normés et des espaces de Banach, nous introduisons maintenant
les notions de bornitude, de précompacité et de compacité dans le cadre métrique. Dans un
espace normé, ces notions ont des formulations tres concretes ; elles permettent notamment de
comprendre ce qui distingue la dimension finie de la dimension infinie et conduisent rapidement

au théoréme d’Arzeld—Ascoli.

Pourquoi introduire la compacité ?

Dans de nombreux problemes d’analyse, on construit d’abord une suite d’approximations et ’on
cherche ensuite & en extraire une sous-suite qui converge vers un objet limite. La bornitude seule
ne suffit pas en dimension infinie : la suite canonique de ¢? est bornée, mais ne posséde aucune
sous-suite convergente. La compacité, et plus généralement la précompacité, fournit précisément

le mécanisme d’extraction qui manque.

La compacité joue aussi un second role fondamental : elle permet souvent de passer d’une
information locale ou ponctuelle & une information uniforme. Le principe est simple. Lorsqu’une
propriété est vraie dans un voisinage de chaque point d’'un compact, on peut recouvrir ce compact
par ces voisinages puis en extraire un sous-recouvrement fini. La finitude obtenue permet alors
fréquemment de choisir des constantes indépendantes du point considéré. Le théoréme classique
selon lequel une fonction continue sur un compact est uniformément continue est un exemple

élémentaire de ce mécanisme.

Ces deux idées — extraire des objets convergents et obtenir des contrbles uniformes a partir
d’informations locales — interviennent constamment dans les méthodes d’approximation, dans
I’étude des familles de fonctions et dans les problemes d’existence. Le théoréme d’Arzela—Ascoli
en donnera une illustration importante : un controle ponctuel et une équicontinuité permettent,

sur un compact, d’obtenir une précompacité pour la norme uniforme.

La seconde partie généralisera ces notions aux espaces localement convexes, en mettant ’accent

sur ce qui change lorsque la topologie est décrite par une famille de semi-normes.

2.1 Ensembles bornés, précompacts et compacts

~

Définition 2.1.1. Soit (X, || - ||) un espace normé. Une partie B C X est dite bornée si

sup ||z|| < +oo.
zeB

Elle est dite précompacte si, pour tout € > 0, elle peut étre recouverte par un nombre fini

de boules ouvertes de rayon €.

J
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Enfin, la compacité est entendue au sens topologique usuel.

Dans un espace métrique, la précompacité est aussi appelée totale bornitude. Elle est plus forte
que la bornitude, mais elle ne suppose pas que ’ensemble soit fermé. Nous dirons qu’'un ensemble
est relativement compact lorsque son adhérence est compacte. Dans un espace de Banach, la

Proposition 2.1.3 montrera que précompacité et relative compacité sont équivalentes.

4 )

Proposition 2.1.2. Pour une partie K d’un espace normé X, les assertions suivantes

sont équivalentes :

1. K est précompacte ;

2. toute suite de K posséde une sous-suite de Cauchy.

- J

Démonstration. Supposons K précompacte. Pour chaque n > 1, recouvrons K par un nombre
fini de boules de rayon 27". A partir d’une suite (z;); de K, on extrait une sous-suite contenue
dans I'une des boules du premier recouvrement, puis une sous-suite de celle-ci contenue dans une

boule du deuxieme recouvrement, et ainsi de suite. La suite diagonale obtenue est de Cauchy.

Réciproquement, supposons que K ne soit pas précompacte. Il existe alors £ > 0 tel qu’aucune

famille finie de boules ouvertes de rayon € ne recouvre K.

Choisissons x1 € K. Supposons construits z1,...,x, € K. Comme
n
K¢ U B(x]'75)7
j=1

on peut choisir

Tyl € K\ U B(zj,e€).
j=1

Ainsi,

|Xnt1 — zjl|x > €, j=1,...,n.

Par récurrence, on obtient donc une suite (x,), de K telle que
|lzn — Zmllx > € pour n # m.

Une telle suite ne posseéde aucune sous-suite de Cauchy. [ |

Proposition 2.1.3. 57 X est un espace de Banach, une partie K C X est précompacte si

et seulement si son adhérence K est compacte.

Démonstration. Si K est précompacte, son adhérence 'est également. Comme X est complet,
K est compleéte. La Proposition 2.1.2 montre alors que toute suite de K possede une sous-suite
de Cauchy, qui converge dans K ; dans un espace métrique, cela équivaut a la compacité. La

réciproque est immédiate, tout compact métrique étant précompact. [ |
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Dans un espace de Banach, la précompacité est donc exactement la propriété qui précede
la compacité : il suffit de prendre I’adhérence. Cette caractérisation utilise la complétude
de I'espace ambiant et ne devra pas étre transposée sans précaution au cadre localement

convexe général.

Proposition 2.1.4. Soit X un espace normé. La boule unité ouverte b(0, 1) est précompacte

st et seulement si X est de dimension finie.

Démonstration. Si X est de dimension finie, toute partie bornée est précompacte.

Réciproquement, supposons b(0, 1) précompacte et fixons € € (0,1). Il existe x1,...,xx € b(0,1)
tels que
N
b(0,1) C | b(;,e).
j=1
Posons
E = span{zy,...,xn}.

Soit z € b(0,1). Il existe j; tel que

|z — 2 |lx <e.

On peut donc écrire
T — T
T =z + ey, ylszleb(O,l).

En appliquant le méme raisonnement a yi, il existe ja et yo € b(0,1) tels que
Y1 = Tj, +Ey2.
En itérant, on obtient, pour tout m > 1,
=) +exj,+- 4+t 4y, Ym € b(0,1).
Comme ||ym|lx < 1,
le"ymllx <™ — 0.
Les sommes partielles

-1
Ty, fexj, +-- "y

Jm
appartiennent & F et convergent vers z. Or E est de dimension finie, donc fermé. Ainsi x € E.

On a donc b(0,1) C E. Enfin, tout vecteur de X est un multiple scalaire d'un élément de b(0, 1),

d’ou X = E. Par conséquent, X est de dimension finie. [ |

Remarque 2.1.5. En dimension finie, les parties fermées et bornées sont compactes. En

dimension infinie, la proposition précédente montre en particulier que la boule unité fermée
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n’est pas compacte. La précompacité mesure donc précisément une propriété plus forte que

la seule bornitude.

J

( )

Exemple 2.1.6. Dans (2, la famille des vecteurs de la base canonique (e,),>0 est bornée,

puisque ||e,|l2 = 1 pour tout n, mais elle n’est pas précompacte. En effet,
Hen_‘emH2:\/§ (n # m),

de sorte qu’aucune sous-suite de (e, ) n’est de Cauchy. Cet exemple illustre concrétement la

différence entre bornitude et précompacité en dimension infinie.

& J

2.2 Théoreme d’Arzela—Ascoli

Le théoréme d’Arzela—Ascoli traduit un probléme de compacité dans un espace de fonctions en
conditions concrétes de contréle ponctuel et d’équicontinuité. Il constitue I'un des principaux

criteres pratiques de compacité du cours.

Le Théoréme d’Arzela—Ascoli permet de caractériser les parties précompactes de C°(X), muni de
la norme uniforme, lorsque X est compact. Cet espace figure déja parmi les exemples d’espaces
de Banach du premier chapitre. Commencons par un lemme fondé sur un procédé d’extraction

diagonale.

4 )

Lemme 2.2.1. Soit D un ensemble dénombrable et ( fp)men une suite de fonctions définies
sur D et a valeurs dans K. Supposons que la suite (fim)men est simplement bornée sur D,
c’est-a-dire

sup | fm(x)| < 400 Vz € D.

meN

Alors il existe une sous-suite de (fm)men qui converge simplement sur D.

- J

Démonstration. Ecrivons D = {2, 2(1) .}, De la suite (f,,), extrayons une sous-suite (f#?))
telle que ( f,(,g) (2(9))) converge. De cette sous-suite, extrayons une sous-suite ( fﬁ)) telle que
( fézl )(z(l))) converge, et poursuivons ainsi. Pour tout k, la suite ( (k +1)) est une sous-suite de
(fgf)) et converge aux points (9, ... 21,

La suite diagonale ( f,gk))keN est une sous-suite de la suite initiale. Pour tout j fixé, sa queue est
une sous-suite de ( ,S{)) - elle converge donc au point (). La convergence est ainsi simple sur
tout D. [ |

Afin d’énoncer le théoréme suivant, il est nécessaire de considérer la notion d’équicontinuité dans
le cas d’une famille d’applications F définies sur un espace métrique X et a valeurs dans K.

On dit que F est équicontinue si pour tout € > 0 et pour tout x € X, il existe n > 0 tel que
|f(z) — f(y)| < € pour tout f € F sid(z,y) <n.
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( )

Exemple 2.2.2. Si E et F' sont deux espaces normés et si A est une partie bornée de
L(E, F), alors A, vue comme une famille de fonctions sur E, est équicontinue. En effet, si

M = suppe 4 |IT1l, alors

IT(z) = T(y)ll < Mlz -yl (T €A,

Exemple 2.2.3. La suite f,,(t) = t" sur [0, 1] n’est pas équicontinue. En effet, f,(1) =1,
tandis que f,(1 —1/n) = (1 —1/n)" reste éloigné de 1 lorsque n tend vers l'infini, alors que
1/n — 0.

Théoréme 2.2.4 (Arzela-Ascoli). Soit X un espace métriqgue compact. Une partie K de

CY(X) est précompacte si et seulement si elle est simplement bornée et équicontinue.

Démonstration. Supposons que K est précompacte. Alors K est bornée et donc il existe C' > 0
tel que

sup sup | f(z)| < C.
fekzeX

En particulier, pour tout x € X, supsci [ f(7)] < +00 et K est donc simplement bornée. Montrons
a présent que C est une partie équicontinue. Soit x € X et ¢ > 0. Comme K est précompact, il
existe fi1,..., fn € C°(X) tels que

KclJof,9)
j=1

ou les boules sont définies a partir de la norme uniforme sur X. Comme les fonctions fi,..., fu

sont continues, il existe n > 0 tel que

|fi(x) = fi(y)] <

W M

pour tout y € X tel que d(z,y) < n et pour tout j € {1,...,n}. Soit f € K. Alors il existe
j€{l,...,n} tel que f € b(f;,5). On obtient alors que

[f@) = FW < |f(@) = fi@)] + | fi(x) = i)+ 1fily) — Fy) < e
pour tout y € X tel que d(z,y) < n, ce qui suffit.

Supposons a présent que K est simplement bornée et équicontinue. Pour tout n > 1 et tout

x € X, I'équicontinuité fournit un voisinage ouvert V,, , de x tel que
1
|f(m)—f(y)|<3— pour tous y € V,, , et f € K.

n

Pour chaque n, les ouverts (V}, z)zcx recouvrent X. Par compacité, il existe une partie finie
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X, C X telle que

X= U Vae
re€Xy

Considérons 'ensemble dénombrable Xoo = U,>1 Xn. Soit (fin)men une suite de K. Comme
K est simplement bornée, le Lemme 2.2.1 donne l'existence d’une sous-suite (fi(m))men qui
converge simplement dans X.,. Soient y € X et n > 1. Alors il existe x € X,, C X, tel que
y € V2. On a alors

| feem)®) = Fe@@ < | feem) W) = Frm) (@) + [ frem) (@) = foy (@) + | few) () = frq)(v)]

2
< gt e (@) = fro ()]

pour tous m,l € N. Comme y € X est arbitraire, on en tire que

2
su - < —+ su ) — T
ye)lf({ | frem) (W) — Fry ()] . me)lé)n | fr(m) (@) = frqy (@)]
pour tous m,l € N. Comme X, est fini et comme la suite (fi(m))men converge simplement, il

existe V € N tel que

1
_ <
xseu)l()n |fk(m)(37) fk(l)($)| =3,

sim,l > N. Ainsi

S|

sup | frm) (¥) — fey(y)] <
yeX

pour tous [,m > N et la suite (fi(m))men est donc uniformément de Cauchy sur X. Cela suffit

par la Proposition 2.1.2. [ |

~

Remarque 2.2.5. L’espace CY(X) est un espace de Banach. Par conséquent, par la
Proposition 2.1.3, le Théoreme 2.2.4 fournit également une description des ensembles

relativement compacts de C°(X).

J

( )

Exemple 2.2.6. Soit K un espace métrique compact. Pour M, L > 0, considérons
Far = {F € COUK) : | flloe < M, |£(z) — £(y)] < Ld(,y) pour tous z,y € K}.

La famille Fjys 1, est uniformément bornée et équicontinue ; le Théoreme d’Arzela—Ascoli

montre donc qu’elle est précompacte dans C°(K). Comme elle est fermée pour la norme

uniforme, elle est méme compacte.

& J
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2.3 Exercices

Exercice 2.3.1. Soient o €]0, 1] et C*([0,1]) 'espace de Holder formé des fonctions f définies

sur [0, 1] telles que

|f|a := sup M<+oo.
z,y€[0,1] |l‘ - y|a

1. Montrer que
I fllceqo,a) = 1f o) + [ fla

définit une norme sur C*(]0, 1]).
2. Montrer que (C*([0,1]), || - ll¢a(jo,17)) est un espace de Banach.

3. Montrer que la boule unité de C%([0, 1]) est un compact de C°([0,1]) muni de sa norme

usuelle.

Exercice 2.3.2. Soit X un espace métrique compact et F une famille équicontinue d’applications

définies sur X et a valeurs complexes. Pour tout x € X, on pose
F(x)={f(z): feF}.

1. Montrer que I’ensemble
A={z € X : F(x) est borné}

est ouvert et fermé dans X.

2. En déduire que si X est connexe et A # (), alors F est une partie relativement compacte
de C°(X).

Exercice 2.3.3. Soit X un sous-espace fermé de C°([0, 1]). Supposons que toute fonction f de
X est de classe C! (c’est-a-dire est la restriction a [0, 1] d’une fonction dérivable sur un voisinage
de [0,1]).

1. Considérons 'application
D:X = C%0,1]): f— f

ot X est muni de la norme || f||c1 = max{||fljo.1], I /'[l{o,1j}- En appliquant le théoreme du

graphe fermé a D, montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que
£ .11 < Cllf .-

2. Utiliser le Théoreme d’Arzela-Ascoli pour en déduire que X est de dimension finie.

Exercice 2.3.4. Soit K : [0,1] x [0,1] — C une application continue. On définit 'application
Tk : C°([0,1]) — C9(]0,1]) en posant

Tic(f)(a) = [ Klw0)f(0)dy

1. Montrer que Tk est une application linéaire continue.
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2. Montrer que la famille {Tx (f) : || flljo,1) < 1} est équicontinue.

3. En utilisant le Théoréme d’Arzela-Ascoli, en déduire que ’ensemble

{Tx(f): 1 f1l[o,1) < r}

est relativement compact pour tout r > 0.

Exercice 2.3.5. Fixons ¢ € £2. Montrer que 'ensemble {z € 2 : |z,| < |c,| pour tout n € N}

est un compact de ¢2.

Exercice 2.3.6. Dans /2, on note (e,)nen la base canonique. Montrer que

1
n+1

K:{O}U{ en:nEN}

est un compact de £2.

Exercice 2.3.7. Soit A une partie bornée de cy. Montrer que A est précompacte si et seulement
si

Ve >0 3N €N supsup |z,| <e.
rEAN>N

Vers les opérateurs compacts. Le théoréme d’Arzela—Ascoli fournit un critére concret de
précompacité dans un espace de fonctions. Au Chapitre 4, nous 1'utiliserons immédiatement
pour montrer que des opérateurs intégraux, et en particulier I'opérateur de Volterra,
sont compacts. La notion d’opérateur compact apparaitra ainsi comme une traduction

opératorielle des propriétés de compacité étudiées dans ce chapitre.
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3 Dualité dans les espaces normés et

espaces de Hilbert

Pourquoi introduire le dual ?

Avant de tenir compte d’une structure topologique, considérons simplement un espace vectoriel

X sur K. Une forme linéaire sur X est une application linéaire
l: X — K

L’ensemble de toutes les formes linéaires sur X est appelé le dual algébrigue de X et est
généralement noté X*.

Une forme linéaire peut étre vue comme une maniere d’extraire une information scalaire d’un
vecteur. Le dual rassemble ainsi tous les “observateurs linéaires” de 1’espace.

(" )
Exemple 3.0.1. Considérons X = R™. Pour chaque j € {1,...,n}, Papplication

* RN * _
e; :R" — R, e;(®1,...,2n) = 75,

est une forme linéaire : elle extrait la j-iéme coordonnée du vecteur.

Plus généralement, toute forme linéaire sur R™ est de la forme

Uz1,...,%p) = a121 + - -+ + apxy
pour certains ay, ..., a, € R. Ainsi, (R™)* peut lui-méme étre identifié a R™.
N J
Cette observation se généralise a tout espace vectoriel de dimension finie. Si (eq,...,e,) est une
base de X, on définit la base duale (e7,...,e}) par

ei (e5) = dij-

Si

n
T = E Tj€j,
j=1

alors ef(x) = x;. Les éléments de la base duale permettent donc de lire les coordonnées d’'un

vecteur. En particulier,
dim X* = dim X

lorsque X est de dimension finie.

35



CHAPITRE 3

( )

Exemple 3.0.2. Soit P, I'espace des polyndémes de degré inférieur ou égal a n. Pour tout

a € K, les applications
P+ P(a), P+ P'(a)

sont des formes linéaires sur P,. On peut également considérer, par exemple,

P>—>/1 P(t) dt.
0

Ces formes linéaires correspondent a différentes manieéres de “tester” un polyndme.

& J

La méme idée devient particulierement utile dans les espaces de fonctions. Une forme linéaire
peut extraire une information locale, comme une valeur ponctuelle, ou une information globale,

comme une moyenne ou un moment. Par exemple, sur C([0, 1]) apparaissent naturellement

1 1
fr— f(a), f»—>/0 f(t)dt, f»—>/0 th £ (t) dt.

En analyse fonctionnelle, les espaces considérés sont cependant le plus souvent de dimension
infinie et munis d’une topologie. Le dual algébrique est alors généralement trop grand pour étre
utile : il contient des formes linéaires qui ne respectent en rien la notion de convergence choisie
sur ’espace. Il est donc naturel de ne conserver que les formes linéaires compatibles avec cette

topologie, c’est-a-dire les formes linéaires continues. On obtient ainsi le dual topologique
X'={0: X — K: { est linéaire et continue}.

En dimension finie, cette distinction disparait : toute forme linéaire est continue. Elle devient en

revanche essentielle en dimension infinie.

( )

Exemple 3.0.3. Considérons C([0, 1]) muni de la norme uniforme. Pour tout a € [0, 1],

I’évaluation

est une forme linéaire continue puisque

10 ()] < 1flloo-

De méme,
1
7(f) = [ syt
est linéaire et continue car

1
TN < [ 150)]dt <
- J

Le dual intervient alors de plusieurs manieres fondamentales. Il permet de séparer les points et

certains ensembles, de définir des convergences plus faibles, de transposer les opérateurs et de
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formuler des problemes dans lesquels les objets ne sont observés qu’a travers leur action sur des

fonctions tests. Les distributions en fourniront plus loin un exemple central.

Ainsi, une suite (z,,) converge faiblement vers x lorsque tous les observateurs linéaires continus

donnent asymptotiquement la méme réponse :
U(xy) — £(x) pour tout £ € X'.

La méme philosophie apparait dans d’autres domaines. En probabilité, si X, et X sont des

variables aléatoires de lois respectives u, et i, la convergence en loi peut étre décrite par

/«pdun —>/<pdu

pour toute fonction ¢ continue bornée. Ce n’est pas une dualité linéaire sur les variables aléatoires
elles-mémes, mais c’est la méme idée de convergence par une famille de tests. Lorsque les lois

sont vues comme des mesures, 'application

uH/wdu

est bien linéaire en pu.

De méme, les formulations faibles des équations différentielles reposent sur cette idée de test. Si
un objet u n’est pas assez régulier pour posséder une dérivée classique, on peut chercher a définir

sa dérivée par son action sur des fonctions tests, par exemple sous la forme

<ula 90> = _<u> 90,>'

C’est précisément ce point de vue qui conduit a la théorie des distributions.

Enfin, si T : X — Y est un opérateur linéaire continu et si ¢y € Y’, I'observation de Tz par v/

peut étre reportée sur x :
Yy (Tz) = (T") ().
La transposée permettra ainsi de transporter les observateurs de Y vers X.

On peut garder en téte le principe suivant :
un espace <— les observateurs continus qui permettent de le tester.

Le dual topologique n’est donc pas seulement un nouvel espace associé a X : il décrit les

observations linéaires de X qui sont compatibles avec sa notion de convergence.

Nous commencons dans le cadre normé, ou le dual porte lui-méme une norme naturelle. Le
théoréeme de Hahn—Banach fournira ensuite les fonctionnelles nécessaires aux arguments de
séparation et de densité; le bidual conduira a la réflexivité et la transposée décrira 'action
naturelle des opérateurs sur les duaux. Une seconde étape sera consacrée aux espaces de Hilbert
et au théoreme de représentation de Riesz. Nous reviendrons enfin aux topologies faible et faible-x

et au théoréeme de Banach—Alaoglu.
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3.1 Dual d’un espace normé et norme opérateur

Dans un espace normé, la continuité d’une forme linéaire se traduit par une majoration par
la norme. Cette observation permet de définir le dual topologique et de le munir d’une norme

d’opérateur.

~

Définition 3.1.1. Soit (X, || - ||) un espace normé. L’espace
L(X,K)

des formes linéaires continues sur X est appelé le dual topologique de X et est noté X’.

( )
Exemple 3.1.2. Si X = C%(K), ou K est un compact de R", alors, pour tout a € K,

I’application

ba : f = f(a)

appartient a X'.

Comme

X' = L(X,K),

le dual X’ est naturellement muni de la norme d’opérateur introduite précédemment. Ainsi, pour
tout T € X',
IT|| =inf {C >0:|T(x)|] < Clz| pour tout x € X}.

D’apres les résultats généraux sur la norme d’opérateur, on a directement les résultats suivants.

4 )

Proposition 3.1.3. Soit (X, || -||) un espace normé.

1. La norme opérateur définit une norme sur X'.

2. Pour tout T € X', on a
|IT|| = sup {|T'(z)| : € X, ||lz|| < 1} = sup {|T(2)| : = € X, ||z|| = 1}.
3. Pour tout T € X' et tout x € X, on a

T()] < T [l
\ J

En pratique, pour montrer qu'une forme linéaire T : X — K est continue, il suffit donc de vérifier
que

sup |T(z)| < 4o0.
=<1

Le résultat suivant est en revanche spécifique au dual : contrairement & ’espace X lui-méme, qui
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n’est pas nécessairement complet, son dual topologique ’est toujours.

Proposition 3.1.4. Soit (X, || -||) un espace normé. Muni de la norme d’opérateur, le dual

X' est un espace de Banach.

3.2 Théoréme de Hahn—Banach

Le théoreme de Hahn—Banach permet de prolonger une forme linéaire définie sur un sous-espace
tout en conservant une majoration prescrite. Nous gardons ici la formulation de départ du cours,
valable pour une semi-norme ; la notion de semi-norme a été introduite au Chapitre 1 précisément

pour pouvoir énoncer ce résultat des maintenant.

4 )

Lemme 3.2.1 (Hahn-Banach réel). Soient X un espace vectoriel réel, p une semi-norme
sur X et Y un sous-espace vectoriel de X. Supposons que T :'Y — R est une forme
R-linéaire telle que

T(z)| <p(z) VzeY.

Alors il existe une forme R-linéaire T : X — R telle que T|y =T et

IT(x)| < p(z) V&eX.
- J

Démonstration. Soit £ 'ensemble des couples (1T, Z) ou Z est un sous-espace vectoriel de X qui
contient Y et ou T : Z — R est une forme linéaire qui prolonge T et telle que |T*(z)| < p(x)
pour tout € Z. Remarquons que (7,Y) € € et donc £ # (). On munit £ de la relation d’ordre
définie par

(T}, 21) < (T3, Zs) <= Z, C Zy et T}|y = T}

Montrons que £ est inductif. Soit C une chaine de £. Alors,

Zv= | 2
(T*,2)eC

est un sous-espace vectoriel de X. De plus, I'application T; définie par
Ty (z) = T*(x)

ou (T*,Z) € C est tel que x € Z, est bien définie, linéaire et majorée par p sur Z puisque les
éléments de C sont totalement ordonnés. On en tire que (7§, Zp) € £ majore C. En appliquant le
Lemme de Zorn, on obtient donc l'existence d’un élément maximal (T, Z) dans &. Pour conclure,

il suffit de montrer que Z = X.

Supposons qu'il existe zy € X \ Z. Nous allons alors construire un couple (1T, Z+)xo() apparte-

nant a € tel que T*|z = T. Cela contradira alors le caractére maximal de (T, Z). Si z € Z+)ao/,
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alors x admet une décomposition unique sous la forme
r=z+Arg ou z€Z XeER.

Pour tout s € R, on pose alors
To(x) = T(2) + As.

Il est clair que T est une extension linéaire de T sur Z +)zo(. Il reste a trouver s € R tel que

|Ts(z)| < p(z) pour tout z € Z+)xo(. Remarquons que
T(z1) 4+ T(z) = T(21 + 22) < plz1 + 22) < p(z1 — x0) + p(z2 + x0)

pour tous z1, 22 € Z, d’ou

T(21) — p(21 — 20) < p(22 + x0) — T(22).
En particulier, on obtient
s0 :=sup {T(z1) — p(z1 — 20) : 21 € Z} < pzg + 20) — T(22) < 400

pour tout z9 € Z. On en tire que pour tout z; € Z, on a

T(z1) — s0 < p(z1 — xo)

et

T(z1) + so < p(z1 + 20)

ou la deuxiéme relation est obtenue en prenant zo = 2. Ainsi, si A > 0, on a
|Tso (2 + Awo)| = MT(2) + s0| < Ap(% + 20) = p(z + Axo),
siA<0,ona
Ty (2 + Azo)| = —A|T(F2) — s0| < —Ap(5E — 7o) = p(z + Awg)

et si A =0, on a |Ts,(2)| < p(z), ce qui suffit. ]

4 )
Théoréme 3.2.2 (Hahn-Banach). Soient X un espace vectoriel, p une semi-norme sur X

et Y un sous-espace vectoriel de X . Supposons que T : Y — K est une forme linéaire telle
que
T(z)| <p(z) VzeY.

Alors il existe une forme linéaire T:X > K telle que T|y =T et

IT(x)| < p(z) Ve X.
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Démonstration. Si K = R, il s’agit du résultat démontré dans le Lemme 3.2.1. Si K = C,

considérons 'application
RT:Y = R:x— RT(z).

Il est clair que RT est une forme R-linéaire sur I’espace Y muni d’une structure de R-vectoriel.
Clairement, on a également |RT(z)| < p(z) pour tout x € Y. Par le Lemme 3.2.1, il existe donc
une forme R-linéaire RT : X — R qui prolonge RT et telle que |RT ()| < p(x) pour tout = € X.

Remarquons que
T(y) = RT(y) + 13T (y) = RT(y) — iR(T(y)) = RT(y) — iRT (iy)
pour tout y € Y. Ainsi, 'application
T:X = C: 2w RT(z) — iRT (ix)

est une extension de 7' a X. Vérifions qu’elle convient. Il s’agit d’une forme linéaire puisque pour
tous x,y € X et A€ C, on a

T(\z) = RT(\z)—iRT(irz)
= RART(2) + SART (iz) — iRART (iz) + iSART (z)
= RAT(z) +iSAT(2)
= A\(z)

et

RT(z +y) — iRT (iz + iy)
= RT(x) — iRT (iz) + RT(y) — iRT (iy)
T(x) + T(y).

T(z+vy)

De plus, T est majorée par p puisque si € X est tel que T(az) #0,o0na
’T(l‘)’ — efiarg(%(m))f(x) — Tv(efiarg(f(x))x)
et puisqu’il s’agit d’un nombre réel, on a

T(z)| = %(f(e—iarg(’f(w))x)) _ @f(e—iarg(f(x))x) < p(e—iarg@(x))x) = p(z).

Cela conclut la preuve. [ |

Corollaire 3.2.3. Soient X un espace normé et Y un sous-espace vectoriel de X. Toute
forme linéaire continue T':' Y — K admet un prolongement linéaire continu T:X > K tel
que || T = [|T.
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Démonstration. 1l suffit d’appliquer le Théoréme 3.2.2 a la semi-norme p = ||T'|| ||-||. La majoration

obtenue donne ||T|| < ||T|, tandis que Dinégalité inverse vient du fait que T prolonge 7. |

Corollaire 3.2.4. Soit X un espace normé. Pour tout v € X, il existe T € X' tel que
IT|| <1 etT(z)=|x||. En particulier,

]l = sup{|S(z)| : § € X, |IS]| < 1}.

Démonstration. Si z =0, on prend T = 0. Sinon, sur le sous-espace (x), on pose To(Ax) = Al|z||.
Alors |Th(y)| = ||ly|| sur (x). Le Corollaire 3.2.3 fournit un prolongement 7" de norme 1. La formule
S < 15[ 1]l u

de représentation en découle avec I'inégalité

Corollaire 3.2.5. Le dual d’un espace normé sépare les points : si v # vy, il existe T € X'
tel que T(x) # T(y).

Démonstration. On applique le Corollaire 3.2.4 a x — y. [ |

~

Remarque 3.2.6. Le corollaire précédent montre que I’application canonique Jx : X —

(X')* définie par Jx(x)(T) = T(z) est injective.
J

~N
Corollaire 3.2.7. Soit Y un sous-espace vectoriel d’un espace normé X. Alors Y est dense

dans X si et seulement si la seule forme T € X' qui s’annule sur'Y est la forme nulle.

J

Démonstration. Si'Y est dense, la continuité donne immédiatement le résultat. Réciproquement,
siY # X, choisissons z ¢ Y. La forme linéaire définie sur Y + (x) par S(y+ Ax) = X est continue ;

le Corollaire 3.2.3 la prolonge en une forme non nulle de X’ qui s’annule sur Y, contradiction. m

3.2.1 Une forme réelle sous-linéaire de Hahn—Banach

La séparation de convexes exige une version légerement plus générale du théoreme précédent. Une
application p : E — R sur un espace vectoriel réel est dite sous-linéaire si p(z +y) < p(x) + p(y)
et p(Ax) = Ap(x) pour tout A > 0.

Théoréme 3.2.8 (Hahn-Banach, forme sous-linéaire). Soient E un espace vectoriel réel,
p: E — R une fonctionnelle sous-linéaire, V un sous-espace vectoriel et f : V — R une
forme linéaire telle que f(v) < p(v) pour tout v € V. Alors f admet un prolongement
linéaire f : E — R tel que f(ac) < p(z) pour tout x € E.
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Démonstration. On reprend 'argument de Zorn utilisé dans la preuve du Lemme 3.2.1. 11 suffit

donc de traiter le prolongement de f de V a V + (zg), avec 29 ¢ V. On cherche a € R tel que

Flo+ Azo) = £(v) + Aa
reste majorée par p. Pour v, w € V, la sous-linéarité donne

)+ f(w) = flv+w) <p(v+w) <p(v—z0) + p(w + x9),
donc

sup(£(v) = plv - a0)) < inf (pluw + 20) — F(w))
veV we

On choisit a entre ces deux nombres et on définit

f(v+Axg) = f(v) + Aa.
Vérifions que fﬁ p. Si A > 0, en appliquant la borne supérieure au vecteur v/\, on obtient
a < p(v/A+z0) — f(v/A),
et donc, par homogénéité positive de p,
f() +xa < Ap(v/X+ o) = p(v + Azp).
Si A <0, posons u = —\ > 0. En appliquant la borne inférieure au vecteur v/u, on obtient

a> f(v/u) —pv/p—2x0),

d’out

f() +Aa = f(v) — pa < pp(v/p — x0) = p(v — pzo) = p(v + Azo).
Le cas A = 0 est exactement ’hypothése f < p sur V. Ainsi, f est bien un prolongement de f
dominé par p sur V + (xg).
On reprend alors sans changement 'argument de Zorn de la preuve du Lemme 3.2.1 : ’ensemble
des prolongements dominés par p, ordonné par extension, est inductif; un élément maximal ne

peut avoir un domaine strictement contenu dans F grace a 1’étape précédente. Son domaine est

donc F tout entier. m

3.3 Séparation des ensembles convexes

(Déﬁnition 3.3.1. Une partie A de X est conveze si pour tous x,y € A et tous A, u € [0, 1]w
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tels que A+ =1, 0n a
Az + py € A,

autrement dit si le segment joignant z & y est inclus dans A.

La forme géométrique de Hahn—Banach affirme que deux convexes disjoints peuvent étre séparés
par un hyperplan continu lorsque I'un est compact et ’autre fermé. Ce résultat sera également

utile pour interpréter la dualité et les topologies faibles.

4 )

Lemme 3.3.2. Soit C' un convexe de l’espace normé réel X tel que 0 € C' et tel qu’il existe

r > 0 pour lequel Bx(0,r) C C. Posons
po(z) =inf{\ > 0:2 € \C}.

Alors po est sous-linéaire et

ngc(ﬂc)SerH (x € X).

En particulier, pc est continue. Si de plus C' est fermé, alors

C={reX:pc(x) <1}
. J

Démonstration. Comme Bx (0,r) C C, ’ensemble C' est absorbant et pc est bien définie. Pour
A > 0, on obtient directement pc(Az) = Apc(z). Si z € aC et y € bC, avec a,b > 0, la convexité

de C donne N .
zty_ _a z y
a+b a+ba a—l—bbec’

donc po(z + y) < a+ b. En prenant les bornes inférieures, on obtient

po(z+y) < po(x) +poy).

Ainsi po est sous-linéaire. Comme Bx(0,7) C C, on a po(x) < ||z||/r pour tout x € X. En

utilisant la sous-additivité pour x = y + (z — y) puis pour y = x + (y — =), on obtient

Iz = yll

lpc(z) — pe(y)| < max{pc(zr —y), pc(y — )} < —

ce qui montre la continuité.

Enfin, C C {pc < 1} est immédiat. Réciproquement, si po(z) < 1, alors, pour tout n, il existe
An < 14 1/n tel que z € \,,C. On peut choisir \,, — 1 et donc z/\, € C avec z/\,, — x. Si C

est fermé, on en déduit x € C. [ ]

Remarque 3.3.3. La construction précédente est la fonctionnelle de Minkowski d’un

convexe absorbant. Lorsque nous étudierons les espaces localement convexes, nous retrouve-
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rons le cas particulier du cours initial ou I’ensemble est absolument convexe et absorbant ;

la fonctionnelle de Minkowski est alors une semi-norme.

4 )

Théoréme 3.3.4 (Séparation des convexes). Soit X un espace normé réel. Soient A, B C X
deuz ensembles convexes non vides tels que A est compact, B est fermé et AN B = (). Alors
il existe T € X' tel que

inf T'(a) > supT'(b).
inf T(a) > sup T (0
g J

Démonstration. Commencons par le cas o A = {a}. Par translation, on peut supposer 0 € B.
Comme a ¢ B et B est fermé, d(a, B) > 0. Choisissons 0 < r < d(a, B) et posons

C={reX:dxzB)<r}.

L’ensemble C' est fermé, convexe, contient la boule fermée Bx(0,r) et ne contient pas a. La
fonctionnelle po du Lemme 3.3.2 est sous-linéaire et continue. Comme C est fermé, on a
C = {pc < 1}; ainsi pc(c) < 1 pour ¢ € C et pe(a) > 1. Sur (a), définissons f(Aa) = Apc(a).
On a f < pe, et le Théoreme 3.2.8 fournit une forme linéaire T': X — R qui prolonge f et
vérifie T' < po. Comme T'(z) < po(z) < ||z||/r et =T(z) = T(—z) < pc(—z) < ||z||/r, on a
|T(z)| < ||z||/r pour tout x; ainsi T € X'. Enfin, T'(a) = pc(a) > 1, tandis que T'(b) < pe(b) < 1

pour tout b € B C C. Le point a et B sont donc strictement séparés.

Dans le cas général, considérons le convexe fermé
C=A-B={a—-b:a€ A, be B}.

11 est fermé : si a,, — b, — x, on extrait de (a,) une sous-suite convergeant vers a € A; alors
b, — a —x € B le long de cette sous-suite. De plus 0 ¢ C. Le cas précédent, appliqué au point 0

et & C, fournit une forme S € X’ telle que

0= 5(0) > sup S(c).

ceC
Donc
sup S(a—0b) <0,
acA,beB
ce qui équivaut a supy S < infp S. En prenant 7' = —S5, on obtient la conclusion. [ |

Remarque 3.3.5. Si X est complexe, on obtient de méme une forme 7' € X’ telle que

inf RT'(a) > sup RT'(D).
acA beB
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On applique le théoreme réel a ’espace sous-jacent puis, si @ : X — R est la forme réelle
obtenue, on pose T'(z) = ®(z) — i®(ix).

3.4 Bidual et réflexivité

Le dual étant lui-méme un espace de Banach, on peut dualiser une seconde fois. Le plongement
canonique dans le bidual conduit a la notion de réflexivité, qui mesure dans quelle mesure I’espace

est entierement retrouvé a partir de son dual.

La réflexivité est introduite avant les topologies faibles parce qu’elle est d’abord une propriété du
plongement canonique X — X”. Aprés 'introduction de la topologie faible-* et du théoréme de
Banach—Alaoglu, nous reviendrons sur cette notion pour en déduire la compacité faible de la

boule unité d’un espace réflexif.

Le résultat suivant est une réécriture du Corollaire 3.2.4 dans le cas d’un espace normé.

Proposition 3.4.1. Soit (X, | - ||) un espace normé. Pour tout x € X, on a

lz]| = sup{|T(z)| : T € X", | T|| < 1}.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que
T(z)| < =] VeeX
est équivalent & ||T'|| < 1, et ensuite d’utiliser le Corollaire 3.2.4. [ ]

On sait par la Remarque 3.2.6 qu’a tout x € X peut étre associé naturellement une forme linéaire
sur X', définie par
() : X' - K:Tw— T(z).

Cette forme linéaire est continue sur X’ muni de la norme opérateur puisque par la Proposition
3.1.3
T ()] < C|T||

pour tout T € X', ou C' = ||z||. Ainsi, elle appartient au dual topologique X” de X’. On appelle
cet espace l'espace bidual de X. La proposition précédente peut s’interpréter de la maniere

suivante : le plongement linéaire canonique
() X = X" 12— (-,2)
préserve la norme, c’est-a-dire ||z|| = ||(, )| puisque par la Proposition 3.1.3, on sait que

sup{|T'(z)|: T € X', ||T|| <1} = ||(-,2)|. En particulier, X peut étre identifié & un sous-espace

fermé de X".
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~

Définition 3.4.2. Un espace normé (X, || - ||) est réflexif si le plongement canonique

(, )V X=X"2— (-,2)

est surjectif. Il s’agit alors d’une isométrie.

Par la Proposition 3.1.4, tout espace réflexif est un espace de Banach.

4 )
Exemples 3.4.3.

> Il est facile de vérifier que tout espace normé de dimension finie est réflexif.
> On verra que tout espace de Hilbert est réflexif.

> On verra que les espaces /P, 1 < p < 400 sont réflexifs et que les espaces (', /> et

cp ne le sont pas.

- J
\
Proposition 3.4.4. Soit (X, -|) un espace normé. Si X' est séparable, alors X est
séparable.
J

Démonstration. Soit D = {T,, : n € N} une partie dense de X'. Par la Proposition 3.1.3, pour
tout n € N, il existe 2, € X tel que [|2,|| = 1 et |T,,(zn)| > || T5]|- Soit Y le sous-espace vectoriel
de X engendré par {x, : n € N}. Montrons que Y est dense dans X. Pour cela, considérons
T € X' tel que T'|y = 0 et montrons que T' = 0, ce qui suffit par le Corollaire 3.2.7. Soit (ng)ken
une sous-suite telle que (7}, Jken converge vers T' dans X'. Remarquons que, vu le choix de zy, ,
on a )

1Ty = Tl > [Ty () = T = Ty ()| > 51T,

Puisque ||T;,,, — T'|| tend vers 0, on en tire que limy_,; « ||T5, || = 0. Cela implique que 7" = 0.

il
Pour conclure que X est séparable, il suffit alors de remarquer que les éléments de Y peuvent
étre approchés par des combinaisons linéaires a coefficients dans Q si K = R, dans Q + iQ si

K = C, des éléments de {x,, : n € N}. Cet ensemble dénombrable est donc dense dans X. ]

4 )

Remarque 3.4.5. La réciproque de ce résultat est fausse. En effet, considérons I’espace
normé C?([0, 1]). Puisque les polynomes & coefficients rationnels sont denses dans C°([0, 1])
par le Théoreme de Weierstrass, 1’espace est séparable. On vérifie facilement que les formes

linéaires 6, : f € C°([0,1]) = f(z) sont continues pour tout = € [0, 1] et que

162 — 8yl = sup {If (=) - f(y)| : f € C°(0, 1]),;1[3131] @) <1} =2

si x # y. Comme [0, 1] n’est pas dénombrable, on ne peut pas approcher les formes ¢,

z € [0,1], par une famille dénombrable. Il s’ensuit que le dual de C°([0,1]) n’est pas
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séparable.

Un autre exemple est donné par I'espace ¢! dont on montrera que le dual est £*°, qui n’est

pas séparable.

J

4 )

Proposition 3.4.6. Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif si et seulement si

son espace dual X' est réflexif.
g J

Démonstration. = Si X est réflexif, alors X = X" et donc X' = X",

< Supposons que X’ est réflexif. Comme X est identifié & un sous-espace vectoriel fermé de X",
on va montrer que X = X" en utilisant le Corollaire 3.2.7. Supposons donc que " € X" est tel
que z”'|x = 0. Comme X' est réflexif, il existe 2’ € X’ tel que 2’ (T') = T'(2') pour tout T' € X".

Comme z” s’annule sur X, on a
0=2a"((-,2)) = (2" ,2) =2/ (z)

pour tout € X, et donc la forme 2’ est nulle. On en tire que 2"/ (T) = 0 pour tout T' € X"
c’est-a-dire " = 0. Le Corollaire 3.2.7 permet d’affirmer que X est dense dans X", d’ott X = X"

puisque X est fermé. [ |

Remarque 3.4.7. L’hypothése de complétude dans la réciproque est nécessaire. Par
exemple, cop muni de la norme de ¢2 a pour dual £2, qui est réflexif, alors que cop n’est pas

complet et n’est donc pas réflexif.

Pour tout espace normé X, on obtient les inclusions canoniques
Xcx'cxWcx®c. ..

et
X' cX"cC X(S) - X(?) C...

Si X est de Banach, la Proposition 3.4.6 implique que ces suites sont soit constantes, soit

strictement croissantes.

3.5 Transposée d’un opérateur

La dualité transforme naturellement un opérateur 7" : X — Y en un opérateur agissant dans
le sens opposé entre les duaux. Nous utiliserons la notation 7" pour cette transposée, afin de

réserver 1™ a l’adjoint hilbertien.
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Définition 3.5.1. Soient X, Y deux espaces normés et T' € L(X,Y). Comme T est continue,

la composée ' o T' est continue pour tout ¢y € Y'. La transposée de T est donc I’application
T:YV — X/, T'(y)=4y oT.

Elle est caractérisée par

(T'y',x) = (y', Tx).

N J

4 )

Remarque 3.5.2. Si T : X — Y est seulement linéaire, sa transposée algébrique est
toujours définie entre les duaux algébriques par y* — y* o T. En revanche, pour obtenir
une application 7”7 : Y’ — X' entre les duaux topologiques, il faut assurer la continuité des

composées. Dans le cadre du cours, cette condition est garantie par I’hypothese T' € L(X,Y).

_
N
Proposition 3.5.3. La transposée T' est linéaire continue et | T'|| = ||T|
Démonstration. Pour y € Y et z € X,
Ty ()| = 1y (T)| < Iy T ],
donc ||T"|| < ||T||. Réciproquement, pour z € X, le Corollaire 3.2.4 appliqué a Tz donne
[Tz|| = sup |y (Tz)| < ||T"[| |-
ly'lI<1
On prend le supremum sur la boule unité de X. [ |
[ Proposition 3.5.4. Si Se€ L(X,Y) et T € L(Y, Z), alors (ToS) =5 oT". j
Démonstration. Pour 2/ € Z',ona (T'0oS) 2 =2 0T oS =5(T"7). |
4 N\
Proposition 3.5.5. Si T € L(X,Y), alors
ker T’ = (im T)= .
En particulier, T' est injective si et seulement si im T est dense dans'Y .
\_ J

Démonstration. La premiére identité découle directement de la définition. La seconde est alors

le critere de densité du Corollaire 3.2.7 appliqué au sous-espace im 71" de Y. [ |
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Passage au cadre hilbertien. Jusqu’ici, les résultats ne font intervenir que la structure
normée et son dual. Nous exploitons maintenant une structure supplémentaire, le produit
scalaire, qui permet d’identifier le dual d’un espace de Hilbert a ’espace lui-méme par le

théoréme de Riesz.

3.6 Espaces de Hilbert, projection et représentation de Riesz

Les espaces de Hilbert sont des espaces de Banach dont la norme provient d’un produit scalaire.
Leur géométrie permet de définir des projections orthogonales et conduit a une description

complete du dual par le théoréme de représentation de Riesz.

~

Définition 3.6.1. Un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme provient
d’un produit scalaire,

]l =/ {x, z).

Dans tout le cours, le produit scalaire est linéaire par rapport a sa premiere variable.

4 )

Théoréme 3.6.2 (Projection sur un convexe fermé). Soit H un espace de Hilbert et soit
C C H un convexe fermé non vide. Pour tout x € H, il existe un unique point Pox € C tel
que
r — Poz|| = inf ||z — y||.
o~ Poall = i Jlo — y]
. J

Démonstration. Posons d = inf,cc ||z—y|| et choisissons une suite (y,,) de C telle que || z—yy| — d.

L’identité du parallélogramme donne

_yn“‘ym 2

2

lyn = ymll* = 2]z = yall* + 2]l = ym|® — 4|z

Comme C' est convexe, (Y, + ym)/2 € C, donc le dernier terme est au moins 4d%. Ainsi (y,) est

de Cauchy. La complétude de H et la fermeture de C donnent y,, -y € C, et ||z — y|| = d.

Si y, z € C réalisent tous deux la distance d, la méme identité appliquée a y, z donne
ly — 2||* < 2d® + 2d* — 4d* = 0,

d’ou y = z. [ |

Corollaire 3.6.3. S7 I’ est un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H, alors

H=FaorF+
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Pour tout x € H, le vecteur Ppx est caractérisé par Ppx € F et x—Ppx € F-. L'application
Pr : H — F est linéaire continue et |Pr| < 1.

Démonstration. Soit y = Ppz. Pour h € F et t € K, la minimalité de y donne |z — y||* <
|z — y — th||?>. En faisant varier ¢ réel puis, dans le cas complexe, ¢ imaginaire, on obtient
(x —y,h) = 0. L'unicité de la décomposition orthogonale donne alors la linéarité de Pr. Enfin, le

théoréme de Pythagore donne || Prz| < ||z]. ]

Lemme 3.6.4. Soient H un espace de Hilbert et a € H. L’application @, : H — K définie
par ®,(x) = (x,a) appartient a H' et |Py]| = ||al|-

Démonstration. On peut bien sir supposer que a # 0. Il est facile de vérifier que ®, est linéaire.

De plus, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|[@a(2)] = (2, a)| < [lz[lllal Ve € H,

ce qui montre que ®, est continu et satisfait ||®,|| < ||al|. Enfin, si z = 1%, on a ||z| = 1 et

flall’
|Do(z)| = ||a|l, d’ou ||Pq4]| > ||a|| par la Proposition 3.1.3. |

Théoréme 3.6.5 (Représentation de Riesz). Soient H un espace de Hilbert et T € H'.
Alors il existe a € H tel que T = .

Démonstration. Soit T € H'. Si T =0, alors T = ®y. Si T # 0, alors ker(T") est un sous-espace
vectoriel propre fermé de H. Soit z ¢ ker(T) et x = 2 — Pyey(7)(2). Alors z L y pour tout

y € ker(T) . Par linéarité, on peut supposer que ||z|| = 1. Remarquons que
T(x)y —T(y)x € ker T

pour tout y € H. Par conséquent, on a

0= (T(z)y — T(y),z) = T(x){y, x) = T(y)llz[* = T(x){y, 2) — T(y)

et on en tire que T(y) = (y, T (x)x) pour tout y € H. Ainsi, a = T'(z)z convient. ]

( Proposition 3.6.6. Tout espace de Hilbert est réflexif. ]

Démonstration. Soient H un espace de Hilbert et S € H”. On vérifie directement que I’application

Ty : H - K : z — S(®;) est une forme linéaire sur H. Elle est également continue comme

composée d’applications continues. Par le Théoreme 3.6.5, il existe a € H tel que Ty = ®,. Pour
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conclure, il suffit de montrer que S(T') = T'(a) pour tout T € H'. Si T € H', alors le Théoréme
3.6.5 donne a nouveau b € H tel que T = &, d’ou

S(T) = 5(®p) = Pa(b) = (b, a) = (a,b) = By(a) = T(a).

3.6.1 Adjoint hilbertien

La représentation de Riesz transforme la transposée en un opérateur entre les espaces de Hilbert

eux-meémes.

Définition 3.6.7. Soient H et K deux espaces de Hilbert et T' € L(H, K). L’adjoint
hilbertien de T est 'unique opérateur T* € L(K, H) tel que

<Tx7y>K = <$)T*y>H (1" € Hv Yy e K)

Proposition 3.6.8. L’adjoint existe, est unique et vérifie ||T*| = ||T||. De plus, (SoT)* =

T* o S* lorsque les compositions ont un sens.

Démonstration. Fixons y € K. L’application x — (T'z,y)k appartient & H'. Le Théoréme 3.6.5

fournit donc un unique vecteur T*y € H tel que

(Tz,y)k = (@, T"Y)u.-
L’unicité entraine immédiatement la linéarité de y — T*y. De plus,

1Tyl = sup [{z, T"y)[ = sup |(Tz,y)| < [Tyl
Jell<1 Jeli<1

donc T* est continu et || 77| < ||T||. Réciproquement, pour = € H,

[Tz| = sup [(Tz,y)r|= sup [(z, T y)u| < [T ||z
lyll<1 lyll<1

Ainsi ||T]| < ||T7]|, d’ou Pégalité. L’identité pour la composition découle de la caractérisation par

le produit scalaire. ]

3.6.2 Théoremes de Hellinger—Toeplitz

Le théoreme du graphe fermé du Chapitre 1 permet de déduire la continuité de certaines

applications linéaires a partir d’identités portant uniquement sur le produit scalaire.
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4 N\
Corollaire 3.6.9 (Théoremes de Hellinger—Toeplitz). Soit H un espace de Hilbert.

1. Soient S,T : H — H deux applications linéaires telles que

(S(z),y) = (z, T(y))

pour tous x,y € H. Alors S et T sont continus.

2. Si H estréel et siT : H— H est une application linéaire telle que (T'(x),z) > 0 pour

tout © € H, alors T est continu.

- J

Démonstration. Pour le premier point, soit x,, — z et supposons T'(x,) — y. Pour tout z € H,
(2.9) = lim{z, T(z,)) = Im(S(2), 20) = (S(2).2) = (. T(2)).

En prenant z = y — T'(z), on obtient y = T'(z). Le graphe de T est fermé; le Théoréme 1.9.2

donne sa continuité. Le méme argument s’applique a S.

Pour le second point, soit x,, — 0 et T'(x,,) — y. Pour tout h € H et tout \ € R,
0 < (T'(zyp, + Ah),x, + AR).

En développant et en faisant tendre n vers I'infini,
My, h) + X2(T'(h), h) > 0.

Comme cette inégalité vaut pour tout A € R, on a (y, h) = 0 pour tout h, donc y = 0. Le graphe

de T est fermé et le théoréme du graphe fermé conclut. [

3.7 Dual des espaces ?

Le cas p = 2 découle directement du théoreme de représentation de Riesz; les autres valeurs de p

conduisent a la dualité ¢P—¢4.

Les espaces de suites fournissent des exemples fondamentaux ou le dual peut étre calculé
explicitement. Nous retrouvons ici, avec les preuves du cours initial, les identifications de (¢7)" et
de ¢.
Dans cette section, nous nous intéressons aux espaces P et nous donnons une caractérisation
complete de leur dual. Commencons par rappeler que si p € ]1, 400], alors % €10, 1] et il existe
un nombre réel g tel que

E + ! =1.

p q
Les nombres p et ¢ sont appelés des exposants conjugués. On étend cette définition en imposant
que les nombres 1 et +00 sont des exposants conjugués. Rappelons également les inégalités de

Holder.
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4 )

Proposition 3.7.1. Sip,q € [1,400] sont des exposants conjugués, alors pour tout x € ¢P

et tout y € €4, on a (TnYn)nen € £* et

+o0o
> lznyn| < llallpllyls

n=0

- J

Il est donc légitime de considérer, pour y € 9, application linéaire

+o0o
TyzﬁpﬁK:xr—)anyn.
n=0
Les inégalités de Holder impliquent que 7T), est continu et tel que ||T| < [|y|lq. Dans le cas
ol p = q = 2, 'espace ¢? est de Hilbert et on a Ty, = ®5. On sait par le Théoréme 3.6.5 de
représentation de Riesz que ces formes linéaires permettent d’obtenir une description complete

de I'espace dual. Montrons que c’est également le cas pour les espaces P.

4 )
Lemme 3.7.2. Soit p € [1,+00[ et soit ¢ son exposant conjugué.

Pour tout y € 44, on a

+oo
Il = sup{\ S et 2 € 0, < 1},

n=0

cest-d-dire [lylly = Ty .

J

Démonstration. Par les inégalités de Holder, on sait déja que ||yl > [|T}]|. Il suffit donc de

montrer que [yll; < ||T; .

Supposons tout d’abord que p = 1. Pour tout n € N, soit e, la suite canonique définie par
enm = Onm. On a |lepli = 1 et [T(en)| = |yn|. Ainsi, [|[Ty]| > |yn| pour tout n € N, d’on
1Tyl = llylloo-

Supposons a présent que p > 1. On peut bien siir supposer que y # 0. Pour tout n € N, fixons
An € C tel que |Ay] = 1 et Ay = |yn|- Si N est suffisamment grand, on peut considérer

-1
Ay = (Zi\[zo ]yn|q) /p. On définit la suite (zy,)nen en posant z, = AN)\n|yn\q/p sin <N, et

T, = 0sin > N.On obtient alors

N 1/p N 1/p
]l = (Z Alfv!/\n\plyn\q> = Ay <Z !yn|q> =1L
n=0 n=0

Puisque ¢ = 1+ 1, il vient

1/q

N \ N N 1-1/p N
149
= AN Dyl = AN D |t = (Z |yn|q> - (Z ‘Z/n|q> ,
n=0 n=0 n=0 n=0

+oo
Z TnYn
n=0
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d’ou
+o0 N 1/q
sup {‘ > wnyn( rx € P, ||zl < 1} > (Z !yn|q> :
n=0 n=0
Comme N peut étre choisi arbitrairement grand, on obtient la conclusion. [ |
4 )

Remarque 3.7.3. Dans la deuxieme partie de la preuve précédente, on a montré que

—+o00 l/q +00
(Z ’yn‘q> Ssup{‘zgcnyn‘ cx €|z, < 1}
n=0 n=0

quelle que soit la suite y. Ainsi, y € £ si et seulement si

+00
sup {‘ anyn‘ rx €|z, < 1} < +00.
n=0

- J

On a construit une injection continue naturelle
01— (P) cy =Ty,

qui préserve la norme. Le résultat suivant montre que cette injection est également surjective et

par conséquent, il s’agit d’une isométrie entre le dual de ’espace ¢ et 1'espace £9.

Proposition 3.7.4. Soit p € [1,400[ et soit q¢ son exposant conjugué. Pour tout T € (¢P),
il existe y € 49 tel que T = Ty. En particulier, (¢P)" ~ {7 topologiquement.

Démonstration. Supposons que p = 1. Vu ce qui précede, il suffit de montrer que si T € (1),
alors il existe y € ¢ tel que T' = T,,. Considérons la suite y définie par y, = T'(e,). On a
lyn| < ||IT|| et donc y € £°. Puisque z = limy_ 400 S0y Znen pour tout z € £1, ot la limite a

lieu dans ¢!, la linéarité et la continuité de T permettent d’obtenir le résultat.

Supposons & présent que p > 1. Soit T' € (/P)" et pour tout n € N, soit e, la suite définie par
en,m = On,m- Pour tout z € /, on a v = limy_4 Zﬁ;o Tpen, ou la limite a lieu dans /P. Par

continuité et linéarité de 7', on a donc

N N +oo
T(x)= lim T (Z xnen> = lim Z xn T (en) = Z xn T (en).
n=0 n=0

N—+400 N—+400
n=0

En utilisant la Remarque 3.7.3, on en tire que la suite (T'(ey,))nen appartient a ¢9 car

+oo
sup {‘ Z l'nT(en)‘ rx €L, Hpr < 1} = HTH < +o0.
n=0

Ainsi, T' = T, si y est la suite définie par y, = T'(e,) pour tout n € N. L’égalité ({P) ~ (7

provient alors du Lemme 3.7.2.
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Par le Corollaire 1.8.4 du théoréme de I'opérateur ouvert, la bijection linéaire continue
01— () 1y T,
entre espaces de Banach est un homéomorphisme. [ |

Le résultat suivant est immédiat.

[ Corollaire 3.7.5. Sip €1, +00|, alors l’espace (P est réflexif. j

Terminons cette section par le calcul du dual de ’espace cg.

[ Proposition 3.7.6. On a (cp)’ ~ ¢ topologiquement. j

Démonstration. Siy € (', on peut considérer I'application linéaire

+o0
Ty:coéK:xbﬁanyn.
n=0
Elle est continue puisque
Ty(@)| < llyllillzllc VYV €co

et en particulier, ||Ty|| < ||y|[1. Pour tout n € N, fixons A, € C tel que |A,| =1 et \yyn = |yl
Soit NV € N et soit x la suite définie par x,, = A\, pour tout n < N et x, = 0 pour n > N. Alors,

x E€cpetonalr]eo=1dou

1Tyl = [Ty (x)] =

N
Z An¥Yn
n=0

N
n=0

Comme N € N est arbitraire, on en tire que |7, > |ly|1-
Enfin, si T € (cp)’, vérifions comme précédemment que la suite (T(e,))nen appartient a £1.
Pour tout n € N, soit A, € C tel que |[\,| =1 et \,T(e,) = |T(en)|. Pour tout N € N, on a

7]2[:0 Anén € co et

N N N
'T( > dnen)| = |3 AT (en)| = 3 [T(en)]:
n=0 n=0 n=0

En utilisant la continuité de T, il vient

N N
ST < NTI Y Anenlloo = IT-
n=0 n=0

Comme N € N est arbitraire, on en tire que (T'(e,))nen € €1 et [[(T(en))nenll1 < ||T||. Comme

T satisfait T' = T}, on obtient la conclusion. [ |
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Remarque 3.7.7. Le cas de 'espace £°° est plus délicat a traiter. En effet, la suite
(Zgzo ) Nen D€ converge pas vers (zn)nen dans £°°. Les arguments précédents ne

peuvent donc plus s’appliquer dans cette situation.

[ Corollaire 3.7.8. Les espaces {*, (> et co ne sont pas réflexifs. j

Démonstration. Puisque (cg)’ ~ £ et (£1) ~ £>°, I'espace cy n’est pas réflexif. On obtient alors

que ¢! et > ne sont pas réflexifs en utilisant la Proposition 3.4.6. [ |

Retour a la dualité générale. Les résultats hilbertiens et les calculs explicites de duaux
fournissent des exemples privilégiés, mais les notions qui suivent ne dépendent plus d’un
produit scalaire. Nous revenons maintenant a un espace normé quelconque et aux topologies

naturellement engendrées par son dual.

3.8 Topologies faible et faible-x dans le cadre normé

Les éléments du dual peuvent servir non seulement a tester les vecteurs, mais aussi a définir des
topologies plus faibles que la topologie de la norme. Nous introduisons ici les deux topologies
naturelles associées au dual; elles seront reformulées dans le cadre localement convexe dans la

seconde partie.

Soit X un espace normé. Pour Ty,...,T, € X' et » > 0, posons

U(Ty,...,Th;r) ={x € X :|Tx(z)| <r pour k =1,...,n}.

Définition 3.8.1. La topologie faible o(X, X') est la topologie dont une base de voisinages
de 0 est formée par les ensembles U (17, ...,T,;7). On note X, ’espace X muni de cette

topologie.

Cette définition ne fait intervenir que les formes linéaires continues. Elle peut aussi étre décrite a
I’aide des semi-normes

v — max |Ti(z)],

ce qui préparera sa formulation localement convexe.

C’est la topologie la moins fine pour laquelle toutes les applications de X’ sont continues. Elle est
moins fine que la topologie de la norme. Une suite (x,,) converge faiblement vers z si et seulement
si T(x,,) — T'(x) pour tout T' € X'.
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Exemple 3.8.2. Dans /2, la suite canonique (e,) converge faiblement vers 0 mais ne

converge pas en norme, puisque ||e,||2 = 1 pour tout n.

Pour z1,...,2, € X et r > 0, posons

Vizy,...,xp;7) ={T € X' : |T(zx)| <7 pour k=1,...,n}.

Définition 3.8.3. La topologie dont une base de voisinages de 0 est formée par les ensembles
V(x1,...,2n;7) est appelée la topologie simple (ou faible-x) sur X'; elle est notée o(X', X).

On note X! le dual X’ muni de cette topologie.

De maniere équivalente, cette topologie est engendrée par les semi-normes

T T(x)l.
%lglggnl (x|

La convergence faible-* est donc la convergence ponctuelle sur X. Sur X', on dispose ainsi de la
topologie forte donnée par la norme, de la topologie faible o(X’, X”) et de la topologie faible-x
o(X', X).

Une méme idée : définir une convergence par des tests. La convergence faible et la
convergence faible-x illustrent un principe que 1’on rencontre dans de nombreux domaines :

au lieu de comparer directement les objets, on compare leur action sur une famille de tests.

Pour la convergence faible dans X, les tests sont les éléments de X' :
T, =1 = l(x,) > Llx) VIieX.
Pour la convergence faible-* dans X', on teste au contraire sur les points de X :

by 20 = Ly(z) = L(z) Ve X.

Un parallele utile vient de la probabilité. Si p, et p sont des mesures de probabilité sur un

espace métrique, leur convergence faible est caractérisée par

/cpdun—>/gpd,u Ve Cy.

Si X, et X ont pour lois u, et u, cette convergence des mesures est exactement la convergence
en loi X,, = X. Les fonctions ¢ ne sont pas des formes linéaires en la variable aléatoire,

mais, vues comme fonctions tests sur les mesures, les applications p +— [ ¢ du sont linéaires.

Nous retrouverons encore la méme idée pour les distributions : la convergence d’une suite
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(T},) de distributions vers T se lit par

(Th, ) — (T, @) pour toute fonction test .

Remarque 3.8.4. Si X est réflexif, les topologies faible et faible-* sur X’ coincident. En

dimension infinie, elles sont en général strictement plus faibles que la topologie de la norme.

( )
Exemple 3.8.5. Prenons X = ¢p. Comme X’ ~ ¢!, la suite canonique (e,,) de ¢! converge

1

vers 0 pour la topologie faible-x o (¢*, cg) : pour tout = = (xy) € co,

(én, ) = xp, — 0.

En revanche, (e,) ne converge pas faiblement vers 0 dans ¢!, car I’élément (1,1,...) €
(1) = £ prend la valeur 1 sur chaque e,. Cet exemple montre concrétement que les

topologies faible et faible-* sur un dual peuvent étre différentes lorsque 1’espace de départ

n’est pas réflexif.

& J

3.9 Théoréeme de Banach—Alaoglu

Nous utiliserons le théoréme de Tychonoff sous la forme suivante : tout produit d’espaces compacts

est compact pour la topologie produit. Ce résultat de topologie générale sera admis.

La topologie faible-* vient d’étre définie comme topologie de convergence ponctuelle sur X. Le
théoréme suivant montre pourquoi elle est particulierement importante : la boule unité du dual,

qui n’est en général pas compacte pour la norme, devient compacte pour cette topologie.

4 )

Théoréme 3.9.1 (Banach—Alaoglu). Soit X un espace normé. La boule unité fermée

By ={TeX ||| <1}

est compacte pour la topologie faible-x o(X', X).
g J

N

Démonstration. Identifions chaque 7' € X’ & la famille (T(z)),ex € K¥X. Si T € By, alors
|T(x)| < ||z|| pour tout x € X. Ainsi

By C [[{€K: A <[]}
zeX

Le produit du membre de droite est compact pour la topologie produit par le théoréeme de

Tychonoff. La topologie induite sur By est précisément la topologie faible-*.

Il reste a vérifier que By est fermé dans ce produit. Une limite ponctuelle de formes linéaires est
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linéaire, et les inégalités |T'(x)| < ||x|| sont préservées par passage a la limite ponctuelle. La limite

appartient donc encore a Bxs. Ainsi By est un fermé d’un compact, donc est compacte. [ |

Corollaire 3.9.2. Soit X un espace de Banach réflexif. Alors sa boule unité fermée Bx

est compacte pour la topologie faible o(X, X').

Démonstration. Le plongement canonique J : X — X" est une isométrie surjective et envoie By
sur By~. Par le Théoréme de Banach—Alaoglu appliqué a X', la boule By~ est compacte pour
o(X"”, X"). Sous l'identification donnée par .J, cette topologie correspond exactement a o(X, X').

La boule By est donc faiblement compacte. [ |

4 )

Remarque 3.9.3. Lorsque X est de dimension infinie, la boule unité de X’ n’est pas
compacte pour la norme. Le théoréme de Banach—Alaoglu montre qu’elle I’est néanmoins
pour o(X’, X). Le corollaire précédent explique aussi le role de la réflexivité : elle permet de

transformer cette compacité faible-* dans le bidual en compacité faible dans ’espace initial.

La version localement convexe sera formulée, dans la seconde partie, a ’aide des polaires.

- J

3.10 Exercices

Les exercices ci-dessous regroupent les exercices du cours initial qui ne nécessitent que le cadre
normé, la dualité ou la géométrie hilbertienne. Les exercices faisant intervenir les constructions

générales d’espaces localement convexes sont reportés aux chapitres correspondants.

Exercice 3.10.1. Soit (X, | - ||) un espace normé et soient z1,...,x, des éléments linéairement
indépendants de X. Si ¢1, ..., ¢, € K, montrer qu’il existe f € X’ tel que f(z)) = ¢, pour tout
ke{l,...,n}.

Exercice 3.10.2. Soient (X, |- | x) et (Y,] - |ly) deux espaces normés. Soit L(X,Y") I'espace

des opérateurs linéaires continus de X dans Y. On définit la norme opérateur de T par
|T) :==inf {C >0:||T(z)|y <Clz|x Vz € X}.

Montrer que

1. la norme opérateur définit une norme sur L(X,Y),

2. pour tout 7' € L(X,Y), on a
IT)| = sup {|IT(z)lly : = € X, ||zllx <1} =sup{|T(z)]ly : z € X, |lz]x = 1},
3. pour tout 7" € X’ et tout z € X, on a
1T (@) lly < 1T l|l]lx-
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Exercice 3.10.3. On munit I'espace L'/2([0, 1]) de la distance définie par

d(f.9) = /01 i (@) — g(a)| da.

Montrer que la seule forme linéaire continue sur L'/2([0,1]) est la forme linéaire nulle. Une
interprétation de cet exemple en termes de convexité locale sera donnée dans la seconde partie,

apres l'introduction des espaces localement convexes.

Exercice 3.10.4. On munit I'espace C[z] des polynomes a coefficients complexes de la norme

[Plloc = supgejo7 [P(2)]. Sia € R, on considere la forme linéaire
T, : Clz] = C: P~ P(a).

1. A quelle(s) condition(s) sur a la forme T, est-elle continue ?

2. Dans ce cas, calculer ||Tg]|.

Exercice 3.10.5. Soit ¢ € C?([0, 7], R). Considérons I’application
T: (0, 7], R) —>IR<:fn—>/ (@) f (z)da.
0

1. Montrer que T appartient au dual de C°([0, 7], R).
2. Si ¢ > 0, calculer ||T|.
3. Si ¢(x) = cos(z), calculer ||T||.

Exercice 3.10.6. Soit (ay)nen une suite formant une partie dense de [0,1]. On considére

I’application

T:C%0,1,R) = R: f s io ﬂf(an).
2n

n=1
1. Montrer que T appartient au dual de C°(]0, 1], R).
2. Montrer que ||T|| = 1.
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4 Opérateurs compacts et opérateurs
de Hilbert—Schmidt

Le théoreme d’Arzela—Ascoli fournit un premier critére concret de précompacité. Il est donc

naturel d’introduire immédiatement les opérateurs compacts.

Pourquoi introduire les opérateurs compacts ?

En dimension infinie, la boule unité n’est plus compacte. Un opérateur compact compense en
partie cette perte : il transforme les ensembles bornés en ensembles relativement compacts.
Il réintroduit ainsi, apres application de 'opérateur, un comportement proche de celui de la

dimension finie et permet & nouveau d’extraire des sous-suites convergentes.

Dans de nombreux exemples, cette compacité traduit aussi un effet de régularisation. L’opérateur
transforme un simple contréle de taille en une information plus uniforme sur les images. Pour un
opérateur intégral, par exemple, une famille bornée peut étre envoyée sur une famille uniformément
bornée et équicontinue ; le théoreme d’Arzela—Ascoli permet alors de conclure a la précompacité.
On retrouve ainsi, au niveau des opérateurs, I’'un des roles essentiels de la compacité : transformer
un controle local ou faible en un contréle global suffisamment uniforme pour obtenir de la

convergence.

Cette propriété explique pourquoi les opérateurs compacts jouent un réle important dans les
problémes d’approximation et dans I’étude des équations fonctionnelles. Dans le cadre normé, leur
compacité se lit entierement sur 'image de la boule unité. Nous étudions ensuite les opérateurs
de Hilbert—Schmidt et les perturbations compactes de l'identité, sans faire appel a la théorie

spectrale.

4.1 Opérateurs compacts entre espaces normeés

~

Définition 4.1.1. Soient X et Y deux espaces normés. Un opérateur linéaire continu

T:X — Y est dit compact si T(Bx) est relativement compact dans Y, ou

Bx={ze€X || <1}

On note K(X,Y) 'ensemble des opérateurs compacts de X dans Y.

J

Comme tout ensemble borné de X est contenu dans un multiple de By, cette définition est
équivalente a demander que T transforme toute partie bornée de X en une partie relativement

compacte de Y.
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Proposition 4.1.2. Soient X,Y, Z des espaces normés.

1. Si K e K(X,Y) et S € L(Y, Z), alors So K € K(X, Z).
2. SiK eK(Y,Z) et Se L(X,Y), alors Ko S € K(X, Z).

Démonstration. Pour le premier point, K(Byx) est compact et son image par S est compacte ;
elle contient (S o K)(Bx). Pour le second, la continuité de S donne S(Bx) C C'By pour un
certain C' > 0, et (K 0S)(Bx) C CK(By) est relativement compact. ]

[ Corollaire 4.1.3. 57 X est de dimension infinie, l’identité de X n’est pas compacte. j

Démonstration. Silidentité était compacte, la boule unité serait précompacte, ce qui contredirait

la Proposition 2.1.4. m

( )
Exemple 4.1.4. Soient K C R compact et k € CY(K x K). L’opérateur

T:CK) —» CK),  T(N)@) = [ S)k(zy)dy,

est compact.

- J

Démonstration. Si B est la boule unité de CY(K), la famille T(B) est simplement bornée. De

plus, 'uniforme continuité de k& sur K x K donne, uniformément pour f € B,

T(f) (@) = T(f)(2)] < LK) sup [k(2,y) — k(2 9)],

qui tend vers 0 lorsque z — z. La famille T'(B) est donc équicontinue. Le théoreme d’Arzela—Ascoli

(Théoreme 2.2.4) montre qu’elle est précompacte. [

(" )
Exemple 4.1.5. L’opérateur de Volterra

Ve ) — 1), Vie = [ 1o
0
est compact. En effet, si || f|lco < 1, alors ||V f]leo <1 et

Vi) =Vl <o -yl

L’image de la boule unité est donc uniformément bornée et équicontinue ; sa précompacité

résulte directement du Théoréme d’Arzela—Ascoli.

J
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[ Proposition 4.1.6. Tout opérateur de rang fini entre espaces normés est compact. j

Démonstration. L’image de la boule unité est une partie bornée d’un espace de dimension finie;

son adhérence y est compacte. [ |

Proposition 4.1.7. Soient X un espace normé et Y un espace de Banach. L’espace

K(X,Y) est fermé dans L(X,Y) pour la norme d’opérateur.

Démonstration. Soit (T,) une suite d’opérateurs compacts telle que ||T;, —T'|| — 0. Pour montrer
que T est compact, il suffit de montrer que T'(Bx) est précompact. Soit € > 0 et choisissons n
tel que | T — T, || < /3. Comme T,,(Bx) est relativement compact, donc précompact, il existe

Yl,---,Ym €Y tels que

Tn(Bx) C Lnj By (yj,¢/3)-
=1

Pour = € By, choisissons j tel que ||T,z — y;|| < e/3. Alors
[Tz —y;|| < (T = To)xl| + [ Toz — yjll < 2¢/3.

Ainsi T(By) est précompact. Comme Y est complet, la Proposition 2.1.3 montre que son

adhérence est compacte. [ |

4.2 Opérateurs de Hilbert—Schmidt

Dans les espaces de Hilbert, les opérateurs de Hilbert—Schmidt fournissent une classe tres concrete
d’opérateurs compacts. La définition utilise une base hilbertienne, mais la quantité obtenue ne

dépend pas du choix de cette base.

Dans cette section, H et K sont des espaces de Hilbert séparables.

4 )
Lemme 4.2.1. Soit T € L(H, K). Si (e,) et (fn) sont deux bases hilbertiennes de H, alors

> ITeanll® = > ITfall?,
n n

avec la convention que les deux membres peuvent valoir +oo.

- J

Démonstration. Soit (u;) une base hilbertienne de K. Par Parseval et par la définition de I’adjoint
hilbertien,

Y Tenl? =3 KTen,u)? =33 Wen, Trup)|* =D 1T ).
n n,j 7

j n
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Le dernier membre ne dépend pas de la base (e,) de H; le méme calcul avec (f,) donne la
conclusion. Les séries étant a termes positifs, les permutations des sommes sont 1égitimes dans

[03 +OO]' |

Définition 4.2.2. Un opérateur T' € L(H, K) est un opérateur de Hilbert-Schmidt si, pour

une — et donc pour toute — base hilbertienne (e, ) de H,

IT|IZs =D ITenll® < +oo.
n

( )

Exemple 4.2.3. Soit H un espace de Hilbert séparable muni d’une base hilbertienne

(en)n>0, €t soit (A,) une suite bornée de scalaires. On définit 'opérateur diagonal

T Z Tnen | = Z A Znn.
n>0 n>0
Alors T € L(H) et
|7 = sup [An].
n

De plus,

1T = Y Il
n>0

Ainsi T est de Hilbert—Schmidt si et seulement si (\,) € £2. Cet exemple montre concré-

tement que la condition de Hilbert—Schmidt impose une décroissance quadratiquement

sommable des coefficients diagonaux.

& J

4 )
Proposition 4.2.4. Tout opérateur de rang fini entre espaces de Hilbert est de Hilbert—

Schmidt. De plus,
1Tl < 1T zs

pour tout opérateur de Hilbert—Schmidt T'.
. J

Démonstration. Si T est de rang fini, alors (ker T')* est de dimension finie. En choisissant une
base hilbertienne adaptée & la décomposition H = ker T @ (ker T')*, seuls un nombre fini de

termes de la somme définissant ||T'|| s sont non nuls.

Pour la seconde assertion, si (e;,) est une base hilbertienne et z = ", z,e, avec |z|| = 1, alors,

pour tout y € K de norme 1,

[(Tz,y)| =

1/2 1/2
s(ZW) <Z|<T6n,y>2> < [T zzs-

n

Z Tn <T€na y)

On prend le supremum sur y, puis sur . [ |
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[ Proposition 4.2.5. Tout opérateur de Hilbert—Schmidt est compact. j

Démonstration. Soit (e,) une base hilbertienne de H et soit Py la projection orthogonale sur

span{eg,...,en}. Alors Ty = T o Py est de rang fini. De plus,

IT = Tw|? < IT = Twls = Y [ Tenl> — 0.
n>N

Les opérateurs de rang fini sont compacts et, lorsque ’espace d’arrivée est Banach, I’ensemble

des opérateurs compacts est fermé pour la norme d’opérateur. Ainsi 1" est compact. [ |

4 )
Proposition 4.2.6 (Opérateurs intégraux). Soit k € L*([0,1]?) et définissons

1
Te: L2(0.1) > LA(0,1),  Tef(e) = | kaw)fw)d.
Alors Ty, est de Hilbert—Schmidt et

1Tkl s = &l 22 (j0,172) -

En particulier, Ty est compact.

- J

Démonstration. Commencons par vérifier que T}, est bien défini et continu. Pour f € L%([0,1]),

I'inégalité de Cauchy—Schwarz donne, pour presque tout x,

s @P < ([ W) dy) 1713

En intégrant par rapport a x, on obtient

1T 115 < 1E0Z2 0,172 1113,

de sorte que T}, € L(L?([0,1]), L%([0,1])).

Soit maintenant (e,) une base hilbertienne de L?([0,1]). Pour presque tout z, la fonction
y +— k(x,y) appartient & L?([0,1]). Avec la convention adoptée dans le cours, le produit scalaire

est linéaire dans sa premiere variable. Ainsi, pour presque tout x,

Tren(z) = <en, k(x, -)>L2 .
Par Parseval,

S Tiea(e)? = 3 [{ea K ) [ = [ k)P o

n
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En intégrant et en utilisant Tonelli,

1 1
STienld = [ [ k) dyds.

La conclusion découle de la définition et de la Proposition 4.2.5. [ |

4.3 Perturbations compactes de I’identité

Dans cette section, étant donné un opérateur compact continu K : X — X sur un espace de
Banach X, on s’intéresse aux propriétés de 'opérateur K — I. L’objectif est de montrer qu’une
perturbation compacte de I'identité conserve, a un défaut de dimension finie pres, plusieurs
propriétés d’un isomorphisme. Cette étude est menée ici indépendamment de toute théorie

spectrale.

Proposition 4.3.1. Soient X un espace de Banach et K € K(X, X). Alors le noyau de

K — I est un sous-espace de dimension finie et l'image de K — I est fermée.

Démonstration. Soit bx la boule unité de X. Comme K est un opérateur compact, sa restriction
au noyau de K — I est compacte par la Proposition 4.1.2 . On en tire que K (bx Nker(K —I)) =
bx Nker(K — I) est relativement compact, et la Proposition 2.1.4 implique que la dimension de
ker(K — I) est finie.

Montrons a présent que im(K — I) est fermé. Posons T = K — I et considérons I’application
induite
T:X/kerT — X, T([z]) = T().

Comme T est continu, ker T" est fermé ; le quotient X/ ker T" est donc un espace de Banach par le
résultat du Chapitre 1 sur les quotients d’espaces de Banach. L’image de T est exactement im 7.

Par la Proposition 1.4.7, il suffit donc de montrer qu’il existe C > 0 tel que

IT@)[| = 1T (merr(@)]| = C l|mierr ()|

pour tout x € X. Procédons par I'absurde et supposons que pour tout n € Ny, il existe z,, € X
tel que || Tier(r) (0|l = 1 et [|[T'(zn)| < 1. Par définition de la norme quotient, on peut choisir
un représentant x,, tel que ||z, || < 2. Comme K est un opérateur compact et comme la suite
(K (2n))nen, appartient a I'image de la boule bx(2), il existe une sous-suite (x,, )ren telle que
(K (xn,))ken converge. Notons y sa limite. Comme ||T(zp, )| = | K(2n,) — zn, || < n—lk, on obtient
que la suite (z,, )ren converge également vers y. Par continuité de K, on a K(y) = y et donc

y € ker(T'). En utilisant la définition de la norme quotient, il vient

1= [Imeer(ry (@n )l < ll2ny, =yl =0,

d’ou une contradiction. [
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Si X est un espace de Banach, K : X — X est un opérateur compact et T'= K — I, alors, pour

tout n € N§j, posons

K, = En:(—l)j“ (”) K9,

Jj=1 J
Comme les opérateurs compacts forment un sous-espace vectoriel et sont stables par composition

avec un opérateur continu, K, est compact. La formule du binéme donne
(K —I)" = (-1)"(I = Kn) = (-=1)"" (K, — ).

La multiplication par le scalaire non nul (—1)"*! ne change ni le noyau ni I'image. On peut donc
appliquer le résultat précédent a l'opérateur K,, pour obtenir que

> ker(K — I)" est de dimension finie,

> im(K — I)" est fermé.
De plus, il est clair que la suite de sous-espaces (ker(K — I )")n cn €st croissante et la suite

de sous-espaces (im(K — I )")n cy est décroissante. Nous allons montrer que ces deux suites se

stabilisent au méme cran.

4 )
Lemme 4.3.2 (Lemme de stabilisation). Soient X un espace de Banach et K € K(X, X).

S0it (L )men une suite croissante (resp. décroissante) de sous-espaces vectoriels fermés de

X. Supposons que

(K - I)(Lm+1) C Ly ( resp. (K - I)(Lm) C Lm+1)

pour tout m € N. Alors il existe mg € N tel que Ly, = Ly, pour tout m > my.

- J

Démonstration. Supposons par ’absurde que les sous-espaces considérés forment une suite
strictement croissante. Pour chaque m, le quotient normé L,,1/Ly, est non nul. Choisissons-y
une classe de norme 1 et un représentant y,,1+1 € L, 11 de norme strictement inférieure a 2. Par

définition de la norme quotient,
dist(ym+1, Lim) = 1.

Sip <gq,alors (K — I)yg1 € Lg et Kyp11 € L1 € Lg. Par conséquent,

1 Kygr1 — Kypy1ll = lyger + (K — Dygr1 — Kyprall > dist(ygr1, Lg) = 1.

La suite (y,) est bornée, mais (Ky,,) ne posséde donc aucune sous-suite de Cauchy, ce qui

contredit la compacité de K.

Supposons maintenant que (L,,) soit strictement décroissante. Pour chaque m, le quotient normé
L/ Lip+1 est non nul. Choisissons-y une classe de norme 1 et un représentant y,, € Ly, de norme

strictement inférieure a 2. Alors
dist(ym, Lim+1) = 1.
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Sip < gq,alors (K — 1)y, € Ly et, puisque y, € Ly C Lyyq et (K —1I)yg € Lgy1 € Lpy1, on a

aussi Ky, € Lyy1. Par conséquent,
1K yp — Kygll = lyp + (K — D)yp — Kygll > dist(yp, Lp41) = 1.

On obtient & nouveau une suite bornée (y,,) telle que (Ky,,) ne posséde aucune sous-suite de

Cauchy, contradiction. Les deux cas sont donc établis. [ |

Posons L,, = ker(K — I)™ pour tout entier m > 1. Alors la suite (L, )men est croissante et il est
clair que (K — I)(Ly+1) € Ly,. Le résultat précédent implique donc que la suite des noyaux se
stabilise. De plus, si Ly, = Ly,11, alors pour tout @ € Ly, 49, on a (K — )™ (K — I)(z)) = 0,
et donc (K — I)(x) € Lyps1 = Ly On en tire que (K — )™ (z) = (K — I)™((K — I)(z)) = 0,
d’ou Lyy1o = Liyyy1- Ainsi, I'indice mg de stabilisation est le premier naturel m pour lequel

Ly, = Lyy41. On a donc

ker(K —I) C ker(K — )2 C --- C ker(K — I)"™ = ker(K — I)™*tt = .

Posons a présent L,, = im(K — I)™ pour tout entier m > 1. Cette fois-ci, la suite (Ly,)men est
décroissante et il est clair que (K — I)(Ly,) € Liyp+1. A nouveau, la suite (L, )men se stabilise et
la stabilisation a lieu au premier naturel m pour lequel L,, = L, +1. En effet, supposons que
Ly, = Ly et fixons o = (K —I)™ " (y) € Lyp41. Alors, on a (K —I)™(y) € Ly, = L1 et done
il existe un élément z tel que (K — I)™(y) = (K — I)™1(2). Ainsi, 2 = (K — I)™2(2) € L2
et on en tire que L;,+2 = Lyy41. Par conséquent, on vient de montrer qu’il existait un entier my

pour lequel
im(K—-I) Dim(K—-1)22---Dim(K — )™ =im(K — )™t = .

Nous allons a présent montrer que mg = my, c’est-a-dire que les deux suites se stabilisent au

méme cran.

Supposons tout d’abord que mg > m;. Soit z € ker(K — I)™0. Comme on a (K — I)™~!(z) €
im(K —I)™~! = im(K —1I)™, il existe y tel que (K —1)™0~!(z) = (K —I)™(y). Par conséquent,
0= (K—I)"(z) = (K —1I)™%l(y) et donc y € ker(K — I)"0F! = ker(K — I)™°. On en tire que
x € ker(K — I)™~1 d’ott ker(K — I)™ = ker(K — I)™0~!. C’est impossible vu le choix de my.
Supposons & présent que m; > mg. Soit * = (K — I)™~!(y) € im(K — I)™~!. Puisque
im(K —I)™ = im(K — I)™*! il existe z tel que (K —1)™ (y) = (K — I)™*!(z). En réécrivant
cette relation sous la forme (K — I)™(y — (K — I)(z)) = 0, on trouve que y — (K — I)(z) €
ker(K — I)™ = ker(K — I)™~! puisque m; > mg. Ainsi, (K — )™~ 1(y) = (K — I)"™(2) et
donc z € im(K — I)™. On en tire donc que im(K — I)™! = im(K — I)™ ™!, ce qui contredit la

définition de mj.

( Proposition 4.3.3. Soient X un espace de Banach, K € K(X, X) et mg l'indice commun W
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de stabilisation des images et noyaux de (K — I). Alors

X =ker(K — I)™ @ im(K — I)™

ot la somme directe est topologique.

- J

Démonstration. Montrons tout d’abord que X est la somme directe d’un point de vue algébrique.
Soit z € ker(K — I)™ Nim(K — I)™0. Alors d’une part, il existe y € X pour lequel z =
(K — I)™(y). D’autre part, on a (K — I)™(z) = 0. Il vient donc (K — I)?*™0(y) = 0, d’ou
y € ker(K —I)?™0 = ker(K —I)™° par définition de mg. Ainsi z = (K —I)™(y) = 0. Considérons
a présent x € X. Alors (K — I)™(z) € im(K — I)™ = im(K — I)?>™ et donc on peut trouver
y € X tel que (K — I)™(x) = (K — I)>™(y). En réécrivant cette relation sous la forme
(K —I)™(x — (K —1)™(y)) = 0, on obtient que z — (K — I)™(y) € ker(K — I)™°, ce qui

implique que

r=(x—(K—-I1)"(y) + (K —1)"(y) € ker(K — I)™° +im(K — I)™.

Enfin, les deux sous-espaces ker(K — I)™0 et im(K — I)™0 sont fermés dans le Banach X. Ils

sont donc eux-mémes des espaces de Banach. L’application
O ker(K — )™ xim(K — )™ — X (u,v) — u+ v,

est linéaire continue et bijective. Le théoreme de I'opérateur ouvert, établi au Chapitre 1, montre

que ®~ ! est continue. La somme directe est donc topologique. [ |

Le résultat suivant montre que chaque perturbation compacte de I'unité est un homémorphisme,

a un espace de dimension finie pres.

4 )
Théoréme 4.3.4. Soient X un espace de Banach, K € K(X, X) et mg l’indice commun de

stabilisation des images et des noyauxr de K — 1. Si L = ker(K —I)™0 et H = im(K —I)™0,
alors

1. X = L & H topologiquement,

2. dim L < +00,

3. (K —1)|g: H— H est un homémorphisme,

4. (K —1)|p: L — L est nilpotent.
\_ J

Démonstration. Le premier point est la Proposition 4.3.3. Le second résulte du fait, établi

ci-dessus, que ker(K — I)™ est de dimension finie pour tout m > 1.

Posons T = K — I. Comme H =imT™ = imT™ %! on a T(H) = H. D’autre part,

ker(T|g) = HNkerT C HN L = {0},
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car ker T C L. Ainsi T'|y : H — H est bijectif. Le sous-espace H est fermé dans X, donc c’est
un espace de Banach ; le Corollaire 1.8.4 donne que (T'|)~! est continu. Enfin, par définition de
L =kerT™ ona (T|5)™ =0, donc T'|1, est nilpotent. ]

On en tire le résultat suivant que 'on peut mettre en paralléle avec le Théoréme de la dimension :
si X est de dimension finie, alors pour toute application linéaire T': X — X, on a dim X =

dimker T' 4+ dim im 7T". En particulier, T" est injectif si et seulement si il est surjectif.

4 )
Corollaire 4.3.5. Soit X un espace de Banach et K : X — X un opérateur compact. Les

assertions suivantes sont équivalentes :

1. K — I est injectif,
2. K — I est surjectif,
3. K — I est bijectif,

4. K — I est un homéomorphisme.

- J

Démonstration. Montrons tout d’abord que 1 < 2. Soit mg I'indice de stabilisation des images
et des noyaux de T'. Supposons que T" = K — I est injectif. Si T n’est pas surjectif, il existe
z ¢ imT. Comme T™(z) € imT™® = im T™0 " il existe y € X tel que T™(z) = T™o+(y).
En réécrivant cette relation sous la forme T(T™0~!(x) — T™(y)) = 0 et en utilisant I'injectivité
de T, il vient que T ~!(z) = T™(y). En continuant ainsi de proche en proche, on obtient

finalement x = T'(y), d’ott une contradiction.

Supposons & présent que T est surjectif. Supposons que mg > 2. Soit x € ker 70 \ ker 701,
Comme T est surjectif, il existe y € X tel que # = T(y). On a alors T™0(x) = T+ (y) =0 et
Tmo~1(z) = T™0(y) # 0. Donc y € ker T™0F1 \ ker T™°, ce qui est impossible par définition de
mg. On en tire que mg = 1 et en utilisant la Proposition 4.3.3 et la surjectivité de T, il vient que

kerT'= {0}. Ainsi T est injectif.

Il reste & montrer que la bijectivité de T implique que T est d’inverse continu. Il s’agit d’une
application directe du Corollaire 1.8.4 du théoreme de 'opérateur ouvert dans les espaces de

Banach. [ ]

4.4 Exercices

Exercice 4.4.1. Soient X et Y deux espaces normés et T': X — Y compact.

1. Retrouver que si X est de dimension infinie, ’identité de X n’est pas compacte.

2. Soient K C R compact et k € CY(K x K). Montrer que I'opérateur & noyau associé est

compact sur C°(K).

3. Montrer que Popérateur de Volterra V : L2([0,1]) — C°([0,1]), V(f)(z) = [y f(t)dt, est

compact.
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Exercice 4.4.2. Soient X et Y deux espaces de Banach. Montrer que si X est de dimension

infinie et si T' € L(X,Y") est bijectif, alors 7' n’est pas compact.

Exercice 4.4.3. Soit (\,) une suite bornée de nombres complexes. Montrer que I'opérateur

T : 02 — (2 défini par T((x,)) = (Anzn) est compact si et seulement si \,, — 0.
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Partie 11

Espaces localement convexes
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5 Espaces localement convexes

Le cadre normé étudié au Chapitre 1 est particulierement efficace, mais il ne couvre pas toutes

les topologies naturelles rencontrées en analyse.

Pourquoi quitter le cadre normé ?

Une norme impose un contrdle global unique. Or, pour beaucoup d’espaces de fonctions, la
convergence naturelle demande plusieurs controles simultanés, souvent localisés. Sur C9(€2),

lorsque €2 n’est pas compact, la convergence uniforme sur tout compact est décrite par

pr(f) = sup |f(z)], K C Q compact.
zeK
Sur C*°(92), il faut en outre controler toutes les dérivées, compact par compact. Il n’est alors ni

naturel ni toujours possible de résumer ces informations par une norme unique.

Les espaces localement convexes permettent de conserver la structure linéaire et la notion de
continuité tout en remplacant la norme par une famille de semi-normes. Le cadre normé n’est
donc pas abandonné : il apparait comme le cas particulier ou une seule norme suffit. Les notions

déja étudiées dans la premiere partie serviront systématiquement de point de comparaison.

D’une norme a une famille de semi-normes. Le cadre normé n’est pas abandonné : il
correspond au cas particulier ou la topologie est décrite par une seule norme. Les notions
déja introduites dans le cadre normé restent donc notre point de référence. Elles seront
retrouvées comme cas particuliers, et des renvois cliquables permettront de comparer les

deux cadres.

Nous construisons d’abord la topologie associée & une famille de semi-normes, puis nous ca-
ractérisons les espaces localement convexes et la continuité des opérateurs dans ce nouveau

langage.

5.1 Semi-normes, semi-boules et topologie associée

Nous remplacons maintenant la norme unique par une famille de semi-normes. Cette souplesse
permet de décrire naturellement des convergences ou plusieurs types de controle doivent intervenir

simultanément.

Dans ce qui suit, X désigne un espace vectoriel sur K, ou K € {R, C}.

La notion de semi-norme a été introduite dans la Définition 1.1.1. Nous la reprenons ici comme

point de départ de la construction topologique ; aucune nouvelle définition n’est introduite.
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(" )
Exemples 5.1.1.

> Si Q est un ouvert de R? et si K C ) est compact, alors

pr(f) = sup | f(z)]

zeK

est une semi-norme sur C%(Q).

> Sim <letsi K Cest compact, alors

pr,m(f) = max sup [0%f(z)|
la|l<m ze K

est une semi-norme sur C!(Q).

> Sim € N, alors

Pm() = max |z
() = max oy
est une semi-norme sur I'espace de suites w = KV,

Les normes présentées dans les exemples fondamentaux du Chapitre 1 sont bien stir aussi

des semi-normes. Elles ne sont pas répétées ici.

& J

Une (semi-)norme p sur X définit naturellement une (semi-)métrique

(z,y) = p(z —y)

et les notions classiques de (semi-)boules.

Définition 5.1.2. Si p est une semi-norme sur X, les ensembles

bp(z,r)={ye X :plr—y)<r} et Bplz,r)={yeX:plx—y)<r}

pour x € X et r > 0, sont appelés les semi-boules de centre x et de rayon r associées a p.

Si & =0, on écrit en général b,(r) := b,(0,7) et By(r) := Bp(0, 7). )

Le résultat suivant est immédiat. I1 montre que ’on peut se ramener a ’étude de la boule unité

centrée en 0.

Proposition 5.1.3. Soit p une semi-norme sur X. Pour tout x € X et tout r >0, on a

1. bp(z,7) =+ by(r) et Bp(x,r) =z + By(r),
2. by(r) =1bp(1) et By(r) =rBy(1).

Démonstration. 11 suffit d’écrire y =z + (y — x) et y = r2. [ ]
r
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Afin de pouvoir définir une topologie sur X & partir d’un ensemble de semi-normes, il faut
s’assurer que les semi-boules associées forment un systéme de voisinages. Cette condition se

traduit en une condition sur les semi-normes.

Définition 5.1.4. Soient p et ¢ deux semi-normes sur X. On dit que p est plus faible que

q, ce que l'on note p < ¢, 8’il existe C' > 0 tel que p < Cgq.

Sip=gqetq=p,ondit que p et q sont équivalents et on note p = q.

La relation p = ¢ se traduit facilement en termes d’inclusions entre les semi-boules associées.

4 )

Proposition 5.1.5. Soient p,q deux semi-normes sur X. Les assertions suivantes sont

équivalentes :

1. p=gq,
2. pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que by(n) C by(e),
3. il existe C > 0 tel que by(1) C Cbhy(1).

De plus, on a les mémes équivalences pour les semi-boules By (s) et By(s), ainsi que pour

les semi-boules centrées en x € X.

J

Démonstration. 1 = 2. Par définition, il existe C' > 0 tel que p < Cq. Si € > 0 est fixé, il suffit
alors de prendre n = &.

2 = 3. Pour ¢ = 1, il existe n > 0 tel que by(n) C by(1). Par la Proposition 5.1.3, il suffit de
prendre C' = %

3 = 1. Soit » € X. Fixons A > g(z). Alors § € by(1) et par hypothese, on obtient donc que

p(&y) = &p(as) < 1. Par conséquent, p(z) < CA, et comme A > g(x) est arbitraire, la conclusion

s’ensuit.

Définition 5.1.6. Soit P un ensemble de semi-normes sur X. On dit que P est filtrant si

pour tous p,q € P, il existe r € P tel que

max{p,q} < r.

Lemme 5.1.7. Soit P un ensemble de semi-normes sur X. Alors P est filtrant si et
seulement si toute intersection finie de semi-boules associées a des semi-normes de P et de

méme centre contient une semi-boule du méme type.
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Démonstration. On se ramene au cas de semi-boules centrées en 0 par la Proposition 5.1.3. Le

résultat est alors immédiat au vu de la Proposition 5.1.5. [ |

Comme vu au cours de topologie, une topologie peut étre définie via les systemes de voisinages

de chaque point. En effet, rappelons que si pour tout z € X, V, est une partie de P(X) telle que

(V1)
(V2)
(V3) X € V,,
(V4)
(V5)

siV eV, alorszeV,

siV,W eV,,alors VW eV,

Va) siV eV, et VC W, alors W €V,
V5) si V € V,, il existe W € V, tel que pour tout y € W,ona V €V,

alors ’ensemble
T={QCX:VzeN,QeV,}

est une topologie pour laquelle V, forme le systeme de voisinages de x pour tout x € X.

4 )

Proposition 5.1.8. Soit P un ensemble filtrant de semi-normes sur X. Pour tout x € X,
notons Vy l'ensemble des parties de X qui contiennent une semi-boule by(z,r) avec p € P
et v > 0. Il existe une unique topologie Tp sur X telle que, pour tout x € X, V, forme le

systéme de voisinages de x. En particulier, les semi-boules by(x,r) avec p € P et r > 0

forment une base de voisinages de x pour tout x € X.

- J

Démonstration. Pour tout € X, on consideére
Ve={VCX:3r>03pecP tels que by(z,r) C V}.

Les conditions (V1), (V3) et (V4) sont trivialement vérifiées. Puisque P est un ensemble filtrant,

la condition (V2) est également satisfaite. Enfin, pour (Vs), il suffit de prendre W = b,(z,7). =

Lorsque P = {|| - ||} contient une seule norme, les semi-boules de la Proposition 5.1.8 sont
exactement les boules du cadre normé. La topologie obtenue est donc celle déja étudiée au
Chapitre 1.

La définition suivante permet de comparer les topologies définies a partir de semi-normes.

Définition 5.1.9. Soient P et Q deux ensembles de semi-normes sur X. On dit que P est
plus faible que Q, ce que I'on note P < O, si pour tout p € P, il existe ¢ € O tel que p < q.

SiP<Qet Q=<7P,ondit que P et Q sont équivalents et on note P ~ Q.
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Proposition 5.1.10. Si P et Q sont deux ensembles filtrants de semi-normes sur X, alors
P < Q si et seulement si Tp C To.

Démonstration. Supposons que P < Q et considérons U € Tp. Soit x € U. Par définition de la
topologie associée a P, il existe p € P et r > 0 tels que by(z,r) C U. Par hypothese, il existe
q € Q tel que p < ¢q. La Proposition 5.1.5 implique que by(x,n) C by(x,7) C U pour un n > 0.
Par conséquent, U est un voisinage de x pour 7o, ce qui suffit.

Supposons a présent que Tp C Tg. Soit p € P. Alors b,(1) est un voisinage de 0 pour Tp et

donc pour Tg. Il existe donc ¢ € Q et r > 0 tels que by(r) C b,(1). En utilisant & nouveau la
Proposition 5.1.5, on obtient p < q. [ |

Remarque 5.1.11. Par conséquent, P est plus faible que Q si et seulement si Tp est moins

fin que To.

5.2 Espaces vectoriels topologiques

La topologie doit rester compatible avec la structure vectorielle. La notion d’espace vectoriel
topologique formalise cette exigence en imposant la continuité de I’addition et de la multiplication

par un scalaire.

La topologie considérée doit étre compatible avec les opérations vectorielles. Cette compatibilité
conduit a la notion d’espace vectoriel topologique, qui fournit le cadre minimal dans lequel

addition et multiplication scalaire restent continues.

Si P est un ensemble filtrant de semi-normes sur X, I’espace topologique (X, 7p) que nous venons
de construire est un espace topologique qui rend les applications liées a la structure de I’espace

vectoriel continues.

Définition 5.2.1. Un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel X muni d’une

topologie pour laquelle les applications
+: X x X=X (z,y mx+y

et
CKxX =X (\x)— A

sont continues.

NS J

Proposition 5.2.2. Soit P un ensemble filtrant de semi-normes sur X. L’espace (X, Tp)

est un espace vectoriel topologique.
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Démonstration. Pour la continuité de ’addition, considérons un voisinage W de z = z 4+ y. Alors,

il existe p € P et r > 0 tels que by(z,7) C W. Il suffit alors de remarquer que

r r
by (x, 2> + by (y, 2) C by(z,r).

Pour la multiplication par un scalaire, soient W un voisinage de z = Az, p € P et r > 0
tels que b,(z,r) C W. Choisissons 75 > 0 de sorte que |A|ry < r/2, puis r; > 0 de sorte que
r1(p(z) +12) <7/2.S1|p— A <71 et ply —x) < re, alors

p(uy — Az) < |p— Alp(y) + [Nl p(y — z)
<|p—=X(p(x) + ply — 2)) + M ply — z)
<ri(p(x) +re) + |Are < 7.

Ainsi, la multiplication scalaire est continue. [ |

La proposition suivante montre que la topologie d’un espace vectoriel topologique est entierement

déterminée par les voisinages de 0.

Proposition 5.2.3. Soient (X,T) un espace vectoriel topologique, x € X et V C X. Alors

V' est un voisinage de x si et seulement si V — x est un voisinage de 0.

Démonstration. Supposons que V' est un voisinage de x. En utilisant la continuité de I’addition
en (z,0), on trouve un voisinage V' de x et un voisinage W de 0 tels que V' + W C V. En
particulier, t + W C V, d’'ou W C V — z. Ainsi V — x est bien un voisinage de 0. On procede de

méme pour la seconde implication. [ |

Ainsi, grace a la continuité de ’addition, les ouverts d’un espace vectoriel topologique sont
obtenus en translatant les ouverts contenant 0. De méme, la continuité de la multiplication par
un scalaire permet d’obtenir que tout multiple non nul d’'un voisinage de 0 est également un

voisinage de 0.

Proposition 5.2.4. Soit (X,T) un espace vectoriel topologique. Si U € T et A € K\ {0},
alors \U € T.

Démonstration. Puisque (X, 7) est un espace vectoriel topologique, 'application

1
Hh: X—=>X:2— 3
est continue. Par conséquent, f,° 1(U ) € T. On conclut en remarquant que fy 1(U) =\U. [ |
Terminons cette section en présentant quelques propriétés supplémentaires des voisinages de

0 d’un espace vectoriel topologique (et donc de tout espace & semi-normes). Pour cela, nous
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introduisons deux notions que des parties d’un espace vectoriel peuvent vérifier.

Définition 5.2.5. Soit X un espace vectoriel sur K. Une partie A de X est équilibrée si
AA C A pour tout A € K tel que |\ < 1.

En particulier, toute partie équilibrée non vide contient 0.

4 )
Exemples 5.2.6.

> Dans un espace normé, il est facile de voir que toute boule centrée en 0 est équilibrée.

> Dans R?, la boule unité centrée en (1/2,0) n’est pas équilibrée. En effet, il suffit de
prendre z = (1,0) et A = —1.

> Les polynomes forment un sous-ensemble équilibré de C°([0,1]). En effet, tout

multiple d’un polynéme est encore un polynome.

& J

4 )

Lemme 5.2.7. Dans un espace vectoriel topologique (X,T), tout voisinage de O contient

un voisinage de 0 équilibré.

- J

Démonstration. Soit U un voisinage de 0 = 0 - 0. Par continuité de la multiplication par un

scalaire, il existe un voisinage V' de 0 et € > 0 tels que
W :=b(0,e)- V={ r:zeV,|\<e} CU.

Alors W est un voisinage de 0 car il contient 5V qui est un voisinage de 0 par la Proposition

5.2.4, et on vérifie immédiatement qu’il est équilibré. [ |

Définition 5.2.8. Soit X un espace vectoriel sur K. Une partie A de X est absorbante si
pour tout z € X, il existe C' > 0 tel que x € AA pour tout A € K tel que || > C.

( )
Exemples 5.2.9.

> Dans un espace normé, il est facile de voir que toute boule centrée en 0 est absorbante.

> Dans R?, la boule unité centrée en (1/2,0) est absorbante (puisqu’elle contient une

boule centrée en 0).

> Les polynomes forment un sous-ensemble de C°([0,1]) qui n’est pas absorbant

puisqu’on ne peut pas écrire toute fonction continue comme multiple d’un polyndéme.
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Lemme 5.2.10. Dans un espace vectoriel topologique (X, T), tout voisinage de 0 est

absorbant.

Démonstration. Fixons z € X et un voisinage V' de 0. Par continuité de 'application A — Az
en 0, il existe € > 0 tel que Az € V des que |A| <e. Si|p| > 1/e, alors |1/p| <eet (1/p)x eV,
donc x € uV. Ainsi V est absorbant. [ |

Au total, les Lemmes 5.2.7 et 5.2.10 donnent directement le résultat suivant.

Proposition 5.2.11. Tout espace vectoriel topologique (X,T) posséde une base de voisi-

nages de 0 équilibrés et absorbants.

5.3 Espaces localement convexes et équivalence

Les espaces localement convexes sont précisément les espaces vectoriels topologiques dont la
topologie peut étre décrite par des semi-normes. Nous allons relier la description par voisinages
convexes & celle par familles de semi-normes et comparer les familles qui engendrent une méme
topologie.

Nous avons vu que tout espace vectoriel muni d’un ensemble filtrant de semi-normes définis-
sait un espace vectoriel topologique. Néanmoins, tout espace vectoriel topologique n’est pas
nécessairement lié & un ensemble filtrant de semi-normes. Dans cette section, nous ajoutons une
hypothese, la convexité locale, qui nous permettra d’obtenir une équivalence. Commencons par

étudier certaines parties remarquables d’un espace vectoriel.

Rappelons la Définition 3.3.1 : une partie A de X est convexe lorsque le segment joignant deux

points quelconques de A est contenu dans A.

En procédant par induction, on a bien sir que

J
Z )\jx]’ cA
j=1

pour tous xy,...,z5 € A et tous A1,..., Ay € [0, 1] tels que 23-7:1/\]- =1.

4 )

Proposition 5.3.1. L’intersection d’une famille non vide de parties converes de X est
conveze. Pour toute partie non vide A de X, son enveloppe convexe co(A) est la plus petite

partie convexe qui contient A et

J J
co(A) =8> Naj:J>1, a; €A, A >0, Y Ai=1
j=1 j=1
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Démonstration. L’intersection d’une famille non vide de parties convexes est convexe. L’ensemble
affiché contient A et est convexe. Enfin, toute partie convexe contenant A contient toutes les

combinaisons convexes finies d’éléments de A ; elle contient donc ’ensemble affiché. [ |

Définition 5.3.2. Une partie A de X est absolument convexe si pour tous x,y € A et tous
A € K tels que [A + |pu| <1, 0na

Ax + py € A.

En procédant par induction, on a bien sir que

J
Z )\jx]’ cA
j=1

pour tous x1,...,x5 € A et tous A\1,...,\; € K tels que ijl I\l <1

Comme dans le cas des ensembles convexes, on a le résultat suivant (laissé a titre d’exercice).

( )

Proposition 5.3.3. L’intersection d’une famille non vide de parties absolument convezes
de X est absolument convexe. Pour toute partie non vide A de X, son enveloppe absolument

convexe I'(A) est la plus petite partie absolument convexe qui contient A et

J J
=1 i=1

- J

La proposition suivante donne le lien existant entre les ensembles convexes et absolument convexes.

Proposition 5.3.4. Une partie non vide A de X est absolument conveze si et seulement

st elle est convexe et équilibrée.

Démonstration. Toute partie absolument convexe est convexe et équilibrée. Réciproquement,
supposons A convexe et équilibrée. Soient x,y € A et A\, u € K tels que |A| + |u| < 1. En posant
u = (A/|A])x lorsque A # 0 et u = 0 sinon, et en définissant v de fagcon analogue, on a u,v,0 € A.
Par convexité,

Ao+ py = [+ lalo + (1= [A] = )0 € A.

Proposition 5.3.5. Soit A une partie non vide de X.

1. Si A est absorbante, alors son enveloppe linéaire est X.
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L 2. Si A est absolument convezxe, alors son enveloppe linéaire est U cA. J
c>0

Démonstration. 1. Si x € X, 'absorbance fournit ¢ > 0 tel que = € cA, donc x appartient a

I’enveloppe linéaire de A.

2. L’inclusion [J,»¢cA C span(A) est immédiate. Réciproquement, soit x = Z‘]-le A\jxj avec

xj € A. Si tous les \; sont nuls, alors z = 0 € A. Sinon, en posant ¢ = ijl |Aj| > 0, on obtient

J
T pV
- = E —j:cj EA,
c — ¢
Jj=1

par absolue convexité. Ainsi x € cA. [ |

Corollaire 5.3.6. Une partie absolument convere A de X est absorbante si et seulement
51 X = Jpsg CA.

Démonstration. = C’est immédiat par définition des ensembles absorbants.

<« Supposons que X = (J.ocA et soit z € X. Il existe ¢ > 0 et a € A tels que = ca. Pour tout

T=A <§a> €N,

car A est équilibrée et |¢/A| < 1. Ainsi, A est absorbante. |

scalaire A tel que |A\| > ¢, on a

Définition 5.3.7. Un espace vectoriel topologique est localement conveze si tout point

admet une base de voisinages constituée d’ensembles convexes.

En général, on parle alors d’espace localement convexe, en omettant les termes “vectoriel” et
“topologique”. Nous allons voir que tout espace vectoriel muni d’un ensemble filtrant de semi-
normes est localement convexe. Réciproquement, pour tout espace localement convexe, nous allons
construire une famille filtrante de semi-normes qui définit de maniére équivalente la topologie de

I’espace. Ainsi, on aura démontré 1’équivalence entre les deux notions.

La proposition suivante montre que pour vérifier qu'un espace vectoriel topologique est localement
convexe, il suffit d’examiner ce qui se passe au voisinage de 0. De plus, on peut imposer aux

éléments de la base de voisinages de 0 d’étre absolument convexes et absorbants.

4 )
Proposition 5.3.8. Soit (X, T) un espace vectoriel topologique. Les assertions suivantes

sont équivalentes :

1. (X, T) est localement convexe,

2. 0 admet une base de voisinages convexes,
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3. 0 admet une base de voisinages absolument convezes,

4. 0 admet une base de voisinages absolument convexes et absorbants.

Démonstration. 1 = 2. C’est immédiat.

2 = 3. Soit B une base de voisinages convexes de 0. Pour tout V € B, par le Lemme 5.2.7, on
peut considérer un ensemble équilibré Wy C V. Alors on a également co(Wy ) C V et on vérifie
facilement que

{co(Wy) : V € B}

est une base de voisinages de 0 formée d’ensembles convexes. De plus, ces ensembles sont équilibrés
car les ensembles Wy le sont (il suffit d’utiliser la caractérisation de ’enveloppe convexe). On

conclut par la Proposition 5.3.4.
3 = 4. Par le Lemme 5.2.10, on sait que tout voisinage de 0 est absorbant, ce qui suffit.

4 = 1. 1l est clair que le translaté d’un ensemble convexe est convexe. On utilise alors la

Proposition 5.2.3 pour conclure. [ |

Lemme 5.3.9. Soit p une semi-norme sur X. Alors les semi-boules by(r) associées da p et

centrées en 0 sont des parties absolument convezes et absorbantes.

Démonstration. Soit > 0. Si z,y € b,y(r) et si A\, u € K sont tels que |A| + |p| < 1, alors
p(Az + py) < |Alp(z) + [plp(y) < r(Al+ ) <,
ce qui montre que by,(r) est absolument convexe. De plus, si z € X, on a
z €by(plx)+1)=

ce qui suffit par le Corollaire 5.3.6. [ |

Théoréme 5.3.10. Si P est un ensemble filtrant de semi-normes sur X, alors (X, Tp) est

un espace localement conveze.

Démonstration. 11 suffit de combiner la Proposition 5.3.8 et le Lemme 5.3.9. [ |

Montrons & présent que la topologie d’un espace localement convexe peut étre définie & partir
d’un ensemble filtrant de semi-normes. Pour cela, commencons par construire une famille de

semi-normes. Au vu du Corollaire 5.3.6, la définition suivante est légitime.

(Déﬁnition 5.3.11. Soit A une partie absolument convexe et absorbante de X. La jaugew
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de Minkowski de A est définie par

Py: X —[0,400] : x — inf{c > 0: 2 € cA}.

Nous allons montrer que P4 définit une semi-norme et que celle-ci donne des semi-boules unitaires

qui encadrent A.

Proposition 5.3.12. Soit A une partie absolument convexe et absorbante de X. Alors Py

est une semi-norme sur X telle que

b, (1) € A C Bp, (L).

Démonstration. Montrons tout d’abord que P4 est une semi-norme. Soient z,y € X et soient

c1,00 > 0 tels que x € c1A et y € coA. Comme A est absolument convexe, on a

&1 C2

A+
1+ co c1+c2

x+y601A+02A=(61+62)( A) C (a1 +c2)A,

d’ott P4(x + y) < ¢1 + co. En prenant les deux bornes inférieures, on obtient donc
Py(z +y) < Pa(z) + Pa(y).

De méme, si A € K est non nul, alors ﬁ € c1 A puisque A est équilibrée. On en tire que

Az

Ax = |)\\|)\‘

€ |)\|01A,

d’ou Pa(Az) < |A|eg. Par conséquent, Ps(Az) < |A|P4(x). De plus, en appliquant ’égalité

précédente au scalaire 1/\ et au vecteur Az, on obtient

A[Pa(z) = [\|Pa G;L) < Pyha),

d’otu I'égalité.
Enfin, il est clair que P4(0) = 0.

Montrons & présent I'inclusion des boules. Si z € bp, (1), on a P4(z) < 1 et il existe donc ¢ €0, 1]

tel que z € cA. Comme A est équilibré, il vient z € A.
Enfin, si x € A, il est clair que P4(z) < 1, c’est-a-dire x € Bp,(1).

Le théoréme suivant montre qu’il y a équivalence entre les notions d’espace localement convexe

et d’espace muni d’un ensemble filtrant de semi-normes.
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4 )

Théoréme 5.3.13. Soit (X,7T) un espace vectoriel topologique localement convexe. Si B
est une base de voisinages absolument convexes et absorbants de 0, alors la topologie T est

définie a partir de ’ensemble filtrant de semi-normes

P:{P\/:VEB}.
\_ J

Démonstration. Montrons tout d’abord que P est filtrant. Soient U,V € B. Alors U NV est
un voisinage de 0 et il existe W € B tel que W C UNV. On a alors Py < Pyny < Py et
Py < Pynv < Pw.

Notons 7p la topologie associée & ’ensemble filtrant de semi-normes P. Par la Proposition 5.2.2,
on sait que (X, 7Tp) est un espace vectoriel topologique. Afin de montrer que 7 = Tp, il suffit
donc d’analyser les voisinages de 0.

Soit U un voisinage de 0 pour 7. Alors il existe B € B tel que B C U. Par la Proposition 5.3.12,
on a bp, (1) C B. On en tire que B, et donc U, est un voisinage de 0 pour la topologie Tp.

Soit maintenant U un voisinage de 0 pour 7Tp. Alors il existe V' € B et ¢ > 0 tels que bp,, (¢) C U.
Par la Proposition 5.3.12, on a V' C Bp, (1) C bp, (2). Par conséquent, 5V C bp,, () € U et on
obtient la conclusion car 5§V est un voisinage de 0 pour 7, par continuité de la multiplication

par un scalaire. [ |

Le Théoreme 5.3.13 permet donc de reformuler la notion d’espace localement convexe dans le

langage des semi-normes.

Définition 5.3.14 (Définition équivalente). Un espace localement conveze (X, P) est un

espace vectoriel X muni d’un ensemble filtrant P de semi-normes.

Lorsqu’on parlera de la topologie d’un espace localement convexe (X, P), on parlera toujours de

la topologie Tp.

5.4 Espaces séparés, normés et métrisables

Une topologie définie par des semi-normes peut étre plus ou moins proche du cadre normé. Nous
étudions ici trois questions naturelles : sépare-t-elle les points, peut-elle étre définie par une

norme, et peut-elle étre décrite par une distance ?

Dans cette section, nous montrons que les propriétés d’espace séparé, d’espace normé et de

métrisabilité peuvent se traduire a partir de I’ensemble filtrant de semi-normes.

Rappelons tout d’abord qu’un espace topologique (X, 7T) est séparé si pour tous z,y € X, il
existe un voisinage U de z et un voisinage V' de y tels que U NV = (). Si un espace est séparé,

alors la limite d’une suite convergente est unique.
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Proposition 5.4.1. Un espace localement convexe (X, P) est séparé si et seulement si
pour tout x € X \ {0}, il existe p € P tel que p(x) # 0.

Démonstration. Supposons que la topologie Tp est séparée. Soit x # 0. Alors il existe p,q € P et
r,s > 0 tels que
bp(z,7) Nby(0,s) = 0.

Par conséquent, ¢(x) > s > 0, ce qui suffit.

Pour la réciproque, soient x,y € X tels que x # y. Alors z — y # 0 et il existe p € P tel que

I@>O,ona

p(x —y) > 0. Si on pose r =
bp(z,m) N by(y, 1) =0,

ce qui suffit. [ |

~

Exemple 5.4.2. L'espace C°(£2) muni des semi-normes pg (f) = sup,ecf | f(z)| pour tous
les compacts K de € est séparé. Si on le munit d’une seule de ces semi-normes, ce n’est

plus un espace séparé.

J

~

Remarque 5.4.3. Si P = {p} contient une seule semi-norme, alors (X, P) est séparé si et

seulement si p est une norme.

J

~

Définition 5.4.4. On dit que I'espace localement convexe (X, P) est

> normé si P est équivalent & une norme, c’est-a-dire a un systeme de la forme {|| - ||} ;

> a semi-normes dénombrables si P est équivalent a un ensemble filtrant et dénombrable

de semi-normes sur X. )

~

Exemple 5.4.5. Si P est un ensemble filtrant de semi-normes fini, alors il est équivalent a

I'un de ses éléments. En particulier, si (X, P) est séparé, alors il est normé.

J

~

Exemple 5.4.6. Soit Q un ouvert de R%. Sur C*°(Q), on consideére la suite des semi-normes

pm(f) = max sup [0%f(z)|
|a|§ml‘€Km

ou

Ky ={ze€Q:|z| <met dist(z,Q°) > 1/m}, m > 1.

90



CHAPITRE 5 ESPACES SEPARES, NORMES ET METRISABLES

Cet ensemble de semi-normes est équivalent a celui présenté dans I’Exemple 5.1.1. Ainsi,

C>°(Q) est un espace a semi-normes dénombrables.

La proposition suivante montre que tout espace localement convexe séparé de dimension finie n

est homéomorphe a ’espace K™ muni de sa topologie usuelle.

4 )
Proposition 5.4.7. Soit (X,P) un espace localement convezxe séparé. Si X est de dimension
finie n, alors (X, P) est normé. Plus précisément, si {e1,...,e,} est une base de X, alors
P, ou

; M| = B Pl

- J

Démonstration. Commencgons par montrer que P < || - |. Sip € P et si x = 3774 Aje;, alors
n
Z [Ajlp(es) < O]

si C =377 p(ej).

Pour montrer que || - || 2 P, commengons par montrer que P contient une norme. Soit z; # 0.
Comme l'espace est séparé, il existe p; € P tel que pi(z1) # 0. Le sous-espace vectoriel Ly défini
par L1 = {z € X : pi(z) = 0} est de dimension < n — 1. Si dim L; = 0, alors p; est une norme.
Sinon, il existe 9 € Ly \ {0} et une semi-norme py € P telle que pa(z2) # 0. Le sous-espace
vectoriel Ly = {z € X : p1(z) = p2(z) = 0} est de dimension < dim(L;) — 1. On continue alors
de proche en proche et on obtient un nombre fini de semi-normes p1,...,pr, avec L < n, telles
que

{reX:p(x)=0Vle{l,...,L}} = {0}.

Comme P est filtrant, il existe pg € P tel que p; < pg pour tout [ € {1,...,L}. Il est clair
que po(x) = 0 implique que = = 0, et donc que py est une norme. Montrons pour conclure que

| - || = po. Considérons I’application

T:K" — [0,+OO[: ()\1,...,)\n) — Do Z)\j@j
j=1

Par I'inégalité triangulaire inverse pour la norme pg, on a
n
|T()\17"'7)‘TL)7T(:u’17'-'7:un|<p0 Z)‘ 7#]
j=1
1<j<n

n
< max [\ — 5] Y pole;)-
j=1

On en tire que T est une application continue et il s’ensuit que sa borne inférieure r sur le

compact S = {(A1,..., ) € K" : maxjeqy .y [Aj| = 1} de K" est réalisée en un point de S.

91



CHAPITRE 5 ESPACES SEPARES, NORMES ET METRISABLES

Comme pg est une norme, on sait que > 0. Pour tout (A1,...,A,) € K"\ {0}, on a donc

rgT< ALy An) )
max;e(i,...n} [\l

d’out

1 n

max |A;| < —pg Aie;
ey Ml < 7p { 286 )
7j=1
ce qui suffit. [ |
Le corollaire suivant est alors immédiat.
Corollaire 5.4.8. Si || - |1 et || - ||]2 sont deux normes sur un espace vectoriel de dimension

finie, alors elles sont équivalentes.

Intéressons-nous a présent aux espaces a semi-normes dénombrables. Ils occupent une place tres
importante dans I’étude des espaces localement convexes car ils permettent d’obtenir des espaces

métrisables.

Lemme 5.4.9. Si P est un ensemble filtrant et dénombrable de semi-normes sur X, alors

P est équivalent a un ensemble croissant de semi-normes sur X, c’est-a-dire de la forme

{pm :m € N} avec pp < pms1 Ym € N.

Démonstration. Si P = {qm, : m € N}, il suffit de prendre p,,, = max{q1,...,qmn}- [ |

Théoréme 5.4.10. Un espace localement conveze séparé (X, P) est a semi-normes dénom-

brables si et seulement s’il est métrisable.

Démonstration. Supposons que {p,, : m € N} est un ensemble croissant de semi-normes équi-

valent a P. Posons

_-‘rOO -m pm(x—y)
d(x’y)_gf L+ pm(z —y)

pour tous x,y € X. Remarquons que la série converge car son terme général est majoré par 27,
De plus, d définit bien une distance sur X car :
> d(z,y) > 0 pour tous z,y € X,

> si d(z,y) = 0, alors pp,(z — y) = 0 pour tout m € N, d’out # = y par la Proposition 5.4.1,

puisque ’espace est séparé,

> d(x,y) = d(y,x) pour tous z,y € X,
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> l'inégalité triangulaire résulte directement de la relation

a n b B a+2ab+0b S a-+ab+b S a-+b
l1+a 1+4b 1+4+a+b+ab " 1l+a+b+ab " 14+a+0d

_t

pour tous a,b > 0, oti la derniere inégalité provient de la croissance de la fonction ¢ — 7 =

Montrons & présent I’équivalence des topologies. Soient z € X et r > 0. Alors il existe M € N tel

_€

que Z;LO:OMH 27" < § et il existe € > 0 tel que 2 < 5. Ainsi, si py(z —y) <&, on a

1+e
M g r g r
d(x,y) < 27 +-<2 + =<,
(@9) mz::O T+e 2 "14e 2°7

d’ou
{lyve X :pu(z—y)<e} C{ye X :d(x,y) <r}.
Ainsi, la topologie engendrée par d est moins fine que Tp.

De plus, si x € X et r > 0, alors

.
: -m____ L C s pm(x —
{yGX d(z,y) <2 1+T}_{y6X pm(z —y) <7}

et la topologie engendrée par d est plus fine que 7p.

Réciproquement, supposons que la topologie Tp peut étre définie par une métrique d. Alors pour

tout m > 1, il existe p,, € P et ry,, > 0 tels que

{:UEX:pm(J:)<rm}g{a:EX:d(x,O)<7711}.

L’ensemble dénombrable Q = {p,, : m > 1} est un ensemble de semi-normes plus faible que P.

Montrons qu’on a aussi P < Q. Pour tout p € P, il existe m > 1 tel que
1
{xEX:d(ﬂ:,O)<m}g{:EGX:p(:E)<1}

puisque d définit la topologie Tp. Par définition de py,, on obtient que b, (7m) C by(1) et donc

p = pm par la Proposition 5.1.5. -

Corollaire 5.4.11. Un espace localement conveze séparé (X, P) est métrisable si et seule-
ment si 0 posséde une base dénombrable de voisinages pour Tp. En particulier, dans ce cas,

il existe une suite décroissante (Vy)p>1 formant une base de voisinages de 0 pour Tp.

Démonstration. Supposons que (X, P) est métrisable. Soit d une distance définissant la topologie
Tp. Alors, il suffit de poser

Vn:{xGX:d(x,0)<i}.

Réciproquement, supposons que (V,),>1 soit une suite décroissante formant une base de voisinages
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de 0 pour 7p. Pour tout n > 1, choisissons s, € P et r, > 0 tels que
bsn (Tn) C Va,

et posons
max -2
- X —.
=5
La suite (gp)n>1 est croissante. Posons Q@ = {g, : n > 1}. Chaque ¢, est le maximum d’un
nombre fini de multiples de semi-normes de P ; comme P est filtrant, on a Q@ < P.

Réciproquement, soit p € P. Il existe n > 1 tel que V, C by(1). Or
bgn (1) € bs, (17) © Vi S bp(1).

La Proposition 5.1.5 donne p < ¢,. Ainsi P ~ Q, et le Théoréme 5.4.10 montre que (X,P) est

métrisable. [

Remarque 5.4.12. Par translation des voisinages, on a en fait obtenu qu’un espace
localement convexe séparé est métrisable si et seulement s’il est a base dénombrable de

voisinages.

Le cours initial reliait ensuite cette propriété a la séparabilité. Rappelons qu’un espace topologique
est séparable s’il possede une partie dénombrable dense ; cette notion et le théoréeme de Stone—

Weierstrass ont déja été étudiés dans le cadre normé.

Proposition 5.4.13. Un espace localement conveze séparé (X, P) est a base dénombrable

st et seulement s’il est métrisable et séparable.

Démonstration. Si (X, P) est a base dénombrable, il est en particulier & base dénombrable de
voisinages ; le Corollaire 5.4.11 montre qu’il est métrisable. Tout espace a base dénombrable est

séparable.

Réciproquement, un espace métrisable séparable est & base dénombrable : si D est une partie
dénombrable dense et si d est une distance définissant la topologie, les boules by(x,r), avec x € D

et r € Q-¢, forment une base dénombrable. [ |

5.5 Opérateurs linéaires continus et relativement ouverts
La continuité des opérateurs linéaires doit maintenant étre formulée sans utiliser une norme

unique. Les estimations entre semi-normes remplacent alors I'inégalité classique ||Tz| < C||x||

du cadre normé.
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Dans les espaces normés, la continuité d’un opérateur linéaire se traduisait par une seule estimation
)

voir le Théoreme 1.4.1. Dans un espace localement convexe, il faut controler chaque semi-norme
de l'espace d’arrivée a ’aide d’une semi-norme de I'espace de départ. SiT : X — Y est linéaire
et si ¢ est une semi-norme sur Y, alors g o T" est une semi-norme sur X. La proposition suivante

donne la forme exacte de la majoration de continuité.

4 )
Proposition 5.5.1. Soient (X, P) et (Y, Q) deuz espaces localement convexes et T : X —'Y

un opérateur linéaire. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. T est continu,
2. T est continu en 0,

3. pour tout q € Q, il existe p € P tel que go T < p.
. J

Démonstration. 1 = 2. Cette implication est évidente.

2 = 3. Soit ¢ € Q. Comme b,(1) est un voisinage de 0 = 7'(0), il existe p € P et € > 0 tels que
bp(e) € T71(by(1)) = bgor(1). On conclut alors par la Proposition 5.1.5.

3 = 1. Soient x € X et by(T'(x),e) un voisinage de T'(x). Par hypothese, il existe C' > 0 tel que
qoT < Cp. La Proposition 5.1.5 donne 'existence d’un réel n > 0 tel que

bp(,1) C boor (w,€) = T~ (bg(T'(2), ),

ce qui suffit. [ |

SiP=A{|l-l|lx}et @Q={| |y}, le point 3 de la Proposition 5.5.1 devient
IT(2)ly < Cllz|lx-

On retrouve exactement le critere de continuité du cadre normé.

Remarque 5.5.2. La Proposition 5.1.10 est une conséquence directe de la continuité de
Popérateur id : (X, Q) — (X, P).

Corollaire 5.5.3. Soient (X, P) et (Y, Q) deuz espaces localement convezes et T : X —Y

un opérateur linéaire. Si T est continu, alors T est uniformément continu.

Démonstration. Puisque T est continu, pour tout ¢ € Q, il existe p € P et C > 0 tels que
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qoT < Cp. Soit € > 0. On a donc q(T'(z) — T(y)) <esiplzx—y) < &. |

Définition 5.5.4. Si (X,P) et (Y, Q) sont deux espaces localement convexes, I’espace

vectoriel des opérateurs linéaires continus de X dans Y est noté

L(X,Y) =L((X,P), (Y, Q)).

Cette notation prolonge celle introduite a la Section 1.5. Dans le cas normé, I'espace L(X,Y") est
en outre muni de la norme d’opérateur ; dans le cadre localement convexe général, aucune norme
unique n’est imposée ici.

Le résultat suivant montre qu’une application linéaire définie sur un espace de dimension finie

est toujours continue.

Corollaire 5.5.5. Soient (X,P) et (Y,Q) deuz espaces localement convexes. Si X est
séparé et de dimension finie et si T : X — Y est une application linéaire, alors T est

continue.

Démonstration. Comme X est de dimension finie, on sait par la Proposition 5.4.7 que P =~ || - ||

ou

Z Ajej || = jomax A

et ol {e1,...,en} est une base de X. Soit ¢ € Q. Si x =377 ; A\je;, on a

i (e;)) < max Aj =C||lz
Z| Ja(T(e) < mas | |JZ: Iz,

N —
=C

ce qui suffit par la Proposition 5.5.1. [ |

Terminons par un mot sur les applications ouvertes. La définition qui suit sera réutilisée plus loin

pour généraliser le théoreme de 'opérateur ouvert déja démontré dans les espaces de Banach.

Définition 5.5.6. Soient (X,7) et (Y,7T’) deux espaces topologiques. Une application
T:X — Y est relativement ouverte si 'image de tout ouvert de X est un ouvert de im(7).

Elle est ouwverte si elle est relativement ouverte et surjective.

Dans le cas d’opérateurs linéaires entre espaces localement convexes, on a la caractérisation

suivante.
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Proposition 5.5.7. Soient (X, P) et (Y, Q) deuz espaces localement convexes etT : X —Y
un opérateur linéaire. Alors T est relativement ouvert si et seulement si pour tout p € P, il
existe ¢ € Q et r > 0 tels que by(r) Nim(T) C T'(by(1)).

Démonstration. Supposons que T' est relativement ouvert. Alors pour tout p € P, T'(b,(1)) est
ouvert dans im(7). Comme 0 = T'(0) € T'(by(1)), on sait qu’il existe ¢ € Q et 7 > 0 tels que
bg(r) Nim(T) C T'(by(1)), ce qui suffit.

Réciproquement, soient 2 un ouvert de (X, P), y € T(Q2) et z € Q tel que y = T'(x). Alors il
existe p € P et € > 0 tels que by(x,e) C Q. Par hypothese, il existe ¢ € Q et r > 0 tels que
by(r) Nim(T) C T'(by(1)). Alors on a

y € by(y,er) Nim(T) C T(by(z,e)) C T(Q),

d’ou la conclusion. []

4 )

Remarque 5.5.8. Si on travaille dans des espaces séparés a semi-normes dénombrables,
on peut travailler avec les distances invariantes par translation données dans le Théoreme
5.4.10. On obtient alors que T' est relativement ouvert si et seulement si, pour tout € > 0, il

existe r > 0 tel que
b(0,7) Nim(T) C T(b(0,¢))

ou les boules sont définies dans leurs espaces respectifs avec les distances associées.

- J

5.6 Exercices

Exercice 5.6.1. Si p et ¢ sont des semi-normes sur X et si r > 0, montrer que p + g, rp et

max{p, ¢} sont des semi-normes sur X.
Exercice 5.6.2. Si p est une semi-norme sur X, alors |p(z) —p(y)| < p(z —y) pour tous z,y € X.

Exercice 5.6.3. Soient P un ensemble filtrant de semi-normes sur X, p € P, x € X et r > 0.
Montrer que ’adhérence pour la topologie 7p de la semi-boule ouverte by (z, ) est la semi-boule

fermée B, (x,r).

Exercice 5.6.4. Soit (X,7) un espace vectoriel topologique et soit U un voisinage de 0. Alors il

existe un voisinage V de 0 tel que V +V C U.
Exercice 5.6.5. Montrer que (R, P(R)) n’est pas un espace vectoriel topologique.

Exercice 5.6.6. Soit (X,7) un espace vectoriel topologique muni d’une distance d invariante

par translation et compatible avec la topologie. Montrer que

1. pour tout n > 1 et tout x € X, d(nz,0) < nd(z,0),
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2. pour toute suite (x,)neny de X qui converge vers 0, il existe une suite (A, )nen de réels qui

tend vers l'infini et telle que (Apxp)nen converge vers 0 dans X.

Exercice 5.6.7. Si f,g € C°(R), on pose
(f,g) = min{l,sgg\f(x) — g(2)[}-

1. Montrer que d est une distance sur C°(R).

2. Montrer que (CY(R), d) n’est pas un espace vectoriel topologique.
Exercice 5.6.8. Démontrer la Proposition 5.3.3.
Exercice 5.6.9. Soit (X,7) un espace vectoriel topologique. Montrer que
1. Padhérence d’un sous-espace vectoriel de X est un sous-espace vectoriel de X,
l'adhérence d’une partie convexe de X est convexe,
I'adhérence d’une partie absolument convexe de X est absolument convexe,

I'intérieur de tout sous-espace vectoriel propre de X est vide,

I'intérieur d’une partie convexe de X est convexe,

O A e N o

Iintérieur d’une partie absolument convexe de X est absolument convexe.
Exercice 5.6.10. Soit X un espace vectoriel. Montrer que

1. une partie A de X est convexe si et seulement si (s +t)A = sA + tA pour tous s,t > 0,
2. si A et B sont deux parties convexes de X, alors A + B est convexe,

3. si A et B sont deux parties équilibrées de X, alors A 4+ B est équilibrée.

Exercice 5.6.11. Soit B = {(21,22) € C?: |21| < |22|}. Montrer que B est équilibré mais que

son intérieur ne l’est pas.

Exercice 5.6.12. Soient X et Y deux espaces topologiques compacts métrisables. Montrer que

si D est 'espace engendré par ’ensemble

{(z,y) = f(z)g(y) : f € CV(X),g € COY)}

des fonctions continues & variables séparées, alors D est dense dans C°(X x Y). En déduire que
CO%X x Y) est séparable.

Exercice 5.6.13. Montrer que toute fonction continue, 1-périodique et a valeurs complexes est

la limite uniforme dans R d’une suite de polyndémes trigonométriques 1-périodiques.

Exercice 5.6.14. Soit p €]0,1[. On désigne par LP(]0,1]) 'espace des fonctions mesurables sur

0,1] telles que | f|P est intégrable, quotienté par la relation =p,. On pose
1
() = [ 1P
pour tout f € LP([0,1]).
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1. Montrer que I'application d,, définie par

dp(f,9) = 0p(f —9), Vf g€ LP([0,1])

est une distance sur LP([0, 1]).

2. Soit f € LP([0,1]) et € > 0. En utilisant la continuité de 'application  — [§ | f(¢)|Pdt,
montrer qu’il existe un entier n > 1 et des fonctions fi,..., f, € LP([0,1]) qui satisfont
dp(fj) < epourtout j€{l,...,n}et f= %(fl + -4 fn)

3. En déduire que le seul voisinage convexe de 0 dans LP([0, 1]) est LP([0, 1]) et que ce n’est

pas un espace localement convexe.

Exercice 5.6.15. Soit A = {a,, : n € N} une partie dénombrable de [0,1] telle que a, # a4
pour p # g. Soit & = (@, )nen une suite de réels strictement positifs telle que Y720 o, < +00. Si
f €C%(0,1]), on pose

+oo
”fHA,a = Z an|f(an)’
n=0

1. Montrer que || - [|4,o est une semi-norme sur C°([0,1]) et qu’il s’agit d’une norme si et

seulement si A est dense dans [0, 1].

2. Montrer que la topologie définie par || - [|4,o est moins fine que celle de la convergence

uniforme.

3. Supposons que A = A’ avec la méme numérotation, c’est-a-dire a,, = a], pour tout n.

Montrer que, s’il existe ¢, C' > 0 tels que
cay, < o/n < Cay pour tout n € N,

alors || [la.a et || - || définissent la méme topologie sur C([0,1]).
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6 Constructions d’espaces localement

convexes

Apres la définition générale des espaces localement convexes, nous étudions maintenant les
constructions qui permettent d’en fabriquer de nouveaux. A ce stade, aucune hypothése de

complétude n’est imposée : nous construisons d’abord les espaces et leur topologie.

Pourquoi étudier ces constructions ?

Les espaces fonctionnels que I’on rencontre en analyse ne sont pas toujours donnés directement
par une norme ou par une famille de semi-normes évidente. Ils apparaissent souvent & partir
d’espaces plus simples par passage a un sous-espace, a un produit, a un quotient ou & une limite.
Comprendre ces opérations permet donc de construire leur topologie de maniére naturelle plutot

que de la deviner.

Deux exemples guideront particulierement la suite. L’espace C°°(£2) peut étre décrit a partir
de contrdles sur des compacts et sur un nombre fini de dérivées, ce qui conduit naturellement
A une construction de type projectif. A I'inverse, espace des fonctions tests D(9) est obtenu
en réunissant les espaces de fonctions lisses & support dans un compact fixé, ce qui mene a une

limite inductive.

Le chapitre suivant introduira la complétude et reviendra sur ces constructions pour déterminer

dans quelle mesure cette propriété est préservée.

Les sous-espaces, les produits et les quotients ont déja été rencontrés dans le cadre normé :
voir notamment les sous-espaces fermés de Banach, les produits finis de Banach et les espaces
quotients normés. Nous reprenons ici ces constructions avec des familles de semi-normes. Le

principe topologique reste le méme ; seule la description des voisinages change.

Les limites projectives et inductives constituent ensuite des constructions propres au cadre plus
général. Elles jouent un réle essentiel pour les espaces de fonctions lisses et de fonctions test et

conduisent notamment a la topologie usuelle de D(£2).

Lecture comparative. Dans les trois premieres sections, chaque construction localement
convexe retrouve la construction normée lorsque les familles de semi-normes sont réduites a
une norme. Les renvois vers le cadre normé permettent de ne pas répéter les définitions ni

les preuves déja données.

6.1 Sous-espaces

La premieére construction consiste a munir un sous-espace de la topologie induite par ’espace

ambiant. Dans le cadre localement convexe, cette topologie se décrit simplement en restreignant
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les semi-normes.

Soit (X, 7) un espace topologique. Rappelons que si Y est un sous-ensemble de X, alors on peut
munir Y de la topologie la moins fine rendant 'inclusion 7 : Y — X continue. C’est la topologie
induite par X sur Y. En particulier, les ouverts de Y sont de la forme Q2 NY ou Q € 7. Dans
le cas ou X est un espace localement convexe et Y est un sous-espace vectoriel, cette topologie

peut également étre définie via les restrictions des semi-normes de X.

Définition 6.1.1. Soient (X, P) un espace localement convexe et Y un sous-espace vectoriel
de X. Notons P|y la restriction des semi-normes de P a Y. Alors Py est un ensemble
filtrant de semi-normes sur Y et I’espace (Y, P|y) est un sous-espace (localement convexe)

de (X, P). Pour simplifier les notations, on le note également (Y, P).

Il est clair que l'injection canonique i : (Y, Ply) — (X, P) est continue. De plus, les boules de
Y sont de la forme b,(y,e) NY ou by(z, ) est une boule de X. Ainsi, la topologie de (Y, Ply)

correspond a la topologie induite par X sur Y.

Lorsque X est normé, cette construction consiste simplement a restreindre la norme a Y.

6.2 Espaces produits

Les produits permettent de réunir plusieurs espaces sans privilégier I'une des composantes. La
topologie produit est celle qui rend continues toutes les projections coordonnées et elle se décrit

naturellement par des familles de semi-normes.
Soit (X;,T;), i € I, une famille d’espaces topologiques. On considére le produit
HXZ' = {(:L'Z-),-ej rx; e X; Vie I}.
el
On peut munir ce produit de la topologie la moins fine rendant les projections
T HX’ — Xj : ($i)i€[ = T
el

continues pour tout j € I. C’est la topologie produit et une base de cette topologie est donnée
par les produits d’ouverts qui n’ont qu'un nombre fini de termes propres. De plus, si (Y, 7) est un
espace topologique et si f : Y — [[;c; X;, alors f est continue si et seulement si les applications

m; o f sont continues pour tout j € I.

Siles X;, ¢ € I, sont des espaces vectoriels, on munit le produit de ’addition et de la multiplication

scalaire définies composante a composante.

(Déﬁnition 6.2.1. Soit (X;,P;), @ € I, une famille d’espaces localement convexes. Onw
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considere

77:{SupijTrj:@#Jg]ﬁni,pjepj}.
jeJ

Il est clair qu’il s’agit d’un ensemble filtrant de semi-normes sur X = [[,c; X;. L’espace
localement convexe (X, P) est appelé le produit (localement convexe) des espaces (X;, P;),
1el.

NS J

Remarquons que les boules de cette topologie sont données par les produits de la forme

by, (z;,¢ si 1eJ

[[B: ot Bi= bl €)
el Xi si ¢ ¢ J

avec @ # J C I fini, p; € P;, x; € X; et € > 0. La topologie définie via la Définition 6.2.1

correspond donc a la topologie produit.

Pour un produit fini d’espaces normés, on retrouve la topologie définie par la norme produit de
la Proposition 1.2.7. Le produit arbitraire est en revanche naturellement décrit par une famille

de semi-normes ne portant que sur un nombre fini de composantes.

La question de la complétude d’un produit sera étudiée apres 'introduction de la complétude

dans le cadre localement convexe.

6.3 Espaces quotients

Comme dans le cadre normé, le quotient permet de négliger un sous-espace. Il faut toutefois

définir la topologie localement convexe naturelle sur le quotient et préciser quand elle est séparée.

Soit (X, 7T) un espace topologique et ~ une relation d’équivalence sur X. Le quotient X/, est
I’espace formé des classes d’équivalences de X pour ~. On peut munir cet espace de la topologie

la plus fine rendant le passage au quotient
7: X = X/ iz [z]e

continu. On I'appelle la topologie quotient. Rappelons qu'un sous-ensemble U de X/ est ouvert
pour la topologie quotient si et seulement si 7= (U) € T. De plus, pour tout espace topologique

Y, une application f: X/ — Y est continue si et seulement si for: X — Y est continue.

Considérons un espace localement convexe (X,P) et L un sous-espace vectoriel de X. On
s’intéresse a l’espace quotient X /L formé des classes d’équivalences de X pour la relation ~p,
définie par

T~y <= xr—y€E L.

Ainsi, on a [z];, = x + L. Par conséquent,
inf +1) = inf
infp(z+1) = inf p(y)

y€lz]r

et la définition suivante est légitime.
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Définition 6.3.1. Soit p € P. On définit

pr: X/L — [0,4+00[: [z]r — llgip(x +1).

Notons que si p est une norme, pr([z]r) est exactement la norme quotient introduite & la
Section 1.2.3, c’est-a-dire la distance de x au sous-espace L. La famille {py, : p € P} généralise

cette construction et permet de définir la topologie quotient de X /L.

4 )

Proposition 6.3.2. Soient (X,P) un espace localement convezre et L un sous-espace

vectoriel de X.

1. Pour tout p € P, Uapplication py, est une semi-norme sur X/L.

2. L’ensemble de semi-normes Py, = {pr, : p € P} est filtrant.

3. La topologie de (X/L,Pr) est la topologie quotient de X/L.
g J

Démonstration. 1. Soient [x],[y] € X/L. On a
prle] +[y]) = pr(le +y]) = inf p(z +y +1).

Sili,lo € Lyonaly +1y € L et donc

. _ < . '

l1g£p(x +y+1) ll}lI;ng(ZE +y+li+l) < liIépr(x +11) + zélépr(y + 1)
On en tire que pr([z] + [y]) < pr([z]) + pr([y]). De plus, si A € K\ {0}, on a

L= {l 1l e L}
=43
puisque L est un sous-espace vectoriel. Par conséquent, on obtient
. . . 1y — . ’
pr([Az]) = infp(ha +1) = [Al inf p(z + 3) = [A] jnf p(z +1).

Le cas A = 0 est trivial.

2. C’est immédiat puisque P est filtrant.

3. Notons Tx/, la topologie quotient de X /L. Pour tout p € P, il est clair que py o 7w < p et
donc la topologie Tp, rend la projection 7y, continue. Ainsi, 7p, C Tx,r. Pour démontrer I'autre
inclusion, considérons U € Ty, et [z] € U. Alors 771 (U) est un ouvert de X qui contient z,
et il existe p € P et r > 0 tels que by(x,r) C 77 (U). Montrons que b, ([],r) C U, d’ott la

conclusion. Soit donc y € X tel que

prl) — [2]) = inf ply — o +1) <.
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Il existe | € L tel que p(y +1—z) < r. Le représentant y + [ appartient alors & by(z,r) C ﬂ'Zl(U),
et donc [y =[y+1eU. |

Proposition 6.3.3. Soient (X,P) un espace localement convere et L un sous-espace

vectoriel de X. L’espace (X/L,Pr) est séparé si et seulement si L est fermé dans X.

Démonstration. On a

pr([z])) =0 VpeP <= lié1£p(ﬂs+l):0 VpeP
— Ve>0,VpeP, bylr,e)NL#0D

< z€L.

Par conséquent, si (X/L,Pr) est séparé, alors x € L implique que [z] = 0, c’est-a-dire x € L.

Réciproquement, si L est fermé, alors I’équivalence précédente se réécrit
pr([z])) =0 VpeP <— ze€ L << [z]=]0],
ce qui suffit. [ |

Terminons cette section par la construction du séparé d’un espace localement convexe. Soit
(X, P) un espace localement convexe. Par la Proposition 5.4.1, si (X, P) n’est pas séparé, alors

I’ensemble N défini par

N={zeX:p) =0}
peEP

est différent de {0}.

( Lemme 6.3.4. L’ensemble N est un sous-espace vectoriel fermé de X. j

Démonstration. Soient z,y € N. Alors pour tout p € P, on a p(z) = p(y) = 0. Puisque
0 < p(zr+y) <px)+ply) =0, on obtient que p(x + y) = 0. Ainsi x + y € N. De méme, si
z € N et A € K, alors p(Az) = |A|p(z) = 0 pour tout p € P, d’ou \x € N.

De plus, si « ¢ N, alors il existe p € P tel que p(z) > 0. Ainsi by(xz,7) C X \ N sir = @, ce

qui montre que N est une partie fermée de X. [ |

Définition 6.3.5. Soit (X,P) un espace localement convexe. L’espace quotient (X /N, Py)
est un espace localement convexe séparé. On le note ()? ,75) et on Dappelle le séparé de
(X, P).

Le résultat suivant donne une description des semi-normes du séparé d’un espace localement

convexe.
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Proposition 6.3.6. Soit (X, P) un espace localement convere. Pour tout x € X et tout

pEP, ona

Démonstration. Soient x € X et p € P. Pour tout y € N, on a

p(z+y) <p(x)+ply) =p(r) et p(z)=|p(r) —py)| <pl@+y),

ce qui suffit. [ |

-
Exemple 6.3.7. Si (X, A, ) est un espace mesuré et 1 < p < +o0, l'espace LP(X, A, u)

est 'ensemble des applications f : X — R A-mesurables telles que | f|P est intégrable. On

iy = ([ 11 )’

Cet espace n’est pas séparé puisque || f||, = 0 lorsque f = 0 p-presque partout. En notant

le munit de la semi-norme

N (X, A, ) Vespace des applications A-mesurables de X dans R qui s’annulent presque
partout, 'espace LP(X, A, u) est défini par le quotient de £P(X, A, u) par N(X, A, ). 1l

s’agit d’un espace séparé pour la norme

= ( /. |f|pdu)‘1’.

& J

Les sous-espaces, produits et quotients ci-dessus prolongent des constructions déja connues.
Les limites projectives et inductives qui suivent permettent, elles, d’assembler toute une

famille d’espaces et d’opérateurs.

6.4 Limites projectives

Les limites projectives décrivent des espaces déterminés par une famille de conditions compatibles.
Elles apparaissent naturellement lorsqu’un objet doit satisfaire simultanément des contraintes a

plusieurs niveaux.

Soit (X, )nen une suite de sous-espaces vectoriels d’'un méme espace vectoriel. Bien stir, I’espace
X = ,en Xn est un espace vectoriel. On suppose que chaque espace X, est muni d’un ensemble
filtrant de semi-normes P,,. L’objectif est de munir X d’une structure d’espace localement convexe.
Naturellement, on va considérer la famille de semi-normes obtenues en “filtrant” ’ensemble de

semi-normes |J, ey P
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~

Définition 6.4.1. On considére 'ensemble filtrant de semi-normes
Pz{suppn:JgNﬁni,anPn}
neJ

sur X . L’espace localement convexe (X, P) est appelé la limite projective de la suite (X, )nen
et est noté
lim X,.
o
NS J

Notons qu’'une base de voisinages de 0 dans X est donnée par les intersections finies de la forme
m bpn (8)
neJ

ou J C N est fini, p, € P, pour tout n € J et € > 0.

Le résultat suivant justifie 'introduction de cet ensemble de semi-normes sur X.

4 )
Proposition 6.4.2. La topologie de la limite projective est la topologie localement convexe

la plus faible qui rend les inclusions

in: X — X,

continues pour tout n € N.

- J

Démonstration. 1l est clair que la topologie de la limite projective rend les inclusions i, : X — X,
continues puisque P, C P pour tout n € N. De plus, si Q est un ensemble filtrant de semi-normes
sur X rendant les inclusions continues, montrons que P =< Q. Soit donc J C N fini et p, € Py,
pour tout n € J. Pour tout n € J, la continuité de i, sur (X, Q) permet de trouver g, € Q tel

que p, = ¢p. Comme Q est filtrant et que J est fini, il existe ¢ € Q tel que sup,,c; ¢, < ¢. Par

conséquent, sup,,cyPn = ¢, ce qui suffit. [ |

Les propriétés des espaces localement convexes (X,,, Py), n € N, se transferent facilement a leur
limite projective. Par exemple, si les espaces (X,,,Py), n € N, sont séparés, alors mn X, est
séparé.

( )

Exemple 6.4.3. Soit (X, P) un espace localement convexe a semi-normes dénombrables.

Apres avoir remplacé la famille initiale par une famille équivalente, on peut supposer que

P:{pn:neN}, Pn < Pnil-

Pour chaque n, notons X,, I’espace vectoriel X muni de la semi-norme p,,. Alors l'identité
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de X, 41 dans X, est continue et 'identification canonique
X ~lim X,
z

est un isomorphisme d’espaces localement convexes. En effet, la topologie de la limite

projective est précisément celle engendrée par toutes les semi-normes p,,.

J

( )

Exemple 6.4.4. Soit Q C R? un ouvert et soit (K )nen une exhaustion croissante de €2
par des compacts telle que K,, C K. La topologie usuelle de C*°(2) est engendrée par
les semi-normes

Pn,m(f) = max sup |0 f(x)|, n,m € N.
|a|Smx€Kn

Ainsi, C*°(Q2) peut étre décrit comme un espace défini par une famille dénombrable de
conditions compatibles sur les compacts K,,. Cette lecture projective met en évidence la
structure localement convexe de C°°(£2) a partir de données compatibles sur les compacts

K,.
N J

( )

Exemple 6.4.5. Soit 2 un ouvert de R et (K,,),en une exhaustion croissante de € par
des compacts, avec K, C K, 1. Les restrictions définissent un isomorphisme localement

convexe

C%(Q) = { (fu)nen € H C%K,) : fus1lk, = fn pour tout n
neN

Il s’agit de la formulation correcte de C°(Q2) comme limite projective des espaces C°(K,,)

et des applications de restriction.

J

6.5 Limites inductives

Les limites inductives correspondent a la situation ot I’espace est obtenu comme réunion croissante
de sous-espaces. Le choix de la topologie est alors guidé par la continuité des inclusions et par la

volonté de conserver la structure localement convexe.

Soit (X, )nen une suite croissante de sous-espaces vectoriels d’'un méme espace vectoriel. On
suppose que chaque espace X, est muni d’un ensemble filtrant de semi-normes P,, rendant les
inclusions

in : Xn — Xn+1

continues. L’espace X = (J,,cy Xn est un espace vectoriel et on souhaite le munir d'une structure

d’espace localement convexe.
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~

Définition 6.5.1. Si 7 = (pn)nen OU py € Py, pour tout n € N et si v = (¢, )nen est une

suite de réels strictement positifs, on pose

Pr~(T) = inf{z cnpn(zy) : J CN fini ,z = Z Ty, avec T, € Xn} .
neJ neJ

N J

On vérifie facilement que pr - est une semi-norme sur X et que I'ensemble formé des semi-normes

de la forme p; - est filtrant. On peut donc considérer la définition suivante.

Définition 6.5.2. L’espace localement convexe X = |J,,cn X, muni de I'ensemble filtrant
des semi-normes de la forme pr - est appelé la limite inductive de la suite (X, )nen. On la

note

lian.
_ ! Y,

Le lemme suivant donne une description des semi-boules de la limite inductive.

4 )\
Lemme 6.5.3. Si 7™ = (pp)nen 0U pp, € Py, pour tout n € N et si v = (¢p)nen est une suite

de réels strictement positifs, on a

bpﬂ',"{(]') =T U bpn (Ci)
neN n
. J

Démonstration. D’une part, si p,(z) < é, alors pr ,(x) < 1. Ainsi, b n(é) C by, ., (1) pour tout

n € N. Comme les semi-boules sont absolument convexes, on en tire que

r{ o "(cln) C by, (1).

neN

D’autre part, si € by,__ (1), il existe une décomposition finie z = >~  ; z,, telle que

Z Cnpn(xn) <L

neJ

Fixons € > 0 tel que

€ Z cn + Z cnPn(xn) < 1.

neJ neJ

Si Ap, = ¢n(pn(zn) +€), on peut écrire
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avec
Z |An| = Z cnpn(Tn) +€ Z e < 1
neJ neJ neJ
et ) L
In
D <> = ———pnlzn) < —.
" An Cn(pn(-rn) + 5) n( n) Cn
|
4 )
Remarque 6.5.4. Par conséquent, tout ensemble de la forme
r U by, ()
neN
est un ouvert de la limite inductive X. De plus, si ng € N est fixé, alors pour tout n < ng,
la continuité de I'inclusion de X,, dans X, nous permet de trouver une semi-boule by, ()
de X, telle que by, (1) C by, (Tn,). On en tire que I'ensemble
r U bpn (rn)
n>ng
est également ouvert dans X.
- J

Nous allons voir que la topologie de la limite inductive est la topologie localement convexe finale

relative a la famille d’applications I,, : X,, — X.

4 )
Proposition 6.5.5. La limite inductive de la suite (X )nen est la topologie localement

conveze la plus fine rendant les inclusions

Iy X, = X

continues.

J

Démonstration. Si m = (pn)nen OU py € Py, pour tout n € N et si v = (¢, )nen est une suite de
réels positifs, on a

Pry© I, < c¢npn,
ce qui montre que la topologie de la limite inductive rend I,, continu.

De plus, soit Q un ensemble filtrant de semi-normes sur X rendant les inclusions continues. Alors,

siq € Q, il existe p, et ¢, > 0 tels que go I, < ¢, p,. On en tire que

alf) <> alfi) <D ¢ini(fy)

= jeJ

pour toute décomposition finie de f enles f; € X;. Ainsi, ¢ < pr oU T = (Pp)nen €t ¥ = (Cn)nen,

ce qui suffit. [ |
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Le résultat suivant est naturel.

Corollaire 6.5.6. Soit X = hﬂn X, et (Y, Q) un espace localement convexe. Une applica-
tion linéaire T : X — Y est continue si et seulement si sa restriction T|x, est continue

pour tout n € N.

Démonstration. Si T est continue, alors application T'|x, = T o I,, est continue pour tout n € N
par la Proposition 6.5.5. Réciproquement, supposons que T'|x, est continu pour tout n € N. Soit

g € Q. Pour tout n € N, il existe p, € P,, et ¢, > 0 tel que go T|x, < ¢, pn. Alors,

goT(x) < Z goT(xy) < Z Cn Pn(Tn)
neJ neJ

pour toute décomposition finie de x en les x, € X,. Ainsi, o T < pry o0 T = (Pn)nen et

v = (¢n)nen, d’ott la conclusion. ]

Par conséquent, la topologie de la limite inductive induit dans chaque espace X,, des semi-normes
plus faibles que celles de X,,. Cependant, en général, on n’a pas I’équivalence. Cela implique que
les propriétés des limites inductives ne peuvent pas toujours étre obtenues a partir des propriétés
des espaces (X, Py,). On va se placer dans un cadre plus restreint, mais cependant rencontré

régulierement en pratique.

Définition 6.5.7. Une limite inductive est stricte si pour tout n € N, les semi-normes
induites par X, 11 dans X,, sont équivalentes aux semi-normes de X,,. Une limite inductive

est hyperstricte si elle est stricte et si chaque X, est fermé dans X,,41.

Ainsi, une limite inductive est stricte si pour tout n € N, 'espace (X,,,P,,) est un sous-espace

localement convexe de (X41,Pnt1)-

( )
Exemple 6.5.8. Soit {2 un ouvert de R% et D(Q) I'espace des fonctions de C*°(£2) & support

compact. Pour tout compact K de €2, on pose

DR(Q) = {f € D() : supp(f) C K}
et on le munit de ’ensemble des semi-normes définies par

[/l := sup sup |9°f(z)|
la|<k z€K
avec k € N. Alors, si (K, )nen est une suite de compacts telle que K, C K, ., et dont
'union est égale a €2, on munit D(Q) de la limite inductive associée aux espaces D7 (Q),
i.e.

D(Q) = lig DF(Q).
neN
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k De plus, la limite inductive est hyperstricte. J

4 )

Remarque 6.5.9. Un autre exemple présent dans la version initiale du cours est 1’espace des
germes de fonctions C*° en 0. Si 'on consideére les espaces C*°((—1/n,1/n)), les applications
naturelles d’un étage vers le suivant sont ici des applications de restriction. L’espace des
germes s’interprete donc comme la limite inductive de ce systéme au sens général des limites
inductives. Cette situation ne reléve toutefois pas directement de la définition adoptée
ci-dessus, ou les espaces X, sont identifiés a des sous-espaces croissants d’'un méme espace
vectoriel. Nous ne qualifierons donc pas cette limite de stricte ou d’hyperstricte dans le

cadre présent.

- J

Le résultat suivant montre que les espaces (X,,, P,,) sont des sous-espaces localement convexes

de la limite inductive stricte.

Proposition 6.5.10. Si X est la limite inductive stricte de (X,)nen, alors la topologie

induite par X sur chaque X, coincide avec la topologie initiale de X,,.

Démonstration. Fixons n € N. La continuité de l'inclusion I,, : X,, — X montre déja que la
topologie induite par X sur X,, est moins fine que la topologie donnée sur X,,. Il reste a établir
I’inclusion réciproque.
Soit

Uo = by, (1)

une semi-boule de X,,. Comme la limite est stricte, la topologie de X,,4;—1 est, pour tout ¢ > 1,

la topologie induite par X, ;. On peut donc construire par récurrence des semi-boules

Ui=b

pngi(Ti) © Xt 12> 1,

telles que
UnNnXnppic1 CU.

D’apres la Remarque 6.5.4, ’ensemble

v=r|{JU
i>0
est un voisinage ouvert de 0 dans X. Montrons que V N X,, C Uj.
Soit x € V N X,,. Il existe des vecteurs uq,...,u,, des scalaires A1,..., A, et des indices
i(1),...,i(m) tels que

m

uj € Uiy, =) Nuj, D INI<T
j=1 =
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Posons N = max; i(j) et, pour 0 <i < N,

yi:‘z’)‘juj’ a;= Y |\l

(4)=i i(j)=i

Comme U; est absolument convexe, on a y; € a;U;. Posons encore

N N
=) Uk Si= Y
k=1 k=i

Pour i > 1, le vecteur z; appartient & X,,4;_1, car
1—1
Ri =T — Z Yk
k=0

et tous les termes du membre de droite appartiennent a X, ;1.

Nous montrons par récurrence descendante que
zi € $iU; (0<i<N).
C’est vrai pour ¢ = N. Supposons le résultat établi a 'indice ¢ > 1. Si s; > 0, alors

.
*Z. cUiNXppio1 CU;,

Si

donc z; € s;U;_1; si s; = 0, la conclusion est immédiate. Comme y; 1 € a;_1U;_1 et que U;_1

est absolument convexe,
Zic1 = Yi1+ 2 € (i1 +8)Uim1 = si1Ui—1.

A Tindice 0, on obtient
T = z9 € soUy C Uy,
puisque sp = >>; [A;[ < 1.

Ainsi, toute semi-boule de X, contient la trace sur X,, d'un voisinage de 0 dans X. La topologie

initiale de X, est donc moins fine que la topologie induite par X, ce qui achéve la preuve. ®

Attention, cette condition ne donne pas une caractérisation de la topologie de la limite inductive.
Autrement dit, un ensemble de semi-normes sur X qui induit dans chaque X,, des semi-normes

équivalentes a P, n’est pas nécessairement équivalent & I’ensemble des semi-normes de la forme

pﬂ',’}/‘

Corollaire 6.5.11. Si X est la limite inductive stricte de (X, )nen et si les espaces (X, Pr),

n € N, sont séparés, alors X est séparé.

Démonstration. Soit x € X tel que pr ,(x) = 0 pour tous 7 et y. Comme X = {J,,cry Xn, il existe
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n € N tel que z € X,,. Par la Proposition 6.5.10, p,(x) = 0 pour tout p, € P,, ce qui permet

d’obtenir la conclusion. ]

Nous allons a présent nous placer dans le cadre de limites inductives hyperstrictes pour obtenir

des propriétés supplémentaires.

Proposition 6.5.12. Si X est la limite inductive hyperstricte de (X, )nen, alors toute

partie fermée d’un X, est fermée dans X.

Démonstration. Soit F' C X,, fermé dans X,,. Nous montrons d’abord que F est fermé dans
chaque X, pour m > n. En effet, supposons F' fermé dans X,,. Comme la limite est stricte, la
topologie de X, est celle induite par X,,11; comme elle est hyperstricte, X, est en outre fermé
dans X,,11. Par conséquent, F', fermé dans le sous-espace fermé X,,, est fermé dans X,,11. Une

récurrence donne ’affirmation.

Soit maintenant x € X \ F. Choisissons m > n tel que = € X,,,. Puisque F est fermé dans X,,,
il existe un ouvert B de X,, contenant z et disjoint de F. D’apres la Proposition 6.5.10, la

topologie de X, est la topologie induite par X. Il existe donc un ouvert U de X tel que
B=UnNX,,.

Comme F' C X,,, on a
UNnF=UnX,)) NF=BNF=g.

Ainsi, chaque point de X \ F' posséde un voisinage ouvert disjoint de F'. Le complémentaire de F

est ouvert, donc F est fermé dans X. [ |

4 N\
Corollaire 6.5.13. Si X est la limite inductive hyperstricte de (Xp)nen et si A C X,

alors

pour tout m > n.
\_ J

Démonstration. Fixons m > n. Puisque les semi-normes induites par X sur X, sont équivalentes

a celles de X,,, par la Proposition 6.5.10, on a
atm At

De plus, la Proposition 6.5.12 implique que A% ost fermé dans X et puisqu’il contient A, on

obtient ’autre inclusion. [

r A\
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Corollaire 6.5.14. Si X est la limite inductive stricte de (Xy)nen, alors la limite inductive

est hyperstricte si et seulement si chaque X,, est fermé dans X.

Démonstration. Supposons que la limite inductive est hyperstricte. Puisque X,, est fermé dans
lui-méme, il est également fermé dans X par la Proposition 6.5.12. Réciproquement, supposons
que chaque X, soit fermé dans X. Alors X,, = X,,11 N X, est fermé dans X, 1 pour la topologie
induite par X. Cette topologie coincide avec la topologie initiale de X, 1 par la Proposition 6.5.10;

ainsi X,, est fermé dans X, 11 et la limite est hyperstricte. [ ]
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7 Complétude et espaces de Fréchet

Les constructions du chapitre précédent n’exigent aucune hypothese de complétude. Nous
introduisons maintenant cette condition topologique dans le cadre général des espaces localement

convexes.

Pourquoi imposer la complétude ?

En analyse, on construit fréquemment un objet comme limite d’approximations successives. Pour
que cette démarche reste a l'intérieur de l'espace considéré, il faut que les objets de Cauchy
aient effectivement une limite dans cet espace. C’est précisément le role de la complétude. Elle
intervient également de facon décisive dans les arguments de catégorie de Baire, qui sont a la

base de plusieurs grands théorémes d’analyse fonctionnelle.

Dans le cadre normé, cette exigence conduit aux espaces de Banach. Dans le cadre localement
convexe métrisable, ’analogue naturel est celui des espaces de Fréchet : des espaces localement
convexes, métrisables et complets. Comme les suites ne suffisent plus toujours a décrire la
convergence dans un espace non nécessairement métrisable, nous reprenons d’abord la formulation

du cours initial au moyen des filtres.

Ce n’est qu’une fois la complétude définie que nous introduirons les espaces de Fréchet. Nous
reviendrons alors sur les constructions déja étudiées pour déterminer lesquelles préservent cette

structure.

7.1 Suites, filtres et convergence

Dans les espaces métrisables, les suites suffisent pour décrire la convergence. Dans un espace
topologique plus général, elles ne capturent pas toujours toute la topologie ; les filtres fournissent

alors un outil adapté au niveau de généralité considéré ici.

Certains espaces topologiques ne sont pas a base dénombrable de voisinages. Dans ces espaces,
on ne peut pas utiliser les suites pour caractériser les différentes notions topologiques. On peut

alors utiliser la notion de filtre qui permet de généraliser celle de convergence.

Définition 7.1.1. Soit X un ensemble non vide. Un filtre sur X est une famille non-vide

F de parties de X qui vérifie les propriétés suivantes :
(F1) 0 ¢ 7,
(F2) si Fy,Fy € F,alors Fi N Fy € F,
(F3) Si Fy € Fet Fy C Fy, alors Fy € F.

N J
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( )
Exemples 7.1.2.

> SiY C X est non-vide, alors Fy = {F' C X : Y C F'} est un filtre sur X.
>> Si X est infini, alors 'ensemble F = {F C X : X \ F est fini } est un filtre sur X.

> Si (n)nen est une suite de X, ’ensemble des parties de X qui contiennent une

queue de cette suite est un filtre sur X, appelé le filtre associé da (zy)nen-

> Si (X, 7) est un espace topologique et si x € X, 'ensemble V), des voisinages de z

est un filtre sur X, appelé le filtre des voisinages de x.

Définition 7.1.3. Soit B une famille non-vide de parties non-vides de X telle que pour
tous By, By € B, il existe B € B tel que B C By N By. Alors

F={FCX:3BeBtel que BC F}

est un filtre sur X, appelé le filtre engendré par B. On dit que B est la base du filtre.

On vérifie directement que B C F et en utilisant (F3), que F est le plus petit filtre contenant 5.

~

Définition 7.1.4. Soit (X,7) un espace topologique. Un filtre F sur X converge vers
x € X si F contient le filtre V, des voisinages de x. On dit que x est un point limite du

filtre F. )

4 )

Remarque 7.1.5. Bien sir, un filtre F converge vers x si F contient une base de voisinages

B de x. 11 suffit pour cela d’utiliser la propriété (F3).

Remarque 7.1.6. Rappelons qu’une suite (z,,)nen de X converge vers x € X si pour tout
V e V,, il existe N € N tel que z, € V pour tout n > N. C’est équivalent a dire que le
filtre associé a (xy,)nen converge vers x. La notion de convergence de filtres généralise donc

bien celle de convergence de suites.

- J

Comme dans le cas des suites convergentes, I'unicité de la limite est assurée lorsque ’on travaille

dans des espaces séparés.

Proposition 7.1.7. Si (X, T) est un espace topologique séparé et si F est un filtre sur X

qui converge, alors sa limite est unique.

Démonstration. Supposons qu’il existe x # y dans X tels que F converge vers x et vers y.
Comme X est séparé, il existe V € V, et W € V, tels que VN W = (). Par définition de la
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convergence de F,ona V € F et W € F, et donc par la propriété (F2), ) =V NW € F. Ceci
est impossible vu (F1). ]

Soit Y un sous-ensemble d’un espace topologique (X, 7). Si F est un filtre sur Y, alors c’est la
base d’un filtre sur X. Ainsi, lorsque 'on parle d’un filtre F de Y qui converge dans X, cela

signifie que le filtre de X engendré par F converge.

Proposition 7.1.8. Une partie Y d’un espace topologique (X, T) est fermée si et seulement

st Y contient la limite de tous ses filtres convergents dans X.

Démonstration. Supposons que Y est fermé. Soit F un filtre de Y qui converge vers = dans
(X, T). Alors, pour tout V € V., V € F. En particulier, VNY #Q0 etz €Y =Y.

Réciproquement, si z € Y, alors B={V NY : V € V,} est une base de filtre sur Y. Le filtre
qu’elle engendre, considéré comme un filtre sur X, est plus fin que le filtre des voisinages V, ; il

converge donc vers x. Par hypothese, on a x € Y, ce qui sulffit. [ |

Remarque 7.1.9. En fait, nous avons montré qu’un point = est adhérent & un ensemble

Y si et seulement si z est la limite dans X d’un filtre de Y.

Les filtres permettent également de donner une caractérisation de la continuité d’une application
comme le montre le résultat suivant. Pour cela, nous introduisons la notion de filtre image. Si
f:X — Y etsiF estun filtre sur X, 'ensemble {4 C Y : f~1(A) € F} est un filtre sur Y
appelé filtre image de F par f et est noté f(F).

Proposition 7.1.10. Soient (X, T) et (Y, T') deux espaces topologiques. Une application
f: X =Y est continue si et seulement si pour tout filtre F de X qui converge vers x € X,

le filtre image f(F) converge vers f(x).

Démonstration. Supposons que f est continu. Soit F un filtre de X qui converge vers z. Soit V'
un voisinage de f(x). Par continuité, f~1(V) est un voisinage de z et donc f~1(V) € F. Donc
V e f(F), ce qui suffit.

Réciproquement, soit V' un voisinage de f(x). On sait que le filtre V), des voisinages de x converge
vers z, donc par hypotheése, f(V,) converge vers f(x). Ainsi, V € f(V,), dou f71(V)€V,. =

Remarque 7.1.11. Soient (X, 7) et (Y, T’) deux espaces topologiques, et soit f: X =Y
une application. On dit que f est séquentiellement continu si pour toute suite (z,)nen de

X qui converge vers x, (f(x,))nen converge vers f(x). Si (X,7T) est a base dénombrable de
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voisinages, alors on sait que f est séquentiellement continu si et seulement si f est continu.

En particulier, si X est métrisable, on peut utiliser le “critére par les suites”.

Terminons cette section par le résultat suivant qui caractérise la convergence de filtres dans le
cas d’espaces localement convexes. Ce sera le point de départ pour définir les filtres de Cauchy

dans la section suivante.

Proposition 7.1.12. Soit F un filtre sur l’espace localement convexe (X, P). Alors F
converge vers x € X si et seulement pour tout p € P et tout € > 0, il existe F' € F tel que

p(x —y) < € pour tout y € F.

Démonstration. = 1l suffit de prendre F' = b,(x,¢).

< On utilise la Remarque 7.1.5. [ ]

7.2 Filtres de Cauchy et espaces complets

La notion de suite de Cauchy doit elle aussi étre généralisée lorsque ’on quitte le cadre métri-
sable. Les filtres de Cauchy permettent de retrouver 1'idée essentielle de la complétude : toute

approximation intrinsequement cohérente doit converger dans ’espace.

Au vu de la Proposition 7.1.12; il semble naturel de généraliser la notion de suite de Cauchy au

moyen des filtres dans les espaces localement convexes de la maniére suivante.

Définition 7.2.1. Soit (X,P) un espace localement convexe. Un filtre F sur X est de
Cauchy si pour tout p € P et tout € > 0, il existe ' € F tel que

p(xr—y)<e VYz,y€F.

~

Remarque 7.2.2. Soit F le filtre associé a une suite (x,)nen de Pespace localement
convexe (X,P). Alors F est de Cauchy si et seulement si pour tout p € P et tout € > 0, il
existe NV € N tel que

p(xn —xm) <e Vn,m>N.
J

\

Proposition 7.2.3. Si (X,P) est un espace localement convezxe, alors tout filtre convergent

sur X est de Cauchy.

J

Démonstration. Supposons que F est un filtre sur X qui converge vers x € X. Alors par la

Proposition 7.1.12, pour tout p € P et tout ¢ > 0, il existe F' € F tel que p(z —y) < § pour tout
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y € F. Par conséquent, pour tous y,z € F, on a
ply—2) <ply—=z)+plz—2z) <e,
ce qui suffit. [ |

En général, la réciproque de ce résultat est fausse. On introduit donc naturellement la notion

suivante.

Définition 7.2.4. Un espace localement convexe séparé (X, P) est complet si tout filtre de
Cauchy sur X converge. De maniere plus générale, une partie Y de X est compléte si tout

filtre de Cauchy sur Y converge dans Y.

Proposition 7.2.5. Soit (X,P) un espace localement convezxe séparé. Alors toute partie

compléte Y de X est fermée.

Démonstration. Soit F un filtre de Y qui converge vers x € X. Comme F converge, la Proposition
7.2.3 implique que F est de Cauchy. Comme Y est complet, F converge dans Y (donc dans X)

et on en tire que = € Y. On obtient la conclusion en utilisant la Proposition 7.1.8. [ |

Corollaire 7.2.6. Soit (X, P) un espace localement convexe séparé. Si'Y est un sous-espace

vectoriel de X de dimension finie, alors Y est complet et fermé dans X.

Démonstration. La Proposition 5.4.7 implique que la topologie de Y est donnée par la topologie
usuelle de K4™Y  Ainsi, Y est un espace complet et la Proposition 7.2.5 donne que Y est

fermé. []

Proposition 7.2.7. Soit (X, P) un espace localement convezre séparé et complet. Alors

toute partie fermée de X est compléte.

Démonstration. Soit Y une partie fermée de X et soit F un filtre de Cauchy sur Y. Alors F est
également un filtre de Cauchy de X et comme X est complet, il converge. Comme Y est fermé,

le point limite appartient a Y, ce qui suffit. [ |

Dans ce qui suit, nous montrons que dans le cas d’un espace a semi-normes dénombrables, on

peut se limiter a étudier les convergences des suites.

Définition 7.2.8. Un espace localement convexe séparé (X, P) est séquentiellement-complet,

ce que l'on note sq-complet, si toute suite de Cauchy sur X converge. De maniere plus
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générale, une partie Y de X est séquentiellement-compléte, ce que 'on note sg-compléte, si

toute suite de Cauchy sur Y converge dans Y.

Théoréme 7.2.9. Un espace séparé a semi-normes dénombrables (X, P) est complet si et

seulement s’il est sq-complet.

Démonstration. 11 est clair que tout espace complet est sq-complet. Réciproquement, supposons
que espace est sq-complet. Soit F un filtre de Cauchy sur (X, P) ou P = {p,,, : m € N} avec
Pm < pm+1. Pour tout m > 1, il existe F),, € F tel que

1
pm(x —y) < — Va,y € Fpy.
m

Quitte & remplacer F,, par F,, N F,,—1 N---N F}, en utilisant la propriété (F2), on peut supposer
que la suite (Fy,)m>1 est décroissante. Pour tout m > 1, soit x,, € Fy,. La suite (2, )men est de
Cauchy puisque pp, (z, — z5) < % pour tous r, s > m. Par hypothese, elle converge vers x € X.
Pour conclure, il reste & montrer que B, C F, ou B, est I’ensemble des boules centrées en z.

Fixons m € N et € > 0. Il existe N > m tel que % < Setpm(ry —x) < §.Siy€ Fy, on a alors

1 5
Py — ) <pm(y —2n) +pmleny —2) <pn(y —2N) + pm(zy — ) < N tg<e

On en tire que Fx C by, (z,€) et par la propriété (F3), on a by, (z,¢) € F. |

( Corollaire 7.2.10. Un espace normé est complet si et seulement s’il est sq-complet. ]

Ce corollaire reformule, a I'aide des suites, la complétude utilisée dans la définition des espaces
de Banach.

Lorsque l'on travaille dans un espace & semi-normes dénombrables, on dispose d’une distance
d et donc de la notion usuelle de suites de Cauchy. Notons que la propriété “étre de Cauchy”
dépend de la distance choisie : si dj et do sont deux distances qui définissent la méme topologie
sur un espace X, alors (X, d;) peut étre complet sans que (X, d2) le soit. La complétude n’est
donc pas une notion topologique. Cette remarque est illustrée par deux exercices placés a la fin

du chapitre.

Le résultat suivant montre que les suites de Cauchy d’un espace & semi-normes dénombrables sont
les mémes que les suites de Cauchy définies a partir de la distance introduite dans le Théoreme
5.4.10.

( Proposition 7.2.11. Considérons un espace séparé a semi-normes dénombrables (X, P) W
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avec P = {pm : m € N}, 0t (pm)men est croissant. Si d est la distance définie sur X par

+o0
— pm(x_y>
dz,y) =Y 27"
= 14+ pm(z—vy)

alors une suite de X est de Cauchy pour P si et seulement si elle 'est pour d. En particulier,

(X, P) est complet si et seulement si (X,d) l'est.
\_ J

Démonstration. 11 suffit d’imiter la preuve du Théoreme 5.4.10 et d’utiliser les inclusions qui

existent entre les boules définies a partir P et celles définies a partir de d. [ |

7.2.1 Complétude des produits

La construction du produit ayant été définie au Chapitre 6, nous pouvons maintenant examiner

son comportement vis-a-vis de la complétude.

4 )
Proposition 7.2.12. Soient (X;,P;), i € I, une famille d’espaces localement convexes

séparés complets et F un filtre sur le produit [[;c; X;.
1. Le filtre F converge vers x € [[;c; X; si et seulement si pour tout i € I, le filtre image
mi(F) converge vers m;i(x) dans X;.

2. Le filtre F est de Cauchy dans [[;c; X; si et seulement si pour tout i € I, le filtre
image m;(F) est de Cauchy dans X;.

En particulier, tout produit d’espaces localement convexes complets est complet.

- J

Démonstration. La topologie produit est engendrée par les semi-normes obtenues a partir d’un
nombre fini de coordonnées. Un filtre converge donc dans le produit si et seulement si chacune
de ses images par les projections coordonnées converge. De méme, la condition de Cauchy pour
toute semi-norme du produit équivaut a la condition de Cauchy dans chaque coordonnée. Si tous
les X; sont complets, chaque filtre de Cauchy posséde ainsi une limite coordonnée ; le point formé

par ces limites est la limite du filtre dans le produit. [ |

7.3 Espaces de Fréchet

Les espaces de Fréchet forment le cadre localement convexe ot ’on conserve a la fois la métrisabilité
et la complétude. Ils généralisent ainsi les espaces de Banach tout en couvrant des espaces de

fonctions qui ne se décrivent pas naturellement par une norme unique.

Les espaces de Banach, introduits a la Définition 1.2.1, réunissent les trois propriétés qui ont
joué un role essentiel dans le cadre de Banach : séparation, métrisabilité et complétude. Nous
conservons maintenant ces trois propriétés, mais nous autorisons une famille dénombrable de

semi-normes & la place d’une norme unique.
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Motivation. Dans le cadre de Banach, la complétude se lit sur la distance associée a
la norme. De fagon analogue, un espace de Fréchet est un espace localement convexe
complet dont la topologie peut étre décrite par une distance invariante par translation ; le
Théoreme 5.4.10 construit précisément cette distance a partir d’une famille dénombrable de

semi-normes.

Définition 7.3.1. Un espace de Fréchet est un espace séparé a semi-normes dénombrables

complet.

Par le Théoreme 7.2.9, un espace de Fréchet est un espace séparé a semi-normes dénombrables

sq-complet.

( )
Exemples 7.3.2.

> L’espace de suites w est un espace de Fréchet.
> Si Q est un ouvert de R et si I € N, 'espace C'(€2) est un espace de Fréchet.

> Plus généralement, C°°(£2), muni des semi-normes

. (0%
Pnm(f) = max sup [0°f(z)|
|a|§mx€Kn
associées a une exhaustion compacte (K,) de €2, est un espace de Fréchet. En effet,
une suite de Cauchy pour toutes ces semi-normes converge uniformément sur chaque
compact, avec chacune de ses dérivées; les limites obtenues sont compatibles et

définissent une fonction de C*°(12).
> Pour tout compact K C €, 'espace DX (Q) introduit au Chapitre 6 est un sous-espace
fermé de C*°(Q); il est donc de Fréchet. Ainsi la représentation

D(Q?) = liy D ()

du Chapitre 6 fournit un exemple fondamental de limite inductive d’espaces de

Fréchet.
N\ J

7.3.1 Critere des séries dans un espace a semi-normes dénombrables

Comme dans le cas des espaces de Banach, les séries donnent un critére pratique de complétude.

Le résultat suivant sera utilisé plus loin dans I’étude de la stabilité des constructions précédentes.

Définition 7.3.3. Soient (X, P) un espace localement convexe et (Z,)men une suite de X.

La suite des sommes partielles (Zf‘,{:o azm) MeN s’appelle la série associée a (Z,)men. Si
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elle converge dans (X, P), on note
“+o0o
D @m
m=0
sa limite. On dit que la série est absolument convergente dans (X, P) si pour tout p € P,

on a
+oo

> plzm) < +oo.
m=0

N J

Il est clair que toute série absolument convergente est de Cauchy : en effet, on a pour tout p € P

p(i xm> < Es:p(mm)—m

si r,s — +00. En particulier, dans un espace complet, toute série absolument convergente est
convergente. Dans le cadre a semi-normes dénombrables, la réciproque fournit la caractérisation

suivante de la complétude. Le cas d’une norme unique a déja été établi au Théoreme 1.2.5.

Proposition 7.3.4. Si (X, P) est un espace séparé a semi-normes dénombrables et si toute

série absolument convergente de (X, P) est convergente, alors (X, P) est complet.

Démonstration. Soit (x,)men une suite de Cauchy de (X, P). Supposons que P est donné par la
suite croissante de semi-normes (py,)men. Par induction, nous pouvons en extraire une sous-suite

(Tm,, )ken telle que

Pi(Tmy, — Tm) <278 Ym > my,.

Remarquons que pour tout N € N, on a

too N-1 +oo

PN () + D PN @y — Tmy) < PN (@) + Y PN @y — Tg) + Y D@y — Ty
k=1 k=1 k=N
N-1 40
k=1 k=N

On en tire que la série x,,, + Z{Cw:l(mmk 41 — Tm,) est absolument convergente et par hypothese,

elle converge donc. Ainsi, la sous-suite

M
Tmprpr = Tmy T Z(wmk+1 - xmk)
k=1
converge vers un élément x € X. On en déduit que la suite (z,,)men converge vers la méme
limite puisque pour tout NV € N et tout € > 0, on a

L

2k+ <e

DO | ™

pN(Tm — ) < pN(aCm - wmk) +pN(xmk —x) <

si k est suffisamment grand et si m > my. [ |
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Remarque 7.3.5. On vient de montrer que si une suite de Cauchy d’un espace localement

convexe admet une sous-suite convergente, alors elle est convergente.

Dans le cas ou la topologie est définie par une seule norme, ce critere est exactement le

critere des séries du Théoreme 1.2.5. Il n’est donc pas réénoncé ici.

7.4 Stabilité des espaces de Fréchet

Nous revenons maintenant, dans le méme ordre, sur les constructions du Chapitre 6 : sous-espaces,
produits, quotients, limites projectives puis limites inductives. Pour chacune, la question est de
savoir si 'ajout de la complétude et de la métrisabilité est stable. Les résultats correspondants

pour les espaces de Banach ont déja été établis au Chapitre 1.

Nous examinons a présent la stabilité des espaces de Fréchet par les constructions du Chapitre 6.
Les résultats analogues pour les espaces de Banach ont déja été traités au Chapitre 1 et sont

seulement rappelés par des renvois.

Pour les sous-espaces, la Proposition 7.2.7 donne la version suivante. Son analogue normé a déja

été établi a la Proposition 1.2.6.

[ Proposition 7.4.1. Tout sous-espace fermé d’un espace de Fréchet est un espace de Fréch,et.j

De méme, la Proposition 7.2.12 fournit le résultat suivant. Pour les produits finis d’espaces de

Banach, on se reportera a la Proposition 1.2.7.

( Proposition 7.4.2. Tout produit dénombrable d’espaces de Fréchet est un espace de Fréchet. j

Corollaire 7.4.3. Tout quotient d’un espace de Fréchet par un sous-espace fermé est un

espace de Fréchet.

Démonstration. Soit (X, P) un espace de Fréchet, ou P = {py, : k € N} est une suite croissante de
semi-normes, et soit L un sous-espace fermé. Le quotient X /L est séparé par la Proposition 6.3.3

et sa topologie est définie par les semi-normes

pri([z]) = zileljigpk(l’ + 2).

Il est donc métrisable.

Soit ([zn])nen une suite de Cauchy dans X /L. On construit une sous-suite ([zy,])r>1 telle que

pL,k([xnk-H] - [xnk]) < 2716 (k > 1)'
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Pour chaque k, choisissons un représentant uy de [Ty, ,] — [zn,] vérifiant
1-k
pr(ur) <2777

Fixons un représentant y; de [zy,] et posons récursivement yi1 = yr +ug. On a alors [yx| = [zp, ]

pour tout k.

La suite (yx) est de Cauchy dans X. En effet, sim > ¢ > N,
m—1 m—1 “+oo
PNm —ye) < D pn(ur) < pelur) < D20,
k=¢ k=¢ k=¢

et le dernier terme tend vers 0 lorsque ¢ tend vers l'infini. Comme X est complet, il existe y € X
tel que y, — y. Par continuité de la projection canonique, la sous-suite ([zy,]) = ([yx]) converge
vers [y] dans X /L. Une suite de Cauchy qui posseéde une sous-suite convergente converge vers la

méme limite. Le quotient est donc complet et, par conséquent, de Fréchet. [ |

La version Banach de ce résultat est le Théoreme 1.2.10. La preuve ci-dessus remplace la

norme quotient par la famille dénombrable des semi-normes quotient.

Le résultat suivant décrit la stabilité de la classe des espaces de Fréchet par limites projectives

dénombrables.

Proposition 7.4.4. Toute limite projective dénombrable d’espaces de Fréchet, réalisée
comme dans la section précédente, est un espace de Fréchet. En particulier, toute limite

projective d’espaces de Banach est un espace de Fréchet.

Démonstration. Une telle limite projective s’identifie & un sous-espace fermé du produit dénom-
brable des espaces considérés, défini par les relations de compatibilité. Le produit dénombrable
d’espaces de Fréchet est métrisable et complet ; son sous-espace fermé est donc encore métrisable
et complet. Il est localement convexe par construction, donc de Fréchet. Le cas des espaces de

Banach est un cas particulier. [ |

Intéressons-nous a présent au cas des limites inductives. Comme on perd en général le caractere
dénombrable des semi-normes, une limite inductive d’espaces de Banach ou de Fréchet n’est pas

nécessairement un espace de Fréchet. On introduit alors les définitions suivantes.

Définition 7.4.5. Un espace (LB) est une limite inductive d’espaces de Banach. Un espace

(LF) est une limite inductive d’espaces de Fréchet.

Si la limite inductive d’espaces de Banach ou de Fréchet X,,, n € N, est stricte, alors on a

automatiquement que X, est fermé dans X, 1 comme le montre le résultat suivant.
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[ Proposition 7.4.6. Toute limite inductive stricte d’espaces de Fréchet est hyperstricte. j

Démonstration. Supposons que la limite inductive des X,,, n € N, est stricte. Alors, pour tout
n € N, les semi-normes induites par X,, 1 sur X, sont équivalentes aux semi-normes de X,,. Par
conséquent, X, est un sous-espace complet de X, et par la Proposition 7.2.5, il est donc fermé
dans Xp11. [ ]

Ainsi, tout espace (LB) ou (LF) strict est hyperstrict. Le passage a la limite inductive stricte
conserve également la complétude. Comme dans la version antérieure du cours, nous admettons

le résultat suivant.

[ Proposition 7.4.7. Tout espace (LB) ou (LF) strict est complet. j

L’idée du résultat peut étre comprise au niveau des suites de Cauchy. Elle repose sur le lemme

suivant, que nous admettons également.

Lemme 7.4.8. Soit X la limite inductive hyperstricte d’espaces X,, n € N. Une suite
(Tm)men de X converge dans X si et seulement s’il existe ng tel que tous les x,, appar-

tiennent a X,, et que la suite converge dans Xy, .

Esquissons 'argument séquentiel donné dans la version antérieure. Soit X = lim X, une limite
inductive stricte d’espaces de Fréchet et soit (x,,) une suite de Cauchy de X. Pour toute

semi-norme p de X, il existe NV tel que p(z, — zs) < 1 pour tous r,s > N. Par conséquent,

sup p(m) < +o0.

meN
La suite (z,,,/m) converge donc vers 0 dans X. Par le Lemme 7.4.8, il existe ng tel que (z,,,/m),
et donc (z,), soit contenue dans X,,,. La Proposition 7.4.6 montre que la topologie de X, est la
topologie induite par X ; la suite est donc de Cauchy dans X,,, et y converge puisque cet espace

est complet.

Remarque 7.4.9. Cet argument explique la complétude séquentielle. La proposition
précédente porte sur la complétude au sens des filtres; sa démonstration complete est,

comme dans le manuscrit initial, admise ici.

Pourquoi retrouve-t-on les grands théorémes de Banach ?

La complétude ne sert pas seulement a garantir ’existence de limites. Par le théoréme de Baire,
elle transforme souvent une information ponctuelle ou algébrique en une propriété uniforme ou

topologique beaucoup plus forte. C’est le mécanisme commun derriere les trois résultats que nous
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retrouvons maintenant : Banach—Steinhaus transforme un contréle ponctuel en contréle uniforme,
le théoreme de 'opérateur ouvert transforme la surjectivité en une propriété topologique, et le
théoreme du graphe fermé permet de déduire la continuité d’une information portant seulement

sur le graphe.

Dans le cadre de Fréchet, 'argument de Baire subsiste puisque ces espaces sont métrisables et

complets. Les énoncés doivent toutefois étre reformulés avec des semi-normes et I’équicontinuité.

7.5 Le théoreme de Banach—Steinhaus dans les espaces
de Fréchet

Dans le cadre de Banach, le théoréme de Banach—Steinhaus a été obtenu a partir du théoreme
de Baire. Nous revenons ici sur ce résultat pour comprendre ce qui subsiste lorsqu’une norme
unique est remplacée par la structure d’un espace de Fréchet. Il faut d’abord introduire la notion

qui remplacera la borne uniforme sur les normes d’opérateurs.

Définition 7.5.1. Soient (X,P) et (Y, Q) des espaces localement convexes. Une famille
(T3)icr d’opérateurs de L(X,Y) est équicontinue si pour tout g € Q il existe p € P et C > 0
tels que

supg o T; < Cp.

el

N J

Ce qui change par rapport au cas de Banach. Le théoreme démontré au Chapitre 1
controle une famille d’opérateurs par une borne uniforme sur leurs normes. Dans un espace
localement convexe, il n’y a plus nécessairement de norme d’opérateur unique. La notion
d’équicontinuité que nous venons de définir contrdle simultanément la famille pour chaque

semi-norme de l'espace d’arrivée. L’argument de Baire, lui, reste le méme.

Comme dans la preuve du Théoreme 1.7.1, I'outil essentiel est le théoreme de Baire. Un espace de
Fréchet est métrisable et complet par définition ; il est donc un espace de Baire. Nous pouvons des
lors reprendre la méme stratégie, en travaillant cette fois avec une semi-norme fixée de 1’espace
d’arrivée.

4 )
Théoréme 7.5.2 (Banach-Steinhaus). Soient (X,P) un espace de Fréchet, (Y, Q) un

espace localement convexe et (T;);er une famille d’opérateurs de L(X,Y"). Supposons que,

pour tout q € Q et tout x € X,

sup ¢(T3(z)) < +o0.
i€l

Alors la famille (T;);er est équicontinue.
\_ J
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Démonstration. Fixons ¢ € Q. Pour tout entier n > 1, posons

F, = {x €X: Stel?q(TZ(x)) < n} .

Chaque F,, est fermé, car il est l'intersection des fermés {x : ¢(T;(z)) < n}, et 'hypothése donne
X =U,>1 Fn. Comme X est un espace de Baire, il existe n > 1 tel que F, soit d’intérieur non

vide. On peut donc trouver xg € X, p € P et € > 0 tels que
bp(xo,€) C F.
En particulier, xg € F,. Si u € by(0,¢), alors xg + u € F), et, pour tout ¢ € I,
a(Ti(w)) < q(Ti(wo + w)) + q(Ti(zo)) < 2n.

Soit maintenant € X. Si p(z) > 0, le vecteur u = ex/(2p(x)) appartient a b,(0,¢) ; ainsi

4dn )
¢(Ti()) < —ple)  (P€]).
Si p(x) =0, alors tx € by(0,¢) pour tout ¢ > 0. On a donc tq(Ti(z)) < 2n pour tout t > 0, d’out

q(Ti(z)) = 0. Comme g était arbitraire, la famille (7;);cr est équicontinue. |

Les conséquences suivantes sont les analogues directs de résultats déja vus dans le cadre normé.
Elles sont conservées ici parce qu’elles montrent précisément comment la notion d’équicontinuité

remplace la borne uniforme sur les normes d’opérateurs.

4 )
Corollaire 7.5.3. Soient (X, P) un espace de Fréchet, (Y, Q) un espace localement convexe

séparé et (Ty,)nen une suite d’opérateurs de L(X,Y). Supposons que la suite (T),)nen est
simplement convergente, c’est-a-dire que pour tout x € X, la suite (T,,(x))nen converge
dans'Y wvers un élément que l’on note T'(x). Alors lapplication

T:X—>Y:z—T(x)= lim T,(z)

n—-+o0o

est un opérateur linéaire continu.

- J

Démonstration. 11 est clair que opérateur T est linéaire. De plus, comme la suite (7, (x))nen
converge, on a

sup ¢(Tn(x)) < +o00
neN

pour tout g € Q. Le Théoreme 7.5.2 implique qu’il existe p € P et C' > 0 tels que
supgo T, <Cp.

neN

En passant a la limite, il vient go T < Cp et T est donc continu par la Proposition 5.5.1. [ |
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4 )
Corollaire 7.5.4. Soient (X, P) un espace de Fréchet, (Y, T) un espace vectoriel métrisable,

(Z, Q) un espace localement conveze et B : X xY — Z une application bilinéaire. Supposons

que les applications

B,:Y—>Z:y—B(z,y) e BY:X—Z:x— B(z,y)

sont continues pour tout x € X et tout y € Y. Alors B est continu.

- J

Démonstration. Soit (xy,)nen une suite de X qui converge vers xg et soit (yp)nen une suite de Y
qui converge vers yg. Comme 'espace X x Y est métrisable, il suffit de montrer que B(xy,, yn)
converge vers B(xzg,yp). Soient ¢ € Q et £ > 0. Pour tout € X, comme application B, est

continue, on sait que la suite (Bx(yn))neN converge vers By (yp). On en tire que

sup ¢(B(z,yn)) < 400

neN
pour tout z € X. Par le Théoreme 7.5.2, la famille (BY"),cn est équicontinue et il existe p € P
et C' > 0 tels que

sup q o BY» < Cp.
neN

Puisque (z,)nen converge vers xg et (By, (yn))neN converge vers By, (yo) par continuité, on

trouve N € N tel que

I3
p(ﬂ?n - 350) < 20 et q(BIO(yn - 3/0)) <

DN ™

pour tout n > N. Il vient alors

Q(B(xmyn) - B(x07y0)) < Q(B($n — Zo, yn)) + Q(B($07yn - yO))
S Cp(l'n - 1‘0) + Q(B(xo)yn - yO))

3

A

A

pour tout n > N, ce qui suffit. |

L’application a la divergence ponctuelle d’une série de Fourier ne dépend pas de cette généralisation

et a donc été laissée dans le cadre de Banach au Corollaire 1.7.4.

7.6 Les théoremes de opérateur ouvert et du graphe fermé dans

les espaces de Fréchet

Les deux autres grands théoremes du cadre de Banach se prolongent eux aussi aux espaces de
Fréchet. Les énoncés restent trés proches de ceux du premier chapitre, mais leur formulation
met en évidence que la complétude et la métrisabilité, davantage que 'existence d’une norme

particuliére, sont les hypotheses essentielles.
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Les deux derniers résultats fondamentaux du chapitre sont les versions de Fréchet de deux
théoréemes déja démontrés dans les espaces de Banach. Nous ne les réintroduisons donc pas
comme des phénomenes nouveaux : nous cherchons a identifier le mécanisme qui subsiste lorsque

I’on ne dispose plus d’une norme unique.

Du cas de Banach au cas de Fréchet. Le théoreme de 'opérateur ouvert et le théoreme
du graphe fermé restent vrais pour les espaces de Fréchet. Dans la preuve de 'opérateur
ouvert, les boules normiques sont remplacées par les boules d’une distance invariante par
translation compatible avec la topologie. Pour le graphe fermé, la structure de la preuve ne
change pratiquement pas : on utilise encore que le graphe est un sous-espace fermé d’un

produit complet, puis le théoréme de I'inverse continu.

Théoréme 7.6.1 (Opérateur ouvert). Soient (X,P) et (Y, Q) deux espaces de Fréchet et
T e L(X,Y). Si T est surjectif, alors T est ouvert.

La preuve de ce résultat est basée sur un lemme que nous énongons ci-dessous.

4 )
Lemme 7.6.2. Soient X un espace de Fréchet, Y un espace séparé a semi-normes dénom-

brables et T € L(X,Y). Supposons que pour tout e > 0, il existe 6. > 0 tel que

bY(Oa 55) € T(bX (07 5))

ot les boules sont définies a partir des distances dx et dy sur X etY respectivement

données par le Théoréme 5.4.10. Alors
by (0,6.) C T'(bx(0,€"))

pour tout & > ¢.

- J

Démonstration. Fixons € > ¢ > 0. Choisissons une suite (gx)r>0 de réels strictement positifs
telle que eg =€ et 3 j~gex < ¢’. Posons &g = d.. Pour chaque k > 1, choisissons d’abord gk >0
tel que

by (0,01) € T(bx (0,ex)),
puis posons Jd; = min(gk, 27F). Ainsi 6, — 0, et l'inclusion précédente reste vraie avec dy.

Soit y € by (0, dp). Construisons par récurrence des vecteurs x; € bx (0,e5-1), k > 1, tels que

k
dy |y — ZT(l‘j),O < Og.
j=1
Supposons 1, . .., Ti_1 construits. Le résidu r,_1 = y—E?;ll T'(x;) appartient a by (0, 6;—1), donc
a T(bx(0,e5-1)). On peut alors choisir xj, € bx(0,e5_1) de sorte que dy (rg—1 — T (x),0) < dg.
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La série ;> 7 est de Cauchy, car
N N N
dx (Z xk,()) < Z dx (r,0) < Z Ek—1-
k=M k=M k=M

La complétude de X fournit donc un = € X tel que >y~ 71 = x. De plus, dx (7,0) < 37)sqer <
¢’. Comme les résidus tendent vers 0 et que T est continue, on obtient T'(z) = y. Ainsi by (0, o) C
T(bx(0,£")). [ ]

Démonstration du Théoréeme 7.6.1. Montrons d’abord que, pour tout n > 0, il existe r;, > 0 tel
que
bY(07 T’I]) g T(bX(Oa 77))

Fixons donc n > 0. Comme bx (0,7/2) est absorbante et que T est surjectif,

Y = U nT(bX(Ovn/2)) < U ”T(bX(OaU/Q))-

n>1 n>1

L’espace de Fréchet Y est un espace de Baire. L'un des fermés de la dernieére union posséde donc
un intérieur non vide. Comme la multiplication par un scalaire non nul est un homéomorphisme,

T'(bx(0,17/2)) possede lui-méme un intérieur non vide. Il existe ainsi y € Y et 7, > 0 tels que

by (y,m) C T (bx(0,7/2)).

Puisque y appartient au méme fermé et que les distances choisies sont invariantes par translation,

by (0,7) € T'(bx(0,1/2)) — T(bx(0,7/2))
C T(bx(0,7m)).

La premiere étape est donc établie pour tout n > 0.

Fixons maintenant ¢ > 0. Le Lemme 7.6.2, appliqué avec nn = ¢/2 et &' = ¢, fournit
by(o, TE/Q) - T(bx(o, 8))

L’image par T" de tout voisinage de 0 contient donc un voisinage de 0 dans Y. La Remarque 5.5.8

montre que 71" est ouverte. ]

Comme dans le cadre de Banach, le premier corollaire est le théoreme de 'inverse continu. Nous

n’en redonnons pas la preuve : elle est exactement la méme que celle du Corollaire 1.8.4.

Corollaire 7.6.3. Toute bijection linéaire continue entre espaces de Fréchet est un homéo-

morphisme.
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Corollaire 7.6.4. Soient P et Q deux systémes dénombrables de semi-normes sur X pour
lesquels (X, P) et (X, Q) sont des espaces de Fréchet. Si Q <X P, alors P =~ Q.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Théoreme 7.6.1 a I’application surjective et continue
id: (X,P) = (X, Q). ]

Les conséquences propres aux espaces de Banach — critere d’image fermée, non-surjectivité
de la transformée de Fourier, critére de surjectivité et universalité de £ — ont été regroupées
a la Section 1.8. Elles ne sont pas répétées dans ce chapitre consacré aux généralisations de
Fréchet.

Passons au théoréme du graphe fermé. Le graphe d’une application a déja été défini a la Défini-
tion 1.9.1; nous conservons la notation G(7'). La proposition suivante est purement topologique

et ne dépend donc ni de la structure de Banach ni de celle de Fréchet.

Proposition 7.6.5. Soient (X,T) et (Y, T') deuz espaces topologiques et T : X —'Y une

application. Si T est continu et si (Y, T') est séparé, alors G(T) est fermé.

Démonstration. Si(x,y) ¢ G(T), alors y # T'(x) et comme (Y, T") est séparé, il existe des ouverts
disjoints Qy, Qs € T tels que T'(x) € Q et y € Qa. Par continuité de 7', T-(£2;) est un ouvert
de (X, T) qui contient z. On obtient donc que T~1(Q1) x Q) est un ouvert de X x Y qui contient
(z,y) et tel que (T-1(Q1) x Q2) NG(T) = 0. [ |

La réciproque est fausse pour une application quelconque. Pour un opérateur linéaire entre
espaces de Fréchet, elle redevient vraie; c’est exactement la généralisation du résultat démontré

au Chapitre 1.

Théoréme 7.6.6 (Graphe fermé). Soient (X, P) et (Y,Q) deur espaces de Fréchet et

T:X —Y un opérateur linéaire. Si G(T) est fermé, alors T est continu.

Démonstration. Par la Proposition 7.2.12; on sait que X X Y muni de la famille de semi-normes
P x Q est un espace de Fréchet. Comme G(T') est un sous-espace fermé de X x Y, il s’agit
également d’un espace de Fréchet. Considérons la projection 7x : X x Y — X : (z,y) — z. Par
définition de la topologie produit, il s’agit d’une application continue. Sa restriction WX]g(T) a
G(T') est injective, et donne donc une bijection continue de G(T') dans X. Par le Corollaire 7.6.3,

(mxlg(ry) ™" est continu. Pour conclure, il suffit de remarquer que T' = 7y oo (nx|g¢r))~" ou
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i:G(T) - X xY est l'inclusion et 1y : X XY =Y : (z,y) — v.

G(T)—>X xY

(7TX|g(T))1T O lﬂy
X Y

T

Remarque 7.6.7. Puisqu’on travaille avec des espaces métrisables, afin de vérifier que

G(T) est fermé, il suffit de montrer que si (z,,)nen converge vers z dans X et (T'(2)),,cy

converge vers y dans Y, alors T'(z) = y.

L’application du théoreme du graphe fermé aux opérateurs sur les espaces de Hilbert,
connue sous le nom de théoréemes de Hellinger—Toeplitz, a été présentée au Corollaire 3.6.9
dans le cadre de Banach. Le théoreme de Fréchet montre que le mécanisme de la preuve est

plus général que ce seul exemple.

7.7 Sommes directes topologiques

La notion de somme directe topologique compléte la décomposition algébrique X =Y @ Z en
demandant que les projections associées soient continues. Dans les espaces de Fréchet, le théoréme

de 'opérateur ouvert fournit un critére particulierement simple pour obtenir cette propriété.

Soient Y et Z deux sous-espace d’un espace vectoriel X tels que Y NZ ={0}.SiY +Z =X, on
rappelle que X est la somme directe de Y et Z, ce que 'on note X =Y @ Z. On dit également
que y et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires. Dans ce cas, pour tout z € X, il
existe une décomposition unique de la forme x = y+ z avec y € Y et z € Z. On peut donc
considérer les projecteurs

Pyr:X—-Y et P;:X—>Z

telles que si x = y + z, alors Py (z) =y et Pz(z) = 2.

~

Définition 7.7.1. Soient Y et Z deux sous-espace d’un espace localement convexe (X, P).
Si X =Y ® Z, alors pour tout p € P,

@p=poPy+poPyz

est une semi-norme sur X telle que p = g,. Dés lors,

Qp:={q:p € P}
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est un systeme de semi-normes sur X telles que P < Qp. L’application
id: (X,Qp) > (X, P)

est donc une bijection linéaire continue. S’il s’agit d’un isomorphime, c’est-a-dire si Op <X P,

on dit que (X, P) est somme directe topologique de Y et Z. On dit également que Z est un

complément topologique de Y dans (X, P).

J

Cette définition se traduit directement en termes de continuité des opérateurs de projection.

Proposition 7.7.2. Soient Y et Z deux sous-espace d’un espace localement convexe (X, P).
St X =Y & Z, alors la somme directe est topologique si et seulement si les projecteurs Py

et Py sont continus.

Démonstration. Supposons qu’il s’agit d’une somme directe topologique. Alors la topologie de

X est donnée par le systeme Qp. Si p € P, on remarque que pour tout x € X

p(Py(z)) < p(Py(z)) + p(Pz(z)) = q(x)

ce qui suffit donc.

Réciproquement, si les projecteurs sont continus, pour tout p; € P, il existe ps € P et une

constante C > 0 tels que

p1(Py(r)) < Cp2(x) et p1(Pz(z)) < Cpa(z)

pour tout x € X. Il s’ensuit que

Gpi (2) = p1(Py (2)) + p1(Pz(x)) < 2Cp2(x)

pour tout z € X, et donc Op <X P. [ |

Corollaire 7.7.3. Si P est un projecteur linéaire continu de l’espace localement convexe

(X, P), alors X est la somme directe topologique de im P et ker P.

Si Y est un sous-espace vectoriel de (X, P) qui admet un complément topologique Z, alors c’est le
noyau d’un projecteur continu, a savoir Pz. On en tire que Y est nécessairement fermé. Néanmoins,
il existe des sous-espaces vectoriels fermés qui n’admettent pas de complément topologiques. Par

exemple, on peut montrer que I’espace ¢y n’admet pas de complément topologique dans £°°.

Le Théoréeme de Hahn—Banach nous permet d’obtenir I’existence de compléments topologiques

lorsque 'on travaille avec des sous-espaces vectoriels de dimension finie.
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Corollaire 7.7.4. Si Y est un sous-espace de dimension finie de l’espace localement convexe

séparé (X,P), alors Y admet un complément topologique dans X .

Démonstration. Soit {yi,...,y,} une base de Y. Pour tout j € {1,...,n}, on définit la forme
linéaire
n
uj:Y%K:ZAkykl—))\j.
k=1
Alors, par le Corollaire 5.5.5, u; est continu sur Y. Soit u; son prolongement linéaire continu a

X donné par le Théoreme 3.2.2 de Hahn-Banach. L’application

n
P:X = X:xe Y uy(n)y;
j=1

est un projecteur linéaire continu sur X d’image égale a Y. Cela suffit par le Corollaire 7.7.3. m

Lorsque 'on travaille avec des espaces de Fréchet, toute somme directe entre espaces fermés est

automatiquement également une somme directe topologique.

Corollaire 7.7.5. Si X est un espace de Fréchet et siY et Z sont deuzx sous-espaces fermés

de X tels que X =Y @ Z, alors la somme directe est topologique.

Démonstration. Comme Y et Z sont des sous-espaces fermés de X, ce sont également des espaces

de Fréchet. Ainsi, Y x Z est également un espace de Fréchet. Considérons ’application
T:YXxZ—X:(yz2)—y+z.

L’application T est clairement une bijection continue puisque pour toute semi-norme p de X,
on a p(T((z,2))) <p(y) + p(z). Comme T est surjectif, le Théoréme 7.6.1 de 'opérateur ouvert
implique que 77! : X — Y x Z est continue. La définition de la topologie produit implique alors

que les projections Py et Pz sont également continues. [ |

7.8 Exercices

Exercice 7.8.1. Soit f: X — Y une application et soit F un filtre sur X. Montrer que le filtre
image de F par f est le filtre engendré par {f(F): F' € F}.

Exercice 7.8.2. 1. Soient || - ||1 et || - |2 deux normes sur un méme espace vectoriel X qui

définissent la méme topologie. Montrer qu’elles définissent les mémes suites de Cauchy.

2. Soit X =]0,1]. Sur X, on considere la distance euclidienne d; et la distance dy définie par

dQ(xay) =

1 1‘
Tyl
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(a) Montrer que (X,d;) n’est pas complet.
(b) Montrer que dz définit bien une distance sur X et que l’espace (X, d3) est complet.

(¢c) Montrer que les topologies induites sur X par dj et do sont équivalentes.

Exercice 7.8.3. Montrer que I'image d’une suite de Cauchy par une application continue n’est

pas nécessairement une suite de Cauchy.

Exercice 7.8.4. Démontrer que les espaces de I’Exemple 77 sont des espaces de Fréchet.

Les exercices rassemblent ici les constructions d’espaces localement convexes et les applications
des grands théoréemes dans le cadre de Fréchet. Comme dans le reste du cours, ils sont présentés

sans cadre graphique.

Les exercices qui suivent permettent de mettre en pratique les notions de cette section du cours

et de vérifier leur articulation avec les résultats précédents.
Exercice 7.8.5. Montrer que

1. tout produit fini d’espaces normés est normé,

2. tout produit dénombrable d’espaces a semi-normes dénombrables est & semi-normes dé-

nombrables.

Exercice 7.8.6. Soit (X, Py )nen une suite d’espaces localement convexes. Montrer que les
suites du produit [, cy X, n'ayant qu'un nombre fini de composantes non-nulles forment un

sous-ensemble dense du produit.
Exercice 7.8.7. Soit X;, i € I, une famille d’espaces vectoriels. L’ensemble
{(1'2')1'61 € HXZ : #{’L el:x; 7é 0} < +OO}
i€l
est un sous-espace vectoriel du produit, appelé somme directe des X;, i € I, et noté
Px.
el
Soit (X;,P;), @ € I, une famille d’espaces localement convexes. On considére
P = {Zcipioﬂ'i3ci >0, pi Epi}-
i€l

1. Montrer que P est un ensemble filtrant de semi-normes sur X = ,.; X;. L’espace
localement convexe (X, P) est appelé la somme directe (localement convexe) des espaces
(XZ',Pi), 1€ 1.

2. Montrer que cette topologie rend les injections canoniques

S5 Xj — @Xz X = (6ij$)i61
el

continues.
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3. Montrer que si Q est un ensemble filtrant de semi-normes sur @, ; X; qui rend les injections

canoniques continues, alors @ < P.

4. Montrer que I'injection canonique

X —][X
iel el

est continue.

Exercice 7.8.8. Soit 7': X — Y une application linéaire entre espaces vectoriels. Alors ker(7')

est un sous-espace vectoriel de X et on a la factorisation

X T

Tker(T) l O TZ

X/ker(T) ETe im(7")

ou Ty est un isomorphisme d’espaces vectoriels. C’est le théoréeme d’isomorphie. On va a présent
considérer des espaces localement convexes (X,P) et (Y, Q) et s’intéresser a la continuité de Tj
et Ty '

1. Montrer que Ty est continu si et seulement si 1" est continu.

2. Montrer que T ! est continu si et seulement si T' est relativement ouvert.
Exercice 7.8.9. Soient (X, P) et (Y, Q) deux espaces localement convexes. Montrer qu’une

famille (7;);e; d’opérateurs de L(X,Y") est équicontinue si et seulement si pour tout voisinage W

de 0 dans Y, il existe un voisinage V de 0 dans X tel que V C T, *(W) pour tout i € 1.

139



CHAPITRE 7 EXERCICES

140



8 Bornitude, précompacité et compa-
cité

Nous généralisons maintenant aux espaces localement convexes les notions de bornitude et de
précompacité introduites au Chapitre 2. Il ne s’agit pas de recommencer la théorie du cas normé :
I’objectif est d’identifier précisément ce qui doit étre reformulé lorsque la topologie n’est plus
gouvernée par une norme unique. La norme est remplacée par une famille de semi-normes, ou de

maniere équivalente par les voisinages de 1’origine.

La compacité elle-méme est une notion purement topologique et ne change pas. En revanche,
bornitude et précompacité doivent étre exprimées a l'aide de I'ensemble des semi-normes qui
décrivent la topologie. Nous signalerons les résultats du cadre normé lorsqu’ils se retrouvent
comme cas particuliers. Le théoreme d’Arzela—Ascoli a déja été établi au Chapitre 2 ; nous ne le
répétons pas ici. La derniére section étend la notion d’opérateur compact au cadre localement
convexe, tandis que les phénomenes de compacité liés au dual seront traités dans le chapitre

suivant.

8.1 Parties bornées

Dans un espace normé, la bornitude se mesure & 'aide d’une seule norme. Dans un espace
localement convexe, elle doit étre contrélée simultanément pour toutes les semi-normes qui

décrivent la topologie.

Définition 8.1.1. Une partie B de I'espace localement convexe (X, P) est bornée si

supp(z) < +oo  Vp € P.
zeB

Lorsque P = {|| - ||}, cette définition devient
sup ||z|| < 400,
z€EB

c’est-a-dire la notion usuelle de partie bornée associée a la norme d’un espace normé. Une

famille de semi-normes impose simplement cette condition pour chaque semi-norme.

( Exemple 8.1.2. Considérons w = K muni de la topologie produit, construite au Chapitre G.W
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Avec les semi-normes

Pm() = e [oil,

la suite 2™ = ne,, converge vers 0 : pour m fixé, on a pm(az(")) = 0 dés que n > m. En
particulier, ’ensemble {ne,, : n > 0} est borné dans w. Cet exemple, impossible dans un
espace normé avec ||ne,|| = n, montre pourquoi la bornitude doit étre reformulée dans le

cadre localement convexe.

J
( )
Exemple 8.1.3. Dans C*°(£2) muni des semi-normes py, ,, du Chapitre 6, une partie B est
bornée si et seulement si, pour tout compact K, de I’exhaustion et tout ordre m, il existe
une constante C,, ., telle que
max sup |[0°f(z)| < Cppm pour tout f € B.
|a‘§m zeKy
Ainsi, étre borné signifie ici controler uniformément tous les ordres de dérivation, mais
seulement compact par compact.
N J

En d’autres termes, une partie B est bornée si et seulement si pour tout p € P, il existe C > 0
tel que B C by(C). On dit que B est absorbée par les semi-boules centrées en 0. Il est clair que

deux systémes de semi-normes équivalents définissent les mémes ensembles bornés.

( )

Exemples 8.1.4. On vérifie immédiatement les assertions suivantes.

Toute partie finie de X est bornée.

Toute union finie d’ensembles bornés est bornée.
Tout sous-ensemble d’un ensemble borné est borné.
Toute combinaison linéaire de bornés est bornée.
Toute suite de Cauchy définit un ensemble borné.
L’adhérence d’un ensemble borné est bornée.

L’enveloppe absolument convexe d’un ensemble borné est bornée.

v v v VvV Vv VvV Vv V

L’image linéaire continue d’un ensemble borné est bornée.

- J

4 )

Proposition 8.1.5. Soit (X,P) un espace localement convexe et soit (An)nen une suite de
K\ {0} qui tend vers 0. Une partie B de X est bornée si et seulement si pour toute suite

(n)nen de B, la suite (Apxy)nen converge vers 0 dans X.
\_ J

Démonstration. Supposons que B est bornée. Fixons (2, )nen une suite de B, p € P et € > 0.
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Comme B est bornée, il existe C' > 0 tel que B C b,(C). Ainsi
p(Anzy) < |M|C < e

si n est suffisamment grand.

Réciproquement, supposons que B n’est pas bornée. Alors il existe p € P tel que pour tout
n € N, on peut trouver z,, € B tel que p(x,) > ﬁ Alors la suite (A2, )nen Ne converge pas

vers 0 dans X puisque p(A,zy,) > 1 pour tout n € N. [

Proposition 8.1.6. Soient (X, P) un espace localement convexe et p € P. Si une semi-
boule associée a p est bornée dans X, alors P =~ {p}. Si de plus (X, P) est séparé, alors p

est une norme.

Démonstration. Supposons qu'il existe une semi-boule by(z, ) bornée. Par translation et dilata-
tion, il est clair que la semi-boule by,(1) est également bornée. On en tire que pour tout ¢ € P, il

existe donc C' > 0 tel que by(1) C by(C). D’ou la conclusion par la Proposition 5.1.5. ]

Définition 8.1.7. Soient (X, P) et (Y, Q) des espaces localement convexes. Un opérateur
linéaire T': X — Y est borné si T(B) est borné dans Y pour tout borné B de X.

Bien siir, tout opérateur linéaire continu est borné. On a la réciproque partielle suivante.

Proposition 8.1.8. Soient (X, P) et (Y, Q) des espaces localement convezxes. Si (X, P) est
a semi-normes dénombrables et siT : X — Y est un opérateur linéaire borné, alors T est

continu.

Démonstration. Supposons que P ~ {p,, : n € N}, ou (p,) est croissante. Si 7" n’est pas continu,

la Proposition 5.5.1 fournit ¢ € Q tel que, pour tout n > 1, il existe y,, € X avec

(T (yn)) > non(Yn)-

Si pn(yn) > 0, posons x, = Yn/Pn(Yn); si Pn(yn) = 0, multiplions y, par un scalaire de fagon a

avoir ¢(T'(xzy)) > n. Dans les deux cas,
pulea) <1 et g(T(wn) > n.

L’ensemble B = {z,, : n > 1} est borné : si m est fixé, alors py,(x,) < pp(z,) < 1 pour n > m,
tandis que les termes n < m sont en nombre fini. Mais 7'(B) n’est pas borné puisque ¢(7'(z,)) > n,

ce qui contredit I’hypothese. [ |
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En particulier, pour des opérateurs linéaires entre espaces normés, les notions d’opérateur borné

et continu coincident. On retrouve ainsi le critéere de continuité du Chapitre 1.

8.2 Parties précompactes

La précompacité exprime la possibilité d’approcher un ensemble par un nombre fini de points
a toute échelle. Nous reformulons cette idée dans le langage des voisinages et des semi-normes

avant de la relier a la compacité.

La définition reprend le recouvrement par un nombre fini de petites boules. Dans le cadre normé,
il n’y a qu’une norme a considérer ; dans le cadre localement convexe, le recouvrement doit exister

pour chaque semi-norme.

~

Définition 8.2.1. Une partie K d’un espace localement convexe (X, P) est précompacte

pour p € P si pour tout € > 0, il existe z1,...,z, € X tels que
n
K C U by(xj,€).
j=1

On dit que K est précompacte si K est précompacte pour tout p € P.

J

Ainsi, une partie est précompacte si on peut la recouvrir par un nombre fini de translatés de
la boule b,(¢), quels que soient p € P et € > 0. De maniére équivalente, on écrit que K est

précompacte si pour tout p € P et tout € > 0, il existe une partie finie A de X telle que

K CA+by(e).
Bien siir, toute partie précompacte est bornée puisque si K C U?Zl by(xj,¢€), alors

supp(xz) <  sup p(z;) +e < +oo.
xeK je{1,...,n}

On vérifie facilement que deux systémes de semi-normes équivalents définissent les mémes

ensembles précompacts.

( )

Exemples 8.2.2. On vérifie immédiatement les assertions suivantes.

> Toute partie finie de X est précompacte.

> Toute union finie d’ensembles précompacts est précompacte.

> Tout sous-ensemble d’'un ensemble précompact est précompacte.
> Toute combinaison linéaire de précompacts est précompacte.

> Toute suite de Cauchy définit un ensemble précompact.

>

L’adhérence d’un ensemble précompact est précompacte.
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k > L’enveloppe absolument convexe d’un ensemble précompact est précompacte. J

Le résultat suivant donne une caractérisation utile des précompacts via les suites.

Proposition 8.2.3. Une partie K de X est précompacte si et seulement si pour tout p € P

et pour toute suite (X )men de K, il existe une sous-suite (Tm, )ken de Cauchy pour p.

Démonstration. Supposons K précompact et fixons p € P. Soit (z,,) une suite de K. Pour
chaque k£ > 1, la précompacité fournit un recouvrement fini de K par des translatés de bp(2*k).
En partant de la suite initiale, on choisit récursivement une sous-suite infinie dont tous les termes
appartiennent & I'un des translatés du k-ieme recouvrement, chaque sous-suite étant extraite de

la précédente. Notons I, C N ’ensemble infini des indices conservés a 1’étape k; ainsi Iy1 C I.

Choisissons my € I, de sorte que m; < mg < ---. Si r,s > k, alors m,,ms € I} et les deux

points z,,, et z,,, appartiennent a un méme translaté de bp(Q*k). Par conséquent,
P(Tm, — ) < 217K

La sous-suite (2, ) est donc de Cauchy pour p.

Réciproquement, supposons que K ne soit pas précompact. Il existe p € P et € > 0 tels qu’aucun
nombre fini de translatés de b,(¢) ne recouvre K. Choisissons z1 € K. Apres avoir construit
Z1,...,Ty, on peut choisir
n
Tpt1 € K\ U (5 + bp(e))-
j=1
Alors p(x, — x5) > € dés que r # s. Cette suite ne posséde donc aucune sous-suite de Cauchy

pour p. [ |

Corollaire 8.2.4. Soit (X,P) un espace a semi-normes dénombrables. Une partie K de X
est précompacte si et seulement si de toute suite de K, on peut extraire une sous-suite de

Cauchy.

Démonstration. Supposons que K est précompacte. Soit (py,)m>1 une suite croissante de semi-
normes définissant la topologie de X, et soit (x,,) une suite de K. Par extractions successives,
on construit une suite de sous-suites emboitées telle que la k-ieme soit de Cauchy pour pi. La

sous-suite diagonale est alors de Cauchy pour chaque pg, donc pour la topologie de X.

Réciproquement, supposons que toute suite de K possede une sous-suite de Cauchy pour la
topologie de X. Pour tout p € P, cette sous-suite est en particulier de Cauchy pour p. La

Proposition 8.2.3 montre donc que K est précompacte. [ |

Les ensembles précompacts fournissent une caractérisation des espaces de dimension finie. Dans
le cas normé, ce résultat a déja été établi a la Proposition 2.1.4; le théoréeme suivant en donne la

version localement convexe.
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Théoréme 8.2.5 (Riesz). Soit (X, P) un espace localement convexe séparé. Alors X est

de dimension finie si et seulement si une semi-boule de X est précompacte.

Démonstration. Si X est de dimension finie, alors par la Proposition 5.4.7, on sait que X est

homéomorphe & K™ et toute boule est clairement précompacte.

Réciproquement, supposons qu'il existe une semi-boule by(z,e) précompacte. Par translation
et dilatation, il est clair que b,(1) est également précompact. On en tire que b,(1) est borné et
par la Proposition 8.1.6, P =~ {p}. Puisque l'espace est séparé, on obtient que p est une norme.

Fixons € €]0,1[. Par précompacité, il existe une partie finie A = {x1,...,z,} de X telle que
by(1) C A+ by(e).

Montrons que A engendre X. Comme by(1) est absorbant, il suffit de montrer que tout élément
de b,(1) peut s’écrire comme une combinaison linéaire des éléments de A. Soit x € b,(1). Alors il
existe j1 € {1,...,n} tel que

T =5 +eEy1
ol y1 € by(1). De méme, il existe jo € {1,...,n} tel que
Y1 = T, + €y

ol Y2 € by(1). Donc

2
T =Tj +Exj, + €Y.

En itérant, on construit une suite (j;)ien, de {1,...,n} et une suite (y;)1en, de by(1) telles que

m
r= Z 2,7+ My
=1

l

pour tout m € N. On en tire que = = E;L:C’f xj,E ~1 puisque

m
p <$ - Z%E“) =e"p(ym) <™ =0
=1

si m tend vers l'infini. On conclut en remarquant que par unicité de la limite, on a également

+oo

-1
Zazﬂe =
=1
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8.3 Parties compactes et extractables

La compacité est une propriété topologique forte qui permet de controler les passages a la limite.
Dans les espaces métrisables, elle peut étre caractérisée a ’aide des sous-suites convergentes, ce

qui la rend particulierement maniable.

Rappelons qu’un espace topologique est compact si de tout recouvrement ouvert de X, on peut
extraire un recouvrement fini. De maniére équivalente, toute famille de fermés de X dont toutes
les sous-familles finies sont d’intersection non vide est d’intersection non vide. La compacité peut

se traduire a 'aide de la notion de filtre.

Définition 8.3.1. Soit F un filtre sur un espace topologique (X, 7). Un point x € X est

adhérent a F si x est adhérent & tous les éléments de F.

L’ensemble des points adhérents a F est donc donné par (\pez F.

4 )

Remarque 8.3.2. Il est clair que si un filtre F converge vers x dans un espace séparé,

alors x est I'unique point adhérent a F.

- J

4 )
Proposition 8.3.3. Un espace topologique (X,T) est compact si et seulement si tout filtre

F sur X a un point d’adhérence.

- J

Démonstration. Supposons tout d’abord que (X, 7T) est compact. Soit F un filtre sur X. Alors
Nrer F est une intersection de fermés de X dont toute intersection finie est non-vide par (F2)
et (F3). En utilisant la définition de la compacité via les fermés, on trouve que (per F est non

vide, et tout point de cette intersection est un point d’adhérence au filtre.

Réciproquement, considérons une famille (F;);c; de fermés de X telle que pour tout J C I fini,
'ensemble F/ :=;c; F; est non-vide. Alors la famille définie par B := {F” : J C I fini } est la
base d’un filtre F. Par hypothese, F admet un point d’adhérence. On obtient donc

FeF el

ce qui suffit. [ |

Définition 8.3.4. Un espace topologique (X, T) est extractable il est séparé et si de toute

suite de X, on peut extraire une sous-suite qui converge.

Bien siir, en utilisant la topologie induite, on peut étendre directement ces notions pour définir

des ensembles compacts et extractables.
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4 )

Proposition 8.3.5. Soit (X, P) un espace localement convexe et soit K une partie compacte
ou extractable de X . Alors

1. K est sqg-complet ;

2. K est précompact ;

3. K est borné.
\_ J

Démonstration. 1. Soit (zy,)men une suite de Cauchy dans K. Traitons tout d’abord le cas ou
K est compact. Si (Zm)men prend un nombre fini de valeurs distinctes, alors elle admet une
sous-suite constante ; comme elle est de Cauchy, elle converge vers la méme limite. On peut donc
supposer qu’elle prend une infinité de valeurs distinctes. Supposons que pour tout x € K, il
existe p, € P et e, > 0 tel que x + by, (£,) ne contient qu’'un nombre fini d’éléments de la suite.

Comme K est compact et puisque

K C U z + by, (€2),
xeK

on peut en extraire un recouvrement fini. On en tire que (z,,)men ne prend qu'un nombre fini de
valeurs distinctes, ce qui est impossible. Ainsi, il existe € K tel que pour tout p € P et tout
e > 0, la semi-boule = + b,(¢) contient une infinité d’éléments de la suite (2, )men. Fixons p € P

et € > 0. Puisque la suite est de Cauchy, il existe N € N tel que

DN ™

p(xr - J;s) <
si r,s > N. De plus, par construction de z, il existe n > N tel que z,, € z + by(5). Alors
p(x— ) <plx—x,) +ple, —am) <e

sim > N, ce qui montre que (Z,,)meN converge vers .

Supposons a présent que K est extractable. Alors (z,,)men est une suite de Cauchy qui admet

une sous-suite convergente dans K et elle converge donc dans K.

2. Il est clair que tout compact K est précompact en utilisant le recouvrement de K par les
boules b,(z,¢), v € K.

Si K est extractable, alors toute suite de K possede une sous-suite convergente, qui est donc de

Cauchy pour p quel que soit p € P. Cela suffit par la Proposition 8.2.3.

3. C’est immeédiat par le point 2 puisque tout précompact est borné. [ |

Dans R"™, on sait qu'un ensemble est compact si et seulement si il est extractable. Nous allons

montrer que ce résultat reste valide dans le cas d’espaces a semi-normes dénombrables.

Théoréme 8.3.6. Soient (X, P) un espace séparé a semi-normes dénombrables et K une

partie de X . Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. K est compact,
2. K est extractable,

3. K est précompact et complet.

Démonstration. L’espace X est métrisable par le Théoreme 5.4.10 ; fixons une distance d compa-

tible avec sa topologie.

L’implication 1 = 2 est le théoreme métrique classique selon lequel tout espace métrique
compact est séquentiellement compact. Si K est extractable, la Proposition 8.3.5 montre qu’il
est précompact et sq-complet. Dans un espace a semi-normes dénombrables, la sq-complétude et

la complétude coincident par le Théoréme 7.2.9; ainsi 2 = 3.

Supposons maintenant K précompact et complet. Toute suite de K possede, par le Corollaire 8.2.4,

une sous-suite de Cauchy. Celle-ci converge dans K par complétude. On obtient donc 3 = 2.

Il reste a rappeler pourquoi, dans un espace métrique, I’extractabilité implique la compacité.
Une partie extractable est totalement bornée pour d : sinon, il existerait € > 0 et une suite dont
deux termes distincts seraient toujours a distance au moins €, ce qui interdirait toute sous-suite
convergente. Soit (£2;);er un recouvrement ouvert de K. Montrons qu’il possede un nombre de
Lebesgue. En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait choisir z,, € K tel qu’aucun élément du
recouvrement ne contienne la boule by(z,, 1/n). Une sous-suite z,, convergerait vers un point
x € K. En choisissant (); contenant x, puis une boule by(z,r) C €;, on obtiendrait, pour k assez

grand, bg(xy,,1/ni) C Q;, contradiction.

Choisissons donc un nombre de Lebesgue A > 0. La totale bornitude fournit un recouvrement
fini de K par des boules de rayon \/2, et chacune de ces boules est contenue dans un élément
du recouvrement initial. On en extrait ainsi un sous-recouvrement fini. Cela établit 2 = 1 et

termine la preuve. ]

En combinant le résultat précédent avec la Proposition 7.2.7, on obtient le corollaire suivant.
Comme dans le cadre normé, nous appelons relativement compact un ensemble dont I’adhérence

est compacte.

Corollaire 8.3.7. Dans un espace de Fréchet, un ensemble est précompact si et seulement

s’il est relativement compact.

Démonstration. Supposons que K est précompact dans un espace complet. Alors K est précom-
pact et complet par la Proposition 7.2.7. On en tire que K est compact. Réciproquement, si K

est compact, il est précompact et donc K l'est également. [ |
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8.4 (énéralisation des opérateurs compacts aux espaces locale-

ment convexes

Les opérateurs compacts ont été introduits au Chapitre 4 dans le cadre normé. La définition

suivante est celle du cours initial et étend cette notion au cadre localement convexe.

Définition 8.4.1. Soient (X, P) et (Y, Q) des espaces localement convexes. Un opérateur
linéaire K : X — Y est compact s'il existe p € P et € > 0 tels que K (by(e)) soit relativement

compact dans Y.

[ Proposition 8.4.2. Tout opérateur compact entre espaces localement convexes est continu.j

Démonstration. Soit ¢ € Q. Comme K (by(¢)) est relativement compact, il est borné; il existe
donc M > 0 tel que ¢(Kxz) < M pour z € by(e). Par homogénéité, on obtient

() < Tpla)

pour tout x € X (le cas p(x) = 0 s’obtient en appliquant l'inégalité & Az et en faisant tendre A
vers l'infini). Le critére de continuité des applications linéaires entre espaces localement convexes

donne la conclusion. m

Proposition 8.4.3. Soient X,Y, Z des espaces localement convezes.

1. Si K : X =Y est compact et S :Y — Z est linéaire continu, alors So K est compact.

2. SiK:Y — Z est compact et S : X — Y est linéaire continu, alors K oS est compact.

Démonstration. Pour le premier point, 'image par S de 'adhérence compacte d’un ensemble
relativement compact est compacte. Pour le second, la continuité de S fournit un voisinage
semi-normé de 0 dans X envoyé dans un voisinage sur lequel K a une image relativement

compacte. m

Remarque 8.4.4. Lorsque X est normé, cette définition est équivalente a celle du Cha-
pitre 4 : il suffit de prendre pour p la norme et d’utiliser I’homogénéité. Ainsi, il ne s’agit

pas d’une nouvelle notion mais bien d’une extension du cadre déja étudié.

8.5 Exercices

Exercice 8.5.1. Soit (X,P) un espace localement convexe. Montrer que
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1. toute partie finie de X est bornée,

toute union finie d’ensembles bornés est bornée,
tout sous-ensemble d’un ensemble borné est borné,
toute combinaison linéaire de bornés est bornée,
toute suite de Cauchy définit un ensemble borné,
I'adhérence d’un ensemble borné est bornée,

I’enveloppe absolument convexe d’un ensemble borné est bornée,

@ N o e WD

I'image linéaire continue d’un ensemble borné est bornée.
Exercice 8.5.2. Soit (X,P) un espace localement convexe. Montrer que

1. toute partie finie de X est précompacte,

toute union finie d’ensembles précompacts est précompacte,
tout sous-ensemble d’un ensemble précompact est précompact,
toute combinaison linéaire de précompacts est précompacte,
toute suite de Cauchy définit un ensemble précompact,

I'adhérence d’un ensemble précompact est précompacte,

A T o

I’enveloppe absolument convexe d’un ensemble précompact est précompact.

Exercice 8.5.3. Dans un espace a semi-normes dénombrables, montrer que tout ensemble

précompact est séparable.
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9 Dualité dans les espaces localement

convexes

Nous abordons maintenant la dualité dans le cadre des espaces localement convexes. Le dual
topologique se définit comme dans le cas normé, mais sa description fait intervenir les semi-
normes qui engendrent la topologie. Les constructions étudiées auparavant permettent notamment
d’interpréter naturellement 1’espace des distributions. Les topologies faible et faible-* conduisent

ensuite a la forme générale du théoreme d’Alaoglu.

Le théoréeme de Hahn—Banach a déja été démontré dans la premiere partie sous une forme qui ne
requiert qu’une semi-norme. Nous le réutilisons ici pour obtenir les propriétés de séparation par
les formes linéaires continues, puis pour étudier les topologies faible et faible-* dans leur cadre

naturel.

Le fil conducteur de ce chapitre est donc le suivant : & une topologie localement convexe déja
construite, on associe son dual topologique ; on étudie ensuite les topologies déterminées
par ce dual, puis les phénomenes de compacité qu’elles font apparaitre. L’exemple de
D(Q), construit comme limite inductive puis reconnu comme espace de type (LF), conduit

naturellement & son dual D'(Q).

9.1 Dual topologique et conséquences de Hahn—Banach

Le théoréme de Hahn—Banach, démontré au Chapitre 3 sous une forme qui ne demande qu’une
semi-norme, s’applique directement dans ce cadre. Avec le critére de continuité des applications

linéaires, il fournit les conséquences topologiques qui suivent.

Définition 9.1.1. Si (X, P) est un espace localement convexe et si I’espace K est muni de
la valeur absolue | - |, alors I'espace L(X,K) est appelé le dual (topologique) de X. On le
note X'.

La Proposition 5.5.1 permet d’affirmer que le dual de (X, P) est formé des applications linéaires

T : X — K pour lesquelles il existe p € P et C > 0 tels que
|T(x)] < Cp(x) VxeX.

Ainsi, il existe un voisinage U de 0 dans (X, P) et une constante M > 0 tels que |T'(z)] < M
pour tout x € U.

153



CHAPITRE 9 DUAL TOPOLOGIQUE ET CONSEQUENCES DE HAHN-BANACH

( )
Exemples 9.1.2.

> Si X = CY%K) ou K est un compact de R”, alors T € X' si et seulement si T est

une application linéaire définie sur C°(K) et & valeurs dans C pour laquelle il existe

une constante C' > 0 telle que

IT(f)| < Csup |f(z)|

zeK

our tout f € CO(K). Par exemple, ’application d, : f — f(a) appartient & X’ pour
P f ple, 'app pp p

tout a € K.
\_ J

( )

Exemple 9.1.3. Considérons & nouveau w = KN muni de la topologie produit. Toute forme
linéaire continue T': w — K ne dépend que d’un nombre fini de coordonnées. En effet, par

le critére de continuité du Chapitre 5, il existe m et C' > 0 tels que
T(x)| <C max |zl
T(@)| < C max |o]

En appliquant cette inégalité a e, pour n > m, on obtient 7T'(e,) = 0. Ainsi

m
T(z) = apxs,
k=0
et réciproquement toute forme de ce type est continue. On a donc
W~ K(N),

I’espace des suites a support fini. Cet exemple montre concrétement comment une construc-

tion topologique du Chapitre 6 détermine son dual topologique.

& J

Remarque 9.1.4. Le dual topologique X’ de X est un sous-espace vectoriel du dual
algébrique X™* de X. Dans le cas ou X est séparé et de dimension finie, le Corollaire 5.5.5

implique que X’ = X*. Cette égalité est néanmoins fausse en toute généralité.

4 )

Remarque 9.1.5. On peut définir une application bilinéaire sur X’ x X a valeurs dans K

en posant
(«,): X'xX 5K:(T,z) — T(z).

Dans la littérature, on trouve souvent les notations (7,-), (-,z) et (T,z).

- J

Le résultat suivant donne une condition équivalente pour obtenir la continuité d’une forme

linéaire. En particulier, on obtient qu’une forme linéaire est continue si et seulement si son noyau
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est fermé.

4 )
Proposition 9.1.6. Soit (X,P) un espace localement convere. Si T : X — K est une

forme linéaire non-nulle sur X, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est continu,
2. ker(T) est fermé,

3. il existe une semi-boule by(z,r) de X telle que T (by(z,7)) C K.
- J

Démonstration. 1 = 2. Si T est continu, alors ker(T) = T~1({0}) est fermé.

2 = 3. Soit x un élément de l'ouvert X \ ker(7"). Il existe donc p € P et r > 0 tel que
bp(z,7) Nker(T) = 0. Ainsi T (by(x,7)) # K.

3 = 1. Soit A € K\ T'(by(z,r)). Par linéarité de T, on a alors A — T'(x) ¢ T'(by(r)). Montrons que

A= T(z)]

() < A=

p(y)

pour tout y € X, ce qui suffit par la Proposition 5.5.1. Considérons y € X tel que p(y) < 7.
Alors py € by(r) pour tout p € [0,1], et donc T'(pny) = pT'(y) # X — T'(z). On en tire que
T (y)| # P‘_MM pour tout p € [0,1] et par conséquent, |T'(y)| < |\ —T(z)]. Si y € X est
quelconque, on se rameéne au cas précédent en considérant (r — E)ﬁ et en faisant tendre ensuite

e vers 0. -

Présentons a présent quelques conséquences du théoreme de Hahn-Banach. Commencons par
montrer qu’il permet de prouver 'existence de nombreuses formes linéaires continues sur un

espace localement convexe séparé donné.

Corollaire 9.1.7. Soient (X, P) un espace localement conveze et Y un sous-espace vectoriel
de X. Toute forme linéaire continue sur'Y admet un prolongement linéaire continu sur X.
En particulier, si X # {0} est séparé, alors X' # {0}.

Démonstration. SiT : Y — K est une forme linéaire continue sur Y, alors il existe p € P et
C > 0 tels que |T(y)| < Cp(y) pour tout y € Y. En considérant la semi-norme p’ = Cbp, le

Théoreme 3.2.2 de Hahn-Banach permet de construire le prolongement recherché.

De plus, on sait par le Corollaire 5.5.5 que si X # {0} est séparé, il existe des formes linéaires
continues sur tout sous-espace Y de dimension finie de X. Vu ce qu’on vient de montrer, on peut
donc affirmer que X’ # {0}. |

Le corollaire suivant montre que si ’espace X est séparé, on peut également séparer les points
de X via une forme linéaire continue. On obtient également une formule de représentation des

semi-normes.
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4 )

Corollaire 9.1.8. Soit (X, P) un espace localement convexe.

1. Size X etsipe P, alors il existe T € X' tel que |T| < p et T(x) = p(z).

2. 8i (X, P) est séparé, alors X' sépare les points : pour tous x,y € X, x # vy, il existe
T € X' tel que T(x) # T(y).

3. Si (X, P) est séparé, alors pour tout x € X et tout p € P, on a

p(z) = sup{|T(z)| : T € X', |T| < p}.
- J

Démonstration. 1. Si p(z) = 0, il suffit de poser T' = 0. Sinon, considérons 'application linéaire
continue
T H)ax(— K: Az — Ap(z).

Remarquons que |T'(Az)| = |A|p(xz) = p(Az) pour tout A € K. Par le Théoréeme 3.2.2 de Hahn-
Banach, on peut étendre 7' sur X en une forme linéaire continue 7 telle que |T(y)| < p(y) pour
tout y € X.

2. Si x # vy, alors * — y # 0 et puisque I'espace est séparé, il existe p € P tel que p(x —y) # 0
par la Proposition 5.4.1. Le point 1 donne alors I’existence d’une forme linéaire T' € X’ telle que
T(x)—T(y) =T(z —y) =p(xr —y) # 0, ce qui suffit.

3. D’une part, il est clair que sup{|T'(z)| : T € X', |T| < p} < p(x). De plus, par le point
1, on sait qu’il existe Ty € X’ tel que |Ty| < p et To(x) = p(z). En particulier, on a donc
p(z) < sup{|T(x)|: T € X',|T| < p}, d’ou la conclusion. ]

4 )

Remarque 9.1.9. Grace au point 2, dans le cas ou X est un espace séparé, nous avons
obtenu l'injectivité de 'application linéaire

X = (XY 2w (-, x)

définie par (T, x) = T(x). Ainsi, X peut étre identifié & un sous-espace de (X')*.
- J

Présentons une derniére conséquence du Théoreme de Hahn-Banach, qui nous permettra d’obtenir

un critere de densité.

Corollaire 9.1.10. Soit Y un sous-espace fermé de l’espace localement conveze (X, P).
Pour tout x € X \'Y, il existe T € X' tel que T'(x) =1 et T|y = 0.

Démonstration. Posons Yy = Y+)x( et considérons Papplication T : Yy — K : y + Az — A. Alors
T est une application linéaire telle que T'|y = 0 et T'(x) = 1. Elle est de plus continue par la

Proposition 9.1.6 car kerT =Y est fermé. [ |
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Corollaire 9.1.11. Soient (X,P) un espace localement convexe et Y un sous-espace
vectoriel de X. Le sous-espace Y est dense dans X si et seulement si 0 est ['unique forme

de X' qui s’annule sur'Y .

Démonstration. 11 est clair que si Y est dense dans X, alors toute forme continue qui s’annule
sur Y s’annule sur X. Réciproquement, on vérifie facilement que I’adhérence d’un sous-espace
vectoriel d'un espace vectoriel topologique est encore un sous-espace vectoriel . Ainsi, Y est un
sous-espace vectoriel de X et par le Corollaire 9.1.10, si Y # X, alors il existe T € X', T # 0, tel
que T’y = 0. [ ]

4 )
Remarque 9.1.12. Si A C X, on pose

At = {T e X :T(z)=0Vz € A}.

C’est 'orthogonal de A dans le dual X’. Le résultat précédent se réécrit de la maniere

suivante : un sous-espace vectoriel Y est dense dans X si et seulement si Y+ = {0}.

-

4 )
Exemple 9.1.13. Pour tout a € C tel que |a| > 1, on définit la fonction f, : [-1,1] = C

par
1

a—t

fa(t) =

Si (an)nen est une suite de complexes telle que lim,,—, 1 o |ay| = 400, montrons que I’espace
vectoriel engendré par les fonctions f,, est dense dans C°([—1,1]). Nous allons appliquer le
critére donné par le Corollaire 9.1.11. Soit 7 : C%([—1,1]) — C une forme linéaire continue

telle que T'(f,, ) = 0 pour tout n € N. Remarquons que si |a| > 1, on a

=g
falt) = -3 :ZW
a n=0
ou la série converge uniformément sur [—1, 1], c’est-a-dire au sens de la norme || - ||o de

C%([~1,1]). Par continuité et linéarité de T, on en tire que

a

T(/a) =§Ananﬂl ().

_ oo

ot A, est égal & T’ évalué en la fonction t — 7, et ot p(z) = 32,79 A\, 2" 1. Remarquons que

An| < ||T||||t — t"]|oo = ||T|| et donc la série définissant ¢ définit une fonction holomorphe
sur la boule unité {z € C : |z| < 1}. De plus, par hypothese sur T, ona 0 = T(f,,) = ¢ (i)

En utilisant le principe des zéros isolés, on en tire que ¢ = 0, d’ou A, = 0 pour tout n € N.

Ainsi, T s’annule sur chaque fonction ¢t — t", et donc par linéarité de T" sur chaque polynome.

1. Laissé en exercice.
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Comme les polynémes forment un ensemble dense de C%([—1,1]), la continuité de T’ permet

d’affirmer que 7" = 0.

9.1.1 L’espace des distributions

Les limites inductives construites au Chapitre 6 fournissent un exemple fondamental de dual
topologique.

(" )
Exemple 9.1.14. Si ) est un ouvert de R", alors le dual topologique de D(Q2) est 1’espace
D'(2) des distributions. Par le Corollaire 6.5.6 et par définition de la topologie de D(f2)

comme limite inductive des espaces DX (£2), une application linéaire T : D(Q) — C est une

distribution si, pour tout compact K C ), il existe une constante C' > 0 et un entier k € N

tels que

[T ()| < C max sup [0%p()|
la|<k ze K

pour tout ¢ € DE(Q).

J

4 )

Remarque 9.1.15. La convergence usuelle des distributions est précisément la convergence

faible-x, c’est-a-dire la convergence ponctuelle sur D(12) :
T, — T dans D'(Q) <= (Tn,p) — (T, ) Vo e D(Q).

On retrouve ainsi exactement le principe de convergence par tests déja rencontré pour la
convergence faible et faible-x. Il est également proche de la convergence en loi en probabilité :
si un, et p sont les lois de variables aléatoires, on teste la convergence par les quantités

[ ¢ duy, pour ¢ continue bornée. Dans le cas des distributions, les tests sont les fonctions

de D(Q) et l'action est linéaire par définition.

- J

9.2 Topologies faible et faible-x

Dans le Chapitre 3, ces topologies ont été introduites pour les espaces normés. Nous donnons
maintenant la méme construction dans le cadre d’un espace localement convexe (X,P). Le
principe reste celui d’une convergence décrite par une famille d’observateurs : les éléments du
dual testent les vecteurs, tandis que les vecteurs testent les éléments du dual pour la topologie
faible-x.

Commencons par remarquer que pour tout 7' € X', I'application |T'| définit une semi-norme sur

X. On peut donc considérer le systeme filtrant de semi-normes sur X défini par

Pai={max {|T|: T € A} : A' C X', #A' < +o0}.
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Définition 9.2.1. L’espace localement convexe (X, P,) est appelé I'espace faible et est

noté X,. Sa topologie est notée o (X, X') et appelée la topologie faible.

Remarquons que si A" = {T4,...,T,,} € X', alors pour tout k € {1,...,n}, il existe py € P tel
que |Ty| = px par la Proposition 5.5.1. Comme P est filtrant, il existe p € P tel que px < p pour
tout k € {1,...,n}, d’olt maxj<k<y, |Tx| = p. Ainsi, P, < P i.e. la topologie faible est plus faible
que la topologie associée & P. La topologie faible o(X, X’) est donc moins fine que la topologie
de X.

Une base de voisinages de 0 de la topologie faible est donnée par les intersections finies du type

N T7H(6(0,7))

TeA'

ou A’ C X’ est fini, » > 0 et b(0,r) est la boule ouverte centrée en 0 de rayon r dans K. On en
tire que la topologie faible sur X est la topologie initiale relative aux applications de X’. C’est
donc la topologie la moins fine pour laquelle toutes les applications de X’ sont continues. En
particulier, une application S : (Y,7T) — X, est continue si et seulement si 70 S : Y — K est

continue pour tout T' € X'.

Remarquons également que si X est séparé, 'espace X, est séparé par le Corollaire 9.1.8. Nous
allons montrer que le dual de I'espace faible est le méme que le dual de X. Commengons par un

lemme algébrique.

4 )
Lemme 9.2.2. Soient T,T1,...,T, € X*. Si

n
ﬂ ker Ty, C ker T,
k=1

alors il existe A\1,...,\p € K tels que T =311 NI}
\_ J

Démonstration. Considérons l'application linéaire S : X — K" : z — (T (z),...,T,(z)). Remar-
quons que si S(x) = S(y), alors x —y € -, ker T}, et donc T'(z — y) = 0 par hypothese. Par

linéarité, on en tire que T'(x) = T'(y) et 'application
f:imS —K:S(x)— T(x)

est bien définie. Il est clair que f est linéaire et on peut ’étendre en une application linéaire

f: K™ — K en considérant un supplémentaire de im .S dans K". Si Ay = f (er), on a

f(S(l’)) = f(Tl(:L‘), e ,Tn(l’)) = f <Z Tk(llt)ek) = Z )\ka($)
k=1 k=1

N
—~
8
~
I
~
—
nn
—~
8
Nt
I

Ceci permet de conclure que 7' = Y7 A\ Tk. [
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[ Proposition 9.2.3. On a (X,) = X' j

Démonstration. On sait que X’ C (X,)’ car chaque T' € X’ est continu pour la topologie faible.
Soit & présent T € (X,)'. Alors il existe n € Ny, T1,...,T,, € X' et C > 0 tels que

T <C T
T(@)] <, max  [T()
pour tout z € X. En particulier, (;_; ker T, C ker T et le Lemme 9.2.2 implique que 7" est une

combinaison linéaire de T1,...,T,. Cela implique que T' € X', d’ou la conclusion. [ |

Néanmoins, en général, les topologies Tp et o(X, X') sont différentes comme le montre I’exemple

suivant.

( )

Exemple 9.2.4. Soit (X, | - ||) un espace normé. On sait que la topologie faible est moins

fine que la topologie donnée par la norme de X, c¢’est-a-dire P, < || - ||. Montrons que les
topologies sont équivalentes si et seulement si X est de dimension finie. Si || - || < P, alors
il existe n € N, Ty,...,T, € X' et C > 0 tels que

<C T Vr e X.
ol <€, max [Ti(x)] Ve

goooy

Comme || - || est une norme, on en tire que

ﬂ kerTy, C {x € X : ||z| = 0} = {0}.
k=1

Par conséquent, I’application
S: X 5Kz (Th(z),...,Th(z))

est linéaire et injective. Par conséquent, X est de dimension finie. La réciproque découle de

la Proposition 5.4.7, puisque la topologie faible sur X est séparée.

& J

La notion de convergence liée a la topologie de I'espace faible est appelée la convergence faible :

une suite (xp)nen converge faiblement vers x si et seulement si (7'(xy,)) converge vers 1T'(x)

neN
pour tout 7' € X’. La convergence en norme et la convergence faible coincident donc dans les
espaces normés de dimension finie. Dans les espaces normés de dimension infinie, la convergence
en norme (on parle de convergence forte) implique la convergence faible, mais la réciproque est

fausse en général, comme illustré dans I’exemple ci-dessous.

Exemple 9.2.5. Placons-nous dans l’espace ¢? et considérons pour tout n € N la suite

canonique e,, définie par e, = 6, k. Si T € (¢£2)’, on sait par la Proposition 3.7.4 qu'il
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existe z € £2 tel que
+oo

T(y)=> apyr Vy €L
k=0

Ainsi, on a
T(en) =xn, — 0

lorsque n — 400, et on en tire que la suite (e, )nen converge faiblement vers 0. D’autre

part, on a |le,|l2 = 1 pour tout n € N et la suite (e, )nen ne converge donc pas en norme

vers 0 dans ¢2.

J

Remarque 9.2.6. Il existe néanmoins des espaces normés de dimension infinie pour lesquels

les deux notions de convergence coincident : c’est le cas par exemple de I’espace £!.

Intéressons-nous a présent & I'espace dual X’. Dans le cas ot X est un espace normé, nous ’avons

muni d’une norme naturellement associée. Nous avons donc deux topologies sur X' a savoir

> la topologie forte associée a la norme de X',

> la topologie faible (X', X").

Nous savons que la topologie faible sur X’ est strictement moins fine que la topologie forte sur X’
si X est de dimension infinie. Nous allons & présent munir X’ d’une topologie encore plus faible,
appelée topologie simple ou faible-+. Son intérét pour les questions de compacité apparaitra dans

le théoréeme d’Alaoglu a la fin de ce chapitre.

Nous allons nous placer dans le cas général d’un espace localement convexe. Pour tout x € X,
lapplication |(-,z)| : T € X’ — |T(z)| € K définit une semi-norme sur X’. Remarquons qu’une
suite (T},)nen de X' converge pour cette semi-norme vers T si et seulement si la suite (7}, ())nen
converge vers T'(z). Afin d’obtenir un ensemble filtrant de semi-normes qui traduiront cette

convergence ponctuelle, on considere I’ensemble

Ps :z{max{](-,xﬂ :xGA}:AQX,#A<+oo}.

Définition 9.2.7. L’espace localement convexe (X', Ps) est appelé le dual topologique
simple et est noté X.. Sa topologie est notée o(X’, X) et appelée la topologie simple (ou
faible-x) sur X'.

Par définition, la topologie simple est séparée >. En transposant ce qui a été fait pour la topologie
faible, on montre qu’il s’agit de la topologie la moins fine pour laquelle toutes les applications
T € X' — T(x) sont continues. En particulier, une application S : (Y, 7T) — X/ est continue si et
seulement si (-,x2)0S:Y = K:y— (S(y))(z) est continue pour tout x € X.

2. SiT # S, il existe z € X tel que T'(z) # S(z); la semi-norme U +— |U(z)| sépare alors T et S.
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Bien siir, X’ peut étre identifié & un sous-espace du produit KX via ’application
T e X' — (T(x))eex € KX,

La topologie de X/ est alors la topologie induite par KX sur X’ : en effet, la topologie de KX est

la topologie la moins fine telle que les projections (A;)zcx — A, sont continues.

Dans le résultat suivant, on montre que seules les formes linéaires du type (-, x) : T € X' — T'(x)

sont continues pour la topologie simple.

Proposition 9.2.8. Soit (X,P) un espace localement convexe. Alors

(X9 ={(-,z) : 2 € X}.

Démonstration. Bien sir, il suffit de montrer que (X})' C {(-,z) : x € X}. Soit ® : X’ — K une
forme linéaire continue pour la topologie simple. Alors, il existe n € Ng, 21,...,2, € X et C > 0

tels que

P(T)| < T
@(1)] < € max [T(a)

pour tout 7' € X’. Le Lemme 9.2.2 (appliqué avec X') implique qu’il existe A1,..., A\, € K tels

que
= Mol mp) = (-, > M),
k=1 k=1
ce qui suffit. [ ]
4 )

Remarque 9.2.9. En fait, nous pourrions déduire toutes les propriétés du dual simple en

considérant la topologie faible associée a la paire duale (X', 6(X),d), o0 d = (-,-): X — X".
\_

4 )
Remarque 9.2.10. La topologie simple o(X’, X) est moins fine que la topologie faible

o(X', X") de X’ puisque X peut étre identifié & un sous-espace de X”. En général, ces deux

topologies sont différentes. Néanmoins, si 'espace X est normé et réflexif, les topologies

coincident. En fait, il s’agit méme d’une caractérisation des espaces réflexifs.

- J

4 )

Remarque 9.2.11. Si X est un espace normé, nous avons a présent trois topologies sur

X', & savoir
> la topologie forte associée a la norme de X',
> la topologie faible o(X', X"),

> la topologie simple ou faible-x o(X', X).

Comme dans le cas de la topologie faible, on montre que la topologie forte coincide avec la
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L topologie simple (et donc avec la topologie faible) si et seulement si dim X < +oc. J

La notion de convergence associée a la topologie simple est la convergence simple (ou ponctuelle
ou faible-x) : une suite (T},)neny de X' converge simplement si (T},(z))nen converge vers T'(x)
pour tout x € X.

4 )

Remarque 9.2.12. Dans X', la convergence faible implique la convergence simple. En

particulier, les limites sont alors identiques. Par contre, la réciproque est fausse en général.
Par exemple, considérons X = cg. Alors, on sait que X’ s’identifie & ¢! et X” & ¢*°. La
suite canonique (ey,)nen de £* (en fait, les formes T, de cg associées) définie par €nk = Onk

converge vers 0 simplement dans ¢! puisque pour tout = € ¢y, on a

“+o00

T, (x) = Z en kil — Ly —+ 0
k=1

lorsque n tend vers 'infini. Néanmoins, pour la suite xz € £°° définie par x; = 1 pour tout

k, on a

—+00
T.(en) = Z G = Ay = 1.
k=0

qui ne converge pas vers 0. Ainsi, la suite (e )nen ne converge pas faiblement.

- J

Comme elle est moins fine que les autres topologies considérées sur X', on peut espérer que
la topologie simple nous fournisse plus d’ensembles compacts. C’est effectivement ce que nous

obtenons dans le résultat suivant.

9.3 Opérateurs et topologies faibles

Nous pouvons maintenant compléter I’étude des topologies faibles commencée au Chapitre 3
dans le cadre normé, puis reprise au Chapitre 5 du point de vue des espaces localement convexes.
La réciproque ci-dessous s’appuie sur le théoréme du graphe fermé dans les espaces de Fréchet,
établi au Chapitre 7.

Le résultat suivant montre que toute application linéaire continue donne une application linéaire

continue entre les espaces faibles correspondants.

Proposition 9.3.1. Soient (X,P) et (Y,Q) des espaces localement convezes. Si une
application linéaire T : X — 'Y est continue, alors T : X, — Y, est continue. La réciproque

est vraie si X et'Y sont des espaces de Fréchet.

Démonstration. Soient n € Net T,...,T, € Y. On cherche m € N, Sq,..., S, € X' et C >0
tels que

To(T ()| < X.
ke?ll?.}.{,n}| K(T(2)| <C kegﬁ?fm}lSk(x)l Vz €
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11 suffit de remarquer que C =1, m =n et S, = Ty o T € X’ conviennent.

Réciproquement, si T': X, — Y, est continue, alors son graphe (vu comme sous-ensemble de
X, x Y,) est fermé puisque les topologies faibles sont séparées. Comme la topologie produit
X, x Y, est plus faible que la topologie produit de X x Y, le graphe de T est également fermé
dans X x Y. Par conséquent, si X et Y sont des espaces de Fréchet, le Théoreme 7.6.6 du graphe

fermé permet de conclure. u

9.4 Théoreme d’Alaoglu

La topologie faible-* est suffisamment faible pour rendre compactes des parties du dual qui ne
le sont pas pour la norme. Le théoréme suivant, déja formulé dans le cours initial, constitue

I’application principale de cette idée.

4 )
Théoréme 9.4.1 (Alaoglu). Soient (X, P) un espace localement conveze et U un voisinage

de 0. Alors le polaire
US={TeX :|T(z) <1Vz e U}

est simplement compact, c¢’est-a-dire compact dans (X', 0(X', X)).

- J

Démonstration. Soit p une semi-norme sur X telle que By(1) C U (on peut prendre un rayon

égal & 1 quitte a multiplier p € P par une constante). On a alors

UA C (B,(1))” ={T € X': |T(z)| < p(z)Vx € X}.
De plus, on a

{TeX :|T(z)| <p(z)Vz € X} = <H{)\€K: |A| Sp(w)}) nx*
reX

ol 'on identifie X* avec un sous-espace du produit K¥X. Le produit est compact dans KX par le
Théoréme de Tychonoff (tout produit de compacts est compact). De plus, le dual algébrique X*

est fermé pour la topologie produit puisque

z,ye X, \,ueK

et les noyaux d’applications continues sont fermés. Ainsi, (Bp(l))A est compact dans KX. Pour
conclure, il suffit donc de montrer que U est fermé pour la topologie simple. C'est évident
puisque si T ¢ U, il existe x € U et £ > 0 tel que |T(z)| > 1+ &. Alors

{Se X' :|T(x)—S(z)| <e}

est un ouvert de o(X’, X) qui ne rencontre pas U*. [ ]
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Dans le cas d’un espace normé X, le polaire de la boule unité fermée B est donné par
BA={TeX :|T(x)|<1VzxeB}={Te X :|T| <1}.

11 s’agit donc de la boule unité fermée dans X’. On sait par le Théoreme 8.2.5 de Riesz que si
X (et donc X') est de dimension infinie, cette boule n’est jamais compacte dans 'espace normé
X'. Le Théoréme d’Alaoglu implique qu’elle est néanmoins simplement compacte. C’est un des

intéréts majeurs de la topologie simple sur X’.

9.5 Exercices

Exercice 9.5.1. Montrer que la topologie faible o (X, X') est métrisable si et seulement si X est

de dimension finie.

Exercice 9.5.2. Soient (X, P) un espace localement convexe et ¥ un sous-espace de (X, P). On

pose
Yi={TeX :T(y)=0WyecY}
1. Montrer que le dual topologique de Y est isomorphe au quotient X’/Y .

2. Montrer que le dual topologique de I'espace quotient X/Y est isomorphe au sous-espace

vectoriel Y.
Exercice 9.5.3. Soit (X;,P;), i € I, une famille d’espaces localement convexes.

1. Montrer que le dual topologique du produit [[;c; X; est isomorphe a la somme directe
@ic; X (cfr Liste 2).

2. Montrer que le dual topologique de la somme directe @;.; X; est isomorphe au produit
[lier X
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