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Introduction
L’analyse fonctionnelle est une branche des mathématiques qui étudie les espaces fonctionnels,
c’est-à-dire les espaces vectoriels constitués de fonctions (ou de suites) et munis d’une topologie
naturellement associée. Les espaces vectoriels normés constituent un exemple basique de tels
espaces. Par exemple, la topologie naturelle de l’espace L1(R) peut être définie à partir de la
norme

∥f∥1 :=
∫
R
|f(x)| dxs

pour tout f ∈ L1(R). Une base de voisinages de f est donnée par les boules ouvertes

b(f, r) :=
{

g ∈ L1(R) : ∥f − g∥1 < r
}

, r > 0 .

On retrouve bien qu’une suite (fm)m∈N de L1(R) converge vers f dans L1(R) si et seulement
si pour tout r > 0, il existe M ∈ N tel que fm ∈ b(f, r) pour tout m ≥ M , c’est-à-dire si et
seulement si

∥fm − f∥1 −→ 0

lorsque m→ +∞.

Sur l’espace C0(K) des fonctions continues sur un compact K ⊆ R, la notion de convergence
naturelle est donnée par la convergence uniforme. Notons en effet qu’une limite ponctuelle
de fonctions continues ne donne pas nécessairement une fonction continue. Cette notion de
convergence uniforme est donnée par la norme

∥f∥K := sup
x∈K
|f(x)|

et par les systèmes de voisinages

b(f, r) :=
{

g ∈ C1(K) : ∥f − g∥K < r
}

, r > 0 .

C’est la topologie la moins fine qui permet de conserver la continuité par passage à la limite.

Remarquons à présent que si l’on considère l’espace C0(Ω) des fonctions continues sur un ouvert
Ω ⊆ R, il suffit d’imposer la convergence uniforme sur tous les compacts de Ω pour conserver la
continuité par passage à la limite. Autrement dit, une suite (fm)m∈N de C0(Ω) converge vers f

dans C0(Ω) si et seulement si pour tout compact K ⊆ Ω,

∥fm − f∥K −→ 0

lorsque m→ +∞. On se retrouve ici avec toute une famille ∥·∥K de “semi-normes” qui définissent
la topologie de C0(Ω). Le but de ce cours est de formaliser cette constatation et d’étudier de
manière plus générale les espaces fonctionnels dont la topologie peut être définie par une famille
de semi-normes.
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Les notes sont organisées en deux parties nettement séparées. La première développe le cadre
des espaces normés et des espaces de Banach. Après les opérateurs linéaires continus et les
grands théorèmes associés, nous étudions la bornitude, la précompacité et la compacité dans le
cadre métrique, ce qui conduit au théorème d’Arzelà–Ascoli. Nous abordons ensuite la dualité,
le théorème de Hahn–Banach et les espaces de Hilbert. La réflexivité est introduite avant
les topologies faible et faible-∗ ; le théorème de Banach–Alaoglu permet alors d’en tirer une
conséquence importante : dans un espace de Banach réflexif, la boule unité est faiblement
compacte. La partie se termine par les opérateurs compacts et les opérateurs de Hilbert–Schmidt,
qui utilisent directement les critères de compacité établis auparavant.

La seconde partie est consacrée aux espaces localement convexes. Les espaces C∞(Ω), DK(Ω) et
D(Ω) serviront régulièrement de fil conducteur pour relier constructions, complétude, bornitude
et dualité. Nous commençons par leur définition et leurs propriétés élémentaires, puis nous
montrons comment en construire naturellement par sous-espaces, produits, quotients et limites
projectives ou inductives. Nous introduisons ensuite la complétude dans le cadre général ; ce n’est
qu’après cette définition que sont introduits les espaces de Fréchet et les résultats qui leur sont
propres. Nous revenons alors sur les constructions précédentes afin d’étudier la stabilité de la
complétude. La bornitude, la précompacité et la compacité sont ensuite généralisées au cadre
localement convexe, en indiquant explicitement ce qui change par rapport au cas normé. Enfin,
la dualité topologique est reprise dans ce cadre général. Le théorème de Hahn–Banach n’y est
pas redémontré : sa forme semi-normée, établie dans la première partie, est simplement réutilisée
pour obtenir les conséquences propres aux espaces localement convexes. Les topologies faible et
faible-∗ conduisent enfin à la forme générale du théorème d’Alaoglu.
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Partie I

Espaces normés et espaces de Banach
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1 Espaces normés, espaces de Banach
et opérateurs linéaires

Ce chapitre fixe le cadre normé qui servira de point de départ à tout le cours. Nous commençons
par les semi-normes et les normes, puis nous introduisons la complétude et les espaces de Banach.
Nous étudions ensuite les applications linéaires continues, leur norme d’opérateur et les trois
grands théorèmes de l’analyse fonctionnelle dans le cadre de Banach.

Les semi-normes sont introduites dès maintenant, bien que leur rôle systématique n’apparaisse que
dans la seconde partie. Ce choix permettra notamment d’énoncer le théorème de Hahn–Banach
sous sa forme originale dans le chapitre consacré à la dualité, sans utiliser de notion qui n’aurait
pas encore été définie.

1.1 Normes, boules et topologie

Nous commençons par fixer le langage du cadre normé. La norme fournit à la fois une notion
de taille, une distance et donc une topologie ; elle permet ainsi de parler de convergence et de
continuité dans un espace vectoriel.

Dans tout le cours, K désigne R ou C.

Définition 1.1.1. Soit X un espace vectoriel sur K. Une application p : X → [0, +∞[ est
une semi-norme sur X si

1. p(x + y) ≤ p(x) + p(y),

2. p(λx) = |λ| p(x)

pour tous x, y ∈ X et λ ∈ K. Une norme sur X est une semi-norme p sur X pour laquelle

3. p(x) = 0 si et seulement si x = 0.

Notons que la condition 2 implique que p(0) = 0. Ainsi la condition 3 peut aussi s’écrire

p(x) = 0 =⇒ x = 0.

Lorsqu’il s’agit d’une norme, on utilise en général la notation ∥ · ∥. Naturellement, on introduit
la notion de boules ouvertes et fermées.

Définition 1.1.2. Pour x ∈ X et r > 0, on note

bX(x, r) = {y ∈ X : ∥y − x∥ < r}, BX(x, r) = {y ∈ X : ∥y − x∥ ≤ r}.

3



Chapitre 1 Normes, boules et topologie

Lorsque x = 0 et r = 1, on écrit simplement bX et BX .

La distance d(x, y) = ∥x − y∥ fait de X un espace métrique. L’inégalité triangulaire entraîne
l’inégalité triangulaire inverse ∣∣∥x∥ − ∥y∥∣∣ ≤ ∥x− y∥,

qui montre notamment que l’application x 7→ ∥x∥ est continue.

La topologie associée à la distance est invariante par translation et compatible avec les opérations
vectorielles.

Proposition 1.1.3. Soit (X, ∥ · ∥) un espace normé.

1. Une suite (xn) converge vers x si et seulement si ∥xn − x∥ → 0.

2. Une suite (xn) est de Cauchy si et seulement si, pour tout ε > 0, il existe N tel que
∥xn − xm∥ < ε pour tous m, n ≥ N .

3. L’addition X ×X → X et la multiplication scalaire K×X → X sont continues.

Démonstration. Les deux premiers points sont les traductions métriques des définitions. Pour le
troisième, on utilise

∥(x + y)− (x′ + y′)∥ ≤ ∥x− x′∥+ ∥y − y′∥

et
∥λx− µy∥ ≤ |λ| ∥x− y∥+ |λ− µ| ∥y∥.

1.1.1 Exemples fondamentaux

Exemples 1.1.4.

▷ Sur Kd, les applications

∥x∥1 =
d∑

j=1
|xj |, ∥x∥2 =

 d∑
j=1
|xj |2

1/2

, ∥x∥∞ = max
1≤j≤d

|xj |

sont des normes.

▷ Si K est un espace compact et si C(K) désigne l’espace des fonctions continues de
K dans K, alors

∥f∥∞ = sup
x∈K
|f(x)|

est une norme.

4



Chapitre 1 Normes, boules et topologie

▷ Pour 1 ≤ p < +∞,

ℓp =
{

x = (xn)n≥0 :
+∞∑
n=0
|xn|p < +∞

}

est muni de la norme

∥x∥p =
(+∞∑

n=0
|xn|p

)1/p

.

On munit
ℓ∞ = {x = (xn) : sup

n
|xn| < +∞}

de la norme ∥x∥∞ = supn |xn|.

▷ Le sous-espace
c0 = {x = (xn) ∈ ℓ∞ : xn → 0}

est muni de la norme induite par ℓ∞.

▷ Si (Ω,A, µ) est un espace mesuré et 1 ≤ p < +∞, l’espace Lp(Ω) est muni de

∥f∥p =
(∫

Ω
|f |p dµ

)1/p

.

Pour p =∞, on utilise la norme du supremum essentiel.

▷ Pour 0 < α ≤ 1, l’espace de Hölder Cα([a, b]) est muni de

∥f∥Cα = ∥f∥∞ + sup
x ̸=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

.

1.1.2 Normes équivalentes

Définition 1.1.5. Deux normes ∥ · ∥1 et ∥ · ∥2 sur un même espace vectoriel X sont
équivalentes s’il existe des constantes c, C > 0 telles que

c∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ C∥x∥1 (x ∈ X).

Proposition 1.1.6. Deux normes sont équivalentes si et seulement si elles définissent la
même topologie sur X.

Démonstration. Les inégalités donnent immédiatement des inclusions entre les boules et donc
l’égalité des topologies. Réciproquement, si les topologies coïncident, la boule unité pour la
première norme est un voisinage de 0 pour la seconde. Il existe donc r > 0 tel que b∥·∥2(0, r) ⊆
b∥·∥1(0, 1), ce qui implique ∥x∥1 ≤ r−1∥x∥2. On échange ensuite les rôles des deux normes.
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Chapitre 1 Complétude et espaces de Banach

1.2 Complétude et espaces de Banach

La complétude exprime la stabilité de l’espace par passage à la limite. Elle est au cœur de la
plupart des grands théorèmes de l’analyse fonctionnelle et justifie le rôle privilégié des espaces de
Banach.

Définition 1.2.1. Un espace normé est complet si toute suite de Cauchy y converge. Un
espace de Banach est un espace normé complet.

Exemples 1.2.2.

▷ Les espaces Kd, ℓp pour 1 ≤ p ≤ ∞, c0 et Lp(Ω) pour 1 ≤ p ≤ ∞ sont des espaces
de Banach.

▷ Si K est compact, C(K) muni de la norme uniforme est un espace de Banach.

Donnons, à titre d’exemple, la preuve pour C(K).

Proposition 1.2.3. Si K est compact, l’espace C(K) muni de la norme uniforme est
complet.

Démonstration. Soit (fn) une suite de Cauchy pour la norme uniforme. Pour tout x ∈ K, la suite
scalaire (fn(x)) est de Cauchy ; on pose f(x) = limn fn(x). Le caractère de Cauchy uniforme
donne ∥fn − f∥∞ → 0. La limite uniforme d’une suite de fonctions continues étant continue, on
a f ∈ C(K).

1.2.1 Critère des séries absolument convergentes

Définition 1.2.4. Une série
∑+∞

n=0 xn dans un espace normé X est absolument convergente
si

+∞∑
n=0
∥xn∥ < +∞.

Théorème 1.2.5. Un espace normé X est complet si et seulement si toute série absolument
convergente dans X est convergente.

Démonstration. Supposons X complet. Les sommes partielles d’une série absolument convergente
forment une suite de Cauchy, car ∥∥∥∥∥

n∑
k=m

xk

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=m

∥xk∥.

6



Chapitre 1 Complétude et espaces de Banach

Elles convergent donc.

Réciproquement, soit (xn) une suite de Cauchy. On peut extraire une sous-suite (xnk
) telle que

∥xnk+1 − xnk
∥ ≤ 2−k.

La série

xn0 +
+∞∑
k=0

(xnk+1 − xnk
)

est absolument convergente et converge par hypothèse. Ses sommes partielles sont les xnk
; la

suite de Cauchy (xn)n possède donc une sous-suite convergente, et converge elle-même vers la
même limite.

1.2.2 Sous-espaces et produits

Proposition 1.2.6. Soit Y un sous-espace vectoriel d’un espace normé X.

1. Si Y est fermé et si X est complet, alors Y est complet.

2. Si Y est complet pour la norme induite, alors Y est fermé dans X.

Démonstration. Pour le premier point, une suite de Cauchy de Y converge dans X, et sa limite
appartient à Y puisque Y est fermé. Pour le second, si une suite de Y converge dans X, elle est
de Cauchy dans Y et y converge ; l’unicité de la limite conclut.

Proposition 1.2.7. Si X1, . . . , Xm sont des espaces de Banach, alors leur produit muni
de la norme

∥(x1, . . . , xm)∥ = max
1≤j≤m

∥xj∥Xj ,

est un espace de Banach.

1.2.3 Espaces quotients

La construction d’un quotient permet d’identifier les vecteurs qui diffèrent d’un élément d’un
sous-espace donné. Nous verrons comment cette construction algébrique se combine avec la norme
et dans quelles conditions elle préserve la complétude.

Soit M un sous-espace vectoriel d’un espace normé X. On note [x] = x + M la classe de x dans
le quotient algébrique X/M .

Définition 1.2.8. On définit

∥[x]∥X/M = inf
m∈M

∥x + m∥ = dist(x, M).

7



Chapitre 1 Espaces de dimension finie

Il s’agit toujours d’une semi-norme sur X/M . C’est une norme si et seulement si M est
fermé.

Démonstration. Les propriétés d’homogénéité et d’inégalité triangulaire sont immédiates. De
plus, ∥[x]∥X/M = 0 équivaut à x ∈ M . La séparation est donc équivalente à la fermeture de
M .

Proposition 1.2.9. Si M est fermé, la projection canonique

πM : X → X/M, x 7→ [x],

est linéaire, continue, surjective et ouverte. Plus précisément,

πM

(
bX(x, r)

)
= bX/M ([x], r).

Démonstration. On a ∥πM (x)∥X/M ≤ ∥x∥, donc πM est continue. Si [y] ∈ bX/M ([x], r), il existe
m ∈M tel que ∥y − x + m∥ < r ; le représentant y + m appartient alors à bX(x, r). L’inclusion
réciproque est immédiate.

Théorème 1.2.10. Si X est un espace de Banach et si M est un sous-espace fermé, alors
X/M est un espace de Banach.

Démonstration. Utilisons le critère des séries. Soit
∑

n≥0[xn] une série absolument convergente
dans X/M . Pour chaque n, choisissons yn ∈ [xn] tel que

∥yn∥ ≤ ∥[xn]∥X/M + 2−n.

La série
∑

n yn est absolument convergente dans X et converge donc. Par continuité de πM , la
série

∑
n[xn] =

∑
πM (yn) converge dans X/M . Le Théorème 1.2.5 conclut.

1.3 Espaces de dimension finie

En dimension finie, toutes les normes conduisent à la même notion de convergence. Cette rigidité
contraste fortement avec le cas de dimension infinie et explique pourquoi plusieurs difficultés
propres à l’analyse fonctionnelle n’apparaissent qu’en dimension infinie.

Théorème 1.3.1. Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.
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Chapitre 1 Continuité et norme d’opérateur

Démonstration. Soit (e1, . . . , ed) une base de X et posons∥∥∥∥∥∥
d∑

j=1
λjej

∥∥∥∥∥∥
∞

= max
1≤j≤d

|λj |.

Si N est une norme quelconque sur X, alors

N

 d∑
j=1

λjej

 ≤ d∑
j=1
|λj |N(ej) ≤ C max

j
|λj |

avec C =
∑

j N(ej). Ainsi N est continue pour la norme ∥ · ∥∞. Sur la sphère compacte

S = {x ∈ X : ∥x∥∞ = 1},

la fonction N atteint un minimum m > 0. Par homogénéité,

m∥x∥∞ ≤ N(x) ≤ C∥x∥∞

pour tout x ∈ X. Toute norme est donc équivalente à ∥ · ∥∞.

Corollaire 1.3.2. Tout espace normé de dimension finie est complet. Toute partie fermée
et bornée d’un tel espace est compacte.

Démonstration. Après identification linéaire avec Kd, la première assertion découle de la com-
plétude de Kd et la seconde du théorème de Heine–Borel. Les normes étant équivalentes, ces
propriétés ne dépendent pas de la norme choisie.

Au Chapitre 2, nous préciserons ce contraste entre dimension finie et dimension infinie en
caractérisant la dimension finie par la précompacité de la boule unité.

Corollaire 1.3.3. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace normé est
fermé.

Démonstration. Soit E un tel sous-espace et soit (xn)n une suite de E qui converge dans l’espace
ambiant. Elle est de Cauchy dans E. Le Corollaire 1.3.2 montre qu’elle converge dans E. L’unicité
de la limite donne que sa limite ambiante appartient à E.

1.4 Continuité et norme d’opérateur

Pour une application linéaire entre espaces normés, la continuité se traduit par une estimation très
simple. La norme d’opérateur quantifie cette continuité et permet de considérer les applications
linéaires continues comme les éléments d’un nouvel espace normé.
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Chapitre 1 Continuité et norme d’opérateur

Théorème 1.4.1. Soient X et Y deux espaces normés et T : X → Y une application
linéaire. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est continue ;

2. T est continue en 0 ;

3. il existe C ≥ 0 tel que
∥Tx∥Y ≤ C∥x∥X (x ∈ X);

4. T est bornée sur la boule unité de X.

Démonstration. L’implication 1 ⇒ 2 est immédiate. Si T est continue en 0, il existe r > 0 tel
que ∥x∥X < r implique ∥Tx∥Y < 1. Pour x ̸= 0, on applique cette propriété à rx/(2∥x∥X) et on
obtient

∥Tx∥Y ≤
2
r
∥x∥X .

Ainsi 2 implique 3. Les implications 3⇒ 4 et 3⇒ 1 sont immédiates. Enfin, si T est bornée sur
la boule unité, l’homogénéité donne l’estimation du point 3.

Définition 1.4.2. Soient X et Y deux espaces normés. L’espace des applications linéaires
continues de X dans Y est noté L(X, Y ).

Pour T ∈ L(X, Y ), on définit la norme d’opérateur de T par

∥T∥ = inf {C ≥ 0 : ∥Tx∥Y ≤ C∥x∥X pour tout x ∈ X} .

Proposition 1.4.3. Soient X et Y deux espaces normés et T ∈ L(X, Y ). Alors

∥T∥ = sup
∥x∥X≤1

∥Tx∥Y .

Si X ̸= {0}, on a également
∥T∥ = sup

∥x∥X=1
∥Tx∥Y .

En particulier,
∥Tx∥Y ≤ ∥T∥ ∥x∥X pour tout x ∈ X.

Démonstration. Posons
M = sup

∥x∥X≤1
∥Tx∥Y .

Montrons d’abord que ∥T∥ = M . Soit C ≥ 0 tel que

∥Tx∥Y ≤ C∥x∥X pour tout x ∈ X.
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Chapitre 1 Continuité et norme d’opérateur

Pour tout x tel que ∥x∥X ≤ 1, on a alors

∥Tx∥Y ≤ C.

Par conséquent, on a M ≤ C. Cette inégalité étant vraie pour toute constante admissible C, on
obtient

M ≤ ∥T∥.

Réciproquement, soit x ∈ X. Si x = 0, alors

∥Tx∥Y = 0.

Si x ̸= 0, on écrit
x = ∥x∥X

x

∥x∥X
,

avec ∥∥∥∥ x

∥x∥X

∥∥∥∥
X

= 1.

Par linéarité de T ,
∥Tx∥Y = ∥x∥X

∥∥∥∥T ( x

∥x∥X

)∥∥∥∥
Y

≤M∥x∥X .

Ainsi, M est lui-même une constante admissible dans la définition de ∥T∥. On en déduit

∥T∥ ≤M.

Finalement,
∥T∥ = M = sup

∥x∥X≤1
∥Tx∥Y .

Supposons maintenant X ̸= {0} et posons

M1 = sup
∥x∥X=1

∥Tx∥Y .

Comme la sphère unité est contenue dans la boule unité, on a M1 ≤M . D’autre part, si ∥x∥X ≤ 1
et x ̸= 0, alors

∥Tx∥Y = ∥x∥X
∥∥∥∥T ( x

∥x∥X

)∥∥∥∥
Y

≤M1∥x∥X ≤M1.

Le cas x = 0 est immédiat. Par conséquent, M ≤M1 et au total, on obtient

∥T∥ = sup
∥x∥X≤1

∥Tx∥Y = sup
∥x∥X=1

∥Tx∥Y .

Enfin, l’estimation
∥Tx∥Y ≤ ∥T∥ ∥x∥X

résulte directement de l’égalité précédente.
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Chapitre 1 Continuité et norme d’opérateur

Proposition 1.4.4. La norme d’opérateur est une norme sur L(X, Y ). De plus, si S ∈
L(Y, Z), alors

∥S ◦ T∥ ≤ ∥S∥ ∥T∥.

Démonstration. Soient S, T ∈ L(X, Y ) et λ ∈ K.

La positivité est immédiate :
∥T∥ ≥ 0.

Montrons ensuite que
∥T∥ = 0⇐⇒ T = 0.

Si T = 0, alors clairement ∥T∥ = 0. Réciproquement, si ∥T∥ = 0, alors, pour tout x ∈ X,

∥Tx∥Y ≤ ∥T∥ ∥x∥X = 0.

Donc Tx = 0 pour tout x ∈ X, et ainsi T = 0.

Pour l’homogénéité, si λ = 0, le résultat est immédiat. Supposons λ ̸= 0. Pour tout x ∈ X,

∥(λT )x∥Y = |λ| ∥Tx∥Y ≤ |λ| ∥T∥ ∥x∥X .

On en déduit
∥λT∥ ≤ |λ| ∥T∥.

En appliquant cette inégalité à
T = 1

λ
(λT ),

on obtient
∥T∥ ≤ 1

|λ|
∥λT∥,

et donc
∥λT∥ ≥ |λ| ∥T∥.

Enfin, pour tout x ∈ X,

∥(S + T )x∥Y ≤ ∥Sx∥Y + ∥Tx∥Y ≤
(
∥S∥+ ∥T∥

)
∥x∥X .

La constante ∥S∥+ ∥T∥ est donc admissible dans la définition de ∥S + T∥. Par conséquent,

∥S + T∥ ≤ ∥S∥+ ∥T∥.

Pour la composition,
∥S(Tx)∥Z ≤ ∥S∥ ∥Tx∥Y ≤ ∥S∥ ∥T∥ ∥x∥X .
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Chapitre 1 L’espace des opérateurs continus

Exemples 1.4.5.

▷ La forme coordonnée πj : Kd → K, πj(x) = xj , est continue pour toute norme sur
Kd.

▷ L’application d’intégration

I : C([a, b])→ K, I(f) =
∫ b

a
f(t) dt,

vérifie ∥I∥ = b− a.

▷ L’opérateur de dérivation

D : C1([a, b])→ C([a, b]), Df = f ′,

est continu lorsque C1([a, b]) est muni de la norme ∥f∥C1 = ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞, et
∥D∥ = 1.

▷ Si a = (an) ∈ ℓ∞, l’opérateur diagonal

Ma : ℓp → ℓp, Ma(xn) = (anxn),

vérifie ∥Ma∥ = ∥a∥∞ pour 1 ≤ p ≤ ∞.

1.4.1 Applications minorées

Définition 1.4.6. Un opérateur T ∈ L(X, Y ) est minoré s’il existe c > 0 tel que

∥Tx∥Y ≥ c∥x∥X (x ∈ X).

Un opérateur minoré est injectif et son inverse algébrique T −1 : im T → X est continu.

Proposition 1.4.7. Si X est un espace de Banach et si T ∈ L(X, Y ) est minoré, alors
im T est fermée dans Y .

Démonstration. Soit Txn → y dans Y . L’estimation inférieure montre que (xn)n est de Cauchy
dans X, donc converge vers un élément x. Par continuité, Txn → Tx, d’où y = Tx.

1.5 L’espace des opérateurs continus

Une fois la norme d’opérateur introduite, il est naturel d’étudier l’espace de tous les opérateurs
continus entre deux espaces normés. Sa structure reflète directement celle de l’espace d’arrivée,
en particulier pour la complétude.
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Chapitre 1 Prolongement d’un opérateur par densité

Théorème 1.5.1. Si Y est un espace de Banach, alors L(X, Y ), muni de la norme
d’opérateur, est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (Tn)n une suite de Cauchy dans L(X, Y ). Pour tout x ∈ X,

∥Tnx− Tmx∥Y ≤ ∥Tn − Tm∥ ∥x∥X ,

donc (Tnx) est de Cauchy dans Y . Posons Tx = limn Tnx. L’application T est linéaire. Pour n

fixé et ∥x∥X ≤ 1, on a, en faisant tendre m vers l’infini,

∥(Tn − T )x∥Y ≤ lim sup
m→∞

∥Tn − Tm∥.

Le membre de droite tend vers 0 avec n, uniformément sur la boule unité. Ainsi T ∈ L(X, Y ) et
Tn → T en norme d’opérateur.

Définition 1.5.2. Un opérateur T ∈ L(X, Y ) est un isomorphisme topologique s’il est
bijectif et si son inverse T −1 : Y → X est continu.

1.6 Prolongement d’un opérateur par densité

Il est fréquent qu’un opérateur soit d’abord défini sur un sous-espace dense où les calculs sont
plus simples. La complétude de l’espace d’arrivée permet alors de prolonger l’opérateur sans
perdre ni la linéarité ni la continuité.

Théorème 1.6.1 (Prolongement par densité). Soient X un espace normé, Y un espace de
Banach et E un sous-espace vectoriel dense de X. Si T : E → Y est linéaire et continu,
alors il existe une unique application linéaire continue T̃ : X → Y telle que T̃ |E = T . De
plus,

∥T̃∥ = ∥T∥.

Démonstration. L’unicité découle immédiatement de la densité de E et de la continuité. Soit
x ∈ X et soit (xn) une suite de E qui converge vers x. Comme

∥T (xn)− T (xm)∥Y ≤ ∥T∥ ∥xn − xm∥X ,

la suite (T (xn)) est de Cauchy dans Y et converge puisque Y est complet. Si (yn) est une autre
suite de E convergeant vers x, alors

∥T (xn)− T (yn)∥Y ≤ ∥T∥ ∥xn − yn∥X −→ 0,
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Chapitre 1 Le théorème de Banach–Steinhaus

de sorte que les deux limites coïncident. On peut donc poser

T̃ (x) = lim
n→∞

T (xn).

La linéarité se déduit de celle de T en passant à la limite. Enfin,

∥T̃ (x)∥Y ≤ ∥T∥ ∥x∥X ,

donc ∥T̃∥ ≤ ∥T∥. L’inégalité inverse vient de la restriction à E.

1.7 Le théorème de Banach–Steinhaus

Le théorème de Banach–Steinhaus est le premier des trois grands résultats où la complétude
joue un rôle décisif. Il transforme une information de bornitude ponctuelle en une estimation
uniforme sur une famille entière d’opérateurs.

Rappelons le théorème de Baire : tant tout espace métrique complet, toute intersection dénom-
brable d’ouverts denses est dense. De manière équivalente, toute réunion dénombrable de fermés
d’intérieur vide est d’intérieur vide. En particulier, un espace de Banach non vide ne peut pas
être réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.

Théorème 1.7.1 (Banach–Steinhaus). Soient X un espace de Banach, Y un espace normé
et (Ti)i∈I ⊆ L(X, Y ). Si

sup
i∈I
∥Tix∥Y < +∞ pour tout x ∈ X,

alors
sup
i∈I
∥Ti∥ < +∞.

Démonstration. Pour n ≥ 1, posons

Fn =
{

x ∈ X : sup
i∈I
∥Tix∥Y ≤ n

}
.

Chaque Fn est fermé et, par hypothèse, X =
⋃

n≥1 Fn. Le théorème de Baire fournit n, x0 ∈ X

et r > 0 tels que bX(x0, r) ⊆ Fn. Si ∥h∥X < r, alors x0 + h et x0 appartiennent à Fn, donc

∥Tih∥Y ≤ 2n (i ∈ I).

Par homogénéité, pour x ̸= 0,
∥Tix∥Y ≤

4n

r
∥x∥X .

La constante est indépendante de i.
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Chapitre 1 Le théorème de Banach–Steinhaus

Corollaire 1.7.2 (Limite simple d’opérateurs). Soient X un espace de Banach, Y un
espace normé et (Tn)n une suite de L(X, Y ). Si (Tnx)n converge dans Y pour tout x ∈ X,
alors l’application

Tx = lim
n→∞

Tnx

est linéaire continue. De plus, supn ∥Tn∥ < +∞.

Démonstration. La famille (Tn)n est ponctuellement bornée. Le théorème de Banach–Steinhaus
donne une constante C telle que ∥Tnx∥ ≤ C∥x∥. On passe à la limite.

Corollaire 1.7.3 (Continuité des applications bilinéaires). Soient X un espace de Banach,
Y et Z des espaces normés et B : X × Y → Z une application bilinéaire séparément
continue. Alors B est continue. Plus précisément, il existe C > 0 tel que

∥B(x, y)∥Z ≤ C∥x∥X∥y∥Y .

Démonstration. Pour y ∈ BY , posons Ty(x) = B(x, y). Pour tout x ∈ X, la continuité de
y 7→ B(x, y) donne

sup
∥y∥≤1

∥Tyx∥Z < +∞.

Le théorème de Banach–Steinhaus appliqué à la famille (Ty)y∈BY
fournit sup∥y∥≤1 ∥Ty∥ < +∞.

L’homogénéité en y donne l’estimation annoncée.

Présentons une application de ce Théorème aux séries de Fourier. Pour une fonction continue
2π-périodique, notons

SN f(x) =
N∑

n=−N

f̂(n)einx

la N -ième somme partielle de sa série de Fourier et

DN (t) =
N∑

n=−N

eint =
sin((N + 1

2)t)
sin(t/2)

le noyau de Dirichlet.

Corollaire 1.7.4. Il existe une fonction continue 2π-périodique f telle que la suite
(SN f(0))N diverge.

Démonstration. Soit C2π(R) l’espace de Banach des fonctions continues 2π-périodiques, muni de
la norme uniforme, et définissons

TN f = SN f(0) = 1
2π

∫ 2π

0
f(t)DN (t) dt.
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Chaque TN est une forme linéaire continue. Supposons par l’absurde que (TN f)N converge pour
tout f . La famille (TN ) est alors ponctuellement bornée et Banach–Steinhaus donne une constante
C telle que |TN f | ≤ C∥f∥∞ pour tous N et f .

Pour N, k ≥ 1, posons
fN,k(t) = DN (t)√

|DN (t)|2 + 1/k
.

Alors ∥fN,k∥∞ ≤ 1 et, par convergence dominée,

TN (fN,k) −→ 1
2π

∫ 2π

0
|DN (t)| dt (k →∞).

On obtiendrait donc une borne uniforme sur les normes L1 des noyaux de Dirichlet. Or

∫ 2π

0
|DN (t)| dt ≥ 2

∫ (N+1/2)2π

0

| sin u|
u

du,

et le membre de droite tend vers +∞. Contradiction.

Une généralisation à venir. Le Théorème 1.7.1 utilise une seule norme dans l’espace de
départ et dans l’espace d’arrivée. Plus loin, la même idée sera formulée dans un cadre où
la topologie est décrite par une famille de semi-normes ; la borne uniforme sur les normes
d’opérateurs sera alors remplacée par une notion de contrôle uniforme adaptée à ce nouveau
cadre.

1.8 Le théorème de l’opérateur ouvert

Le théorème de l’opérateur ouvert montre qu’une application linéaire continue surjective entre
espaces de Banach possède automatiquement une propriété topologique supplémentaire. Sa
conséquence la plus importante est la continuité de l’inverse d’un opérateur bijectif continu.

Lemme 1.8.1. Soient X et Y des espaces de Banach et T ∈ L(X, Y ) surjectif. Il existe
δ > 0 tel que

δbY ⊆ T (BX).

Démonstration. La surjectivité donne

Y =
⋃

n≥1
T (nBX) ⊆

⋃
n≥1

T (nBX).

Le théorème de Baire implique que l’un des fermés T (nBX) = nT (BX) est d’intérieur non vide.
Ainsi C = T (BX) contient une boule bY (y0, r). Comme C est convexe et équilibré,

rbY ⊆ C − C ⊆ 2C,
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d’où (r/2)bY ⊆ C.

Lemme 1.8.2. Sous les hypothèses du Lemme 1.8.1, si δbY ⊆ T (BX), alors

δ

2bY ⊆ T (BX).

Démonstration. Soit y ∈ (δ/2)bY . Par récurrence, choisissons xn ∈ X tels que

∥xn∥X < 2−n et

∥∥∥∥∥∥y − T

 n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥∥
Y

< δ2−(n+1).

Le choix est possible car, après l’étape n − 1, le résidu appartient à δ2−nbY ⊆ T (2−nBX). La
série

∑
n xn converge dans X vers un élément x de BX . Par continuité de T , on a Tx = y.

Théorème 1.8.3 (Opérateur ouvert). Toute application linéaire continue et surjective
entre deux espaces de Banach est ouverte.

Démonstration. Les deux lemmes précédents donnent c > 0 tel que cbY ⊆ T (BX). Soit U un
ouvert de X et x ∈ U . Il existe r > 0 tel que x + rBX ⊆ U . Alors

Tx + rcbY ⊆ T (U),

ce qui montre que T (U) est ouvert.

Corollaire 1.8.4 (Théorème de l’inverse continu). Toute bijection linéaire continue entre
deux espaces de Banach est un isomorphisme topologique.

Démonstration. Si T est ouverte, l’image réciproque par T −1 d’un ouvert de X est l’image par
T de cet ouvert ; elle est donc ouverte.

Corollaire 1.8.5. Soient X, Y des espaces de Banach et T ∈ L(X, Y ) injectif. Alors T est
minoré si et seulement si im T est fermée.

Démonstration. Le sens direct est la Proposition 1.4.7. Si l’image est fermée, elle est un espace
de Banach. L’opérateur T : X → im T est une bijection linéaire continue ; son inverse est continu
par le Corollaire 1.8.4, ce qui fournit l’estimation inférieure.
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Corollaire 1.8.6. Soient X, Y des espaces de Banach et T ∈ L(X, Y ) d’image fermée.
L’opérateur induit

T̃ : X/ ker T −→ im T, T̃ ([x]) = Tx,

est un isomorphisme topologique.

Démonstration. Le noyau est fermé, donc le quotient est un espace de Banach par le Théo-
rème 1.2.10. L’opérateur induit est une bijection linéaire continue entre espaces de Banach ; on
applique le théorème de l’inverse continu.

Présentons à présent quelques applications du théorème de l’opérateur ouvert.

Corollaire 1.8.7. La transformée de Fourier de L1(R) dans

C0
0 (R) =

{
f ∈ C0(R) : lim

x→±∞
f(x) = 0

}
n’est pas surjective.

Démonstration. La transformée de Fourier F : L1(R)→ C0(R) est linéaire et continue. Elle est
injective par le théorème d’unicité de la transformée de Fourier. Supposons-la surjective. Le
théorème de l’opérateur ouvert, appliqué à cette bijection entre espaces de Banach, fournirait
une constante C > 0 telle que

∥f∥1 ≤ C∥Ff∥∞ pour tout f ∈ L1(R).

Choisissons une fonction non nulle φ ∈ C∞
c ((−1/4, 1/4)), positive, et notons u sa transformée de

Fourier inverse. Pour N ≥ 1, posons

gN (ξ) =
N∑

k=1
φ(ξ − k).

Les supports des termes sont disjoints, donc ∥gN∥∞ = ∥φ∥∞. Sa transformée inverse est, à la
constante de normalisation près fixée par la convention choisie,

fN (x) = u(x)
N∑

k=1
eikx.

Comme u(0) > 0, il existe c, η > 0 tels que |u(x)| ≥ c pour |x| ≤ η. Par conséquent,

∥fN∥1 ≥ c

∫ η

−η

∣∣∣∣∣
N∑

k=1
eikx

∣∣∣∣∣ dx.

La dernière intégrale tend vers +∞ par l’estimation classique de la norme L1 du noyau de
Dirichlet, utilisée dans la preuve du Corollaire 1.7.4, alors que ∥gN∥∞ reste constante. On obtient
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une contradiction.

La preuve du théorème de l’opérateur ouvert donne également le critère de surjectivité suivant.

Corollaire 1.8.8. Soient X et Y des espaces de Banach et T ∈ L(X, Y ). Alors T est
surjectif si et seulement s’il existe R > 0 tel que

bY (0, 1) ⊆ T
(
bX(0, R)

)
.

Démonstration. Si T est surjectif, le Théorème 1.8.3 fournit r > 0 tel que bY (0, r) ⊆ T (bX(0, 1)).
Par homogénéité,

bY (0, 1) ⊆ T
(
bX(0, 1/r)

)
.

Réciproquement, supposons qu’il existe R > 0 tel que bY (0, 1) ⊆ T (bX(0, R)). La linéarité donne

1
R

bY (0, 1) ⊆ T (bX(0, 1)).

Le Lemme 1.8.2 implique alors que l’image de la boule unité de X contient une boule centrée en
0 dans Y . L’image de T est donc un sous-espace vectoriel de Y qui contient un voisinage de 0 ;
elle est égale à Y .

Le corollaire précédent montre que ℓ1 joue un rôle universel parmi les espaces de Banach
séparables.

Corollaire 1.8.9. Si X est un espace de Banach séparable, alors il existe une surjection
linéaire continue de ℓ1 sur X.

Démonstration. Soit {xn : n ∈ N} une partie dense de la boule unité de X. Pour (λn)n∈N ∈ ℓ1,
la série

∑+∞
n=0 λnxn est absolument convergente, car

+∞∑
n=0
∥λnxn∥ ≤

+∞∑
n=0
|λn|.

Comme X est un espace de Banach, elle converge. On peut donc définir

T : ℓ1 −→ X, T ((λn)n∈N) =
+∞∑
n=0

λnxn.

L’application T est linéaire et continue, et xn = T (en) pour tout n. Pour tout R > 1,

{xn : n ∈ N} ⊆ T
(
bℓ1(0, R)

)
,

d’où
bX(0, 1) ⊆ T

(
bℓ1(0, R)

)
.
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Chapitre 1 Le théorème du graphe fermé

Le Corollaire 1.8.8 donne la surjectivité de T .

Une généralisation à venir. Une version plus générale du théorème de l’opérateur
ouvert sera établie plus loin. La norme et les boules normiques seront alors remplacées par
une distance invariante par translation construite à partir d’une famille dénombrable de
semi-normes.

1.9 Le théorème du graphe fermé

Le théorème du graphe fermé donne un critère de continuité qui ne repose plus sur une estimation
directe de l’opérateur. Il suffit de vérifier que la relation y = T (x) est stable par passage à la
limite.

Définition 1.9.1. Le graphe d’une application linéaire T : X → Y est le sous-espace

G(T ) = {(x, Tx) : x ∈ X} ⊆ X × Y.

Théorème 1.9.2 (Graphe fermé). Soient X et Y deux espaces de Banach et T : X → Y

une application linéaire définie sur tout X. Alors T est continue si et seulement si son
graphe est fermé dans X × Y .

Démonstration. Si T est continue et si (xn, Txn)→ (x, y), alors Txn → Tx, donc y = Tx.

Réciproquement, supposons le graphe fermé. Il est alors un sous-espace fermé du Banach X × Y ,
donc un espace de Banach. La projection

πX : G(T )→ X, (x, Tx) 7→ x,

est une bijection linéaire continue. Son inverse est continu par le théorème de l’inverse continu.
Comme T = πY ◦ π−1

X , l’opérateur T est continu.

Remarque 1.9.3. L’hypothèse selon laquelle T est défini sur tout X est essentielle. Par
exemple, l’opérateur de dérivation

D : C1([0, 1]) ⊂ C([0, 1]) −→ C([0, 1])

est fermé lorsqu’on considère C1([0, 1]) comme domaine de D, mais il n’est pas borné pour
la norme uniforme du domaine ambiant.
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Chapitre 1 Théorème de Stone–Weierstrass

Exemple 1.9.4. La complétude des espaces dans le théorème du graphe fermé est également
essentielle. Sur E = C([0, 1]), considérons les deux normes

∥f∥1 =
∫ 1

0
|f(t)| dt, ∥f∥∞ = sup

t∈[0,1]
|f(t)|.

L’identité
I : (E, ∥ · ∥∞) −→ (E, ∥ · ∥1)

est continue, donc son graphe est fermé. Le graphe de l’application inverse

I−1 : (E, ∥ · ∥1) −→ (E, ∥ · ∥∞)

est donc lui aussi fermé. Pourtant I−1 n’est pas continue : les deux normes ne sont pas
équivalentes sur C([0, 1]). Il n’y a pas contradiction avec le théorème précédent, car (E, ∥·∥1)
n’est pas complet.

1.10 Théorème de Stone–Weierstrass

Cette section donne un critère général de densité pour des sous-algèbres de fonctions continues
sur un compact.

Lemme 1.10.1. Soit X un espace topologique compact contenant au moins deux points et
D une partie de C0(X,R). Supposons que

1. si f, g ∈ D, alors max{f, g} ∈ D et min{f, g} ∈ D,

2. pour tous x, y ∈ X, x ̸= y, et tous r, s ∈ R, il existe g ∈ D tel que g(x) = r et
g(y) = s.

Alors D est dense dans C0(X,R).

Démonstration. Soit f ∈ C0(X,R) et ε > 0. Fixons x ∈ X. Par la deuxième hypothèse, pour tout
y ∈ X \ {x}, il existe g ∈ D tel que g(x) = f(x) et g(y) = f(y). En particulier, g(y) > f(y)− ε

et, par continuité de f et g, il existe un voisinage ouvert V de y sur lequel g > f − ε.

Comme X contient au moins deux points, choisissons un point y0 ̸= x et une fonction g0 ∈ D

telle que g0(x) = f(x) et g0(y0) = f(y0). Par continuité, g0 > f − ε dans un voisinage de x.
En utilisant la compacité de X, on obtient donc des ouverts V1, . . . , Vn de X et des fonctions
g1, . . . , gn ∈ D tels que

X = V1 ∪ · · · ∪ Vn, gj > f − ε sur Vj , gj(x) = f(x).

Posons h = max{g1, . . . , gn}. Par la première hypothèse, h ∈ D et, par construction, h > f − ε

sur X et h(x) = f(x). Par continuité de h et f , il existe donc un voisinage ouvert U de x sur

22
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lequel h < f + ε.

En utilisant à nouveau la compacité de X, on obtient des ouverts U1, . . . , Um de X et des fonctions
h1, . . . , hm ∈ D tels que

X = U1 ∪ · · · ∪ Um, hj > f − ε sur X, hj < f + ε sur Uj .

La fonction min{h1, . . . , hm} appartient à D par la première hypothèse et satisfait

sup
x∈X
|f(x)−min{h1(x), . . . , hm(x)}| < ε.

Les hypothèses du théorème suivant sont purement algébriques, mais elles impliquent un résultat
topologique de densité.

Théorème 1.10.2 (Stone–Weierstrass). Soit X un espace topologique compact contenant
au moins deux points et soit C0(X) l’espace des fonctions continues sur X à valeurs réelles
ou complexes. Supposons que D est une sous-algèbre de C0(X) telle que

1. D est stable par conjugaison complexe,

2. D contient les constantes,

3. pour tous x, y ∈ X, x ̸= y, il existe f ∈ D tel que f(x) ̸= f(y).

Alors D est dense dans C0(X).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que l’adhérence D de D est également une sous-algèbre
stable par conjugaison complexe qui satisfait les trois hypothèses.

Traitons tout d’abord le cas réel. Fixons f ∈ D. Quitte à multiplier f par une constante, on
peut supposer que supx∈X |f(x)| < 1. En utilisant le théorème de Weierstrass, on peut considérer
une suite (Pn)n∈N de polynômes à coefficients réels qui converge uniformément vers t 7→ |t| sur
[−1, 1]. Comme D est une sous-algèbre qui contient les constantes, Pn(f) ∈ D. De plus, (Pn(f))
converge uniformément vers |f |, et donc |f | ∈ D.

Montrons à présent que D satisfait les hypothèses du Lemme 1.10.1. Si f, g ∈ D, alors

max{f, g} = 1
2
(
f + g + |f − g|

)
∈ D, min{f, g} = 1

2
(
f + g − |f − g|

)
∈ D.

D’autre part, fixons x ̸= y dans X et r, s ∈ R. Par hypothèse, il existe f ∈ D tel que f(x) ̸= f(y).
La fonction

h(t) = r + f(t)− f(x)
f(y)− f(x)(s− r)

appartient à D et satisfait h(x) = r et h(y) = s. Le Lemme 1.10.1 donne donc D = C0(X,R).

Dans le cas complexe, si D′ = D ∩ C0(X,R), alors la stabilité de D par conjugaison montre que
les parties réelle et imaginaire de chaque élément de D appartiennent à D′. Il s’ensuit que D′
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contient les constantes et sépare les points. Par la première partie de la preuve, D′ = C0(X,R).
Si f ∈ C0(X,C), il suffit d’écrire f = ℜf + iℑf et d’approcher chaque morceau par une fonction
de D′.

Corollaire 1.10.3. Les polynômes trigonométriques sont denses dans l’espace des fonctions
continues 2π-périodiques muni de la norme uniforme.

Démonstration. On applique le théorème à l’algèbre engendrée par les fonctions x 7→ einx, n ∈ Z,
sur le cercle unité.

1.11 Exercices

Exercice 1.11.1. Démontrer que les espaces de l’Exemple 1.2.2 sont des espaces de Banach.

Exercice 1.11.2. En utilisant le Théorème 1.2.5, montrer que l’espace L1(X,A, µ) est complet
pour tout espace mesuré (X,A, µ).

Exercice 1.11.3. Montrer que c0 est un sous-espace fermé de ℓ∞. En déduire que c0, muni de
la norme ∥ · ∥∞, est un espace de Banach.

Exercice 1.11.4. On munit C1([0, 1]) de la norme

∥f∥C1 = ∥f∥[0,1] + ∥f ′∥[0,1].

Montrer que C1([0, 1]) est un espace de Banach pour cette norme et que l’injection naturelle de
C1([0, 1]) dans C0([0, 1]) est continue.

Exercice 1.11.5. Soit 1 ≤ p ≤ +∞. On définit les opérateurs de décalage sur ℓp par

S(x0, x1, x2, . . .) = (0, x0, x1, . . .)

et
L(x0, x1, x2, . . .) = (x1, x2, x3, . . .).

Montrer que S et L sont des opérateurs linéaires continus de ℓp dans ℓp et calculer leurs normes
d’opérateur.

Exercice 1.11.6. Soit (an)n∈N une suite de C telle que la série
∑+∞

n=0 anbn converge pour toute
suite (bn)n∈N ∈ ℓ2. Pour tout N ∈ N, considérons l’application linéaire

TN : ℓ2 → C : (bn)n∈N 7→
N∑

n=0
anbn.

1. Montrer que 1 √√√√ N∑
n=0
|an|2 = inf

{
C > 0 : |TN (b)| ≤ C∥b∥ℓ2 ∀b ∈ ℓ2}

1. On calcule ce que l’on appellera la norme de l’opérateur TN .
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2. En utilisant le théorème de Banach-Steinhaus, en déduire que (an)n∈N ∈ ℓ2.

Exercice 1.11.7. Considérons l’espace L1(T) constitué des fonctions 2π-périodiques intégrables
sur [0, 2π]. Si f ∈ L1(T), on note f̂(n) son nème coefficient de Fourier.

1. Montrer que l’application linéaire

T : L1(T)→ c0(Z) : f 7→
(
f̂(n)

)
n∈Z

est continue.

2. En utilisant le théorème classique d’unicité des coefficients de Fourier, qui assure l’injectivité
de T , et en procédant par l’absurde, montrer que T n’est pas surjectif.

Exercice 1.11.8. Soit ∥ · ∥ une norme sur C0([0, 1]) pour laquelle C0([0, 1]) est un espace de
Banach. Supposons que la convergence pour la norme ∥ · ∥ implique la convergence ponctuelle.
Montrer que les normes ∥ · ∥ et ∥ · ∥[0,1] sont équivalentes.

Exercice 1.11.9. Fixons a = (an)n∈N une suite de C et posons

∥x∥a =
+∞∑
n=0
|anxn|

pour tout x ∈ ℓ∞.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la suite a pour que ∥ · ∥a soit une norme
sur ℓ∞.

2. Dans ce cas, démontrer que ∥ · ∥a n’est pas équivalent à la norme usuelle ∥ · ∥∞ de ℓ∞.

3. En déduire que (ℓ∞, ∥ · ∥a) n’est pas complet.

Exercice 1.11.10. 1. Soient (X, ∥ · ∥X) et (Y, ∥ · ∥Y ) deux espaces de Banach continûment
injectés dans un même espace vectoriel topologique séparé E. On peut donc considérer leur
somme algébrique X + Y ⊆ E. Pour tout z ∈ X + Y , on pose

∥z∥X+Y = inf
{
∥x∥X + ∥y∥Y : z = x + y , x ∈ X , y ∈ Y

}
.

Identifier X + Y à un quotient de X × Y et, à l’aide du Théorème 1.2.10, montrer que
cette formule définit une norme pour laquelle X + Y est un espace de Banach.

2. Soit (X, ∥ · ∥) un espace de Banach et soient A et B deux sous-espaces vectoriels fermés de
X tels que X = A + B. En utilisant le point précédent et le théorème du graphe fermé,
montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout x ∈ X, il existe a ∈ A et
b ∈ B avec

x = a + b et ∥a∥+ ∥b∥ ≤ C∥x∥.

Exercice 1.11.11. Soit g ∈ L2([0, 1]) tel que fg ∈ L2([0, 1]) pour tout f ∈ L2([0, 1]). Considérons
l’application

Mg : L2([0, 1])→ L2([0, 1]) : f 7→ fg.

Montrer que Mg est une application continue
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1. en utilisant le théorème de Banach-Steinhaus,

2. en utilisant le théorème du graphe fermé.
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2 Compacité dans les espaces normés
Après l’étude des espaces normés et des espaces de Banach, nous introduisons maintenant
les notions de bornitude, de précompacité et de compacité dans le cadre métrique. Dans un
espace normé, ces notions ont des formulations très concrètes ; elles permettent notamment de
comprendre ce qui distingue la dimension finie de la dimension infinie et conduisent rapidement
au théorème d’Arzelà–Ascoli.

Pourquoi introduire la compacité ?

Dans de nombreux problèmes d’analyse, on construit d’abord une suite d’approximations et l’on
cherche ensuite à en extraire une sous-suite qui converge vers un objet limite. La bornitude seule
ne suffit pas en dimension infinie : la suite canonique de ℓ2 est bornée, mais ne possède aucune
sous-suite convergente. La compacité, et plus généralement la précompacité, fournit précisément
le mécanisme d’extraction qui manque.

La compacité joue aussi un second rôle fondamental : elle permet souvent de passer d’une
information locale ou ponctuelle à une information uniforme. Le principe est simple. Lorsqu’une
propriété est vraie dans un voisinage de chaque point d’un compact, on peut recouvrir ce compact
par ces voisinages puis en extraire un sous-recouvrement fini. La finitude obtenue permet alors
fréquemment de choisir des constantes indépendantes du point considéré. Le théorème classique
selon lequel une fonction continue sur un compact est uniformément continue est un exemple
élémentaire de ce mécanisme.

Ces deux idées — extraire des objets convergents et obtenir des contrôles uniformes à partir
d’informations locales — interviennent constamment dans les méthodes d’approximation, dans
l’étude des familles de fonctions et dans les problèmes d’existence. Le théorème d’Arzelà–Ascoli
en donnera une illustration importante : un contrôle ponctuel et une équicontinuité permettent,
sur un compact, d’obtenir une précompacité pour la norme uniforme.

La seconde partie généralisera ces notions aux espaces localement convexes, en mettant l’accent
sur ce qui change lorsque la topologie est décrite par une famille de semi-normes.

2.1 Ensembles bornés, précompacts et compacts

Définition 2.1.1. Soit (X, ∥ · ∥) un espace normé. Une partie B ⊂ X est dite bornée si

sup
x∈B
∥x∥ < +∞.

Elle est dite précompacte si, pour tout ε > 0, elle peut être recouverte par un nombre fini
de boules ouvertes de rayon ε.
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Enfin, la compacité est entendue au sens topologique usuel.

Dans un espace métrique, la précompacité est aussi appelée totale bornitude. Elle est plus forte
que la bornitude, mais elle ne suppose pas que l’ensemble soit fermé. Nous dirons qu’un ensemble
est relativement compact lorsque son adhérence est compacte. Dans un espace de Banach, la
Proposition 2.1.3 montrera que précompacité et relative compacité sont équivalentes.

Proposition 2.1.2. Pour une partie K d’un espace normé X, les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. K est précompacte ;

2. toute suite de K possède une sous-suite de Cauchy.

Démonstration. Supposons K précompacte. Pour chaque n ≥ 1, recouvrons K par un nombre
fini de boules de rayon 2−n. À partir d’une suite (xj)j de K, on extrait une sous-suite contenue
dans l’une des boules du premier recouvrement, puis une sous-suite de celle-ci contenue dans une
boule du deuxième recouvrement, et ainsi de suite. La suite diagonale obtenue est de Cauchy.

Réciproquement, supposons que K ne soit pas précompacte. Il existe alors ε > 0 tel qu’aucune
famille finie de boules ouvertes de rayon ε ne recouvre K.

Choisissons x1 ∈ K. Supposons construits x1, . . . , xn ∈ K. Comme

K ̸⊂
n⋃

j=1
B(xj , ε),

on peut choisir

xn+1 ∈ K \
n⋃

j=1
B(xj , ε).

Ainsi,
∥xn+1 − xj∥X ≥ ε, j = 1, . . . , n.

Par récurrence, on obtient donc une suite (xn)n de K telle que

∥xn − xm∥X ≥ ε pour n ̸= m.

Une telle suite ne possède aucune sous-suite de Cauchy.

Proposition 2.1.3. Si X est un espace de Banach, une partie K ⊂ X est précompacte si
et seulement si son adhérence K est compacte.

Démonstration. Si K est précompacte, son adhérence l’est également. Comme X est complet,
K est complète. La Proposition 2.1.2 montre alors que toute suite de K possède une sous-suite
de Cauchy, qui converge dans K ; dans un espace métrique, cela équivaut à la compacité. La
réciproque est immédiate, tout compact métrique étant précompact.
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Dans un espace de Banach, la précompacité est donc exactement la propriété qui précède
la compacité : il suffit de prendre l’adhérence. Cette caractérisation utilise la complétude
de l’espace ambiant et ne devra pas être transposée sans précaution au cadre localement
convexe général.

Proposition 2.1.4. Soit X un espace normé. La boule unité ouverte b(0, 1) est précompacte
si et seulement si X est de dimension finie.

Démonstration. Si X est de dimension finie, toute partie bornée est précompacte.

Réciproquement, supposons b(0, 1) précompacte et fixons ε ∈ (0, 1). Il existe x1, . . . , xN ∈ b(0, 1)
tels que

b(0, 1) ⊆
N⋃

j=1
b(xj , ε).

Posons
E = span{x1, . . . , xN}.

Soit x ∈ b(0, 1). Il existe j1 tel que
∥x− xj1∥X < ε.

On peut donc écrire
x = xj1 + εy1, y1 = x− xj1

ε
∈ b(0, 1).

En appliquant le même raisonnement à y1, il existe j2 et y2 ∈ b(0, 1) tels que

y1 = xj2 + εy2.

En itérant, on obtient, pour tout m ≥ 1,

x = xj1 + εxj2 + · · ·+ εm−1xjm + εmym, ym ∈ b(0, 1).

Comme ∥ym∥X < 1,
∥εmym∥X < εm −→ 0.

Les sommes partielles
xj1 + εxj2 + · · ·+ εm−1xjm

appartiennent à E et convergent vers x. Or E est de dimension finie, donc fermé. Ainsi x ∈ E.

On a donc b(0, 1) ⊆ E. Enfin, tout vecteur de X est un multiple scalaire d’un élément de b(0, 1),
d’où X = E. Par conséquent, X est de dimension finie.

Remarque 2.1.5. En dimension finie, les parties fermées et bornées sont compactes. En
dimension infinie, la proposition précédente montre en particulier que la boule unité fermée
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n’est pas compacte. La précompacité mesure donc précisément une propriété plus forte que
la seule bornitude.

Exemple 2.1.6. Dans ℓ2, la famille des vecteurs de la base canonique (en)n≥0 est bornée,
puisque ∥en∥2 = 1 pour tout n, mais elle n’est pas précompacte. En effet,

∥en − em∥2 =
√

2 (n ̸= m),

de sorte qu’aucune sous-suite de (en) n’est de Cauchy. Cet exemple illustre concrètement la
différence entre bornitude et précompacité en dimension infinie.

2.2 Théorème d’Arzelà–Ascoli

Le théorème d’Arzelà–Ascoli traduit un problème de compacité dans un espace de fonctions en
conditions concrètes de contrôle ponctuel et d’équicontinuité. Il constitue l’un des principaux
critères pratiques de compacité du cours.

Le Théorème d’Arzelà–Ascoli permet de caractériser les parties précompactes de C0(X), muni de
la norme uniforme, lorsque X est compact. Cet espace figure déjà parmi les exemples d’espaces
de Banach du premier chapitre. Commençons par un lemme fondé sur un procédé d’extraction
diagonale.

Lemme 2.2.1. Soit D un ensemble dénombrable et (fm)m∈N une suite de fonctions définies
sur D et à valeurs dans K. Supposons que la suite (fm)m∈N est simplement bornée sur D,
c’est-à-dire

sup
m∈N
|fm(x)| < +∞ ∀x ∈ D.

Alors il existe une sous-suite de (fm)m∈N qui converge simplement sur D.

Démonstration. Écrivons D = {x(0), x(1), . . .}. De la suite (fm), extrayons une sous-suite (f (0)
m )

telle que (f (0)
m (x(0))) converge. De cette sous-suite, extrayons une sous-suite (f (1)

m ) telle que
(f (1)

m (x(1))) converge, et poursuivons ainsi. Pour tout k, la suite (f (k+1)
m ) est une sous-suite de

(f (k)
m ) et converge aux points x(0), . . . , x(k+1).

La suite diagonale (f (k)
k )k∈N est une sous-suite de la suite initiale. Pour tout j fixé, sa queue est

une sous-suite de (f (j)
m ) ; elle converge donc au point x(j). La convergence est ainsi simple sur

tout D.

Afin d’énoncer le théorème suivant, il est nécessaire de considérer la notion d’équicontinuité dans
le cas d’une famille d’applications F définies sur un espace métrique X et à valeurs dans K.
On dit que F est équicontinue si pour tout ε > 0 et pour tout x ∈ X, il existe η > 0 tel que
|f(x)− f(y)| < ε pour tout f ∈ F si d(x, y) < η.
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Exemple 2.2.2. Si E et F sont deux espaces normés et si A est une partie bornée de
L(E, F ), alors A, vue comme une famille de fonctions sur E, est équicontinue. En effet, si
M = supT ∈A ∥T∥, alors

∥T (x)− T (y)∥ ≤M∥x− y∥ (T ∈ A).

Exemple 2.2.3. La suite fn(t) = tn sur [0, 1] n’est pas équicontinue. En effet, fn(1) = 1,
tandis que fn(1− 1/n) = (1− 1/n)n reste éloigné de 1 lorsque n tend vers l’infini, alors que
1/n→ 0.

Théorème 2.2.4 (Arzelà-Ascoli). Soit X un espace métrique compact. Une partie K de
C0(X) est précompacte si et seulement si elle est simplement bornée et équicontinue.

Démonstration. Supposons que K est précompacte. Alors K est bornée et donc il existe C > 0
tel que

sup
f∈K

sup
x∈X
|f(x)| ≤ C.

En particulier, pour tout x ∈ X, supf∈K |f(x)| < +∞ et K est donc simplement bornée. Montrons
à présent que K est une partie équicontinue. Soit x ∈ X et ε > 0. Comme K est précompact, il
existe f1, . . . , fn ∈ C0(X) tels que

K ⊆
n⋃

j=1
b(fj , ε

3)

où les boules sont définies à partir de la norme uniforme sur X. Comme les fonctions f1, . . . , fn

sont continues, il existe η > 0 tel que

|fj(x)− fj(y)| ≤ ε

3

pour tout y ∈ X tel que d(x, y) ≤ η et pour tout j ∈ {1, . . . , n}. Soit f ∈ K. Alors il existe
j ∈ {1, . . . , n} tel que f ∈ b(fj , ε

3). On obtient alors que

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fj(x)|+ |fj(x)− fj(y)|+ |fj(y)− f(y)| ≤ ε

pour tout y ∈ X tel que d(x, y) ≤ η, ce qui suffit.

Supposons à présent que K est simplement bornée et équicontinue. Pour tout n ≥ 1 et tout
x ∈ X, l’équicontinuité fournit un voisinage ouvert Vn,x de x tel que

|f(x)− f(y)| < 1
3n

pour tous y ∈ Vn,x et f ∈ K.

Pour chaque n, les ouverts (Vn,x)x∈X recouvrent X. Par compacité, il existe une partie finie
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Xn ⊆ X telle que
X =

⋃
x∈Xn

Vn,x.

Considérons l’ensemble dénombrable X∞ =
⋃

n≥1 Xn. Soit (fm)m∈N une suite de K. Comme
K est simplement bornée, le Lemme 2.2.1 donne l’existence d’une sous-suite (fk(m))m∈N qui
converge simplement dans X∞. Soient y ∈ X et n ≥ 1. Alors il existe x ∈ Xn ⊆ X∞ tel que
y ∈ Vn,x. On a alors

|fk(m)(y)− fk(l)(y)| ≤ |fk(m)(y)− fk(m)(x)|+ |fk(m)(x)− fk(l)(x)|+ |fk(l)(x)− fk(l)(y)|

<
2

3n
+ |fk(m)(x)− fk(l)(x)|

pour tous m, l ∈ N. Comme y ∈ X est arbitraire, on en tire que

sup
y∈X
|fk(m)(y)− fk(l)(y)| ≤ 2

3n
+ sup

x∈Xn

|fk(m)(x)− fk(l)(x)|

pour tous m, l ∈ N. Comme Xn est fini et comme la suite (fk(m))m∈N converge simplement, il
existe N ∈ N tel que

sup
x∈Xn

|fk(m)(x)− fk(l)(x)| ≤ 1
3n

si m, l ≥ N . Ainsi
sup
y∈X
|fk(m)(y)− fk(l)(y)| ≤ 1

n

pour tous l, m ≥ N et la suite (fk(m))m∈N est donc uniformément de Cauchy sur X. Cela suffit
par la Proposition 2.1.2.

Remarque 2.2.5. L’espace C0(X) est un espace de Banach. Par conséquent, par la
Proposition 2.1.3, le Théorème 2.2.4 fournit également une description des ensembles
relativement compacts de C0(X).

Exemple 2.2.6. Soit K un espace métrique compact. Pour M, L > 0, considérons

FM,L =
{
f ∈ C0(K) : ∥f∥∞ ≤M, |f(x)− f(y)| ≤ Ld(x, y) pour tous x, y ∈ K

}
.

La famille FM,L est uniformément bornée et équicontinue ; le Théorème d’Arzelà–Ascoli
montre donc qu’elle est précompacte dans C0(K). Comme elle est fermée pour la norme
uniforme, elle est même compacte.
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2.3 Exercices

Exercice 2.3.1. Soient α ∈ ]0, 1[ et Cα([0, 1]) l’espace de Hölder formé des fonctions f définies
sur [0, 1] telles que

|f |α := sup
x,y∈[0,1]

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

< +∞.

1. Montrer que
∥f∥Cα([0,1]) = ∥f∥[0,1] + |f |α

définit une norme sur Cα([0, 1]).

2. Montrer que
(
Cα([0, 1]), ∥ · ∥Cα([0,1])

)
est un espace de Banach.

3. Montrer que la boule unité de Cα([0, 1]) est un compact de C0([0, 1]) muni de sa norme
usuelle.

Exercice 2.3.2. Soit X un espace métrique compact et F une famille équicontinue d’applications
définies sur X et à valeurs complexes. Pour tout x ∈ X, on pose

F(x) =
{
f(x) : f ∈ F

}
.

1. Montrer que l’ensemble
A =

{
x ∈ X : F(x) est borné

}
est ouvert et fermé dans X.

2. En déduire que si X est connexe et A ̸= ∅, alors F est une partie relativement compacte
de C0(X).

Exercice 2.3.3. Soit X un sous-espace fermé de C0([0, 1]). Supposons que toute fonction f de
X est de classe C1 (c’est-à-dire est la restriction à [0, 1] d’une fonction dérivable sur un voisinage
de [0, 1]).

1. Considérons l’application
D : X → C0([0, 1]) : f 7→ f ′

où X est muni de la norme ∥f∥C1 = max{∥f∥[0,1], ∥f ′∥[0,1]}. En appliquant le théorème du
graphe fermé à D, montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

∥f ′∥[0,1] ≤ C∥f∥[0,1].

2. Utiliser le Théorème d’Arzela-Ascoli pour en déduire que X est de dimension finie.

Exercice 2.3.4. Soit K : [0, 1]× [0, 1]→ C une application continue. On définit l’application
TK : C0([0, 1])→ C0([0, 1]) en posant

TK(f)(x) =
∫ x

0
K(x, y)f(y)dy.

1. Montrer que TK est une application linéaire continue.
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2. Montrer que la famille {TK(f) : ∥f∥[0,1] ≤ 1} est équicontinue.

3. En utilisant le Théorème d’Arzela-Ascoli, en déduire que l’ensemble

{
TK(f) : ∥f∥[0,1] ≤ r

}
est relativement compact pour tout r > 0.

Exercice 2.3.5. Fixons c ∈ ℓ2. Montrer que l’ensemble {x ∈ ℓ2 : |xn| ≤ |cn| pour tout n ∈ N}
est un compact de ℓ2.

Exercice 2.3.6. Dans ℓ2, on note (en)n∈N la base canonique. Montrer que

K = {0} ∪
{ 1

n + 1en : n ∈ N
}

est un compact de ℓ2.

Exercice 2.3.7. Soit A une partie bornée de c0. Montrer que A est précompacte si et seulement
si

∀ε > 0 ∃N ∈ N sup
x∈A

sup
n≥N
|xn| < ε.

Vers les opérateurs compacts. Le théorème d’Arzelà–Ascoli fournit un critère concret de
précompacité dans un espace de fonctions. Au Chapitre 4, nous l’utiliserons immédiatement
pour montrer que des opérateurs intégraux, et en particulier l’opérateur de Volterra,
sont compacts. La notion d’opérateur compact apparaîtra ainsi comme une traduction
opératorielle des propriétés de compacité étudiées dans ce chapitre.
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3 Dualité dans les espaces normés et
espaces de Hilbert

Pourquoi introduire le dual ?

Avant de tenir compte d’une structure topologique, considérons simplement un espace vectoriel
X sur K. Une forme linéaire sur X est une application linéaire

ℓ : X −→ K.

L’ensemble de toutes les formes linéaires sur X est appelé le dual algébrique de X et est
généralement noté X∗.

Une forme linéaire peut être vue comme une manière d’extraire une information scalaire d’un
vecteur. Le dual rassemble ainsi tous les “observateurs linéaires” de l’espace.

Exemple 3.0.1. Considérons X = Rn. Pour chaque j ∈ {1, . . . , n}, l’application

e∗
j : Rn −→ R, e∗

j (x1, . . . , xn) = xj ,

est une forme linéaire : elle extrait la j-ième coordonnée du vecteur.

Plus généralement, toute forme linéaire sur Rn est de la forme

ℓ(x1, . . . , xn) = a1x1 + · · ·+ anxn

pour certains a1, . . . , an ∈ R. Ainsi, (Rn)∗ peut lui-même être identifié à Rn.

Cette observation se généralise à tout espace vectoriel de dimension finie. Si (e1, . . . , en) est une
base de X, on définit la base duale (e∗

1, . . . , e∗
n) par

e∗
i (ej) = δij .

Si
x =

n∑
j=1

xjej ,

alors e∗
i (x) = xi. Les éléments de la base duale permettent donc de lire les coordonnées d’un

vecteur. En particulier,
dim X∗ = dim X

lorsque X est de dimension finie.
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Exemple 3.0.2. Soit Pn l’espace des polynômes de degré inférieur ou égal à n. Pour tout
a ∈ K, les applications

P 7−→ P (a), P 7−→ P ′(a)

sont des formes linéaires sur Pn. On peut également considérer, par exemple,

P 7−→
∫ 1

0
P (t) dt.

Ces formes linéaires correspondent à différentes manières de “tester” un polynôme.

La même idée devient particulièrement utile dans les espaces de fonctions. Une forme linéaire
peut extraire une information locale, comme une valeur ponctuelle, ou une information globale,
comme une moyenne ou un moment. Par exemple, sur C([0, 1]) apparaissent naturellement

f 7−→ f(a), f 7−→
∫ 1

0
f(t) dt, f 7−→

∫ 1

0
tkf(t) dt.

En analyse fonctionnelle, les espaces considérés sont cependant le plus souvent de dimension
infinie et munis d’une topologie. Le dual algébrique est alors généralement trop grand pour être
utile : il contient des formes linéaires qui ne respectent en rien la notion de convergence choisie
sur l’espace. Il est donc naturel de ne conserver que les formes linéaires compatibles avec cette
topologie, c’est-à-dire les formes linéaires continues. On obtient ainsi le dual topologique

X ′ = {ℓ : X → K : ℓ est linéaire et continue}.

En dimension finie, cette distinction disparaît : toute forme linéaire est continue. Elle devient en
revanche essentielle en dimension infinie.

Exemple 3.0.3. Considérons C([0, 1]) muni de la norme uniforme. Pour tout a ∈ [0, 1],
l’évaluation

δa(f) = f(a)

est une forme linéaire continue puisque

|δa(f)| ≤ ∥f∥∞.

De même,

T (f) =
∫ 1

0
f(t) dt

est linéaire et continue car

|T (f)| ≤
∫ 1

0
|f(t)| dt ≤ ∥f∥∞.

Le dual intervient alors de plusieurs manières fondamentales. Il permet de séparer les points et
certains ensembles, de définir des convergences plus faibles, de transposer les opérateurs et de
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formuler des problèmes dans lesquels les objets ne sont observés qu’à travers leur action sur des
fonctions tests. Les distributions en fourniront plus loin un exemple central.

Ainsi, une suite (xn) converge faiblement vers x lorsque tous les observateurs linéaires continus
donnent asymptotiquement la même réponse :

ℓ(xn) −→ ℓ(x) pour tout ℓ ∈ X ′.

La même philosophie apparaît dans d’autres domaines. En probabilité, si Xn et X sont des
variables aléatoires de lois respectives µn et µ, la convergence en loi peut être décrite par∫

φ dµn −→
∫

φ dµ

pour toute fonction φ continue bornée. Ce n’est pas une dualité linéaire sur les variables aléatoires
elles-mêmes, mais c’est la même idée de convergence par une famille de tests. Lorsque les lois
sont vues comme des mesures, l’application

µ 7−→
∫

φ dµ

est bien linéaire en µ.

De même, les formulations faibles des équations différentielles reposent sur cette idée de test. Si
un objet u n’est pas assez régulier pour posséder une dérivée classique, on peut chercher à définir
sa dérivée par son action sur des fonctions tests, par exemple sous la forme

⟨u′, φ⟩ = −⟨u, φ′⟩.

C’est précisément ce point de vue qui conduit à la théorie des distributions.

Enfin, si T : X → Y est un opérateur linéaire continu et si y′ ∈ Y ′, l’observation de Tx par y′

peut être reportée sur x :
y′(Tx) = (T ′y′)(x).

La transposée permettra ainsi de transporter les observateurs de Y vers X.

On peut garder en tête le principe suivant :

un espace ←→ les observateurs continus qui permettent de le tester.

Le dual topologique n’est donc pas seulement un nouvel espace associé à X : il décrit les
observations linéaires de X qui sont compatibles avec sa notion de convergence.

Nous commençons dans le cadre normé, où le dual porte lui-même une norme naturelle. Le
théorème de Hahn–Banach fournira ensuite les fonctionnelles nécessaires aux arguments de
séparation et de densité ; le bidual conduira à la réflexivité et la transposée décrira l’action
naturelle des opérateurs sur les duaux. Une seconde étape sera consacrée aux espaces de Hilbert
et au théorème de représentation de Riesz. Nous reviendrons enfin aux topologies faible et faible-∗
et au théorème de Banach–Alaoglu.
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3.1 Dual d’un espace normé et norme opérateur

Dans un espace normé, la continuité d’une forme linéaire se traduit par une majoration par
la norme. Cette observation permet de définir le dual topologique et de le munir d’une norme
d’opérateur.

Définition 3.1.1. Soit (X, ∥ · ∥) un espace normé. L’espace

L(X,K)

des formes linéaires continues sur X est appelé le dual topologique de X et est noté X ′.

Exemple 3.1.2. Si X = C0(K), où K est un compact de Rn, alors, pour tout a ∈ K,
l’application

δa : f 7→ f(a)

appartient à X ′.

Comme
X ′ = L(X,K),

le dual X ′ est naturellement muni de la norme d’opérateur introduite précédemment. Ainsi, pour
tout T ∈ X ′,

∥T∥ = inf {C ≥ 0 : |T (x)| ≤ C∥x∥ pour tout x ∈ X} .

D’après les résultats généraux sur la norme d’opérateur, on a directement les résultats suivants.

Proposition 3.1.3. Soit (X, ∥ · ∥) un espace normé.

1. La norme opérateur définit une norme sur X ′.

2. Pour tout T ∈ X ′, on a

∥T∥ = sup
{
|T (x)| : x ∈ X, ∥x∥ ≤ 1

}
= sup

{
|T (x)| : x ∈ X, ∥x∥ = 1

}
.

3. Pour tout T ∈ X ′ et tout x ∈ X, on a

|T (x)| ≤ ∥T∥ ∥x∥.

En pratique, pour montrer qu’une forme linéaire T : X → K est continue, il suffit donc de vérifier
que

sup
∥x∥≤1

|T (x)| < +∞.

Le résultat suivant est en revanche spécifique au dual : contrairement à l’espace X lui-même, qui
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n’est pas nécessairement complet, son dual topologique l’est toujours.

Proposition 3.1.4. Soit (X, ∥ · ∥) un espace normé. Muni de la norme d’opérateur, le dual
X ′ est un espace de Banach.

3.2 Théorème de Hahn–Banach

Le théorème de Hahn–Banach permet de prolonger une forme linéaire définie sur un sous-espace
tout en conservant une majoration prescrite. Nous gardons ici la formulation de départ du cours,
valable pour une semi-norme ; la notion de semi-norme a été introduite au Chapitre 1 précisément
pour pouvoir énoncer ce résultat dès maintenant.

Lemme 3.2.1 (Hahn-Banach réel). Soient X un espace vectoriel réel, p une semi-norme
sur X et Y un sous-espace vectoriel de X. Supposons que T : Y → R est une forme
R-linéaire telle que

|T (x)| ≤ p(x) ∀x ∈ Y.

Alors il existe une forme R-linéaire T̃ : X → R telle que T̃ |Y = T et

|T̃ (x)| ≤ p(x) ∀x ∈ X.

Démonstration. Soit E l’ensemble des couples (T ∗, Z) où Z est un sous-espace vectoriel de X qui
contient Y et où T ∗ : Z → R est une forme linéaire qui prolonge T et telle que |T ∗(x)| ≤ p(x)
pour tout x ∈ Z. Remarquons que (T, Y ) ∈ E et donc E ̸= ∅. On munit E de la relation d’ordre
définie par

(T ∗
1 , Z1) ≤ (T ∗

2 , Z2) ⇐⇒ Z1 ⊆ Z2 et T ∗
2 |Z1 = T ∗

1 .

Montrons que E est inductif. Soit C une chaîne de E . Alors,

Z0 =
⋃

(T ∗,Z)∈C
Z

est un sous-espace vectoriel de X. De plus, l’application T ∗
0 définie par

T ∗
0 (x) = T ∗(x)

où (T ∗, Z) ∈ C est tel que x ∈ Z, est bien définie, linéaire et majorée par p sur Z puisque les
éléments de C sont totalement ordonnés. On en tire que (T ∗

0 , Z0) ∈ E majore C. En appliquant le
Lemme de Zorn, on obtient donc l’existence d’un élément maximal (T̃ , Z) dans E . Pour conclure,
il suffit de montrer que Z = X.

Supposons qu’il existe x0 ∈ X \ Z. Nous allons alors construire un couple (T ∗, Z+⟩x0⟨ ) apparte-
nant à E tel que T ∗|Z = T̃ . Cela contradira alors le caractère maximal de (T̃ , Z). Si x ∈ Z+⟩x0⟨,
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alors x admet une décomposition unique sous la forme

x = z + λx0 où z ∈ Z, λ ∈ R.

Pour tout s ∈ R, on pose alors
Ts(x) = T̃ (z) + λs.

Il est clair que Ts est une extension linéaire de T̃ sur Z+⟩x0⟨. Il reste à trouver s ∈ R tel que
|Ts(x)| ≤ p(x) pour tout x ∈ Z+⟩x0⟨. Remarquons que

T̃ (z1) + T̃ (z2) = T̃ (z1 + z2) ≤ p(z1 + z2) ≤ p(z1 − x0) + p(z2 + x0)

pour tous z1, z2 ∈ Z, d’où

T̃ (z1)− p(z1 − x0) ≤ p(z2 + x0)− T̃ (z2).

En particulier, on obtient

s0 := sup
{
T̃ (z1)− p(z1 − x0) : z1 ∈ Z

}
≤ p(z2 + x0)− T̃ (z2) < +∞

pour tout z2 ∈ Z. On en tire que pour tout z1 ∈ Z, on a

T̃ (z1)− s0 ≤ p(z1 − x0)

et
T̃ (z1) + s0 ≤ p(z1 + x0)

où la deuxième relation est obtenue en prenant z2 = z1. Ainsi, si λ > 0, on a

|Ts0(z + λx0)| = λ
∣∣T̃ ( z

λ) + s0
∣∣ ≤ λp( z

λ + x0) = p(z + λx0),

si λ < 0, on a

|Ts0(z + λx0)| = −λ
∣∣T̃ (−z

λ )− s0
∣∣ ≤ −λp(−z

λ − x0) = p(z + λx0)

et si λ = 0, on a |Ts0(z)| ≤ p(z), ce qui suffit.

Théorème 3.2.2 (Hahn-Banach). Soient X un espace vectoriel, p une semi-norme sur X

et Y un sous-espace vectoriel de X. Supposons que T : Y → K est une forme linéaire telle
que

|T (x)| ≤ p(x) ∀x ∈ Y.

Alors il existe une forme linéaire T̃ : X → K telle que T̃ |Y = T et

|T̃ (x)| ≤ p(x) ∀x ∈ X.
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Démonstration. Si K = R, il s’agit du résultat démontré dans le Lemme 3.2.1. Si K = C,
considérons l’application

ℜT : Y 7→ R : x 7→ ℜT (x).

Il est clair que ℜT est une forme R-linéaire sur l’espace Y muni d’une structure de R-vectoriel.
Clairement, on a également |ℜT (x)| ≤ p(x) pour tout x ∈ Y . Par le Lemme 3.2.1, il existe donc
une forme R-linéaire ℜ̃T : X → R qui prolonge ℜT et telle que |ℜ̃T (x)| ≤ p(x) pour tout x ∈ X.
Remarquons que

T (y) = ℜT (y) + iℑT (y) = ℜT (y)− iℜ(iT (y)) = ℜT (y)− iℜT (iy)

pour tout y ∈ Y . Ainsi, l’application

T̃ : X → C : x 7→ ℜ̃T (x)− iℜ̃T (ix)

est une extension de T à X. Vérifions qu’elle convient. Il s’agit d’une forme linéaire puisque pour
tous x, y ∈ X et λ ∈ C, on a

T̃ (λx) = ℜ̃T (λx)− iℜ̃T (iλx)

= ℜλ ℜ̃T (x) + ℑλ ℜ̃T (ix)− iℜλ ℜ̃T (ix) + iℑλ ℜ̃T (x)

= ℜλ T̃ (x) + iℑλ T̃ (x)

= λT̃ (x)

et

T̃ (x + y) = ℜ̃T (x + y)− iℜ̃T (ix + iy)

= ℜ̃T (x)− iℜ̃T (ix) + ℜ̃T (y)− iℜ̃T (iy)

= T̃ (x) + T̃ (y).

De plus, T̃ est majorée par p puisque si x ∈ X est tel que T̃ (x) ̸= 0, on a

|T̃ (x)| = e−i arg(T̃ (x))T̃ (x) = T̃ (e−i arg(T̃ (x))x)

et puisqu’il s’agit d’un nombre réel, on a

|T̃ (x)| = ℜ
(
T̃ (e−i arg(T̃ (x))x)

)
= ℜ̃T (e−i arg(T̃ (x))x) ≤ p(e−i arg(T̃ (x))x) = p(x).

Cela conclut la preuve.

Corollaire 3.2.3. Soient X un espace normé et Y un sous-espace vectoriel de X. Toute
forme linéaire continue T : Y → K admet un prolongement linéaire continu T̃ : X → K tel
que ∥T̃∥ = ∥T∥.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer le Théorème 3.2.2 à la semi-norme p = ∥T∥ ∥·∥. La majoration
obtenue donne ∥T̃∥ ≤ ∥T∥, tandis que l’inégalité inverse vient du fait que T̃ prolonge T .

Corollaire 3.2.4. Soit X un espace normé. Pour tout x ∈ X, il existe T ∈ X ′ tel que
∥T∥ ≤ 1 et T (x) = ∥x∥. En particulier,

∥x∥ = sup{|S(x)| : S ∈ X ′, ∥S∥ ≤ 1}.

Démonstration. Si x = 0, on prend T = 0. Sinon, sur le sous-espace ⟨x⟩, on pose T0(λx) = λ∥x∥.
Alors |T0(y)| = ∥y∥ sur ⟨x⟩. Le Corollaire 3.2.3 fournit un prolongement T de norme 1. La formule
de représentation en découle avec l’inégalité |S(x)| ≤ ∥S∥ ∥x∥.

Corollaire 3.2.5. Le dual d’un espace normé sépare les points : si x ≠ y, il existe T ∈ X ′

tel que T (x) ̸= T (y).

Démonstration. On applique le Corollaire 3.2.4 à x− y.

Remarque 3.2.6. Le corollaire précédent montre que l’application canonique JX : X →
(X ′)∗ définie par JX(x)(T ) = T (x) est injective.

Corollaire 3.2.7. Soit Y un sous-espace vectoriel d’un espace normé X. Alors Y est dense
dans X si et seulement si la seule forme T ∈ X ′ qui s’annule sur Y est la forme nulle.

Démonstration. Si Y est dense, la continuité donne immédiatement le résultat. Réciproquement,
si Y ̸= X, choisissons x /∈ Y . La forme linéaire définie sur Y + ⟨x⟩ par S(y +λx) = λ est continue ;
le Corollaire 3.2.3 la prolonge en une forme non nulle de X ′ qui s’annule sur Y , contradiction.

3.2.1 Une forme réelle sous-linéaire de Hahn–Banach

La séparation de convexes exige une version légèrement plus générale du théorème précédent. Une
application p : E → R sur un espace vectoriel réel est dite sous-linéaire si p(x + y) ≤ p(x) + p(y)
et p(λx) = λp(x) pour tout λ ≥ 0.

Théorème 3.2.8 (Hahn–Banach, forme sous-linéaire). Soient E un espace vectoriel réel,
p : E → R une fonctionnelle sous-linéaire, V un sous-espace vectoriel et f : V → R une
forme linéaire telle que f(v) ≤ p(v) pour tout v ∈ V . Alors f admet un prolongement
linéaire f̃ : E → R tel que f̃(x) ≤ p(x) pour tout x ∈ E.
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Démonstration. On reprend l’argument de Zorn utilisé dans la preuve du Lemme 3.2.1. Il suffit
donc de traiter le prolongement de f de V à V + ⟨x0⟩, avec x0 /∈ V . On cherche a ∈ R tel que

f̃(v + λx0) = f(v) + λa

reste majorée par p. Pour v, w ∈ V , la sous-linéarité donne

f(v) + f(w) = f(v + w) ≤ p(v + w) ≤ p(v − x0) + p(w + x0),

donc
sup
v∈V

(
f(v)− p(v − x0)

)
≤ inf

w∈V

(
p(w + x0)− f(w)

)
.

On choisit a entre ces deux nombres et on définit

f̃(v + λx0) = f(v) + λa.

Vérifions que f̃ ≤ p. Si λ > 0, en appliquant la borne supérieure au vecteur v/λ, on obtient

a ≤ p(v/λ + x0)− f(v/λ),

et donc, par homogénéité positive de p,

f(v) + λa ≤ λp(v/λ + x0) = p(v + λx0).

Si λ < 0, posons µ = −λ > 0. En appliquant la borne inférieure au vecteur v/µ, on obtient

a ≥ f(v/µ)− p(v/µ− x0),

d’où
f(v) + λa = f(v)− µa ≤ µp(v/µ− x0) = p(v − µx0) = p(v + λx0).

Le cas λ = 0 est exactement l’hypothèse f ≤ p sur V . Ainsi, f̃ est bien un prolongement de f

dominé par p sur V + ⟨x0⟩.

On reprend alors sans changement l’argument de Zorn de la preuve du Lemme 3.2.1 : l’ensemble
des prolongements dominés par p, ordonné par extension, est inductif ; un élément maximal ne
peut avoir un domaine strictement contenu dans E grâce à l’étape précédente. Son domaine est
donc E tout entier.

3.3 Séparation des ensembles convexes

Définition 3.3.1. Une partie A de X est convexe si pour tous x, y ∈ A et tous λ, µ ∈ [0, 1]
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tels que λ + µ = 1, on a
λx + µy ∈ A,

autrement dit si le segment joignant x à y est inclus dans A.

La forme géométrique de Hahn–Banach affirme que deux convexes disjoints peuvent être séparés
par un hyperplan continu lorsque l’un est compact et l’autre fermé. Ce résultat sera également
utile pour interpréter la dualité et les topologies faibles.

Lemme 3.3.2. Soit C un convexe de l’espace normé réel X tel que 0 ∈ C et tel qu’il existe
r > 0 pour lequel BX(0, r) ⊆ C. Posons

pC(x) = inf{λ > 0 : x ∈ λC}.

Alors pC est sous-linéaire et

0 ≤ pC(x) ≤ ∥x∥
r

(x ∈ X).

En particulier, pC est continue. Si de plus C est fermé, alors

C = {x ∈ X : pC(x) ≤ 1}.

Démonstration. Comme BX(0, r) ⊆ C, l’ensemble C est absorbant et pC est bien définie. Pour
λ ≥ 0, on obtient directement pC(λx) = λpC(x). Si x ∈ aC et y ∈ bC, avec a, b > 0, la convexité
de C donne

x + y

a + b
= a

a + b

x

a
+ b

a + b

y

b
∈ C,

donc pC(x + y) ≤ a + b. En prenant les bornes inférieures, on obtient

pC(x + y) ≤ pC(x) + pC(y).

Ainsi pC est sous-linéaire. Comme BX(0, r) ⊆ C, on a pC(x) ≤ ∥x∥/r pour tout x ∈ X. En
utilisant la sous-additivité pour x = y + (x− y) puis pour y = x + (y − x), on obtient

|pC(x)− pC(y)| ≤ max{pC(x− y), pC(y − x)} ≤ ∥x− y∥
r

,

ce qui montre la continuité.

Enfin, C ⊆ {pC ≤ 1} est immédiat. Réciproquement, si pC(x) ≤ 1, alors, pour tout n, il existe
λn < 1 + 1/n tel que x ∈ λnC. On peut choisir λn → 1 et donc x/λn ∈ C avec x/λn → x. Si C

est fermé, on en déduit x ∈ C.

Remarque 3.3.3. La construction précédente est la fonctionnelle de Minkowski d’un
convexe absorbant. Lorsque nous étudierons les espaces localement convexes, nous retrouve-
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rons le cas particulier du cours initial où l’ensemble est absolument convexe et absorbant ;
la fonctionnelle de Minkowski est alors une semi-norme.

Théorème 3.3.4 (Séparation des convexes). Soit X un espace normé réel. Soient A, B ⊂ X

deux ensembles convexes non vides tels que A est compact, B est fermé et A∩B = ∅. Alors
il existe T ∈ X ′ tel que

inf
a∈A

T (a) > sup
b∈B

T (b).

Démonstration. Commençons par le cas où A = {a}. Par translation, on peut supposer 0 ∈ B.
Comme a /∈ B et B est fermé, d(a, B) > 0. Choisissons 0 < r < d(a, B) et posons

C = {x ∈ X : d(x, B) ≤ r}.

L’ensemble C est fermé, convexe, contient la boule fermée BX(0, r) et ne contient pas a. La
fonctionnelle pC du Lemme 3.3.2 est sous-linéaire et continue. Comme C est fermé, on a
C = {pC ≤ 1} ; ainsi pC(c) ≤ 1 pour c ∈ C et pC(a) > 1. Sur ⟨a⟩, définissons f(λa) = λpC(a).
On a f ≤ pC , et le Théorème 3.2.8 fournit une forme linéaire T : X → R qui prolonge f et
vérifie T ≤ pC . Comme T (x) ≤ pC(x) ≤ ∥x∥/r et −T (x) = T (−x) ≤ pC(−x) ≤ ∥x∥/r, on a
|T (x)| ≤ ∥x∥/r pour tout x ; ainsi T ∈ X ′. Enfin, T (a) = pC(a) > 1, tandis que T (b) ≤ pC(b) ≤ 1
pour tout b ∈ B ⊂ C. Le point a et B sont donc strictement séparés.

Dans le cas général, considérons le convexe fermé

C = A−B = {a− b : a ∈ A, b ∈ B}.

Il est fermé : si an − bn → x, on extrait de (an) une sous-suite convergeant vers a ∈ A ; alors
bn → a− x ∈ B le long de cette sous-suite. De plus 0 /∈ C. Le cas précédent, appliqué au point 0
et à C, fournit une forme S ∈ X ′ telle que

0 = S(0) > sup
c∈C

S(c).

Donc
sup

a∈A,b∈B
S(a− b) < 0,

ce qui équivaut à supA S < infB S. En prenant T = −S, on obtient la conclusion.

Remarque 3.3.5. Si X est complexe, on obtient de même une forme T ∈ X ′ telle que

inf
a∈A
ℜT (a) > sup

b∈B
ℜT (b).
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On applique le théorème réel à l’espace sous-jacent puis, si Φ : X → R est la forme réelle
obtenue, on pose T (x) = Φ(x)− iΦ(ix).

3.4 Bidual et réflexivité

Le dual étant lui-même un espace de Banach, on peut dualiser une seconde fois. Le plongement
canonique dans le bidual conduit à la notion de réflexivité, qui mesure dans quelle mesure l’espace
est entièrement retrouvé à partir de son dual.

La réflexivité est introduite avant les topologies faibles parce qu’elle est d’abord une propriété du
plongement canonique X → X ′′. Après l’introduction de la topologie faible-∗ et du théorème de
Banach–Alaoglu, nous reviendrons sur cette notion pour en déduire la compacité faible de la
boule unité d’un espace réflexif.

Le résultat suivant est une réécriture du Corollaire 3.2.4 dans le cas d’un espace normé.

Proposition 3.4.1. Soit (X, ∥ · ∥) un espace normé. Pour tout x ∈ X, on a

∥x∥ = sup{|T (x)| : T ∈ X ′, ∥T∥ ≤ 1}.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

|T (x)| ≤ ∥x∥ ∀x ∈ X

est équivalent à ∥T∥ ≤ 1, et ensuite d’utiliser le Corollaire 3.2.4.

On sait par la Remarque 3.2.6 qu’à tout x ∈ X peut être associé naturellement une forme linéaire
sur X ′, définie par

⟨ · , x ⟩ : X ′ → K : T 7→ T (x).

Cette forme linéaire est continue sur X ′ muni de la norme opérateur puisque par la Proposition
3.1.3

|T (x)| ≤ C∥T∥

pour tout T ∈ X ′, où C = ∥x∥. Ainsi, elle appartient au dual topologique X ′′ de X ′. On appelle
cet espace l’espace bidual de X. La proposition précédente peut s’interpréter de la manière
suivante : le plongement linéaire canonique

⟨ · , · ⟩ : X → X ′′ : x 7→ ⟨ · , x ⟩

préserve la norme, c’est-à-dire ∥x∥ = ∥⟨ · , x ⟩∥ puisque par la Proposition 3.1.3, on sait que
sup{|T (x)| : T ∈ X ′, ∥T∥ ≤ 1} = ∥⟨ · , x ⟩∥. En particulier, X peut être identifié à un sous-espace
fermé de X ′′.

46



Chapitre 3 Bidual et réflexivité

Définition 3.4.2. Un espace normé (X, ∥ · ∥) est réflexif si le plongement canonique

⟨ · , · ⟩ : X → X ′′ : x 7→ ⟨ · , x ⟩

est surjectif. Il s’agit alors d’une isométrie.

Par la Proposition 3.1.4, tout espace réflexif est un espace de Banach.

Exemples 3.4.3.

▷ Il est facile de vérifier que tout espace normé de dimension finie est réflexif.

▷ On verra que tout espace de Hilbert est réflexif.

▷ On verra que les espaces ℓp, 1 < p < +∞ sont réflexifs et que les espaces ℓ1, ℓ∞ et
c0 ne le sont pas.

Proposition 3.4.4. Soit (X, ∥ · ∥) un espace normé. Si X ′ est séparable, alors X est
séparable.

Démonstration. Soit D = {Tn : n ∈ N} une partie dense de X ′. Par la Proposition 3.1.3, pour
tout n ∈ N, il existe xn ∈ X tel que ∥xn∥ = 1 et |Tn(xn)| ≥ 1

2∥Tn∥. Soit Y le sous-espace vectoriel
de X engendré par {xn : n ∈ N}. Montrons que Y est dense dans X. Pour cela, considérons
T ∈ X ′ tel que T |Y = 0 et montrons que T = 0, ce qui suffit par le Corollaire 3.2.7. Soit (nk)k∈N

une sous-suite telle que (Tnk
)k∈N converge vers T dans X ′. Remarquons que, vu le choix de xnk

,
on a

∥Tnk
− T∥ ≥ |Tnk

(xnk
)− T (xnk

)| = |Tnk
(xnk

)| ≥ 1
2∥Tnk

∥.

Puisque ∥Tnk
− T∥ tend vers 0, on en tire que limk→+∞ ∥Tnk

∥ = 0. Cela implique que T = 0.

Pour conclure que X est séparable, il suffit alors de remarquer que les éléments de Y peuvent
être approchés par des combinaisons linéaires à coefficients dans Q si K = R, dans Q + iQ si
K = C, des éléments de {xn : n ∈ N}. Cet ensemble dénombrable est donc dense dans X.

Remarque 3.4.5. La réciproque de ce résultat est fausse. En effet, considérons l’espace
normé C0([0, 1]). Puisque les polynômes à coefficients rationnels sont denses dans C0([0, 1])
par le Théorème de Weierstrass, l’espace est séparable. On vérifie facilement que les formes
linéaires δx : f ∈ C0([0, 1]) 7→ f(x) sont continues pour tout x ∈ [0, 1] et que

∥δx − δy∥ = sup
{
|f(x)− f(y)| : f ∈ C0([0, 1]), sup

t∈[0,1]
|f(t)| ≤ 1} = 2

si x ̸= y. Comme [0, 1] n’est pas dénombrable, on ne peut pas approcher les formes δx,
x ∈ [0, 1], par une famille dénombrable. Il s’ensuit que le dual de C0([0, 1]) n’est pas
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séparable.

Un autre exemple est donné par l’espace ℓ1 dont on montrera que le dual est ℓ∞, qui n’est
pas séparable.

Proposition 3.4.6. Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif si et seulement si
son espace dual X ′ est réflexif.

Démonstration. ⇒ Si X est réflexif, alors X = X ′′ et donc X ′ = X ′′′.

⇐ Supposons que X ′ est réflexif. Comme X est identifié à un sous-espace vectoriel fermé de X ′′,
on va montrer que X = X ′′ en utilisant le Corollaire 3.2.7. Supposons donc que x′′′ ∈ X ′′′ est tel
que x′′′|X = 0. Comme X ′ est réflexif, il existe x′ ∈ X ′ tel que x′′′(T ) = T (x′) pour tout T ∈ X ′′.
Comme x′′′ s’annule sur X, on a

0 = x′′′(⟨ · , x ⟩) = ⟨x′ , x ⟩ = x′(x)

pour tout x ∈ X, et donc la forme x′ est nulle. On en tire que x′′′(T ) = 0 pour tout T ∈ X ′′,
c’est-à-dire x′′′ = 0. Le Corollaire 3.2.7 permet d’affirmer que X est dense dans X ′′, d’où X = X ′′

puisque X est fermé.

Remarque 3.4.7. L’hypothèse de complétude dans la réciproque est nécessaire. Par
exemple, c00 muni de la norme de ℓ2 a pour dual ℓ2, qui est réflexif, alors que c00 n’est pas
complet et n’est donc pas réflexif.

Pour tout espace normé X, on obtient les inclusions canoniques

X ⊆ X ′′ ⊆ X(4) ⊆ X(6) ⊆ . . .

et
X ′ ⊆ X ′′′ ⊆ X(5) ⊆ X(7) ⊆ . . .

Si X est de Banach, la Proposition 3.4.6 implique que ces suites sont soit constantes, soit
strictement croissantes.

3.5 Transposée d’un opérateur

La dualité transforme naturellement un opérateur T : X → Y en un opérateur agissant dans
le sens opposé entre les duaux. Nous utiliserons la notation T ′ pour cette transposée, afin de
réserver T ∗ à l’adjoint hilbertien.
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Définition 3.5.1. Soient X, Y deux espaces normés et T ∈ L(X, Y ). Comme T est continue,
la composée y′ ◦ T est continue pour tout y′ ∈ Y ′. La transposée de T est donc l’application

T ′ : Y ′ −→ X ′, T ′(y′) = y′ ◦ T.

Elle est caractérisée par
⟨T ′y′, x⟩ = ⟨y′, Tx⟩.

Remarque 3.5.2. Si T : X → Y est seulement linéaire, sa transposée algébrique est
toujours définie entre les duaux algébriques par y∗ 7→ y∗ ◦ T . En revanche, pour obtenir
une application T ′ : Y ′ → X ′ entre les duaux topologiques, il faut assurer la continuité des
composées. Dans le cadre du cours, cette condition est garantie par l’hypothèse T ∈ L(X, Y ).

Proposition 3.5.3. La transposée T ′ est linéaire continue et ∥T ′∥ = ∥T∥.

Démonstration. Pour y′ ∈ Y ′ et x ∈ X,

|T ′y′(x)| = |y′(Tx)| ≤ ∥y′∥ ∥T∥ ∥x∥,

donc ∥T ′∥ ≤ ∥T∥. Réciproquement, pour x ∈ X, le Corollaire 3.2.4 appliqué à Tx donne

∥Tx∥ = sup
∥y′∥≤1

|y′(Tx)| ≤ ∥T ′∥ ∥x∥.

On prend le supremum sur la boule unité de X.

Proposition 3.5.4. Si S ∈ L(X, Y ) et T ∈ L(Y, Z), alors (T ◦ S)′ = S′ ◦ T ′.

Démonstration. Pour z′ ∈ Z ′, on a (T ◦ S)′z′ = z′ ◦ T ◦ S = S′(T ′z′).

Proposition 3.5.5. Si T ∈ L(X, Y ), alors

ker T ′ = (im T )⊥.

En particulier, T ′ est injective si et seulement si im T est dense dans Y .

Démonstration. La première identité découle directement de la définition. La seconde est alors
le critère de densité du Corollaire 3.2.7 appliqué au sous-espace im T de Y .
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Passage au cadre hilbertien. Jusqu’ici, les résultats ne font intervenir que la structure
normée et son dual. Nous exploitons maintenant une structure supplémentaire, le produit
scalaire, qui permet d’identifier le dual d’un espace de Hilbert à l’espace lui-même par le
théorème de Riesz.

3.6 Espaces de Hilbert, projection et représentation de Riesz

Les espaces de Hilbert sont des espaces de Banach dont la norme provient d’un produit scalaire.
Leur géométrie permet de définir des projections orthogonales et conduit à une description
complète du dual par le théorème de représentation de Riesz.

Définition 3.6.1. Un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme provient
d’un produit scalaire,

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩.

Dans tout le cours, le produit scalaire est linéaire par rapport à sa première variable.

Théorème 3.6.2 (Projection sur un convexe fermé). Soit H un espace de Hilbert et soit
C ⊂ H un convexe fermé non vide. Pour tout x ∈ H, il existe un unique point PCx ∈ C tel
que

∥x− PCx∥ = inf
y∈C
∥x− y∥.

Démonstration. Posons d = infy∈C ∥x−y∥ et choisissons une suite (yn) de C telle que ∥x−yn∥ → d.
L’identité du parallélogramme donne

∥yn − ym∥2 = 2∥x− yn∥2 + 2∥x− ym∥2 − 4
∥∥∥∥x− yn + ym

2

∥∥∥∥2
.

Comme C est convexe, (yn + ym)/2 ∈ C, donc le dernier terme est au moins 4d2. Ainsi (yn) est
de Cauchy. La complétude de H et la fermeture de C donnent yn → y ∈ C, et ∥x− y∥ = d.

Si y, z ∈ C réalisent tous deux la distance d, la même identité appliquée à y, z donne

∥y − z∥2 ≤ 2d2 + 2d2 − 4d2 = 0,

d’où y = z.

Corollaire 3.6.3. Si F est un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H, alors

H = F ⊕ F ⊥.
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Pour tout x ∈ H, le vecteur PF x est caractérisé par PF x ∈ F et x−PF x ∈ F ⊥. L’application
PF : H → F est linéaire continue et ∥PF ∥ ≤ 1.

Démonstration. Soit y = PF x. Pour h ∈ F et t ∈ K, la minimalité de y donne ∥x − y∥2 ≤
∥x − y − th∥2. En faisant varier t réel puis, dans le cas complexe, t imaginaire, on obtient
⟨x− y, h⟩ = 0. L’unicité de la décomposition orthogonale donne alors la linéarité de PF . Enfin, le
théorème de Pythagore donne ∥PF x∥ ≤ ∥x∥.

Lemme 3.6.4. Soient H un espace de Hilbert et a ∈ H. L’application Φa : H → K définie
par Φa(x) = ⟨x, a⟩ appartient à H ′ et ∥Φa∥ = ∥a∥.

Démonstration. On peut bien sûr supposer que a ̸= 0. Il est facile de vérifier que Φa est linéaire.
De plus, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|Φa(x)| = |⟨x, a⟩| ≤ ∥x∥∥a∥ ∀x ∈ H,

ce qui montre que Φa est continu et satisfait ∥Φa∥ ≤ ∥a∥. Enfin, si x = a
∥a∥ , on a ∥x∥ = 1 et

|Φa(x)| = ∥a∥, d’où ∥Φa∥ ≥ ∥a∥ par la Proposition 3.1.3.

Théorème 3.6.5 (Représentation de Riesz). Soient H un espace de Hilbert et T ∈ H ′.
Alors il existe a ∈ H tel que T = Φa.

Démonstration. Soit T ∈ H ′. Si T = 0, alors T = Φ0. Si T ≠ 0, alors ker(T ) est un sous-espace
vectoriel propre fermé de H. Soit z /∈ ker(T ) et x = z − Pker(T )(z). Alors x ⊥ y pour tout
y ∈ ker(T ) . Par linéarité, on peut supposer que ∥x∥ = 1. Remarquons que

T (x)y − T (y)x ∈ ker T

pour tout y ∈ H. Par conséquent, on a

0 = ⟨T (x)y − T (y)x, x⟩ = T (x)⟨y, x⟩ − T (y)∥x∥2 = T (x)⟨y, x⟩ − T (y)

et on en tire que T (y) = ⟨y, T (x)x⟩ pour tout y ∈ H. Ainsi, a = T (x)x convient.

Proposition 3.6.6. Tout espace de Hilbert est réflexif.

Démonstration. Soient H un espace de Hilbert et S ∈ H ′′. On vérifie directement que l’application
T0 : H → K : x 7→ S(Φx) est une forme linéaire sur H. Elle est également continue comme
composée d’applications continues. Par le Théorème 3.6.5, il existe a ∈ H tel que T0 = Φa. Pour
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conclure, il suffit de montrer que S(T ) = T (a) pour tout T ∈ H ′. Si T ∈ H ′, alors le Théorème
3.6.5 donne à nouveau b ∈ H tel que T = Φb, d’où

S(T ) = S(Φb) = Φa(b) = ⟨b, a⟩ = ⟨a, b⟩ = Φb(a) = T (a).

3.6.1 Adjoint hilbertien

La représentation de Riesz transforme la transposée en un opérateur entre les espaces de Hilbert
eux-mêmes.

Définition 3.6.7. Soient H et K deux espaces de Hilbert et T ∈ L(H, K). L’adjoint
hilbertien de T est l’unique opérateur T ∗ ∈ L(K, H) tel que

⟨Tx, y⟩K = ⟨x, T ∗y⟩H (x ∈ H, y ∈ K).

Proposition 3.6.8. L’adjoint existe, est unique et vérifie ∥T ∗∥ = ∥T∥. De plus, (S ◦T )∗ =
T ∗ ◦ S∗ lorsque les compositions ont un sens.

Démonstration. Fixons y ∈ K. L’application x 7→ ⟨Tx, y⟩K appartient à H ′. Le Théorème 3.6.5
fournit donc un unique vecteur T ∗y ∈ H tel que

⟨Tx, y⟩K = ⟨x, T ∗y⟩H .

L’unicité entraîne immédiatement la linéarité de y 7→ T ∗y. De plus,

∥T ∗y∥ = sup
∥x∥≤1

|⟨x, T ∗y⟩| = sup
∥x∥≤1

|⟨Tx, y⟩| ≤ ∥T∥ ∥y∥,

donc T ∗ est continu et ∥T ∗∥ ≤ ∥T∥. Réciproquement, pour x ∈ H,

∥Tx∥ = sup
∥y∥≤1

|⟨Tx, y⟩K | = sup
∥y∥≤1

|⟨x, T ∗y⟩H | ≤ ∥T ∗∥ ∥x∥.

Ainsi ∥T∥ ≤ ∥T ∗∥, d’où l’égalité. L’identité pour la composition découle de la caractérisation par
le produit scalaire.

3.6.2 Théorèmes de Hellinger–Toeplitz

Le théorème du graphe fermé du Chapitre 1 permet de déduire la continuité de certaines
applications linéaires à partir d’identités portant uniquement sur le produit scalaire.
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Corollaire 3.6.9 (Théorèmes de Hellinger–Toeplitz). Soit H un espace de Hilbert.

1. Soient S, T : H → H deux applications linéaires telles que

⟨S(x), y⟩ = ⟨x, T (y)⟩

pour tous x, y ∈ H. Alors S et T sont continus.

2. Si H est réel et si T : H → H est une application linéaire telle que ⟨T (x), x⟩ ≥ 0 pour
tout x ∈ H, alors T est continu.

Démonstration. Pour le premier point, soit xn → x et supposons T (xn)→ y. Pour tout z ∈ H,

⟨z, y⟩ = lim
n
⟨z, T (xn)⟩ = lim

n
⟨S(z), xn⟩ = ⟨S(z), x⟩ = ⟨z, T (x)⟩.

En prenant z = y − T (x), on obtient y = T (x). Le graphe de T est fermé ; le Théorème 1.9.2
donne sa continuité. Le même argument s’applique à S.

Pour le second point, soit xn → 0 et T (xn)→ y. Pour tout h ∈ H et tout λ ∈ R,

0 ≤ ⟨T (xn + λh), xn + λh⟩.

En développant et en faisant tendre n vers l’infini,

λ⟨y, h⟩+ λ2⟨T (h), h⟩ ≥ 0.

Comme cette inégalité vaut pour tout λ ∈ R, on a ⟨y, h⟩ = 0 pour tout h, donc y = 0. Le graphe
de T est fermé et le théorème du graphe fermé conclut.

3.7 Dual des espaces ℓp

Le cas p = 2 découle directement du théorème de représentation de Riesz ; les autres valeurs de p

conduisent à la dualité ℓp–ℓq.

Les espaces de suites fournissent des exemples fondamentaux où le dual peut être calculé
explicitement. Nous retrouvons ici, avec les preuves du cours initial, les identifications de (ℓp)′ et
de c′

0.

Dans cette section, nous nous intéressons aux espaces ℓp et nous donnons une caractérisation
complète de leur dual. Commençons par rappeler que si p ∈ ]1, +∞[, alors 1

p ∈ ]0, 1[ et il existe
un nombre réel q tel que

1
p

+ 1
q

= 1.

Les nombres p et q sont appelés des exposants conjugués. On étend cette définition en imposant
que les nombres 1 et +∞ sont des exposants conjugués. Rappelons également les inégalités de
Hölder.
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Proposition 3.7.1. Si p, q ∈ [1, +∞] sont des exposants conjugués, alors pour tout x ∈ ℓp

et tout y ∈ ℓq, on a (xnyn)n∈N ∈ ℓ1 et

+∞∑
n=0
|xnyn| ≤ ∥x∥p∥y∥q.

Il est donc légitime de considérer, pour y ∈ ℓq, l’application linéaire

Ty : ℓp → K : x 7→
+∞∑
n=0

xnyn.

Les inégalités de Hölder impliquent que Ty est continu et tel que ∥Ty∥ ≤ ∥y∥q. Dans le cas
où p = q = 2, l’espace ℓ2 est de Hilbert et on a Ty = Φy. On sait par le Théorème 3.6.5 de
représentation de Riesz que ces formes linéaires permettent d’obtenir une description complète
de l’espace dual. Montrons que c’est également le cas pour les espaces ℓp.

Lemme 3.7.2. Soit p ∈ [1, +∞[ et soit q son exposant conjugué.

Pour tout y ∈ ℓq, on a

∥y∥q = sup
{∣∣∣ +∞∑

n=0
xnyn

∣∣∣ : x ∈ ℓp, ∥x∥p ≤ 1
}

,

c’est-à-dire ∥y∥q = ∥Ty∥.

Démonstration. Par les inégalités de Hölder, on sait déjà que ∥y∥q ≥ ∥Ty∥. Il suffit donc de
montrer que ∥y∥q ≤ ∥Ty∥.

Supposons tout d’abord que p = 1. Pour tout n ∈ N, soit en la suite canonique définie par
en,m = δn,m. On a ∥en∥1 = 1 et |T (en)| = |yn|. Ainsi, ∥Ty∥ ≥ |yn| pour tout n ∈ N, d’où
∥Ty∥ ≥ ∥y∥∞.

Supposons à présent que p > 1. On peut bien sûr supposer que y ̸= 0. Pour tout n ∈ N, fixons
λn ∈ C tel que |λn| = 1 et λnyn = |yn|. Si N est suffisamment grand, on peut considérer
AN :=

(∑N
n=0 |yn|q

)−1/p
. On définit la suite (xn)n∈N en posant xn = AN λn|yn|q/p si n ≤ N , et

xn = 0 si n > N . On obtient alors

∥x∥p =
(

N∑
n=0

Ap
N |λn|p|yn|q

)1/p

= AN

(
N∑

n=0
|yn|q

)1/p

= 1.

Puisque q = 1 + q
p , il vient

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

xnyn

∣∣∣∣∣ = AN

N∑
n=0
|yn|1+ q

p = AN

N∑
n=0
|yn|q =

(
N∑

n=0
|yn|q

)1−1/p

=
(

N∑
n=0
|yn|q

)1/q

,
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d’où

sup
{∣∣∣ +∞∑

n=0
xnyn

∣∣∣ : x ∈ ℓp, ∥x∥p ≤ 1
}
≥
(

N∑
n=0
|yn|q

)1/q

.

Comme N peut être choisi arbitrairement grand, on obtient la conclusion.

Remarque 3.7.3. Dans la deuxième partie de la preuve précédente, on a montré que

(+∞∑
n=0
|yn|q

)1/q

≤ sup
{∣∣∣ +∞∑

n=0
xnyn

∣∣∣ : x ∈ ℓp, ∥x∥p ≤ 1
}

quelle que soit la suite y. Ainsi, y ∈ ℓq si et seulement si

sup
{∣∣∣ +∞∑

n=0
xnyn

∣∣∣ : x ∈ ℓp, ∥x∥p ≤ 1
}

< +∞.

On a construit une injection continue naturelle

ℓq → (ℓp)′ : y 7→ Ty

qui préserve la norme. Le résultat suivant montre que cette injection est également surjective et
par conséquent, il s’agit d’une isométrie entre le dual de l’espace ℓp et l’espace ℓq.

Proposition 3.7.4. Soit p ∈ [1, +∞[ et soit q son exposant conjugué. Pour tout T ∈ (ℓp)′,
il existe y ∈ ℓq tel que T = Ty. En particulier, (ℓp)′ ≃ ℓq topologiquement.

Démonstration. Supposons que p = 1. Vu ce qui précède, il suffit de montrer que si T ∈ (ℓ1)′,
alors il existe y ∈ ℓ∞ tel que T = Ty. Considérons la suite y définie par yn = T (en). On a
|yn| ≤ ∥T∥ et donc y ∈ ℓ∞. Puisque x = limN→+∞

∑N
n=0 xnen pour tout x ∈ ℓ1, où la limite a

lieu dans ℓ1, la linéarité et la continuité de T permettent d’obtenir le résultat.

Supposons à présent que p > 1. Soit T ∈ (ℓp)′ et pour tout n ∈ N, soit en la suite définie par
en,m = δn,m. Pour tout x ∈ ℓp, on a x = limN→+∞

∑N
n=0 xnen, où la limite a lieu dans ℓp. Par

continuité et linéarité de T , on a donc

T (x) = lim
N→+∞

T

(
N∑

n=0
xnen

)
= lim

N→+∞

N∑
n=0

xnT (en) =
+∞∑
n=0

xnT (en).

En utilisant la Remarque 3.7.3, on en tire que la suite (T (en))n∈N appartient à ℓq car

sup
{∣∣∣ +∞∑

n=0
xnT (en)

∣∣∣ : x ∈ ℓp, ∥x∥p ≤ 1
}

= ∥T∥ < +∞.

Ainsi, T = Ty si y est la suite définie par yn = T (en) pour tout n ∈ N. L’égalité (ℓp)′ ≃ ℓq

provient alors du Lemme 3.7.2.
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Par le Corollaire 1.8.4 du théorème de l’opérateur ouvert, la bijection linéaire continue

ℓq → (ℓp)′ : y 7→ Ty

entre espaces de Banach est un homéomorphisme.

Le résultat suivant est immédiat.

Corollaire 3.7.5. Si p ∈ ]1, +∞[, alors l’espace ℓp est réflexif.

Terminons cette section par le calcul du dual de l’espace c0.

Proposition 3.7.6. On a (c0)′ ≃ ℓ1 topologiquement.

Démonstration. Si y ∈ ℓ1, on peut considérer l’application linéaire

Ty : c0 → K : x 7→
+∞∑
n=0

xnyn.

Elle est continue puisque
|Ty(x)| ≤ ∥y∥1∥x∥∞ ∀x ∈ c0

et en particulier, ∥Ty∥ ≤ ∥y∥1. Pour tout n ∈ N, fixons λn ∈ C tel que |λn| = 1 et λnyn = |yn|.
Soit N ∈ N et soit x la suite définie par xn = λn pour tout n ≤ N et xn = 0 pour n > N . Alors,
x ∈ c0 et on a ∥x∥∞ = 1, d’où

∥Ty∥ ≥ |Ty(x)| =
∣∣∣∣∣

N∑
n=0

λnyn

∣∣∣∣∣ =
N∑

n=0
|yn|.

Comme N ∈ N est arbitraire, on en tire que ∥Ty∥ ≥ ∥y∥1.

Enfin, si T ∈ (c0)′, vérifions comme précédemment que la suite (T (en))n∈N appartient à ℓ1.
Pour tout n ∈ N, soit λn ∈ C tel que |λn| = 1 et λnT (en) = |T (en)|. Pour tout N ∈ N, on a∑N

n=0 λnen ∈ c0 et ∣∣∣∣∣T(
N∑

n=0
λnen

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

N∑
n=0

λnT (en)
∣∣∣∣∣ =

N∑
n=0
|T (en)|.

En utilisant la continuité de T , il vient

N∑
n=0
|T (en)| ≤ ∥T∥ ∥

N∑
n=0

λnen∥∞ = ∥T∥.

Comme N ∈ N est arbitraire, on en tire que (T (en))n∈N ∈ ℓ1 et ∥(T (en))n∈N∥1 ≤ ∥T∥. Comme
T satisfait T = Ty, on obtient la conclusion.
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Remarque 3.7.7. Le cas de l’espace ℓ∞ est plus délicat à traiter. En effet, la suite(∑N
n=0 xnen

)
N∈N ne converge pas vers (xn)n∈N dans ℓ∞. Les arguments précédents ne

peuvent donc plus s’appliquer dans cette situation.

Corollaire 3.7.8. Les espaces ℓ1, ℓ∞ et c0 ne sont pas réflexifs.

Démonstration. Puisque (c0)′ ≃ ℓ1 et (ℓ1)′ ≃ ℓ∞, l’espace c0 n’est pas réflexif. On obtient alors
que ℓ1 et ℓ∞ ne sont pas réflexifs en utilisant la Proposition 3.4.6.

Retour à la dualité générale. Les résultats hilbertiens et les calculs explicites de duaux
fournissent des exemples privilégiés, mais les notions qui suivent ne dépendent plus d’un
produit scalaire. Nous revenons maintenant à un espace normé quelconque et aux topologies
naturellement engendrées par son dual.

3.8 Topologies faible et faible-∗ dans le cadre normé

Les éléments du dual peuvent servir non seulement à tester les vecteurs, mais aussi à définir des
topologies plus faibles que la topologie de la norme. Nous introduisons ici les deux topologies
naturelles associées au dual ; elles seront reformulées dans le cadre localement convexe dans la
seconde partie.

Soit X un espace normé. Pour T1, . . . , Tn ∈ X ′ et r > 0, posons

U(T1, . . . , Tn; r) = {x ∈ X : |Tk(x)| < r pour k = 1, . . . , n}.

Définition 3.8.1. La topologie faible σ(X, X ′) est la topologie dont une base de voisinages
de 0 est formée par les ensembles U(T1, . . . , Tn; r). On note Xa l’espace X muni de cette
topologie.

Cette définition ne fait intervenir que les formes linéaires continues. Elle peut aussi être décrite à
l’aide des semi-normes

x 7−→ max
1≤k≤n

|Tk(x)|,

ce qui préparera sa formulation localement convexe.

C’est la topologie la moins fine pour laquelle toutes les applications de X ′ sont continues. Elle est
moins fine que la topologie de la norme. Une suite (xn) converge faiblement vers x si et seulement
si T (xn)→ T (x) pour tout T ∈ X ′.
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Exemple 3.8.2. Dans ℓ2, la suite canonique (en) converge faiblement vers 0 mais ne
converge pas en norme, puisque ∥en∥2 = 1 pour tout n.

Pour x1, . . . , xn ∈ X et r > 0, posons

V (x1, . . . , xn; r) = {T ∈ X ′ : |T (xk)| < r pour k = 1, . . . , n}.

Définition 3.8.3. La topologie dont une base de voisinages de 0 est formée par les ensembles
V (x1, . . . , xn; r) est appelée la topologie simple (ou faible-∗) sur X ′ ; elle est notée σ(X ′, X).
On note X ′

s le dual X ′ muni de cette topologie.

De manière équivalente, cette topologie est engendrée par les semi-normes

T 7−→ max
1≤k≤n

|T (xk)|.

La convergence faible-∗ est donc la convergence ponctuelle sur X. Sur X ′, on dispose ainsi de la
topologie forte donnée par la norme, de la topologie faible σ(X ′, X ′′) et de la topologie faible-∗
σ(X ′, X).

Une même idée : définir une convergence par des tests. La convergence faible et la
convergence faible-∗ illustrent un principe que l’on rencontre dans de nombreux domaines :
au lieu de comparer directement les objets, on compare leur action sur une famille de tests.

Pour la convergence faible dans X, les tests sont les éléments de X ′ :

xn ⇀ x ⇐⇒ ℓ(xn)→ ℓ(x) ∀ ℓ ∈ X ′.

Pour la convergence faible-∗ dans X ′, on teste au contraire sur les points de X :

ℓn
∗

⇀ ℓ ⇐⇒ ℓn(x)→ ℓ(x) ∀x ∈ X.

Un parallèle utile vient de la probabilité. Si µn et µ sont des mesures de probabilité sur un
espace métrique, leur convergence faible est caractérisée par∫

φ dµn −→
∫

φ dµ ∀φ ∈ Cb.

Si Xn et X ont pour lois µn et µ, cette convergence des mesures est exactement la convergence
en loi Xn

L−→ X. Les fonctions φ ne sont pas des formes linéaires en la variable aléatoire,
mais, vues comme fonctions tests sur les mesures, les applications µ 7→

∫
φ dµ sont linéaires.

Nous retrouverons encore la même idée pour les distributions : la convergence d’une suite
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(Tn) de distributions vers T se lit par

⟨Tn, φ⟩ −→ ⟨T, φ⟩ pour toute fonction test φ.

Remarque 3.8.4. Si X est réflexif, les topologies faible et faible-∗ sur X ′ coïncident. En
dimension infinie, elles sont en général strictement plus faibles que la topologie de la norme.

Exemple 3.8.5. Prenons X = c0. Comme X ′ ≃ ℓ1, la suite canonique (en) de ℓ1 converge
vers 0 pour la topologie faible-∗ σ(ℓ1, c0) : pour tout x = (xk) ∈ c0,

⟨en, x⟩ = xn −→ 0.

En revanche, (en) ne converge pas faiblement vers 0 dans ℓ1, car l’élément (1, 1, . . . ) ∈
(ℓ1)′ = ℓ∞ prend la valeur 1 sur chaque en. Cet exemple montre concrètement que les
topologies faible et faible-∗ sur un dual peuvent être différentes lorsque l’espace de départ
n’est pas réflexif.

3.9 Théorème de Banach–Alaoglu

Nous utiliserons le théorème de Tychonoff sous la forme suivante : tout produit d’espaces compacts
est compact pour la topologie produit. Ce résultat de topologie générale sera admis.

La topologie faible-∗ vient d’être définie comme topologie de convergence ponctuelle sur X. Le
théorème suivant montre pourquoi elle est particulièrement importante : la boule unité du dual,
qui n’est en général pas compacte pour la norme, devient compacte pour cette topologie.

Théorème 3.9.1 (Banach–Alaoglu). Soit X un espace normé. La boule unité fermée

BX′ = {T ∈ X ′ : ∥T∥ ≤ 1}

est compacte pour la topologie faible-∗ σ(X ′, X).

Démonstration. Identifions chaque T ∈ X ′ à la famille (T (x))x∈X ∈ KX . Si T ∈ BX′ , alors
|T (x)| ≤ ∥x∥ pour tout x ∈ X. Ainsi

BX′ ⊆
∏

x∈X

{λ ∈ K : |λ| ≤ ∥x∥}.

Le produit du membre de droite est compact pour la topologie produit par le théorème de
Tychonoff. La topologie induite sur BX′ est précisément la topologie faible-∗.

Il reste à vérifier que BX′ est fermé dans ce produit. Une limite ponctuelle de formes linéaires est
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linéaire, et les inégalités |T (x)| ≤ ∥x∥ sont préservées par passage à la limite ponctuelle. La limite
appartient donc encore à BX′ . Ainsi BX′ est un fermé d’un compact, donc est compacte.

Corollaire 3.9.2. Soit X un espace de Banach réflexif. Alors sa boule unité fermée BX

est compacte pour la topologie faible σ(X, X ′).

Démonstration. Le plongement canonique J : X → X ′′ est une isométrie surjective et envoie BX

sur BX′′ . Par le Théorème de Banach–Alaoglu appliqué à X ′, la boule BX′′ est compacte pour
σ(X ′′, X ′). Sous l’identification donnée par J , cette topologie correspond exactement à σ(X, X ′).
La boule BX est donc faiblement compacte.

Remarque 3.9.3. Lorsque X est de dimension infinie, la boule unité de X ′ n’est pas
compacte pour la norme. Le théorème de Banach–Alaoglu montre qu’elle l’est néanmoins
pour σ(X ′, X). Le corollaire précédent explique aussi le rôle de la réflexivité : elle permet de
transformer cette compacité faible-∗ dans le bidual en compacité faible dans l’espace initial.
La version localement convexe sera formulée, dans la seconde partie, à l’aide des polaires.

3.10 Exercices

Les exercices ci-dessous regroupent les exercices du cours initial qui ne nécessitent que le cadre
normé, la dualité ou la géométrie hilbertienne. Les exercices faisant intervenir les constructions
générales d’espaces localement convexes sont reportés aux chapitres correspondants.

Exercice 3.10.1. Soit (X, ∥ · ∥) un espace normé et soient x1, . . . , xn des éléments linéairement
indépendants de X. Si c1, . . . , cn ∈ K, montrer qu’il existe f ∈ X ′ tel que f(xk) = ck pour tout
k ∈ {1, . . . , n}.

Exercice 3.10.2. Soient (X, ∥ · ∥X) et (Y, ∥ · ∥Y ) deux espaces normés. Soit L(X, Y ) l’espace
des opérateurs linéaires continus de X dans Y . On définit la norme opérateur de T par

∥T∥ := inf
{
C > 0 : ∥T (x)∥Y ≤ C∥x∥X ∀x ∈ X

}
.

Montrer que

1. la norme opérateur définit une norme sur L(X, Y ),

2. pour tout T ∈ L(X, Y ), on a

∥T∥ = sup
{
∥T (x)∥Y : x ∈ X, ∥x∥X ≤ 1

}
= sup

{
∥T (x)∥Y : x ∈ X, ∥x∥X = 1

}
,

3. pour tout T ∈ X ′ et tout x ∈ X, on a

∥T (x)∥Y ≤ ∥T∥ ∥x∥X .
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Exercice 3.10.3. On munit l’espace L1/2([0, 1]) de la distance définie par

d(f, g) =
∫ 1

0

√
|f(x)− g(x)| dx.

Montrer que la seule forme linéaire continue sur L1/2([0, 1]) est la forme linéaire nulle. Une
interprétation de cet exemple en termes de convexité locale sera donnée dans la seconde partie,
après l’introduction des espaces localement convexes.

Exercice 3.10.4. On munit l’espace C[x] des polynômes à coefficients complexes de la norme
∥P∥∞ = supx∈[0,1] |P (x)|. Si a ∈ R, on considère la forme linéaire

Ta : C[x]→ C : P 7→ P (a).

1. A quelle(s) condition(s) sur a la forme Ta est-elle continue ?

2. Dans ce cas, calculer ∥Ta∥.

Exercice 3.10.5. Soit φ ∈ C0([0, π],R). Considérons l’application

T : C0([0, π],R)→ R : f 7→
∫ π

0
φ(x)f(x)dx.

1. Montrer que T appartient au dual de C0([0, π],R).

2. Si φ ≥ 0, calculer ∥T∥.

3. Si φ(x) = cos(x), calculer ∥T∥.

Exercice 3.10.6. Soit (an)n∈N une suite formant une partie dense de [0, 1]. On considère
l’application

T : C0([0, 1],R)→ R : f 7→
+∞∑
n=1

(−1)n

2n
f(an).

1. Montrer que T appartient au dual de C0([0, 1],R).

2. Montrer que ∥T∥ = 1.
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4 Opérateurs compacts et opérateurs
de Hilbert–Schmidt

Le théorème d’Arzelà–Ascoli fournit un premier critère concret de précompacité. Il est donc
naturel d’introduire immédiatement les opérateurs compacts.

Pourquoi introduire les opérateurs compacts ?

En dimension infinie, la boule unité n’est plus compacte. Un opérateur compact compense en
partie cette perte : il transforme les ensembles bornés en ensembles relativement compacts.
Il réintroduit ainsi, après application de l’opérateur, un comportement proche de celui de la
dimension finie et permet à nouveau d’extraire des sous-suites convergentes.

Dans de nombreux exemples, cette compacité traduit aussi un effet de régularisation. L’opérateur
transforme un simple contrôle de taille en une information plus uniforme sur les images. Pour un
opérateur intégral, par exemple, une famille bornée peut être envoyée sur une famille uniformément
bornée et équicontinue ; le théorème d’Arzelà–Ascoli permet alors de conclure à la précompacité.
On retrouve ainsi, au niveau des opérateurs, l’un des rôles essentiels de la compacité : transformer
un contrôle local ou faible en un contrôle global suffisamment uniforme pour obtenir de la
convergence.

Cette propriété explique pourquoi les opérateurs compacts jouent un rôle important dans les
problèmes d’approximation et dans l’étude des équations fonctionnelles. Dans le cadre normé, leur
compacité se lit entièrement sur l’image de la boule unité. Nous étudions ensuite les opérateurs
de Hilbert–Schmidt et les perturbations compactes de l’identité, sans faire appel à la théorie
spectrale.

4.1 Opérateurs compacts entre espaces normés

Définition 4.1.1. Soient X et Y deux espaces normés. Un opérateur linéaire continu
T : X → Y est dit compact si T (BX) est relativement compact dans Y , où

BX = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1}.

On note K(X, Y ) l’ensemble des opérateurs compacts de X dans Y .

Comme tout ensemble borné de X est contenu dans un multiple de BX , cette définition est
équivalente à demander que T transforme toute partie bornée de X en une partie relativement
compacte de Y .
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Proposition 4.1.2. Soient X, Y, Z des espaces normés.

1. Si K ∈ K(X, Y ) et S ∈ L(Y, Z), alors S ◦K ∈ K(X, Z).

2. Si K ∈ K(Y, Z) et S ∈ L(X, Y ), alors K ◦ S ∈ K(X, Z).

Démonstration. Pour le premier point, K(BX) est compact et son image par S est compacte ;
elle contient (S ◦ K)(BX). Pour le second, la continuité de S donne S(BX) ⊆ CBY pour un
certain C > 0, et (K ◦ S)(BX) ⊆ CK(BY ) est relativement compact.

Corollaire 4.1.3. Si X est de dimension infinie, l’identité de X n’est pas compacte.

Démonstration. Si l’identité était compacte, la boule unité serait précompacte, ce qui contredirait
la Proposition 2.1.4.

Exemple 4.1.4. Soient K ⊂ R compact et k ∈ C0(K ×K). L’opérateur

T : C0(K)→ C0(K), T (f)(x) =
∫

K
f(y)k(x, y) dy,

est compact.

Démonstration. Si B est la boule unité de C0(K), la famille T (B) est simplement bornée. De
plus, l’uniforme continuité de k sur K ×K donne, uniformément pour f ∈ B,

|T (f)(x)− T (f)(z)| ≤ L(K) sup
y∈K
|k(x, y)− k(z, y)|,

qui tend vers 0 lorsque z → x. La famille T (B) est donc équicontinue. Le théorème d’Arzelà–Ascoli
(Théorème 2.2.4) montre qu’elle est précompacte.

Exemple 4.1.5. L’opérateur de Volterra

V : C0([0, 1]) −→ C0([0, 1]), V f(x) =
∫ x

0
f(t) dt,

est compact. En effet, si ∥f∥∞ ≤ 1, alors ∥V f∥∞ ≤ 1 et

|V f(x)− V f(y)| ≤ |x− y|.

L’image de la boule unité est donc uniformément bornée et équicontinue ; sa précompacité
résulte directement du Théorème d’Arzelà–Ascoli.

64



Chapitre 4 Opérateurs de Hilbert–Schmidt

Proposition 4.1.6. Tout opérateur de rang fini entre espaces normés est compact.

Démonstration. L’image de la boule unité est une partie bornée d’un espace de dimension finie ;
son adhérence y est compacte.

Proposition 4.1.7. Soient X un espace normé et Y un espace de Banach. L’espace
K(X, Y ) est fermé dans L(X, Y ) pour la norme d’opérateur.

Démonstration. Soit (Tn) une suite d’opérateurs compacts telle que ∥Tn−T∥ → 0. Pour montrer
que T est compact, il suffit de montrer que T (BX) est précompact. Soit ε > 0 et choisissons n

tel que ∥T − Tn∥ < ε/3. Comme Tn(BX) est relativement compact, donc précompact, il existe
y1, . . . , ym ∈ Y tels que

Tn(BX) ⊆
m⋃

j=1
BY (yj , ε/3).

Pour x ∈ BX , choisissons j tel que ∥Tnx− yj∥ < ε/3. Alors

∥Tx− yj∥ ≤ ∥(T − Tn)x∥+ ∥Tnx− yj∥ < 2ε/3.

Ainsi T (BX) est précompact. Comme Y est complet, la Proposition 2.1.3 montre que son
adhérence est compacte.

4.2 Opérateurs de Hilbert–Schmidt

Dans les espaces de Hilbert, les opérateurs de Hilbert–Schmidt fournissent une classe très concrète
d’opérateurs compacts. La définition utilise une base hilbertienne, mais la quantité obtenue ne
dépend pas du choix de cette base.

Dans cette section, H et K sont des espaces de Hilbert séparables.

Lemme 4.2.1. Soit T ∈ L(H, K). Si (en) et (fn) sont deux bases hilbertiennes de H, alors

∑
n

∥Ten∥2 =
∑

n

∥Tfn∥2,

avec la convention que les deux membres peuvent valoir +∞.

Démonstration. Soit (uj) une base hilbertienne de K. Par Parseval et par la définition de l’adjoint
hilbertien,

∑
n

∥Ten∥2 =
∑
n,j

|⟨Ten, uj⟩|2 =
∑

j

∑
n

|⟨en, T ∗uj⟩|2 =
∑

j

∥T ∗uj∥2.
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Le dernier membre ne dépend pas de la base (en) de H ; le même calcul avec (fn) donne la
conclusion. Les séries étant à termes positifs, les permutations des sommes sont légitimes dans
[0, +∞].

Définition 4.2.2. Un opérateur T ∈ L(H, K) est un opérateur de Hilbert–Schmidt si, pour
une – et donc pour toute – base hilbertienne (en) de H,

∥T∥2HS :=
∑

n

∥Ten∥2 < +∞.

Exemple 4.2.3. Soit H un espace de Hilbert séparable muni d’une base hilbertienne
(en)n≥0, et soit (λn) une suite bornée de scalaires. On définit l’opérateur diagonal

T

∑
n≥0

xnen

 =
∑
n≥0

λnxnen.

Alors T ∈ L(H) et
∥T∥ = sup

n
|λn|.

De plus,
∥T∥2HS =

∑
n≥0
|λn|2.

Ainsi T est de Hilbert–Schmidt si et seulement si (λn) ∈ ℓ2. Cet exemple montre concrè-
tement que la condition de Hilbert–Schmidt impose une décroissance quadratiquement
sommable des coefficients diagonaux.

Proposition 4.2.4. Tout opérateur de rang fini entre espaces de Hilbert est de Hilbert–
Schmidt. De plus,

∥T∥ ≤ ∥T∥HS

pour tout opérateur de Hilbert–Schmidt T .

Démonstration. Si T est de rang fini, alors (ker T )⊥ est de dimension finie. En choisissant une
base hilbertienne adaptée à la décomposition H = ker T ⊕ (ker T )⊥, seuls un nombre fini de
termes de la somme définissant ∥T∥HS sont non nuls.

Pour la seconde assertion, si (en) est une base hilbertienne et x =
∑

n xnen avec ∥x∥ = 1, alors,
pour tout y ∈ K de norme 1,

|⟨Tx, y⟩| =
∣∣∣∣∣∑

n

xn⟨Ten, y⟩
∣∣∣∣∣ ≤

(∑
n

|xn|2
)1/2(∑

n

|⟨Ten, y⟩|2
)1/2

≤ ∥T∥HS .

On prend le supremum sur y, puis sur x.
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Proposition 4.2.5. Tout opérateur de Hilbert–Schmidt est compact.

Démonstration. Soit (en) une base hilbertienne de H et soit PN la projection orthogonale sur
span{e0, . . . , eN}. Alors TN = T ◦ PN est de rang fini. De plus,

∥T − TN∥2 ≤ ∥T − TN∥2HS =
∑

n>N

∥Ten∥2 −→ 0.

Les opérateurs de rang fini sont compacts et, lorsque l’espace d’arrivée est Banach, l’ensemble
des opérateurs compacts est fermé pour la norme d’opérateur. Ainsi T est compact.

Proposition 4.2.6 (Opérateurs intégraux). Soit k ∈ L2([0, 1]2) et définissons

Tk : L2([0, 1])→ L2([0, 1]), Tkf(x) =
∫ 1

0
k(x, y)f(y) dy.

Alors Tk est de Hilbert–Schmidt et

∥Tk∥HS = ∥k∥L2([0,1]2).

En particulier, Tk est compact.

Démonstration. Commençons par vérifier que Tk est bien défini et continu. Pour f ∈ L2([0, 1]),
l’inégalité de Cauchy–Schwarz donne, pour presque tout x,

|Tkf(x)|2 ≤
(∫ 1

0
|k(x, y)|2 dy

)
∥f∥22.

En intégrant par rapport à x, on obtient

∥Tkf∥22 ≤ ∥k∥2L2([0,1]2) ∥f∥
2
2,

de sorte que Tk ∈ L(L2([0, 1]), L2([0, 1])).

Soit maintenant (en) une base hilbertienne de L2([0, 1]). Pour presque tout x, la fonction
y 7→ k(x, y) appartient à L2([0, 1]). Avec la convention adoptée dans le cours, le produit scalaire
est linéaire dans sa première variable. Ainsi, pour presque tout x,

Tken(x) =
〈
en, k(x, ·)

〉
L2

.

Par Parseval, ∑
n

|Tken(x)|2 =
∑

n

∣∣∣〈en, k(x, ·)
〉∣∣∣2 =

∫ 1

0
|k(x, y)|2 dy.
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En intégrant et en utilisant Tonelli,

∑
n

∥Tken∥22 =
∫ 1

0

∫ 1

0
|k(x, y)|2 dy dx.

La conclusion découle de la définition et de la Proposition 4.2.5.

4.3 Perturbations compactes de l’identité

Dans cette section, étant donné un opérateur compact continu K : X → X sur un espace de
Banach X, on s’intéresse aux propriétés de l’opérateur K − I. L’objectif est de montrer qu’une
perturbation compacte de l’identité conserve, à un défaut de dimension finie près, plusieurs
propriétés d’un isomorphisme. Cette étude est menée ici indépendamment de toute théorie
spectrale.

Proposition 4.3.1. Soient X un espace de Banach et K ∈ K(X, X). Alors le noyau de
K − I est un sous-espace de dimension finie et l’image de K − I est fermée.

Démonstration. Soit bX la boule unité de X. Comme K est un opérateur compact, sa restriction
au noyau de K − I est compacte par la Proposition 4.1.2 . On en tire que K

(
bX ∩ ker(K − I)

)
=

bX ∩ ker(K − I) est relativement compact, et la Proposition 2.1.4 implique que la dimension de
ker(K − I) est finie.

Montrons à présent que im(K − I) est fermé. Posons T = K − I et considérons l’application
induite

T̂ : X/ ker T −→ X, T̂ ([x]) = T (x).

Comme T est continu, ker T est fermé ; le quotient X/ ker T est donc un espace de Banach par le
résultat du Chapitre 1 sur les quotients d’espaces de Banach. L’image de T̂ est exactement im T .
Par la Proposition 1.4.7, il suffit donc de montrer qu’il existe C > 0 tel que

∥T (x)∥ = ∥T̂ (πker T (x))∥ ≥ C ∥πker T (x)∥

pour tout x ∈ X. Procédons par l’absurde et supposons que pour tout n ∈ N0, il existe xn ∈ X

tel que ∥πker(T )(xn)∥ = 1 et ∥T (xn)∥ < 1
n . Par définition de la norme quotient, on peut choisir

un représentant xn tel que ∥xn∥ < 2. Comme K est un opérateur compact et comme la suite
(K(xn))n∈N0 appartient à l’image de la boule bX(2), il existe une sous-suite (xnk

)k∈N telle que
(K(xnk

))k∈N converge. Notons y sa limite. Comme ∥T (xnk
)∥ = ∥K(xnk

)− xnk
∥ < 1

nk
, on obtient

que la suite (xnk
)k∈N converge également vers y. Par continuité de K, on a K(y) = y et donc

y ∈ ker(T ). En utilisant la définition de la norme quotient, il vient

1 = ∥πker(T )(xnk
)∥ ≤ ∥xnk

− y∥ → 0,

d’où une contradiction.
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Si X est un espace de Banach, K : X → X est un opérateur compact et T = K − I, alors, pour
tout n ∈ N∗

0, posons

Kn =
n∑

j=1
(−1)j+1

(
n

j

)
Kj .

Comme les opérateurs compacts forment un sous-espace vectoriel et sont stables par composition
avec un opérateur continu, Kn est compact. La formule du binôme donne

(K − I)n = (−1)n(I −Kn) = (−1)n+1(Kn − I).

La multiplication par le scalaire non nul (−1)n+1 ne change ni le noyau ni l’image. On peut donc
appliquer le résultat précédent à l’opérateur Kn pour obtenir que

▷ ker(K − I)n est de dimension finie,

▷ im(K − I)n est fermé.

De plus, il est clair que la suite de sous-espaces
(

ker(K − I)n
)

n∈N est croissante et la suite
de sous-espaces

(
im(K − I)n

)
n∈N est décroissante. Nous allons montrer que ces deux suites se

stabilisent au même cran.

Lemme 4.3.2 (Lemme de stabilisation). Soient X un espace de Banach et K ∈ K(X, X).
Soit (Lm)m∈N une suite croissante (resp. décroissante) de sous-espaces vectoriels fermés de
X. Supposons que

(K − I)(Lm+1) ⊆ Lm
(

resp. (K − I)(Lm) ⊆ Lm+1
)

pour tout m ∈ N. Alors il existe m0 ∈ N tel que Lm = Lm0 pour tout m ≥ m0.

Démonstration. Supposons par l’absurde que les sous-espaces considérés forment une suite
strictement croissante. Pour chaque m, le quotient normé Lm+1/Lm est non nul. Choisissons-y
une classe de norme 1 et un représentant ym+1 ∈ Lm+1 de norme strictement inférieure à 2. Par
définition de la norme quotient,

dist(ym+1, Lm) = 1.

Si p ≤ q, alors (K − I)yq+1 ∈ Lq et Kyp+1 ∈ Lp+1 ⊆ Lq. Par conséquent,

∥Kyq+1 −Kyp+1∥ = ∥yq+1 + (K − I)yq+1 −Kyp+1∥ ≥ dist(yq+1, Lq) = 1.

La suite (ym) est bornée, mais (Kym) ne possède donc aucune sous-suite de Cauchy, ce qui
contredit la compacité de K.

Supposons maintenant que (Lm) soit strictement décroissante. Pour chaque m, le quotient normé
Lm/Lm+1 est non nul. Choisissons-y une classe de norme 1 et un représentant ym ∈ Lm de norme
strictement inférieure à 2. Alors

dist(ym, Lm+1) = 1.
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Si p < q, alors (K − I)yp ∈ Lp+1 et, puisque yq ∈ Lq ⊆ Lp+1 et (K − I)yq ∈ Lq+1 ⊆ Lp+1, on a
aussi Kyq ∈ Lp+1. Par conséquent,

∥Kyp −Kyq∥ = ∥yp + (K − I)yp −Kyq∥ ≥ dist(yp, Lp+1) = 1.

On obtient à nouveau une suite bornée (ym) telle que (Kym) ne possède aucune sous-suite de
Cauchy, contradiction. Les deux cas sont donc établis.

Posons Lm = ker(K − I)m pour tout entier m ≥ 1. Alors la suite (Lm)m∈N est croissante et il est
clair que (K − I)(Lm+1) ⊆ Lm. Le résultat précédent implique donc que la suite des noyaux se
stabilise. De plus, si Lm = Lm+1, alors pour tout x ∈ Lm+2, on a (K − I)m+1((K − I)(x)) = 0,
et donc (K − I)(x) ∈ Lm+1 = Lm. On en tire que (K − I)m+1(x) = (K − I)m((K − I)(x)) = 0,
d’où Lm+2 = Lm+1. Ainsi, l’indice m0 de stabilisation est le premier naturel m pour lequel
Lm = Lm+1. On a donc

ker(K − I) ⊊ ker(K − I)2 ⊊ · · · ⊊ ker(K − I)m0 = ker(K − I)m0+1 = . . .

Posons à présent Lm = im(K − I)m pour tout entier m ≥ 1. Cette fois-ci, la suite (Lm)m∈N est
décroissante et il est clair que (K − I)(Lm) ⊆ Lm+1. A nouveau, la suite (Lm)m∈N se stabilise et
la stabilisation a lieu au premier naturel m pour lequel Lm = Lm+1. En effet, supposons que
Lm = Lm+1 et fixons x = (K−I)m+1(y) ∈ Lm+1. Alors, on a (K−I)m(y) ∈ Lm = Lm+1 et donc
il existe un élément z tel que (K − I)m(y) = (K − I)m+1(z). Ainsi, x = (K − I)m+2(z) ∈ Lm+2

et on en tire que Lm+2 = Lm+1. Par conséquent, on vient de montrer qu’il existait un entier m1

pour lequel

im(K − I) ⊋ im(K − I)2 ⊋ · · · ⊋ im(K − I)m1 = im(K − I)m1+1 = . . .

Nous allons à présent montrer que m0 = m1, c’est-à-dire que les deux suites se stabilisent au
même cran.

Supposons tout d’abord que m0 > m1. Soit x ∈ ker(K − I)m0 . Comme on a (K − I)m0−1(x) ∈
im(K−I)m0−1 = im(K−I)m0 , il existe y tel que (K−I)m0−1(x) = (K−I)m0(y). Par conséquent,
0 = (K− I)m0(x) = (K− I)m0+1(y) et donc y ∈ ker(K− I)m0+1 = ker(K− I)m0 . On en tire que
x ∈ ker(K − I)m0−1, d’où ker(K − I)m0 = ker(K − I)m0−1. C’est impossible vu le choix de m0.

Supposons à présent que m1 > m0. Soit x = (K − I)m1−1(y) ∈ im(K − I)m1−1. Puisque
im(K − I)m1 = im(K − I)m1+1, il existe z tel que (K − I)m1(y) = (K − I)m1+1(z). En réécrivant
cette relation sous la forme (K − I)m1(y − (K − I)(z)) = 0, on trouve que y − (K − I)(z) ∈
ker(K − I)m1 = ker(K − I)m1−1 puisque m1 > m0. Ainsi, (K − I)m1−1(y) = (K − I)m1(z) et
donc x ∈ im(K − I)m1 . On en tire donc que im(K − I)m1 = im(K − I)m1−1, ce qui contredit la
définition de m1.

Proposition 4.3.3. Soient X un espace de Banach, K ∈ K(X, X) et m0 l’indice commun
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de stabilisation des images et noyaux de (K − I). Alors

X = ker(K − I)m0 ⊕ im(K − I)m0

où la somme directe est topologique.

Démonstration. Montrons tout d’abord que X est la somme directe d’un point de vue algébrique.
Soit x ∈ ker(K − I)m0 ∩ im(K − I)m0 . Alors d’une part, il existe y ∈ X pour lequel x =
(K − I)m0(y). D’autre part, on a (K − I)m0(x) = 0. Il vient donc (K − I)2m0(y) = 0, d’où
y ∈ ker(K−I)2m0 = ker(K−I)m0 par définition de m0. Ainsi x = (K−I)m0(y) = 0. Considérons
à présent x ∈ X. Alors (K − I)m0(x) ∈ im(K − I)m0 = im(K − I)2m0 et donc on peut trouver
y ∈ X tel que (K − I)m0(x) = (K − I)2m0(y). En réécrivant cette relation sous la forme
(K − I)m0(x − (K − I)m0(y)) = 0, on obtient que x − (K − I)m0(y) ∈ ker(K − I)m0 , ce qui
implique que

x =
(
x− (K − I)m0(y)

)
+ (K − I)m0(y) ∈ ker(K − I)m0 + im(K − I)m0 .

Enfin, les deux sous-espaces ker(K − I)m0 et im(K − I)m0 sont fermés dans le Banach X. Ils
sont donc eux-mêmes des espaces de Banach. L’application

Φ : ker(K − I)m0 × im(K − I)m0 −→ X, (u, v) 7−→ u + v,

est linéaire continue et bijective. Le théorème de l’opérateur ouvert, établi au Chapitre 1, montre
que Φ−1 est continue. La somme directe est donc topologique.

Le résultat suivant montre que chaque perturbation compacte de l’unité est un homémorphisme,
à un espace de dimension finie près.

Théorème 4.3.4. Soient X un espace de Banach, K ∈ K(X, X) et m0 l’indice commun de
stabilisation des images et des noyaux de K− I. Si L = ker(K− I)m0 et H = im(K− I)m0 ,
alors

1. X = L⊕H topologiquement,

2. dim L < +∞,

3. (K − I)|H : H → H est un homémorphisme,

4. (K − I)|L : L→ L est nilpotent.

Démonstration. Le premier point est la Proposition 4.3.3. Le second résulte du fait, établi
ci-dessus, que ker(K − I)m est de dimension finie pour tout m ≥ 1.

Posons T = K − I. Comme H = im T m0 = im T m0+1, on a T (H) = H. D’autre part,

ker(T |H) = H ∩ ker T ⊆ H ∩ L = {0},
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car ker T ⊆ L. Ainsi T |H : H → H est bijectif. Le sous-espace H est fermé dans X, donc c’est
un espace de Banach ; le Corollaire 1.8.4 donne que (T |H)−1 est continu. Enfin, par définition de
L = ker T m0 , on a (T |L)m0 = 0, donc T |L est nilpotent.

On en tire le résultat suivant que l’on peut mettre en parallèle avec le Théorème de la dimension :
si X est de dimension finie, alors pour toute application linéaire T : X → X, on a dim X =
dim ker T + dim im T . En particulier, T est injectif si et seulement si il est surjectif.

Corollaire 4.3.5. Soit X un espace de Banach et K : X → X un opérateur compact. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. K − I est injectif,

2. K − I est surjectif,

3. K − I est bijectif,

4. K − I est un homéomorphisme.

Démonstration. Montrons tout d’abord que 1⇔ 2. Soit m0 l’indice de stabilisation des images
et des noyaux de T . Supposons que T = K − I est injectif. Si T n’est pas surjectif, il existe
x /∈ im T . Comme T m0(x) ∈ im T m0 = im T m0+1, il existe y ∈ X tel que T m0(x) = T m0+1(y).
En réécrivant cette relation sous la forme T (T m0−1(x)− T m0(y)) = 0 et en utilisant l’injectivité
de T , il vient que T m0−1(x) = T m0(y). En continuant ainsi de proche en proche, on obtient
finalement x = T (y), d’où une contradiction.

Supposons à présent que T est surjectif. Supposons que m0 ≥ 2. Soit x ∈ ker T m0 \ ker T m0−1.
Comme T est surjectif, il existe y ∈ X tel que x = T (y). On a alors T m0(x) = T m0+1(y) = 0 et
T m0−1(x) = T m0(y) ̸= 0. Donc y ∈ ker T m0+1 \ ker T m0 , ce qui est impossible par définition de
m0. On en tire que m0 = 1 et en utilisant la Proposition 4.3.3 et la surjectivité de T , il vient que
ker T = {0}. Ainsi T est injectif.

Il reste à montrer que la bijectivité de T implique que T est d’inverse continu. Il s’agit d’une
application directe du Corollaire 1.8.4 du théorème de l’opérateur ouvert dans les espaces de
Banach.

4.4 Exercices

Exercice 4.4.1. Soient X et Y deux espaces normés et T : X → Y compact.

1. Retrouver que si X est de dimension infinie, l’identité de X n’est pas compacte.

2. Soient K ⊂ R compact et k ∈ C0(K ×K). Montrer que l’opérateur à noyau associé est
compact sur C0(K).

3. Montrer que l’opérateur de Volterra V : L2([0, 1])→ C0([0, 1]), V (f)(x) =
∫ x

0 f(t) dt, est
compact.
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Exercice 4.4.2. Soient X et Y deux espaces de Banach. Montrer que si X est de dimension
infinie et si T ∈ L(X, Y ) est bijectif, alors T n’est pas compact.

Exercice 4.4.3. Soit (λn) une suite bornée de nombres complexes. Montrer que l’opérateur
T : ℓ2 → ℓ2 défini par T ((xn)) = (λnxn) est compact si et seulement si λn → 0.
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5 Espaces localement convexes
Le cadre normé étudié au Chapitre 1 est particulièrement efficace, mais il ne couvre pas toutes
les topologies naturelles rencontrées en analyse.

Pourquoi quitter le cadre normé ?

Une norme impose un contrôle global unique. Or, pour beaucoup d’espaces de fonctions, la
convergence naturelle demande plusieurs contrôles simultanés, souvent localisés. Sur C0(Ω),
lorsque Ω n’est pas compact, la convergence uniforme sur tout compact est décrite par

pK(f) = sup
x∈K
|f(x)|, K ⊆ Ω compact.

Sur C∞(Ω), il faut en outre contrôler toutes les dérivées, compact par compact. Il n’est alors ni
naturel ni toujours possible de résumer ces informations par une norme unique.

Les espaces localement convexes permettent de conserver la structure linéaire et la notion de
continuité tout en remplaçant la norme par une famille de semi-normes. Le cadre normé n’est
donc pas abandonné : il apparaît comme le cas particulier où une seule norme suffit. Les notions
déjà étudiées dans la première partie serviront systématiquement de point de comparaison.

D’une norme à une famille de semi-normes. Le cadre normé n’est pas abandonné : il
correspond au cas particulier où la topologie est décrite par une seule norme. Les notions
déjà introduites dans le cadre normé restent donc notre point de référence. Elles seront
retrouvées comme cas particuliers, et des renvois cliquables permettront de comparer les
deux cadres.

Nous construisons d’abord la topologie associée à une famille de semi-normes, puis nous ca-
ractérisons les espaces localement convexes et la continuité des opérateurs dans ce nouveau
langage.

5.1 Semi-normes, semi-boules et topologie associée

Nous remplaçons maintenant la norme unique par une famille de semi-normes. Cette souplesse
permet de décrire naturellement des convergences où plusieurs types de contrôle doivent intervenir
simultanément.

Dans ce qui suit, X désigne un espace vectoriel sur K, où K ∈ {R,C}.

La notion de semi-norme a été introduite dans la Définition 1.1.1. Nous la reprenons ici comme
point de départ de la construction topologique ; aucune nouvelle définition n’est introduite.
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Exemples 5.1.1.

▷ Si Ω est un ouvert de Rd et si K ⊆ Ω est compact, alors

pK(f) = sup
x∈K
|f(x)|

est une semi-norme sur C0(Ω).

▷ Si m ≤ l et si K ⊆ Ω est compact, alors

pK,m(f) = max
|α|≤m

sup
x∈K
|∂αf(x)|

est une semi-norme sur C l(Ω).

▷ Si m ∈ N, alors
pm(x) = max

k≤m
|xk|

est une semi-norme sur l’espace de suites ω = KN.

Les normes présentées dans les exemples fondamentaux du Chapitre 1 sont bien sûr aussi
des semi-normes. Elles ne sont pas répétées ici.

Une (semi-)norme p sur X définit naturellement une (semi-)métrique

(x, y) 7→ p(x− y)

et les notions classiques de (semi-)boules.

Définition 5.1.2. Si p est une semi-norme sur X, les ensembles

bp(x, r) =
{
y ∈ X : p(x− y) < r

}
et Bp(x, r) =

{
y ∈ X : p(x− y) ≤ r

}
pour x ∈ X et r > 0, sont appelés les semi-boules de centre x et de rayon r associées à p.
Si x = 0, on écrit en général bp(r) := bp(0, r) et Bp(r) := Bp(0, r).

Le résultat suivant est immédiat. Il montre que l’on peut se ramener à l’étude de la boule unité
centrée en 0.

Proposition 5.1.3. Soit p une semi-norme sur X. Pour tout x ∈ X et tout r > 0, on a

1. bp(x, r) = x + bp(r) et Bp(x, r) = x + Bp(r),

2. bp(r) = rbp(1) et Bp(r) = rBp(1).

Démonstration. Il suffit d’écrire y = x + (y − x) et y = r
y

r
.
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Afin de pouvoir définir une topologie sur X à partir d’un ensemble de semi-normes, il faut
s’assurer que les semi-boules associées forment un système de voisinages. Cette condition se
traduit en une condition sur les semi-normes.

Définition 5.1.4. Soient p et q deux semi-normes sur X. On dit que p est plus faible que
q, ce que l’on note p ⪯ q, s’il existe C > 0 tel que p ≤ Cq.

Si p ⪯ q et q ⪯ p, on dit que p et q sont équivalents et on note p ≈ q.

La relation p ⪯ q se traduit facilement en termes d’inclusions entre les semi-boules associées.

Proposition 5.1.5. Soient p, q deux semi-normes sur X. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. p ⪯ q,

2. pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que bq(η) ⊆ bp(ε),

3. il existe C > 0 tel que bq(1) ⊆ Cbp(1).

De plus, on a les mêmes équivalences pour les semi-boules Bp(s) et Bq(s), ainsi que pour
les semi-boules centrées en x ∈ X.

Démonstration. 1⇒ 2. Par définition, il existe C > 0 tel que p ≤ Cq. Si ε > 0 est fixé, il suffit
alors de prendre η = ε

C .

2 ⇒ 3. Pour ε = 1, il existe η > 0 tel que bq(η) ⊆ bp(1). Par la Proposition 5.1.3, il suffit de
prendre C = 1

η .

3 ⇒ 1. Soit x ∈ X. Fixons λ > q(x). Alors x
λ ∈ bq(1) et par hypothèse, on obtient donc que

p
(

x
Cλ

)
= 1

Cλp(x) < 1. Par conséquent, p(x) < Cλ, et comme λ > q(x) est arbitraire, la conclusion
s’ensuit.

Définition 5.1.6. Soit P un ensemble de semi-normes sur X. On dit que P est filtrant si
pour tous p, q ∈ P, il existe r ∈ P tel que

max{p, q} ⪯ r .

Lemme 5.1.7. Soit P un ensemble de semi-normes sur X. Alors P est filtrant si et
seulement si toute intersection finie de semi-boules associées à des semi-normes de P et de
même centre contient une semi-boule du même type.
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Démonstration. On se ramène au cas de semi-boules centrées en 0 par la Proposition 5.1.3. Le
résultat est alors immédiat au vu de la Proposition 5.1.5.

Comme vu au cours de topologie, une topologie peut être définie via les systèmes de voisinages
de chaque point. En effet, rappelons que si pour tout x ∈ X, Vx est une partie de P(X) telle que

(V1) si V ∈ Vx, alors x ∈ V ,

(V2) si V, W ∈ Vx, alors V ∩W ∈ Vx,

(V3) X ∈ Vx,

(V4) si V ∈ Vx et V ⊆W , alors W ∈ Vx,

(V5) si V ∈ Vx, il existe W ∈ Vx tel que pour tout y ∈W , on a V ∈ Vy,

alors l’ensemble
T = {Ω ⊆ X : ∀x ∈ Ω, Ω ∈ Vx}

est une topologie pour laquelle Vx forme le système de voisinages de x pour tout x ∈ X.

Proposition 5.1.8. Soit P un ensemble filtrant de semi-normes sur X. Pour tout x ∈ X,
notons Vx l’ensemble des parties de X qui contiennent une semi-boule bp(x, r) avec p ∈ P
et r > 0. Il existe une unique topologie TP sur X telle que, pour tout x ∈ X, Vx forme le
système de voisinages de x. En particulier, les semi-boules bp(x, r) avec p ∈ P et r > 0
forment une base de voisinages de x pour tout x ∈ X.

Démonstration. Pour tout x ∈ X, on considère

Vx = {V ⊆ X : ∃r > 0 ∃p ∈ P tels que bp(x, r) ⊆ V }.

Les conditions (V1), (V3) et (V4) sont trivialement vérifiées. Puisque P est un ensemble filtrant,
la condition (V2) est également satisfaite. Enfin, pour (V5), il suffit de prendre W = bp(x, r).

Lorsque P = {∥ · ∥} contient une seule norme, les semi-boules de la Proposition 5.1.8 sont
exactement les boules du cadre normé. La topologie obtenue est donc celle déjà étudiée au
Chapitre 1.

La définition suivante permet de comparer les topologies définies à partir de semi-normes.

Définition 5.1.9. Soient P et Q deux ensembles de semi-normes sur X. On dit que P est
plus faible que Q, ce que l’on note P ⪯ Q, si pour tout p ∈ P , il existe q ∈ Q tel que p ⪯ q.

Si P ⪯ Q et Q ⪯ P, on dit que P et Q sont équivalents et on note P ≈ Q.
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Proposition 5.1.10. Si P et Q sont deux ensembles filtrants de semi-normes sur X, alors
P ⪯ Q si et seulement si TP ⊆ TQ.

Démonstration. Supposons que P ⪯ Q et considérons U ∈ TP . Soit x ∈ U . Par définition de la
topologie associée à P, il existe p ∈ P et r > 0 tels que bp(x, r) ⊆ U . Par hypothèse, il existe
q ∈ Q tel que p ⪯ q. La Proposition 5.1.5 implique que bq(x, η) ⊆ bp(x, r) ⊆ U pour un η > 0.
Par conséquent, U est un voisinage de x pour TQ, ce qui suffit.

Supposons à présent que TP ⊆ TQ. Soit p ∈ P. Alors bp(1) est un voisinage de 0 pour TP et
donc pour TQ. Il existe donc q ∈ Q et r > 0 tels que bq(r) ⊆ bp(1). En utilisant à nouveau la
Proposition 5.1.5, on obtient p ⪯ q.

Remarque 5.1.11. Par conséquent, P est plus faible que Q si et seulement si TP est moins
fin que TQ.

5.2 Espaces vectoriels topologiques

La topologie doit rester compatible avec la structure vectorielle. La notion d’espace vectoriel
topologique formalise cette exigence en imposant la continuité de l’addition et de la multiplication
par un scalaire.

La topologie considérée doit être compatible avec les opérations vectorielles. Cette compatibilité
conduit à la notion d’espace vectoriel topologique, qui fournit le cadre minimal dans lequel
addition et multiplication scalaire restent continues.

Si P est un ensemble filtrant de semi-normes sur X, l’espace topologique (X, TP) que nous venons
de construire est un espace topologique qui rend les applications liées à la structure de l’espace
vectoriel continues.

Définition 5.2.1. Un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel X muni d’une
topologie pour laquelle les applications

+ : X ×X 7→ X : (x, y) 7→ x + y

et
· : K×X → X : (λ, x) 7→ λx

sont continues.

Proposition 5.2.2. Soit P un ensemble filtrant de semi-normes sur X. L’espace (X, TP)
est un espace vectoriel topologique.
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Démonstration. Pour la continuité de l’addition, considérons un voisinage W de z = x + y. Alors,
il existe p ∈ P et r > 0 tels que bp(z, r) ⊆W . Il suffit alors de remarquer que

bp

(
x,

r

2

)
+ bp

(
y,

r

2

)
⊆ bp(z, r).

Pour la multiplication par un scalaire, soient W un voisinage de z = λx, p ∈ P et r > 0
tels que bp(z, r) ⊆ W . Choisissons r2 > 0 de sorte que |λ|r2 < r/2, puis r1 > 0 de sorte que
r1
(
p(x) + r2

)
< r/2. Si |µ− λ| < r1 et p(y − x) < r2, alors

p(µy − λx) ≤ |µ− λ| p(y) + |λ| p(y − x)

≤ |µ− λ|
(
p(x) + p(y − x)

)
+ |λ| p(y − x)

< r1
(
p(x) + r2

)
+ |λ|r2 < r.

Ainsi, la multiplication scalaire est continue.

La proposition suivante montre que la topologie d’un espace vectoriel topologique est entièrement
déterminée par les voisinages de 0.

Proposition 5.2.3. Soient (X, T ) un espace vectoriel topologique, x ∈ X et V ⊆ X. Alors
V est un voisinage de x si et seulement si V − x est un voisinage de 0.

Démonstration. Supposons que V est un voisinage de x. En utilisant la continuité de l’addition
en (x, 0), on trouve un voisinage V ′ de x et un voisinage W de 0 tels que V ′ + W ⊆ V . En
particulier, x + W ⊆ V , d’où W ⊆ V − x. Ainsi V − x est bien un voisinage de 0. On procède de
même pour la seconde implication.

Ainsi, grâce à la continuité de l’addition, les ouverts d’un espace vectoriel topologique sont
obtenus en translatant les ouverts contenant 0. De même, la continuité de la multiplication par
un scalaire permet d’obtenir que tout multiple non nul d’un voisinage de 0 est également un
voisinage de 0.

Proposition 5.2.4. Soit (X, T ) un espace vectoriel topologique. Si U ∈ T et λ ∈ K \ {0},
alors λU ∈ T .

Démonstration. Puisque (X, T ) est un espace vectoriel topologique, l’application

fλ : X → X : x 7→ 1
λ

x

est continue. Par conséquent, f−1
λ (U) ∈ T . On conclut en remarquant que f−1

λ (U) = λU .

Terminons cette section en présentant quelques propriétés supplémentaires des voisinages de
0 d’un espace vectoriel topologique (et donc de tout espace à semi-normes). Pour cela, nous
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introduisons deux notions que des parties d’un espace vectoriel peuvent vérifier.

Définition 5.2.5. Soit X un espace vectoriel sur K. Une partie A de X est équilibrée si
λA ⊆ A pour tout λ ∈ K tel que |λ| ≤ 1.

En particulier, toute partie équilibrée non vide contient 0.

Exemples 5.2.6.

▷ Dans un espace normé, il est facile de voir que toute boule centrée en 0 est équilibrée.

▷ Dans R2, la boule unité centrée en (1/2, 0) n’est pas équilibrée. En effet, il suffit de
prendre x = (1, 0) et λ = −1.

▷ Les polynômes forment un sous-ensemble équilibré de C0([0, 1]). En effet, tout
multiple d’un polynôme est encore un polynôme.

Lemme 5.2.7. Dans un espace vectoriel topologique (X, T ), tout voisinage de 0 contient
un voisinage de 0 équilibré.

Démonstration. Soit U un voisinage de 0 = 0 · 0. Par continuité de la multiplication par un
scalaire, il existe un voisinage V de 0 et ε > 0 tels que

W := b(0, ε) · V = {λx : x ∈ V, |λ| < ε} ⊆ U.

Alors W est un voisinage de 0 car il contient ε
2V qui est un voisinage de 0 par la Proposition

5.2.4, et on vérifie immédiatement qu’il est équilibré.

Définition 5.2.8. Soit X un espace vectoriel sur K. Une partie A de X est absorbante si
pour tout x ∈ X, il existe C > 0 tel que x ∈ λA pour tout λ ∈ K tel que |λ| ≥ C.

Exemples 5.2.9.

▷ Dans un espace normé, il est facile de voir que toute boule centrée en 0 est absorbante.

▷ Dans R2, la boule unité centrée en (1/2, 0) est absorbante (puisqu’elle contient une
boule centrée en 0).

▷ Les polynômes forment un sous-ensemble de C0([0, 1]) qui n’est pas absorbant
puisqu’on ne peut pas écrire toute fonction continue comme multiple d’un polynôme.
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Lemme 5.2.10. Dans un espace vectoriel topologique (X, T ), tout voisinage de 0 est
absorbant.

Démonstration. Fixons x ∈ X et un voisinage V de 0. Par continuité de l’application λ 7→ λx

en 0, il existe ε > 0 tel que λx ∈ V dès que |λ| < ε. Si |µ| > 1/ε, alors |1/µ| < ε et (1/µ)x ∈ V ,
donc x ∈ µV . Ainsi V est absorbant.

Au total, les Lemmes 5.2.7 et 5.2.10 donnent directement le résultat suivant.

Proposition 5.2.11. Tout espace vectoriel topologique (X, T ) possède une base de voisi-
nages de 0 équilibrés et absorbants.

5.3 Espaces localement convexes et équivalence

Les espaces localement convexes sont précisément les espaces vectoriels topologiques dont la
topologie peut être décrite par des semi-normes. Nous allons relier la description par voisinages
convexes à celle par familles de semi-normes et comparer les familles qui engendrent une même
topologie.

Nous avons vu que tout espace vectoriel muni d’un ensemble filtrant de semi-normes définis-
sait un espace vectoriel topologique. Néanmoins, tout espace vectoriel topologique n’est pas
nécessairement lié à un ensemble filtrant de semi-normes. Dans cette section, nous ajoutons une
hypothèse, la convexité locale, qui nous permettra d’obtenir une équivalence. Commençons par
étudier certaines parties remarquables d’un espace vectoriel.

Rappelons la Définition 3.3.1 : une partie A de X est convexe lorsque le segment joignant deux
points quelconques de A est contenu dans A.

En procédant par induction, on a bien sûr que

J∑
j=1

λjxj ∈ A

pour tous x1, . . . , xJ ∈ A et tous λ1, . . . , λJ ∈ [0, 1] tels que
∑J

j=1 λj = 1.

Proposition 5.3.1. L’intersection d’une famille non vide de parties convexes de X est
convexe. Pour toute partie non vide A de X, son enveloppe convexe co(A) est la plus petite
partie convexe qui contient A et

co(A) =


J∑

j=1
λjaj : J ≥ 1, aj ∈ A, λj ≥ 0,

J∑
j=1

λj = 1

 .
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Démonstration. L’intersection d’une famille non vide de parties convexes est convexe. L’ensemble
affiché contient A et est convexe. Enfin, toute partie convexe contenant A contient toutes les
combinaisons convexes finies d’éléments de A ; elle contient donc l’ensemble affiché.

Définition 5.3.2. Une partie A de X est absolument convexe si pour tous x, y ∈ A et tous
λ, µ ∈ K tels que |λ|+ |µ| ≤ 1, on a

λx + µy ∈ A.

En procédant par induction, on a bien sûr que

J∑
j=1

λjxj ∈ A

pour tous x1, . . . , xJ ∈ A et tous λ1, . . . , λJ ∈ K tels que
∑J

j=1 |λj | ≤ 1.

Comme dans le cas des ensembles convexes, on a le résultat suivant (laissé à titre d’exercice).

Proposition 5.3.3. L’intersection d’une famille non vide de parties absolument convexes
de X est absolument convexe. Pour toute partie non vide A de X, son enveloppe absolument
convexe Γ(A) est la plus petite partie absolument convexe qui contient A et

Γ(A) =


J∑

j=1
λjaj : J ≥ 1, aj ∈ A, λj ∈ K,

J∑
j=1
|λj | ≤ 1

 .

La proposition suivante donne le lien existant entre les ensembles convexes et absolument convexes.

Proposition 5.3.4. Une partie non vide A de X est absolument convexe si et seulement
si elle est convexe et équilibrée.

Démonstration. Toute partie absolument convexe est convexe et équilibrée. Réciproquement,
supposons A convexe et équilibrée. Soient x, y ∈ A et λ, µ ∈ K tels que |λ|+ |µ| ≤ 1. En posant
u = (λ/|λ|)x lorsque λ ̸= 0 et u = 0 sinon, et en définissant v de façon analogue, on a u, v, 0 ∈ A.
Par convexité,

λx + µy = |λ|u + |µ|v + (1− |λ| − |µ|)0 ∈ A.

Proposition 5.3.5. Soit A une partie non vide de X.

1. Si A est absorbante, alors son enveloppe linéaire est X.
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2. Si A est absolument convexe, alors son enveloppe linéaire est
⋃
c>0

cA.

Démonstration. 1. Si x ∈ X, l’absorbance fournit c > 0 tel que x ∈ cA, donc x appartient à
l’enveloppe linéaire de A.

2. L’inclusion
⋃

c>0 cA ⊆ span(A) est immédiate. Réciproquement, soit x =
∑J

j=1 λjxj avec
xj ∈ A. Si tous les λj sont nuls, alors x = 0 ∈ A. Sinon, en posant c =

∑J
j=1 |λj | > 0, on obtient

x

c
=

J∑
j=1

λj

c
xj ∈ A,

par absolue convexité. Ainsi x ∈ cA.

Corollaire 5.3.6. Une partie absolument convexe A de X est absorbante si et seulement
si X =

⋃
c>0 cA.

Démonstration. ⇒ C’est immédiat par définition des ensembles absorbants.

⇐ Supposons que X =
⋃

c>0 cA et soit x ∈ X. Il existe c > 0 et a ∈ A tels que x = ca. Pour tout
scalaire λ tel que |λ| ≥ c, on a

x = λ

(
c

λ
a

)
∈ λA,

car A est équilibrée et |c/λ| ≤ 1. Ainsi, A est absorbante.

Définition 5.3.7. Un espace vectoriel topologique est localement convexe si tout point
admet une base de voisinages constituée d’ensembles convexes.

En général, on parle alors d’espace localement convexe, en omettant les termes “vectoriel” et
“topologique”. Nous allons voir que tout espace vectoriel muni d’un ensemble filtrant de semi-
normes est localement convexe. Réciproquement, pour tout espace localement convexe, nous allons
construire une famille filtrante de semi-normes qui définit de manière équivalente la topologie de
l’espace. Ainsi, on aura démontré l’équivalence entre les deux notions.

La proposition suivante montre que pour vérifier qu’un espace vectoriel topologique est localement
convexe, il suffit d’examiner ce qui se passe au voisinage de 0. De plus, on peut imposer aux
éléments de la base de voisinages de 0 d’être absolument convexes et absorbants.

Proposition 5.3.8. Soit (X, T ) un espace vectoriel topologique. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. (X, T ) est localement convexe,

2. 0 admet une base de voisinages convexes,
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3. 0 admet une base de voisinages absolument convexes,

4. 0 admet une base de voisinages absolument convexes et absorbants.

Démonstration. 1⇒ 2. C’est immédiat.

2⇒ 3. Soit B une base de voisinages convexes de 0. Pour tout V ∈ B, par le Lemme 5.2.7, on
peut considérer un ensemble équilibré WV ⊆ V . Alors on a également co(WV ) ⊆ V et on vérifie
facilement que {

co(WV ) : V ∈ B
}

est une base de voisinages de 0 formée d’ensembles convexes. De plus, ces ensembles sont équilibrés
car les ensembles WV le sont (il suffit d’utiliser la caractérisation de l’enveloppe convexe). On
conclut par la Proposition 5.3.4.

3⇒ 4. Par le Lemme 5.2.10, on sait que tout voisinage de 0 est absorbant, ce qui suffit.

4 ⇒ 1. Il est clair que le translaté d’un ensemble convexe est convexe. On utilise alors la
Proposition 5.2.3 pour conclure.

Lemme 5.3.9. Soit p une semi-norme sur X. Alors les semi-boules bp(r) associées à p et
centrées en 0 sont des parties absolument convexes et absorbantes.

Démonstration. Soit r > 0. Si x, y ∈ bp(r) et si λ, µ ∈ K sont tels que |λ|+ |µ| ≤ 1, alors

p(λx + µy) ≤ |λ|p(x) + |µ|p(y) < r(|λ|+ |µ|) ≤ r,

ce qui montre que bp(r) est absolument convexe. De plus, si x ∈ X, on a

x ∈ bp(p(x) + 1) = p(x) + 1
r

bp(r),

ce qui suffit par le Corollaire 5.3.6.

Théorème 5.3.10. Si P est un ensemble filtrant de semi-normes sur X, alors (X, TP) est
un espace localement convexe.

Démonstration. Il suffit de combiner la Proposition 5.3.8 et le Lemme 5.3.9.

Montrons à présent que la topologie d’un espace localement convexe peut être définie à partir
d’un ensemble filtrant de semi-normes. Pour cela, commençons par construire une famille de
semi-normes. Au vu du Corollaire 5.3.6, la définition suivante est légitime.

Définition 5.3.11. Soit A une partie absolument convexe et absorbante de X. La jauge
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de Minkowski de A est définie par

PA : X → [0, +∞[ : x 7→ inf{c > 0 : x ∈ cA}.

Nous allons montrer que PA définit une semi-norme et que celle-ci donne des semi-boules unitaires
qui encadrent A.

Proposition 5.3.12. Soit A une partie absolument convexe et absorbante de X. Alors PA

est une semi-norme sur X telle que

bPA
(1) ⊆ A ⊆ BPA

(1).

Démonstration. Montrons tout d’abord que PA est une semi-norme. Soient x, y ∈ X et soient
c1, c2 > 0 tels que x ∈ c1A et y ∈ c2A. Comme A est absolument convexe, on a

x + y ∈ c1A + c2A = (c1 + c2)
(

c1
c1 + c2

A + c2
c1 + c2

A

)
⊆ (c1 + c2)A,

d’où PA(x + y) ≤ c1 + c2. En prenant les deux bornes inférieures, on obtient donc

PA(x + y) ≤ PA(x) + PA(y).

De même, si λ ∈ K est non nul, alors λx
|λ| ∈ c1A puisque A est équilibrée. On en tire que

λx = |λ|λx

|λ|
∈ |λ|c1A,

d’où PA(λx) ≤ |λ|c1. Par conséquent, PA(λx) ≤ |λ|PA(x). De plus, en appliquant l’égalité
précédente au scalaire 1/λ et au vecteur λx, on obtient

|λ|PA(x) = |λ|PA

(
λ

λ
x

)
≤ PA(λx),

d’où l’égalité.

Enfin, il est clair que PA(0) = 0.

Montrons à présent l’inclusion des boules. Si x ∈ bPA
(1), on a PA(x) < 1 et il existe donc c ∈ ]0, 1[

tel que x ∈ cA. Comme A est équilibré, il vient x ∈ A.

Enfin, si x ∈ A, il est clair que PA(x) ≤ 1, c’est-à-dire x ∈ BPA
(1).

Le théorème suivant montre qu’il y a équivalence entre les notions d’espace localement convexe
et d’espace muni d’un ensemble filtrant de semi-normes.
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Théorème 5.3.13. Soit (X, T ) un espace vectoriel topologique localement convexe. Si B
est une base de voisinages absolument convexes et absorbants de 0, alors la topologie T est
définie à partir de l’ensemble filtrant de semi-normes

P =
{
PV : V ∈ B

}
.

Démonstration. Montrons tout d’abord que P est filtrant. Soient U, V ∈ B. Alors U ∩ V est
un voisinage de 0 et il existe W ∈ B tel que W ⊆ U ∩ V . On a alors PU ≤ PU∩V ≤ PW et
PV ≤ PU∩V ≤ PW .

Notons TP la topologie associée à l’ensemble filtrant de semi-normes P . Par la Proposition 5.2.2,
on sait que (X, TP) est un espace vectoriel topologique. Afin de montrer que T = TP , il suffit
donc d’analyser les voisinages de 0.

Soit U un voisinage de 0 pour T . Alors il existe B ∈ B tel que B ⊆ U . Par la Proposition 5.3.12,
on a bPB

(1) ⊆ B. On en tire que B, et donc U , est un voisinage de 0 pour la topologie TP .

Soit maintenant U un voisinage de 0 pour TP . Alors il existe V ∈ B et ε > 0 tels que bPV
(ε) ⊆ U .

Par la Proposition 5.3.12, on a V ⊆ BPV
(1) ⊆ bPV

(2). Par conséquent, ε
2V ⊆ bPV

(ε) ⊆ U et on
obtient la conclusion car ε

2V est un voisinage de 0 pour T , par continuité de la multiplication
par un scalaire.

Le Théorème 5.3.13 permet donc de reformuler la notion d’espace localement convexe dans le
langage des semi-normes.

Définition 5.3.14 (Définition équivalente). Un espace localement convexe (X,P) est un
espace vectoriel X muni d’un ensemble filtrant P de semi-normes.

Lorsqu’on parlera de la topologie d’un espace localement convexe (X,P), on parlera toujours de
la topologie TP .

5.4 Espaces séparés, normés et métrisables

Une topologie définie par des semi-normes peut être plus ou moins proche du cadre normé. Nous
étudions ici trois questions naturelles : sépare-t-elle les points, peut-elle être définie par une
norme, et peut-elle être décrite par une distance ?

Dans cette section, nous montrons que les propriétés d’espace séparé, d’espace normé et de
métrisabilité peuvent se traduire à partir de l’ensemble filtrant de semi-normes.

Rappelons tout d’abord qu’un espace topologique (X, T ) est séparé si pour tous x, y ∈ X, il
existe un voisinage U de x et un voisinage V de y tels que U ∩ V = ∅. Si un espace est séparé,
alors la limite d’une suite convergente est unique.
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Proposition 5.4.1. Un espace localement convexe (X,P) est séparé si et seulement si
pour tout x ∈ X \ {0}, il existe p ∈ P tel que p(x) ̸= 0.

Démonstration. Supposons que la topologie TP est séparée. Soit x ̸= 0. Alors il existe p, q ∈ P et
r, s > 0 tels que

bp(x, r) ∩ bq(0, s) = ∅.

Par conséquent, q(x) ≥ s > 0, ce qui suffit.

Pour la réciproque, soient x, y ∈ X tels que x ̸= y. Alors x − y ̸= 0 et il existe p ∈ P tel que
p(x− y) > 0. Si on pose r = p(x−y)

2 > 0, on a

bp(x, r) ∩ bp(y, r) = ∅,

ce qui suffit.

Exemple 5.4.2. L’espace C0(Ω) muni des semi-normes pK(f) = supx∈K |f(x)| pour tous
les compacts K de Ω est séparé. Si on le munit d’une seule de ces semi-normes, ce n’est
plus un espace séparé.

Remarque 5.4.3. Si P = {p} contient une seule semi-norme, alors (X,P) est séparé si et
seulement si p est une norme.

Définition 5.4.4. On dit que l’espace localement convexe (X,P) est

▷ normé si P est équivalent à une norme, c’est-à-dire à un système de la forme {∥ · ∥} ;

▷ à semi-normes dénombrables si P est équivalent à un ensemble filtrant et dénombrable
de semi-normes sur X.

Exemple 5.4.5. Si P est un ensemble filtrant de semi-normes fini, alors il est équivalent à
l’un de ses éléments. En particulier, si (X,P) est séparé, alors il est normé.

Exemple 5.4.6. Soit Ω un ouvert de Rd. Sur C∞(Ω), on considère la suite des semi-normes

pm(f) = max
|α|≤m

sup
x∈Km

|∂αf(x)|

où
Km =

{
x ∈ Ω : |x| ≤ m et dist(x, Ωc) ≥ 1/m

}
, m ≥ 1.
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Cet ensemble de semi-normes est équivalent à celui présenté dans l’Exemple 5.1.1. Ainsi,
C∞(Ω) est un espace à semi-normes dénombrables.

La proposition suivante montre que tout espace localement convexe séparé de dimension finie n

est homéomorphe à l’espace Kn muni de sa topologie usuelle.

Proposition 5.4.7. Soit (X,P) un espace localement convexe séparé. Si X est de dimension
finie n, alors (X,P) est normé. Plus précisément, si {e1, . . . , en} est une base de X, alors
P ≈ ∥ · ∥, où ∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

λjej

∥∥∥∥∥∥ = max
j∈{1,...,n}

|λj |.

Démonstration. Commençons par montrer que P ⪯ ∥ · ∥. Si p ∈ P et si x =
∑n

j=1 λjej , alors

p(x) ≤
n∑

j=1
|λj |p(ej) ≤ C∥x∥

si C =
∑n

j=1 p(ej).

Pour montrer que ∥ · ∥ ⪯ P, commençons par montrer que P contient une norme. Soit x1 ̸= 0.
Comme l’espace est séparé, il existe p1 ∈ P tel que p1(x1) ̸= 0. Le sous-espace vectoriel L1 défini
par L1 := {x ∈ X : p1(x) = 0} est de dimension ≤ n− 1. Si dim L1 = 0, alors p1 est une norme.
Sinon, il existe x2 ∈ L1 \ {0} et une semi-norme p2 ∈ P telle que p2(x2) ̸= 0. Le sous-espace
vectoriel L2 = {x ∈ X : p1(x) = p2(x) = 0} est de dimension ≤ dim(L1)− 1. On continue alors
de proche en proche et on obtient un nombre fini de semi-normes p1, . . . , pL, avec L ≤ n, telles
que {

x ∈ X : pl(x) = 0 ∀l ∈ {1, . . . , L}
}

= {0}.

Comme P est filtrant, il existe p0 ∈ P tel que pl ⪯ p0 pour tout l ∈ {1, . . . , L}. Il est clair
que p0(x) = 0 implique que x = 0, et donc que p0 est une norme. Montrons pour conclure que
∥ · ∥ ⪯ p0. Considérons l’application

T : Kn → [0, +∞[ : (λ1, . . . , λn) 7→ p0

 n∑
j=1

λjej

 .

Par l’inégalité triangulaire inverse pour la norme p0, on a

|T (λ1, . . . , λn)− T (µ1, . . . , µn)| ≤ p0

 n∑
j=1

(λj − µj)ej


≤ max

1≤j≤n
|λj − µj |

n∑
j=1

p0(ej).

On en tire que T est une application continue et il s’ensuit que sa borne inférieure r sur le
compact S = {(λ1, . . . , λn) ∈ Kn : maxj∈{1,...,n} |λj | = 1} de Kn est réalisée en un point de S.

91



Chapitre 5 Espaces séparés, normés et métrisables

Comme p0 est une norme, on sait que r > 0. Pour tout (λ1, . . . , λn) ∈ Kn \ {0}, on a donc

r ≤ T

(
(λ1, . . . , λn)

maxj∈{1,...,n} |λj |

)
,

d’où

max
j∈{1,...,n}

|λj | ≤
1
r

p0

 n∑
j=1

λjej

 ,

ce qui suffit.

Le corollaire suivant est alors immédiat.

Corollaire 5.4.8. Si ∥ · ∥1 et ∥ · ∥2 sont deux normes sur un espace vectoriel de dimension
finie, alors elles sont équivalentes.

Intéressons-nous à présent aux espaces à semi-normes dénombrables. Ils occupent une place très
importante dans l’étude des espaces localement convexes car ils permettent d’obtenir des espaces
métrisables.

Lemme 5.4.9. Si P est un ensemble filtrant et dénombrable de semi-normes sur X, alors
P est équivalent à un ensemble croissant de semi-normes sur X, c’est-à-dire de la forme

{pm : m ∈ N} avec pm ≤ pm+1 ∀m ∈ N.

Démonstration. Si P = {qm : m ∈ N}, il suffit de prendre pm = max{q1, . . . , qm}.

Théorème 5.4.10. Un espace localement convexe séparé (X,P) est à semi-normes dénom-
brables si et seulement s’il est métrisable.

Démonstration. Supposons que {pm : m ∈ N} est un ensemble croissant de semi-normes équi-
valent à P. Posons

d(x, y) =
+∞∑
m=0

2−m pm(x− y)
1 + pm(x− y)

pour tous x, y ∈ X. Remarquons que la série converge car son terme général est majoré par 2−m.
De plus, d définit bien une distance sur X car :

▷ d(x, y) ≥ 0 pour tous x, y ∈ X,

▷ si d(x, y) = 0, alors pm(x− y) = 0 pour tout m ∈ N, d’où x = y par la Proposition 5.4.1,
puisque l’espace est séparé,

▷ d(x, y) = d(y, x) pour tous x, y ∈ X,
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▷ l’inégalité triangulaire résulte directement de la relation

a

1 + a
+ b

1 + b
= a + 2ab + b

1 + a + b + ab
≥ a + ab + b

1 + a + b + ab
≥ a + b

1 + a + b

pour tous a, b ≥ 0, où la dernière inégalité provient de la croissance de la fonction t 7→ t
1+t .

Montrons à présent l’équivalence des topologies. Soient x ∈ X et r > 0. Alors il existe M ∈ N tel
que

∑+∞
m=M+1 2−m < r

2 et il existe ε > 0 tel que 2 ε
1+ε < r

2 . Ainsi, si pM (x− y) < ε, on a

d(x, y) <
M∑

m=0
2−m ε

1 + ε
+ r

2 < 2 ε

1 + ε
+ r

2 < r,

d’où
{y ∈ X : pM (x− y) < ε} ⊆ {y ∈ X : d(x, y) < r}.

Ainsi, la topologie engendrée par d est moins fine que TP .

De plus, si x ∈ X et r > 0, alors{
y ∈ X : d(x, y) < 2−m r

1 + r

}
⊆ {y ∈ X : pm(x− y) < r}

et la topologie engendrée par d est plus fine que TP .

Réciproquement, supposons que la topologie TP peut être définie par une métrique d. Alors pour
tout m ≥ 1, il existe pm ∈ P et rm > 0 tels que

{x ∈ X : pm(x) < rm} ⊆
{

x ∈ X : d(x, 0) <
1
m

}
.

L’ensemble dénombrable Q = {pm : m ≥ 1} est un ensemble de semi-normes plus faible que P.
Montrons qu’on a aussi P ⪯ Q. Pour tout p ∈ P, il existe m ≥ 1 tel que{

x ∈ X : d(x, 0) <
1
m

}
⊆ {x ∈ X : p(x) < 1}

puisque d définit la topologie TP . Par définition de pm, on obtient que bpm(rm) ⊆ bp(1) et donc
p ⪯ pm par la Proposition 5.1.5.

Corollaire 5.4.11. Un espace localement convexe séparé (X,P) est métrisable si et seule-
ment si 0 possède une base dénombrable de voisinages pour TP . En particulier, dans ce cas,
il existe une suite décroissante (Vn)n≥1 formant une base de voisinages de 0 pour TP .

Démonstration. Supposons que (X,P) est métrisable. Soit d une distance définissant la topologie
TP . Alors, il suffit de poser

Vn =
{

x ∈ X : d(x, 0) <
1
n

}
.

Réciproquement, supposons que (Vn)n≥1 soit une suite décroissante formant une base de voisinages
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de 0 pour TP . Pour tout n ≥ 1, choisissons sn ∈ P et rn > 0 tels que

bsn(rn) ⊆ Vn,

et posons
qn = max

1≤j≤n

sj

rj
.

La suite (qn)n≥1 est croissante. Posons Q = {qn : n ≥ 1}. Chaque qn est le maximum d’un
nombre fini de multiples de semi-normes de P ; comme P est filtrant, on a Q ⪯ P.

Réciproquement, soit p ∈ P. Il existe n ≥ 1 tel que Vn ⊆ bp(1). Or

bqn(1) ⊆ bsn(rn) ⊆ Vn ⊆ bp(1).

La Proposition 5.1.5 donne p ⪯ qn. Ainsi P ≈ Q, et le Théorème 5.4.10 montre que (X,P) est
métrisable.

Remarque 5.4.12. Par translation des voisinages, on a en fait obtenu qu’un espace
localement convexe séparé est métrisable si et seulement s’il est à base dénombrable de
voisinages.

Le cours initial reliait ensuite cette propriété à la séparabilité. Rappelons qu’un espace topologique
est séparable s’il possède une partie dénombrable dense ; cette notion et le théorème de Stone–
Weierstrass ont déjà été étudiés dans le cadre normé.

Proposition 5.4.13. Un espace localement convexe séparé (X,P) est à base dénombrable
si et seulement s’il est métrisable et séparable.

Démonstration. Si (X,P) est à base dénombrable, il est en particulier à base dénombrable de
voisinages ; le Corollaire 5.4.11 montre qu’il est métrisable. Tout espace à base dénombrable est
séparable.

Réciproquement, un espace métrisable séparable est à base dénombrable : si D est une partie
dénombrable dense et si d est une distance définissant la topologie, les boules bd(x, r), avec x ∈ D

et r ∈ Q>0, forment une base dénombrable.

5.5 Opérateurs linéaires continus et relativement ouverts

La continuité des opérateurs linéaires doit maintenant être formulée sans utiliser une norme
unique. Les estimations entre semi-normes remplacent alors l’inégalité classique ∥Tx∥ ≤ C∥x∥
du cadre normé.
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Dans les espaces normés, la continuité d’un opérateur linéaire se traduisait par une seule estimation

∥T (x)∥Y ≤ C∥x∥X ;

voir le Théorème 1.4.1. Dans un espace localement convexe, il faut contrôler chaque semi-norme
de l’espace d’arrivée à l’aide d’une semi-norme de l’espace de départ. Si T : X → Y est linéaire
et si q est une semi-norme sur Y , alors q ◦ T est une semi-norme sur X. La proposition suivante
donne la forme exacte de la majoration de continuité.

Proposition 5.5.1. Soient (X,P) et (Y,Q) deux espaces localement convexes et T : X → Y

un opérateur linéaire. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est continu,

2. T est continu en 0,

3. pour tout q ∈ Q, il existe p ∈ P tel que q ◦ T ⪯ p.

Démonstration. 1⇒ 2. Cette implication est évidente.

2⇒ 3. Soit q ∈ Q. Comme bq(1) est un voisinage de 0 = T (0), il existe p ∈ P et ε > 0 tels que
bp(ε) ⊆ T −1(bq(1)

)
= bq◦T (1). On conclut alors par la Proposition 5.1.5.

3⇒ 1. Soient x ∈ X et bq(T (x), ε) un voisinage de T (x). Par hypothèse, il existe C > 0 tel que
q ◦ T ≤ Cp. La Proposition 5.1.5 donne l’existence d’un réel η > 0 tel que

bp(x, η) ⊆ bq◦T (x, ε) = T −1(bq(T (x), ε)),

ce qui suffit.

Si P = {∥ · ∥X} et Q = {∥ · ∥Y }, le point 3 de la Proposition 5.5.1 devient

∥T (x)∥Y ≤ C∥x∥X .

On retrouve exactement le critère de continuité du cadre normé.

Remarque 5.5.2. La Proposition 5.1.10 est une conséquence directe de la continuité de
l’opérateur id : (X,Q)→ (X,P).

Corollaire 5.5.3. Soient (X,P) et (Y,Q) deux espaces localement convexes et T : X → Y

un opérateur linéaire. Si T est continu, alors T est uniformément continu.

Démonstration. Puisque T est continu, pour tout q ∈ Q, il existe p ∈ P et C > 0 tels que
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q ◦ T ≤ Cp. Soit ε > 0. On a donc q(T (x)− T (y)) < ε si p(x− y) < ε
C .

Définition 5.5.4. Si (X,P) et (Y,Q) sont deux espaces localement convexes, l’espace
vectoriel des opérateurs linéaires continus de X dans Y est noté

L(X, Y ) = L
(
(X,P), (Y,Q)

)
.

Cette notation prolonge celle introduite à la Section 1.5. Dans le cas normé, l’espace L(X, Y ) est
en outre muni de la norme d’opérateur ; dans le cadre localement convexe général, aucune norme
unique n’est imposée ici.

Le résultat suivant montre qu’une application linéaire définie sur un espace de dimension finie
est toujours continue.

Corollaire 5.5.5. Soient (X,P) et (Y,Q) deux espaces localement convexes. Si X est
séparé et de dimension finie et si T : X → Y est une application linéaire, alors T est
continue.

Démonstration. Comme X est de dimension finie, on sait par la Proposition 5.4.7 que P ≈ ∥ · ∥
où ∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

λjej

∥∥∥∥∥∥ = max
j∈{1,...,n}

|λj |

et où {e1, . . . , en} est une base de X. Soit q ∈ Q. Si x =
∑n

j=1 λjej , on a

q
(
T (x)

)
≤

n∑
j=1
|λj |q(T (ej)) ≤ max

j∈{1,...,n}
|λj |

n∑
j=1

q(T (ej))

︸ ︷︷ ︸
:=C

= C∥x∥,

ce qui suffit par la Proposition 5.5.1.

Terminons par un mot sur les applications ouvertes. La définition qui suit sera réutilisée plus loin
pour généraliser le théorème de l’opérateur ouvert déjà démontré dans les espaces de Banach.

Définition 5.5.6. Soient (X, T ) et (Y, T ′) deux espaces topologiques. Une application
T : X → Y est relativement ouverte si l’image de tout ouvert de X est un ouvert de im(T ).
Elle est ouverte si elle est relativement ouverte et surjective.

Dans le cas d’opérateurs linéaires entre espaces localement convexes, on a la caractérisation
suivante.
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Proposition 5.5.7. Soient (X,P) et (Y,Q) deux espaces localement convexes et T : X → Y

un opérateur linéaire. Alors T est relativement ouvert si et seulement si pour tout p ∈ P, il
existe q ∈ Q et r > 0 tels que bq(r) ∩ im(T ) ⊆ T

(
bp(1)

)
.

Démonstration. Supposons que T est relativement ouvert. Alors pour tout p ∈ P, T
(
bp(1)

)
est

ouvert dans im(T ). Comme 0 = T (0) ∈ T
(
bp(1)

)
, on sait qu’il existe q ∈ Q et r > 0 tels que

bq(r) ∩ im(T ) ⊆ T
(
bp(1)

)
, ce qui suffit.

Réciproquement, soient Ω un ouvert de (X,P), y ∈ T (Ω) et x ∈ Ω tel que y = T (x). Alors il
existe p ∈ P et ε > 0 tels que bp(x, ε) ⊆ Ω. Par hypothèse, il existe q ∈ Q et r > 0 tels que
bq(r) ∩ im(T ) ⊆ T

(
bp(1)

)
. Alors on a

y ∈ bq(y, εr) ∩ im(T ) ⊆ T
(
bp(x, ε)

)
⊆ T (Ω),

d’où la conclusion.

Remarque 5.5.8. Si on travaille dans des espaces séparés à semi-normes dénombrables,
on peut travailler avec les distances invariantes par translation données dans le Théorème
5.4.10. On obtient alors que T est relativement ouvert si et seulement si, pour tout ε > 0, il
existe r > 0 tel que

b(0, r) ∩ im(T ) ⊆ T
(
b(0, ε)

)
où les boules sont définies dans leurs espaces respectifs avec les distances associées.

5.6 Exercices

Exercice 5.6.1. Si p et q sont des semi-normes sur X et si r > 0, montrer que p + q, rp et
max{p, q} sont des semi-normes sur X.

Exercice 5.6.2. Si p est une semi-norme sur X, alors |p(x)−p(y)| ≤ p(x−y) pour tous x, y ∈ X.

Exercice 5.6.3. Soient P un ensemble filtrant de semi-normes sur X, p ∈ P, x ∈ X et r > 0.
Montrer que l’adhérence pour la topologie TP de la semi-boule ouverte bp(x, r) est la semi-boule
fermée Bp(x, r).

Exercice 5.6.4. Soit (X, T ) un espace vectoriel topologique et soit U un voisinage de 0. Alors il
existe un voisinage V de 0 tel que V + V ⊆ U .

Exercice 5.6.5. Montrer que (R,P(R)) n’est pas un espace vectoriel topologique.

Exercice 5.6.6. Soit (X, T ) un espace vectoriel topologique muni d’une distance d invariante
par translation et compatible avec la topologie. Montrer que

1. pour tout n ≥ 1 et tout x ∈ X, d(nx, 0) ≤ nd(x, 0),

97



Chapitre 5 Exercices

2. pour toute suite (xn)n∈N de X qui converge vers 0, il existe une suite (λn)n∈N de réels qui
tend vers l’infini et telle que (λnxn)n∈N converge vers 0 dans X.

Exercice 5.6.7. Si f, g ∈ C0(R), on pose

d(f, g) = min
{
1, sup

x∈R
|f(x)− g(x)|

}
.

1. Montrer que d est une distance sur C0(R).

2. Montrer que (C0(R), d) n’est pas un espace vectoriel topologique.

Exercice 5.6.8. Démontrer la Proposition 5.3.3.

Exercice 5.6.9. Soit (X, T ) un espace vectoriel topologique. Montrer que

1. l’adhérence d’un sous-espace vectoriel de X est un sous-espace vectoriel de X,

2. l’adhérence d’une partie convexe de X est convexe,

3. l’adhérence d’une partie absolument convexe de X est absolument convexe,

4. l’intérieur de tout sous-espace vectoriel propre de X est vide,

5. l’intérieur d’une partie convexe de X est convexe,

6. l’intérieur d’une partie absolument convexe de X est absolument convexe.

Exercice 5.6.10. Soit X un espace vectoriel. Montrer que

1. une partie A de X est convexe si et seulement si (s + t)A = sA + tA pour tous s, t ≥ 0,

2. si A et B sont deux parties convexes de X, alors A + B est convexe,

3. si A et B sont deux parties équilibrées de X, alors A + B est équilibrée.

Exercice 5.6.11. Soit B =
{
(z1, z2) ∈ C2 : |z1| ≤ |z2|

}
. Montrer que B est équilibré mais que

son intérieur ne l’est pas.

Exercice 5.6.12. Soient X et Y deux espaces topologiques compacts métrisables. Montrer que
si D est l’espace engendré par l’ensemble

{
(x, y) 7→ f(x)g(y) : f ∈ C0(X), g ∈ C0(Y )

}
des fonctions continues à variables séparées, alors D est dense dans C0(X × Y ). En déduire que
C0(X × Y ) est séparable.

Exercice 5.6.13. Montrer que toute fonction continue, 1-périodique et à valeurs complexes est
la limite uniforme dans R d’une suite de polynômes trigonométriques 1-périodiques.

Exercice 5.6.14. Soit p ∈]0, 1[. On désigne par Lp([0, 1]) l’espace des fonctions mesurables sur
[0, 1] telles que |f |p est intégrable, quotienté par la relation =pp. On pose

δp(f) =
∫ 1

0
|f(t)|pdt

pour tout f ∈ Lp([0, 1]).
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1. Montrer que l’application dp définie par

dp(f, g) = δp(f − g) , ∀f, g ∈ Lp([0, 1])

est une distance sur Lp([0, 1]).

2. Soit f ∈ Lp([0, 1]) et ε > 0. En utilisant la continuité de l’application x 7→
∫ x

0 |f(t)|pdt,
montrer qu’il existe un entier n ≥ 1 et des fonctions f1, . . . , fn ∈ Lp([0, 1]) qui satisfont
δp(fj) ≤ ε pour tout j ∈ {1, . . . , n} et f = 1

n(f1 + · · ·+ fn).

3. En déduire que le seul voisinage convexe de 0 dans Lp([0, 1]) est Lp([0, 1]) et que ce n’est
pas un espace localement convexe.

Exercice 5.6.15. Soit A = {an : n ∈ N} une partie dénombrable de [0, 1] telle que ap ̸= aq

pour p ̸= q. Soit α = (αn)n∈N une suite de réels strictement positifs telle que
∑+∞

n=0 αn < +∞. Si
f ∈ C0([0, 1]), on pose

∥f∥A,α =
+∞∑
n=0

αn|f(an)|.

1. Montrer que ∥ · ∥A,α est une semi-norme sur C0([0, 1]) et qu’il s’agit d’une norme si et
seulement si A est dense dans [0, 1].

2. Montrer que la topologie définie par ∥ · ∥A,α est moins fine que celle de la convergence
uniforme.

3. Supposons que A = A′ avec la même numérotation, c’est-à-dire an = a′
n pour tout n.

Montrer que, s’il existe c, C > 0 tels que

cαn ≤ α′
n ≤ Cαn pour tout n ∈ N,

alors ∥ · ∥A,α et ∥ · ∥A′,α′ définissent la même topologie sur C0([0, 1]).
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6 Constructions d’espaces localement
convexes

Après la définition générale des espaces localement convexes, nous étudions maintenant les
constructions qui permettent d’en fabriquer de nouveaux. À ce stade, aucune hypothèse de
complétude n’est imposée : nous construisons d’abord les espaces et leur topologie.

Pourquoi étudier ces constructions ?

Les espaces fonctionnels que l’on rencontre en analyse ne sont pas toujours donnés directement
par une norme ou par une famille de semi-normes évidente. Ils apparaissent souvent à partir
d’espaces plus simples par passage à un sous-espace, à un produit, à un quotient ou à une limite.
Comprendre ces opérations permet donc de construire leur topologie de manière naturelle plutôt
que de la deviner.

Deux exemples guideront particulièrement la suite. L’espace C∞(Ω) peut être décrit à partir
de contrôles sur des compacts et sur un nombre fini de dérivées, ce qui conduit naturellement
à une construction de type projectif. À l’inverse, l’espace des fonctions tests D(Ω) est obtenu
en réunissant les espaces de fonctions lisses à support dans un compact fixé, ce qui mène à une
limite inductive.

Le chapitre suivant introduira la complétude et reviendra sur ces constructions pour déterminer
dans quelle mesure cette propriété est préservée.

Les sous-espaces, les produits et les quotients ont déjà été rencontrés dans le cadre normé :
voir notamment les sous-espaces fermés de Banach, les produits finis de Banach et les espaces
quotients normés. Nous reprenons ici ces constructions avec des familles de semi-normes. Le
principe topologique reste le même ; seule la description des voisinages change.

Les limites projectives et inductives constituent ensuite des constructions propres au cadre plus
général. Elles jouent un rôle essentiel pour les espaces de fonctions lisses et de fonctions test et
conduisent notamment à la topologie usuelle de D(Ω).

Lecture comparative. Dans les trois premières sections, chaque construction localement
convexe retrouve la construction normée lorsque les familles de semi-normes sont réduites à
une norme. Les renvois vers le cadre normé permettent de ne pas répéter les définitions ni
les preuves déjà données.

6.1 Sous-espaces

La première construction consiste à munir un sous-espace de la topologie induite par l’espace
ambiant. Dans le cadre localement convexe, cette topologie se décrit simplement en restreignant
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les semi-normes.

Soit (X, T ) un espace topologique. Rappelons que si Y est un sous-ensemble de X, alors on peut
munir Y de la topologie la moins fine rendant l’inclusion i : Y → X continue. C’est la topologie
induite par X sur Y . En particulier, les ouverts de Y sont de la forme Ω ∩ Y où Ω ∈ T . Dans
le cas où X est un espace localement convexe et Y est un sous-espace vectoriel, cette topologie
peut également être définie via les restrictions des semi-normes de X.

Définition 6.1.1. Soient (X,P) un espace localement convexe et Y un sous-espace vectoriel
de X. Notons P|Y la restriction des semi-normes de P à Y . Alors P|Y est un ensemble
filtrant de semi-normes sur Y et l’espace (Y,P|Y ) est un sous-espace (localement convexe)
de (X,P). Pour simplifier les notations, on le note également (Y,P).

Il est clair que l’injection canonique i : (Y,P|Y )→ (X,P) est continue. De plus, les boules de
Y sont de la forme bp(y, ε) ∩ Y où bp(x, ε) est une boule de X. Ainsi, la topologie de (Y,P|Y )
correspond à la topologie induite par X sur Y .

Lorsque X est normé, cette construction consiste simplement à restreindre la norme à Y .

6.2 Espaces produits

Les produits permettent de réunir plusieurs espaces sans privilégier l’une des composantes. La
topologie produit est celle qui rend continues toutes les projections coordonnées et elle se décrit
naturellement par des familles de semi-normes.

Soit (Xi, Ti), i ∈ I, une famille d’espaces topologiques. On considère le produit

∏
i∈I

Xi =
{
(xi)i∈I : xi ∈ Xi ∀i ∈ I

}
.

On peut munir ce produit de la topologie la moins fine rendant les projections

πj :
∏
i∈I

Xi → Xj : (xi)i∈I 7→ xj

continues pour tout j ∈ I. C’est la topologie produit et une base de cette topologie est donnée
par les produits d’ouverts qui n’ont qu’un nombre fini de termes propres. De plus, si (Y, T ) est un
espace topologique et si f : Y →

∏
i∈I Xi, alors f est continue si et seulement si les applications

πj ◦ f sont continues pour tout j ∈ I.

Si les Xi, i ∈ I, sont des espaces vectoriels, on munit le produit de l’addition et de la multiplication
scalaire définies composante à composante.

Définition 6.2.1. Soit (Xi,Pi), i ∈ I, une famille d’espaces localement convexes. On
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considère
P =

{
sup
j∈J

pj ◦ πj : ∅ ̸= J ⊆ I fini , pj ∈ Pj

}
.

Il est clair qu’il s’agit d’un ensemble filtrant de semi-normes sur X =
∏

i∈I Xi. L’espace
localement convexe (X,P) est appelé le produit (localement convexe) des espaces (Xi,Pi),
i ∈ I.

Remarquons que les boules de cette topologie sont données par les produits de la forme

∏
i∈I

Bi où Bi =

bpi(xi, ε) si i ∈ J

Xi si i /∈ J

avec ∅ ̸= J ⊆ I fini, pi ∈ Pi, xi ∈ Xi et ε > 0. La topologie définie via la Définition 6.2.1
correspond donc à la topologie produit.

Pour un produit fini d’espaces normés, on retrouve la topologie définie par la norme produit de
la Proposition 1.2.7. Le produit arbitraire est en revanche naturellement décrit par une famille
de semi-normes ne portant que sur un nombre fini de composantes.

La question de la complétude d’un produit sera étudiée après l’introduction de la complétude
dans le cadre localement convexe.

6.3 Espaces quotients

Comme dans le cadre normé, le quotient permet de négliger un sous-espace. Il faut toutefois
définir la topologie localement convexe naturelle sur le quotient et préciser quand elle est séparée.

Soit (X, T ) un espace topologique et ∼ une relation d’équivalence sur X. Le quotient X/∼ est
l’espace formé des classes d’équivalences de X pour ∼. On peut munir cet espace de la topologie
la plus fine rendant le passage au quotient

π : X → X/∼ : x 7→ [x]∼

continu. On l’appelle la topologie quotient. Rappelons qu’un sous-ensemble U de X/∼ est ouvert
pour la topologie quotient si et seulement si π−1(U) ∈ T . De plus, pour tout espace topologique
Y , une application f : X/∼ → Y est continue si et seulement si f ◦ π : X → Y est continue.

Considérons un espace localement convexe (X,P) et L un sous-espace vectoriel de X. On
s’intéresse à l’espace quotient X/L formé des classes d’équivalences de X pour la relation ∼L

définie par
x ∼L y ⇐⇒ x− y ∈ L.

Ainsi, on a [x]L = x + L. Par conséquent,

inf
l∈L

p(x + l) = inf
y∈[x]L

p(y)

et la définition suivante est légitime.
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Définition 6.3.1. Soit p ∈ P. On définit

pL : X/L→ [0, +∞[ : [x]L 7→ inf
l∈L

p(x + l).

Notons que si p est une norme, pL([x]L) est exactement la norme quotient introduite à la
Section 1.2.3, c’est-à-dire la distance de x au sous-espace L. La famille {pL : p ∈ P} généralise
cette construction et permet de définir la topologie quotient de X/L.

Proposition 6.3.2. Soient (X,P) un espace localement convexe et L un sous-espace
vectoriel de X.

1. Pour tout p ∈ P, l’application pL est une semi-norme sur X/L.

2. L’ensemble de semi-normes PL = {pL : p ∈ P} est filtrant.

3. La topologie de (X/L,PL) est la topologie quotient de X/L.

Démonstration. 1. Soient [x], [y] ∈ X/L. On a

pL([x] + [y]) = pL([x + y]) = inf
l∈L

p(x + y + l).

Si l1, l2 ∈ L, on a l1 + l2 ∈ L et donc

inf
l∈L

p(x + y + l) = inf
l1,l2∈L

p(x + y + l1 + l2) ≤ inf
l1∈L

p(x + l1) + inf
l2∈L

p(y + l2).

On en tire que pL([x] + [y]) ≤ pL([x]) + pL([y]). De plus, si λ ∈ K \ {0}, on a

L =
{

l

λ
: l ∈ L

}
puisque L est un sous-espace vectoriel. Par conséquent, on obtient

pL([λx]) = inf
l∈L

p(λx + l) = |λ| inf
l∈L

p(x + l
λ) = |λ| inf

l′∈L
p(x + l′).

Le cas λ = 0 est trivial.

2. C’est immédiat puisque P est filtrant.

3. Notons TX/L la topologie quotient de X/L. Pour tout p ∈ P, il est clair que pL ◦ πL ≤ p et
donc la topologie TPL

rend la projection πL continue. Ainsi, TPL
⊆ TX/L. Pour démontrer l’autre

inclusion, considérons U ∈ TX/L et [x] ∈ U . Alors π−1
L (U) est un ouvert de X qui contient x,

et il existe p ∈ P et r > 0 tels que bp(x, r) ⊆ π−1
L (U). Montrons que bpL([x], r) ⊆ U , d’où la

conclusion. Soit donc y ∈ X tel que

pL([y]− [x]) = inf
l∈L

p(y − x + l) < r.
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Il existe l ∈ L tel que p(y + l−x) < r. Le représentant y + l appartient alors à bp(x, r) ⊆ π−1
L (U),

et donc [y] = [y + l] ∈ U .

Proposition 6.3.3. Soient (X,P) un espace localement convexe et L un sous-espace
vectoriel de X. L’espace (X/L,PL) est séparé si et seulement si L est fermé dans X.

Démonstration. On a

pL([x]) = 0 ∀p ∈ P ⇐⇒ inf
l∈L

p(x + l) = 0 ∀p ∈ P

⇐⇒ ∀ε > 0 , ∀p ∈ P , bp(x, ε) ∩ L ̸= ∅

⇐⇒ x ∈ L.

Par conséquent, si (X/L,PL) est séparé, alors x ∈ L implique que [x] = 0, c’est-à-dire x ∈ L.

Réciproquement, si L est fermé, alors l’équivalence précédente se réécrit

pL([x]) = 0 ∀p ∈ P ⇐⇒ x ∈ L ⇐⇒ [x] = [0],

ce qui suffit.

Terminons cette section par la construction du séparé d’un espace localement convexe. Soit
(X,P) un espace localement convexe. Par la Proposition 5.4.1, si (X,P) n’est pas séparé, alors
l’ensemble N défini par

N =
⋂

p∈P
{x ∈ X : p(x) = 0}

est différent de {0}.

Lemme 6.3.4. L’ensemble N est un sous-espace vectoriel fermé de X.

Démonstration. Soient x, y ∈ N . Alors pour tout p ∈ P, on a p(x) = p(y) = 0. Puisque
0 ≤ p(x + y) ≤ p(x) + p(y) = 0, on obtient que p(x + y) = 0. Ainsi x + y ∈ N . De même, si
x ∈ N et λ ∈ K, alors p(λx) = |λ|p(x) = 0 pour tout p ∈ P, d’où λx ∈ N .

De plus, si x /∈ N , alors il existe p ∈ P tel que p(x) > 0. Ainsi bp(x, r) ⊆ X \N si r = p(x)
2 , ce

qui montre que N est une partie fermée de X.

Définition 6.3.5. Soit (X,P) un espace localement convexe. L’espace quotient (X/N,PN )
est un espace localement convexe séparé. On le note (X̃, P̃) et on l’appelle le séparé de
(X,P).

Le résultat suivant donne une description des semi-normes du séparé d’un espace localement
convexe.
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Proposition 6.3.6. Soit (X,P) un espace localement convexe. Pour tout x ∈ X et tout
p ∈ P, on a

pN ([x]N ) = p(x).

Démonstration. Soient x ∈ X et p ∈ P. Pour tout y ∈ N , on a

p(x + y) ≤ p(x) + p(y) = p(x) et p(x) = |p(x)− p(y)| ≤ p(x + y),

ce qui suffit.

Exemple 6.3.7. Si (X,A, µ) est un espace mesuré et 1 ≤ p < +∞, l’espace Lp(X,A, µ)
est l’ensemble des applications f : X → R A-mesurables telles que |f |p est intégrable. On
le munit de la semi-norme

∥f∥p =
(∫

X
|f |p dµ

) 1
p

.

Cet espace n’est pas séparé puisque ∥f∥p = 0 lorsque f = 0 µ-presque partout. En notant
N (X,A, µ) l’espace des applications A-mesurables de X dans R qui s’annulent presque
partout, l’espace Lp(X,A, µ) est défini par le quotient de Lp(X,A, µ) par N (X,A, µ). Il
s’agit d’un espace séparé pour la norme

∥[f ]∥p =
(∫

X
|f |p dµ

) 1
p

.

Les sous-espaces, produits et quotients ci-dessus prolongent des constructions déjà connues.
Les limites projectives et inductives qui suivent permettent, elles, d’assembler toute une
famille d’espaces et d’opérateurs.

6.4 Limites projectives

Les limites projectives décrivent des espaces déterminés par une famille de conditions compatibles.
Elles apparaissent naturellement lorsqu’un objet doit satisfaire simultanément des contraintes à
plusieurs niveaux.

Soit (Xn)n∈N une suite de sous-espaces vectoriels d’un même espace vectoriel. Bien sûr, l’espace
X =

⋂
n∈N Xn est un espace vectoriel. On suppose que chaque espace Xn est muni d’un ensemble

filtrant de semi-normes Pn. L’objectif est de munir X d’une structure d’espace localement convexe.
Naturellement, on va considérer la famille de semi-normes obtenues en “filtrant” l’ensemble de
semi-normes

⋃
n∈N Pn.
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Définition 6.4.1. On considère l’ensemble filtrant de semi-normes

P =
{

sup
n∈J

pn : J ⊆ N fini , pn ∈ Pn

}

sur X. L’espace localement convexe (X,P) est appelé la limite projective de la suite (Xn)n∈N

et est noté
lim←−

n

Xn.

Notons qu’une base de voisinages de 0 dans X est donnée par les intersections finies de la forme

⋂
n∈J

bpn(ε)

où J ⊆ N est fini, pn ∈ Pn pour tout n ∈ J et ε > 0.

Le résultat suivant justifie l’introduction de cet ensemble de semi-normes sur X.

Proposition 6.4.2. La topologie de la limite projective est la topologie localement convexe
la plus faible qui rend les inclusions

in : X → Xn

continues pour tout n ∈ N.

Démonstration. Il est clair que la topologie de la limite projective rend les inclusions in : X → Xn

continues puisque Pn ⊆ P pour tout n ∈ N. De plus, si Q est un ensemble filtrant de semi-normes
sur X rendant les inclusions continues, montrons que P ⪯ Q. Soit donc J ⊆ N fini et pn ∈ Pn

pour tout n ∈ J . Pour tout n ∈ J , la continuité de in sur (X,Q) permet de trouver qn ∈ Q tel
que pn ⪯ qn. Comme Q est filtrant et que J est fini, il existe q ∈ Q tel que supn∈J qn ⪯ q. Par
conséquent, supn∈J pn ⪯ q, ce qui suffit.

Les propriétés des espaces localement convexes (Xn,Pn), n ∈ N, se transfèrent facilement à leur
limite projective. Par exemple, si les espaces (Xn,Pn), n ∈ N, sont séparés, alors lim←−n

Xn est
séparé.

Exemple 6.4.3. Soit (X,P) un espace localement convexe à semi-normes dénombrables.
Après avoir remplacé la famille initiale par une famille équivalente, on peut supposer que

P = {pn : n ∈ N}, pn ≤ pn+1.

Pour chaque n, notons Xn l’espace vectoriel X muni de la semi-norme pn. Alors l’identité
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de Xn+1 dans Xn est continue et l’identification canonique

X ≃ lim←−
n

Xn

est un isomorphisme d’espaces localement convexes. En effet, la topologie de la limite
projective est précisément celle engendrée par toutes les semi-normes pn.

Exemple 6.4.4. Soit Ω ⊂ Rd un ouvert et soit (Kn)n∈N une exhaustion croissante de Ω
par des compacts telle que Kn ⊂ K◦

n+1. La topologie usuelle de C∞(Ω) est engendrée par
les semi-normes

pn,m(f) = max
|α|≤m

sup
x∈Kn

|∂αf(x)|, n, m ∈ N.

Ainsi, C∞(Ω) peut être décrit comme un espace défini par une famille dénombrable de
conditions compatibles sur les compacts Kn. Cette lecture projective met en évidence la
structure localement convexe de C∞(Ω) à partir de données compatibles sur les compacts
Kn.

Exemple 6.4.5. Soit Ω un ouvert de R et (Kn)n∈N une exhaustion croissante de Ω par
des compacts, avec Kn ⊆ Kn+1. Les restrictions définissent un isomorphisme localement
convexe

C0(Ω) ∼=

(fn)n∈N ∈
∏
n∈N

C0(Kn) : fn+1|Kn = fn pour tout n

 .

Il s’agit de la formulation correcte de C0(Ω) comme limite projective des espaces C0(Kn)
et des applications de restriction.

6.5 Limites inductives

Les limites inductives correspondent à la situation où l’espace est obtenu comme réunion croissante
de sous-espaces. Le choix de la topologie est alors guidé par la continuité des inclusions et par la
volonté de conserver la structure localement convexe.

Soit (Xn)n∈N une suite croissante de sous-espaces vectoriels d’un même espace vectoriel. On
suppose que chaque espace Xn est muni d’un ensemble filtrant de semi-normes Pn rendant les
inclusions

in : Xn → Xn+1

continues. L’espace X =
⋃

n∈N Xn est un espace vectoriel et on souhaite le munir d’une structure
d’espace localement convexe.
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Définition 6.5.1. Si π = (pn)n∈N où pn ∈ Pn pour tout n ∈ N et si γ = (cn)n∈N est une
suite de réels strictement positifs, on pose

pπ,γ(x) = inf
{∑

n∈J

cnpn(xn) : J ⊆ N fini , x =
∑
n∈J

xn avec xn ∈ Xn

}
.

On vérifie facilement que pπ,γ est une semi-norme sur X et que l’ensemble formé des semi-normes
de la forme pπ,γ est filtrant. On peut donc considérer la définition suivante.

Définition 6.5.2. L’espace localement convexe X =
⋃

n∈N Xn muni de l’ensemble filtrant
des semi-normes de la forme pπ,γ est appelé la limite inductive de la suite (Xn)n∈N. On la
note

lim−→
n

Xn.

Le lemme suivant donne une description des semi-boules de la limite inductive.

Lemme 6.5.3. Si π = (pn)n∈N où pn ∈ Pn pour tout n ∈ N et si γ = (cn)n∈N est une suite
de réels strictement positifs, on a

bpπ,γ (1) = Γ

⋃
n∈N

bpn

( 1
cn

)

Démonstration. D’une part, si pn(x) < 1
cn

, alors pπ,γ(x) < 1. Ainsi, bpn( 1
cn

) ⊆ bpπ,γ (1) pour tout
n ∈ N. Comme les semi-boules sont absolument convexes, on en tire que

Γ

⋃
n∈N

bpn

( 1
cn

) ⊆ bpπ,γ (1).

D’autre part, si x ∈ bpπ,γ (1), il existe une décomposition finie x =
∑

n∈J xn telle que

∑
n∈J

cnpn(xn) < 1.

Fixons ε > 0 tel que
ε
∑
n∈J

cn +
∑
n∈J

cnpn(xn) < 1.

Si λn = cn
(
pn(xn) + ε

)
, on peut écrire

x =
∑
n∈J

λn
xn

λn
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avec ∑
n∈J

|λn| =
∑
n∈J

cnpn(xn) + ε
∑
n∈J

cn < 1

et
pn

(
xn

λn

)
= 1

cn(pn(xn) + ε)pn(xn) <
1
cn

.

Remarque 6.5.4. Par conséquent, tout ensemble de la forme

Γ

⋃
n∈N

bpn(rn)


est un ouvert de la limite inductive X. De plus, si n0 ∈ N est fixé, alors pour tout n ≤ n0,
la continuité de l’inclusion de Xn dans Xn0 nous permet de trouver une semi-boule bpn(rn)
de Xn telle que bpn(rn) ⊆ bpn0

(rn0). On en tire que l’ensemble

Γ

 ⋃
n≥n0

bpn(rn)


est également ouvert dans X.

Nous allons voir que la topologie de la limite inductive est la topologie localement convexe finale
relative à la famille d’applications In : Xn → X.

Proposition 6.5.5. La limite inductive de la suite (Xn)n∈N est la topologie localement
convexe la plus fine rendant les inclusions

In : Xn → X

continues.

Démonstration. Si π = (pn)n∈N où pn ∈ Pn pour tout n ∈ N et si γ = (cn)n∈N est une suite de
réels positifs, on a

pπ,γ ◦ In ≤ cn pn,

ce qui montre que la topologie de la limite inductive rend In continu.

De plus, soit Q un ensemble filtrant de semi-normes sur X rendant les inclusions continues. Alors,
si q ∈ Q, il existe pn et cn > 0 tels que q ◦ In ≤ cn pn. On en tire que

q(f) ≤
∑
j∈J

q(fj) ≤
∑
j∈J

cj pj(fj)

pour toute décomposition finie de f en les fj ∈ Xj . Ainsi, q ≤ pπ,γ où π = (pn)n∈N et γ = (cn)n∈N,
ce qui suffit.
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Le résultat suivant est naturel.

Corollaire 6.5.6. Soit X = lim−→n
Xn et (Y,Q) un espace localement convexe. Une applica-

tion linéaire T : X → Y est continue si et seulement si sa restriction T |Xn est continue
pour tout n ∈ N.

Démonstration. Si T est continue, alors l’application T |Xn = T ◦ In est continue pour tout n ∈ N
par la Proposition 6.5.5. Réciproquement, supposons que T |Xn est continu pour tout n ∈ N. Soit
q ∈ Q. Pour tout n ∈ N, il existe pn ∈ Pn et cn > 0 tel que q ◦ T |Xn ≤ cn pn. Alors,

q ◦ T (x) ≤
∑
n∈J

q ◦ T (xn) ≤
∑
n∈J

cn pn(xn)

pour toute décomposition finie de x en les xn ∈ Xn. Ainsi, q ◦ T ≤ pπ,γ où π = (pn)n∈N et
γ = (cn)n∈N, d’où la conclusion.

Par conséquent, la topologie de la limite inductive induit dans chaque espace Xn des semi-normes
plus faibles que celles de Xn. Cependant, en général, on n’a pas l’équivalence. Cela implique que
les propriétés des limites inductives ne peuvent pas toujours être obtenues à partir des propriétés
des espaces (Xn,Pn). On va se placer dans un cadre plus restreint, mais cependant rencontré
régulièrement en pratique.

Définition 6.5.7. Une limite inductive est stricte si pour tout n ∈ N, les semi-normes
induites par Xn+1 dans Xn sont équivalentes aux semi-normes de Xn. Une limite inductive
est hyperstricte si elle est stricte et si chaque Xn est fermé dans Xn+1.

Ainsi, une limite inductive est stricte si pour tout n ∈ N, l’espace (Xn,Pn) est un sous-espace
localement convexe de (Xn+1,Pn+1).

Exemple 6.5.8. Soit Ω un ouvert de Rd et D(Ω) l’espace des fonctions de C∞(Ω) à support
compact. Pour tout compact K de Ω, on pose

DK(Ω) = {f ∈ D(Ω) : supp(f) ⊆ K}

et on le munit de l’ensemble des semi-normes définies par

∥f∥K,k := sup
|α|≤k

sup
x∈K
|∂αf(x)|

avec k ∈ N. Alors, si (Kn)n∈N est une suite de compacts telle que Kn ⊆ K◦
n+1 et dont

l’union est égale à Ω, on munit D(Ω) de la limite inductive associée aux espaces DKn(Ω),
i.e.

D(Ω) = lim−→
n∈N
DKn(Ω).
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De plus, la limite inductive est hyperstricte.

Remarque 6.5.9. Un autre exemple présent dans la version initiale du cours est l’espace des
germes de fonctions C∞ en 0. Si l’on considère les espaces C∞((−1/n, 1/n)), les applications
naturelles d’un étage vers le suivant sont ici des applications de restriction. L’espace des
germes s’interprète donc comme la limite inductive de ce système au sens général des limites
inductives. Cette situation ne relève toutefois pas directement de la définition adoptée
ci-dessus, où les espaces Xn sont identifiés à des sous-espaces croissants d’un même espace
vectoriel. Nous ne qualifierons donc pas cette limite de stricte ou d’hyperstricte dans le
cadre présent.

Le résultat suivant montre que les espaces (Xn,Pn) sont des sous-espaces localement convexes
de la limite inductive stricte.

Proposition 6.5.10. Si X est la limite inductive stricte de (Xn)n∈N, alors la topologie
induite par X sur chaque Xn coïncide avec la topologie initiale de Xn.

Démonstration. Fixons n ∈ N. La continuité de l’inclusion In : Xn → X montre déjà que la
topologie induite par X sur Xn est moins fine que la topologie donnée sur Xn. Il reste à établir
l’inclusion réciproque.

Soit
U0 = bpn(1)

une semi-boule de Xn. Comme la limite est stricte, la topologie de Xn+i−1 est, pour tout i ≥ 1,
la topologie induite par Xn+i. On peut donc construire par récurrence des semi-boules

Ui = bpn+i(ri) ⊆ Xn+i, i ≥ 1,

telles que
Ui ∩Xn+i−1 ⊆ Ui−1.

D’après la Remarque 6.5.4, l’ensemble

V = Γ

⋃
i≥0

Ui


est un voisinage ouvert de 0 dans X. Montrons que V ∩Xn ⊆ U0.

Soit x ∈ V ∩ Xn. Il existe des vecteurs u1, . . . , um, des scalaires λ1, . . . , λm et des indices
i(1), . . . , i(m) tels que

uj ∈ Ui(j), x =
m∑

j=1
λjuj ,

m∑
j=1
|λj | ≤ 1.
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Posons N = maxj i(j) et, pour 0 ≤ i ≤ N ,

yi =
∑

i(j)=i

λjuj , αi =
∑

i(j)=i

|λj |.

Comme Ui est absolument convexe, on a yi ∈ αiUi. Posons encore

zi =
N∑

k=i

yk, si =
N∑

k=i

αk.

Pour i ≥ 1, le vecteur zi appartient à Xn+i−1, car

zi = x−
i−1∑
k=0

yk

et tous les termes du membre de droite appartiennent à Xn+i−1.

Nous montrons par récurrence descendante que

zi ∈ siUi (0 ≤ i ≤ N).

C’est vrai pour i = N . Supposons le résultat établi à l’indice i ≥ 1. Si si > 0, alors

zi

si
∈ Ui ∩Xn+i−1 ⊆ Ui−1,

donc zi ∈ siUi−1 ; si si = 0, la conclusion est immédiate. Comme yi−1 ∈ αi−1Ui−1 et que Ui−1

est absolument convexe,

zi−1 = yi−1 + zi ∈ (αi−1 + si)Ui−1 = si−1Ui−1.

À l’indice 0, on obtient
x = z0 ∈ s0U0 ⊆ U0,

puisque s0 =
∑

j |λj | ≤ 1.

Ainsi, toute semi-boule de Xn contient la trace sur Xn d’un voisinage de 0 dans X. La topologie
initiale de Xn est donc moins fine que la topologie induite par X, ce qui achève la preuve.

Attention, cette condition ne donne pas une caractérisation de la topologie de la limite inductive.
Autrement dit, un ensemble de semi-normes sur X qui induit dans chaque Xn des semi-normes
équivalentes à Pn n’est pas nécessairement équivalent à l’ensemble des semi-normes de la forme
pπ,γ .

Corollaire 6.5.11. Si X est la limite inductive stricte de (Xn)n∈N et si les espaces (Xn,Pn),
n ∈ N, sont séparés, alors X est séparé.

Démonstration. Soit x ∈ X tel que pπ,γ(x) = 0 pour tous π et γ. Comme X =
⋃

n∈N Xn, il existe
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n ∈ N tel que x ∈ Xn. Par la Proposition 6.5.10, pn(x) = 0 pour tout pn ∈ Pn, ce qui permet
d’obtenir la conclusion.

Nous allons à présent nous placer dans le cadre de limites inductives hyperstrictes pour obtenir
des propriétés supplémentaires.

Proposition 6.5.12. Si X est la limite inductive hyperstricte de (Xn)n∈N, alors toute
partie fermée d’un Xn est fermée dans X.

Démonstration. Soit F ⊆ Xn fermé dans Xn. Nous montrons d’abord que F est fermé dans
chaque Xm pour m ≥ n. En effet, supposons F fermé dans Xm. Comme la limite est stricte, la
topologie de Xm est celle induite par Xm+1 ; comme elle est hyperstricte, Xm est en outre fermé
dans Xm+1. Par conséquent, F , fermé dans le sous-espace fermé Xm, est fermé dans Xm+1. Une
récurrence donne l’affirmation.

Soit maintenant x ∈ X \ F . Choisissons m ≥ n tel que x ∈ Xm. Puisque F est fermé dans Xm,
il existe un ouvert B de Xm contenant x et disjoint de F . D’après la Proposition 6.5.10, la
topologie de Xm est la topologie induite par X. Il existe donc un ouvert U de X tel que

B = U ∩Xm.

Comme F ⊆ Xm, on a
U ∩ F = (U ∩Xm) ∩ F = B ∩ F = ∅.

Ainsi, chaque point de X \F possède un voisinage ouvert disjoint de F . Le complémentaire de F

est ouvert, donc F est fermé dans X.

Corollaire 6.5.13. Si X est la limite inductive hyperstricte de (Xn)n∈N et si A ⊆ Xn,
alors

A
X = A

Xm

pour tout m ≥ n.

Démonstration. Fixons m ≥ n. Puisque les semi-normes induites par X sur Xm sont équivalentes
à celles de Xm par la Proposition 6.5.10, on a

A
Xm ⊆ A

X
.

De plus, la Proposition 6.5.12 implique que A
Xm est fermé dans X et puisqu’il contient A, on

obtient l’autre inclusion.
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Corollaire 6.5.14. Si X est la limite inductive stricte de (Xn)n∈N, alors la limite inductive
est hyperstricte si et seulement si chaque Xn est fermé dans X.

Démonstration. Supposons que la limite inductive est hyperstricte. Puisque Xn est fermé dans
lui-même, il est également fermé dans X par la Proposition 6.5.12. Réciproquement, supposons
que chaque Xn soit fermé dans X. Alors Xn = Xn+1 ∩Xn est fermé dans Xn+1 pour la topologie
induite par X. Cette topologie coïncide avec la topologie initiale de Xn+1 par la Proposition 6.5.10 ;
ainsi Xn est fermé dans Xn+1 et la limite est hyperstricte.
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7 Complétude et espaces de Fréchet
Les constructions du chapitre précédent n’exigent aucune hypothèse de complétude. Nous
introduisons maintenant cette condition topologique dans le cadre général des espaces localement
convexes.

Pourquoi imposer la complétude ?

En analyse, on construit fréquemment un objet comme limite d’approximations successives. Pour
que cette démarche reste à l’intérieur de l’espace considéré, il faut que les objets de Cauchy
aient effectivement une limite dans cet espace. C’est précisément le rôle de la complétude. Elle
intervient également de façon décisive dans les arguments de catégorie de Baire, qui sont à la
base de plusieurs grands théorèmes d’analyse fonctionnelle.

Dans le cadre normé, cette exigence conduit aux espaces de Banach. Dans le cadre localement
convexe métrisable, l’analogue naturel est celui des espaces de Fréchet : des espaces localement
convexes, métrisables et complets. Comme les suites ne suffisent plus toujours à décrire la
convergence dans un espace non nécessairement métrisable, nous reprenons d’abord la formulation
du cours initial au moyen des filtres.

Ce n’est qu’une fois la complétude définie que nous introduirons les espaces de Fréchet. Nous
reviendrons alors sur les constructions déjà étudiées pour déterminer lesquelles préservent cette
structure.

7.1 Suites, filtres et convergence

Dans les espaces métrisables, les suites suffisent pour décrire la convergence. Dans un espace
topologique plus général, elles ne capturent pas toujours toute la topologie ; les filtres fournissent
alors un outil adapté au niveau de généralité considéré ici.

Certains espaces topologiques ne sont pas à base dénombrable de voisinages. Dans ces espaces,
on ne peut pas utiliser les suites pour caractériser les différentes notions topologiques. On peut
alors utiliser la notion de filtre qui permet de généraliser celle de convergence.

Définition 7.1.1. Soit X un ensemble non vide. Un filtre sur X est une famille non-vide
F de parties de X qui vérifie les propriétés suivantes :

(F1) ∅ /∈ F ,

(F2) si F1, F2 ∈ F , alors F1 ∩ F2 ∈ F ,

(F3) Si F1 ∈ F et F1 ⊆ F2, alors F2 ∈ F .
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Exemples 7.1.2.

▷ Si Y ⊆ X est non-vide, alors FY = {F ⊆ X : Y ⊆ F} est un filtre sur X.

▷ Si X est infini, alors l’ensemble F = {F ⊆ X : X \ F est fini } est un filtre sur X.

▷ Si (xn)n∈N est une suite de X, l’ensemble des parties de X qui contiennent une
queue de cette suite est un filtre sur X, appelé le filtre associé à (xn)n∈N.

▷ Si (X, T ) est un espace topologique et si x ∈ X, l’ensemble Vx des voisinages de x

est un filtre sur X, appelé le filtre des voisinages de x.

Définition 7.1.3. Soit B une famille non-vide de parties non-vides de X telle que pour
tous B1, B2 ∈ B, il existe B ∈ B tel que B ⊆ B1 ∩B2. Alors

F =
{
F ⊆ X : ∃B ∈ B tel que B ⊆ F

}
est un filtre sur X, appelé le filtre engendré par B. On dit que B est la base du filtre.

On vérifie directement que B ⊆ F et en utilisant (F3), que F est le plus petit filtre contenant B.

Définition 7.1.4. Soit (X, T ) un espace topologique. Un filtre F sur X converge vers
x ∈ X si F contient le filtre Vx des voisinages de x. On dit que x est un point limite du
filtre F .

Remarque 7.1.5. Bien sûr, un filtre F converge vers x si F contient une base de voisinages
Bx de x. Il suffit pour cela d’utiliser la propriété (F3).

Remarque 7.1.6. Rappelons qu’une suite (xn)n∈N de X converge vers x ∈ X si pour tout
V ∈ Vx, il existe N ∈ N tel que xn ∈ V pour tout n ≥ N . C’est équivalent à dire que le
filtre associé à (xn)n∈N converge vers x. La notion de convergence de filtres généralise donc
bien celle de convergence de suites.

Comme dans le cas des suites convergentes, l’unicité de la limite est assurée lorsque l’on travaille
dans des espaces séparés.

Proposition 7.1.7. Si (X, T ) est un espace topologique séparé et si F est un filtre sur X

qui converge, alors sa limite est unique.

Démonstration. Supposons qu’il existe x ̸= y dans X tels que F converge vers x et vers y.
Comme X est séparé, il existe V ∈ Vx et W ∈ Vy tels que V ∩W = ∅. Par définition de la
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convergence de F , on a V ∈ F et W ∈ F , et donc par la propriété (F2), ∅ = V ∩W ∈ F . Ceci
est impossible vu (F1).

Soit Y un sous-ensemble d’un espace topologique (X, T ). Si F est un filtre sur Y , alors c’est la
base d’un filtre sur X. Ainsi, lorsque l’on parle d’un filtre F de Y qui converge dans X, cela
signifie que le filtre de X engendré par F converge.

Proposition 7.1.8. Une partie Y d’un espace topologique (X, T ) est fermée si et seulement
si Y contient la limite de tous ses filtres convergents dans X.

Démonstration. Supposons que Y est fermé. Soit F un filtre de Y qui converge vers x dans
(X, T ). Alors, pour tout V ∈ Vx, V ∈ F . En particulier, V ∩ Y ̸= ∅ et x ∈ Y = Y .

Réciproquement, si x ∈ Y , alors B = {V ∩ Y : V ∈ Vx} est une base de filtre sur Y . Le filtre
qu’elle engendre, considéré comme un filtre sur X, est plus fin que le filtre des voisinages Vx ; il
converge donc vers x. Par hypothèse, on a x ∈ Y , ce qui suffit.

Remarque 7.1.9. En fait, nous avons montré qu’un point x est adhérent à un ensemble
Y si et seulement si x est la limite dans X d’un filtre de Y .

Les filtres permettent également de donner une caractérisation de la continuité d’une application
comme le montre le résultat suivant. Pour cela, nous introduisons la notion de filtre image. Si
f : X → Y et si F est un filtre sur X, l’ensemble {A ⊆ Y : f−1(A) ∈ F} est un filtre sur Y

appelé filtre image de F par f et est noté f(F).

Proposition 7.1.10. Soient (X, T ) et (Y, T ′) deux espaces topologiques. Une application
f : X → Y est continue si et seulement si pour tout filtre F de X qui converge vers x ∈ X,
le filtre image f(F) converge vers f(x).

Démonstration. Supposons que f est continu. Soit F un filtre de X qui converge vers x. Soit V

un voisinage de f(x). Par continuité, f−1(V ) est un voisinage de x et donc f−1(V ) ∈ F . Donc
V ∈ f(F), ce qui suffit.

Réciproquement, soit V un voisinage de f(x). On sait que le filtre Vx des voisinages de x converge
vers x, donc par hypothèse, f(Vx) converge vers f(x). Ainsi, V ∈ f(Vx), d’où f−1(V ) ∈ Vx.

Remarque 7.1.11. Soient (X, T ) et (Y, T ′) deux espaces topologiques, et soit f : X → Y

une application. On dit que f est séquentiellement continu si pour toute suite (xn)n∈N de
X qui converge vers x, (f(xn))n∈N converge vers f(x). Si (X, T ) est à base dénombrable de
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voisinages, alors on sait que f est séquentiellement continu si et seulement si f est continu.
En particulier, si X est métrisable, on peut utiliser le “critère par les suites”.

Terminons cette section par le résultat suivant qui caractérise la convergence de filtres dans le
cas d’espaces localement convexes. Ce sera le point de départ pour définir les filtres de Cauchy
dans la section suivante.

Proposition 7.1.12. Soit F un filtre sur l’espace localement convexe (X,P). Alors F
converge vers x ∈ X si et seulement pour tout p ∈ P et tout ε > 0, il existe F ∈ F tel que
p(x− y) < ε pour tout y ∈ F .

Démonstration. ⇒ Il suffit de prendre F = bp(x, ε).

⇐ On utilise la Remarque 7.1.5.

7.2 Filtres de Cauchy et espaces complets

La notion de suite de Cauchy doit elle aussi être généralisée lorsque l’on quitte le cadre métri-
sable. Les filtres de Cauchy permettent de retrouver l’idée essentielle de la complétude : toute
approximation intrinsèquement cohérente doit converger dans l’espace.

Au vu de la Proposition 7.1.12, il semble naturel de généraliser la notion de suite de Cauchy au
moyen des filtres dans les espaces localement convexes de la manière suivante.

Définition 7.2.1. Soit (X,P) un espace localement convexe. Un filtre F sur X est de
Cauchy si pour tout p ∈ P et tout ε > 0, il existe F ∈ F tel que

p(x− y) < ε ∀x, y ∈ F.

Remarque 7.2.2. Soit F le filtre associé à une suite (xn)n∈N de l’espace localement
convexe (X,P). Alors F est de Cauchy si et seulement si pour tout p ∈ P et tout ε > 0, il
existe N ∈ N tel que

p(xn − xm) < ε ∀n, m ≥ N.

Proposition 7.2.3. Si (X,P) est un espace localement convexe, alors tout filtre convergent
sur X est de Cauchy.

Démonstration. Supposons que F est un filtre sur X qui converge vers x ∈ X. Alors par la
Proposition 7.1.12, pour tout p ∈ P et tout ε > 0, il existe F ∈ F tel que p(x− y) < ε

2 pour tout
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y ∈ F . Par conséquent, pour tous y, z ∈ F , on a

p(y − z) ≤ p(y − x) + p(x− z) < ε,

ce qui suffit.

En général, la réciproque de ce résultat est fausse. On introduit donc naturellement la notion
suivante.

Définition 7.2.4. Un espace localement convexe séparé (X,P) est complet si tout filtre de
Cauchy sur X converge. De manière plus générale, une partie Y de X est complète si tout
filtre de Cauchy sur Y converge dans Y .

Proposition 7.2.5. Soit (X,P) un espace localement convexe séparé. Alors toute partie
complète Y de X est fermée.

Démonstration. Soit F un filtre de Y qui converge vers x ∈ X. Comme F converge, la Proposition
7.2.3 implique que F est de Cauchy. Comme Y est complet, F converge dans Y (donc dans X)
et on en tire que x ∈ Y . On obtient la conclusion en utilisant la Proposition 7.1.8.

Corollaire 7.2.6. Soit (X,P) un espace localement convexe séparé. Si Y est un sous-espace
vectoriel de X de dimension finie, alors Y est complet et fermé dans X.

Démonstration. La Proposition 5.4.7 implique que la topologie de Y est donnée par la topologie
usuelle de Kdim Y . Ainsi, Y est un espace complet et la Proposition 7.2.5 donne que Y est
fermé.

Proposition 7.2.7. Soit (X,P) un espace localement convexe séparé et complet. Alors
toute partie fermée de X est complète.

Démonstration. Soit Y une partie fermée de X et soit F un filtre de Cauchy sur Y . Alors F est
également un filtre de Cauchy de X et comme X est complet, il converge. Comme Y est fermé,
le point limite appartient à Y , ce qui suffit.

Dans ce qui suit, nous montrons que dans le cas d’un espace à semi-normes dénombrables, on
peut se limiter à étudier les convergences des suites.

Définition 7.2.8. Un espace localement convexe séparé (X,P) est séquentiellement-complet,
ce que l’on note sq-complet, si toute suite de Cauchy sur X converge. De manière plus
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générale, une partie Y de X est séquentiellement-complète, ce que l’on note sq-complète, si
toute suite de Cauchy sur Y converge dans Y .

Théorème 7.2.9. Un espace séparé à semi-normes dénombrables (X,P) est complet si et
seulement s’il est sq-complet.

Démonstration. Il est clair que tout espace complet est sq-complet. Réciproquement, supposons
que l’espace est sq-complet. Soit F un filtre de Cauchy sur (X,P) où P = {pm : m ∈ N} avec
pm ≤ pm+1. Pour tout m ≥ 1, il existe Fm ∈ F tel que

pm(x− y) <
1
m
∀x, y ∈ Fm.

Quitte à remplacer Fm par Fm ∩Fm−1 ∩ · · · ∩F1, en utilisant la propriété (F2), on peut supposer
que la suite (Fm)m≥1 est décroissante. Pour tout m ≥ 1, soit xm ∈ Fm. La suite (xm)m∈N est de
Cauchy puisque pm(xr − xs) < 1

m pour tous r, s ≥ m. Par hypothèse, elle converge vers x ∈ X.
Pour conclure, il reste à montrer que Bx ⊆ F , où Bx est l’ensemble des boules centrées en x.
Fixons m ∈ N et ε > 0. Il existe N ≥ m tel que 1

N < ε
2 et pm(xN − x) < ε

2 . Si y ∈ FN , on a alors

pm(y − x) ≤ pm(y − xN ) + pm(xN − x) ≤ pN (y − xN ) + pm(xN − x) <
1
N

+ ε

2 < ε.

On en tire que FN ⊆ bpm(x, ε) et par la propriété (F3), on a bpm(x, ε) ∈ F .

Corollaire 7.2.10. Un espace normé est complet si et seulement s’il est sq-complet.

Ce corollaire reformule, à l’aide des suites, la complétude utilisée dans la définition des espaces
de Banach.

Lorsque l’on travaille dans un espace à semi-normes dénombrables, on dispose d’une distance
d et donc de la notion usuelle de suites de Cauchy. Notons que la propriété “être de Cauchy”
dépend de la distance choisie : si d1 et d2 sont deux distances qui définissent la même topologie
sur un espace X, alors (X, d1) peut être complet sans que (X, d2) le soit. La complétude n’est
donc pas une notion topologique. Cette remarque est illustrée par deux exercices placés à la fin
du chapitre.

Le résultat suivant montre que les suites de Cauchy d’un espace à semi-normes dénombrables sont
les mêmes que les suites de Cauchy définies à partir de la distance introduite dans le Théorème
5.4.10.

Proposition 7.2.11. Considérons un espace séparé à semi-normes dénombrables (X,P)
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avec P = {pm : m ∈ N}, où (pm)m∈N est croissant. Si d est la distance définie sur X par

d(x, y) =
+∞∑
m=0

2−m pm(x− y)
1 + pm(x− y) ,

alors une suite de X est de Cauchy pour P si et seulement si elle l’est pour d. En particulier,
(X,P) est complet si et seulement si (X, d) l’est.

Démonstration. Il suffit d’imiter la preuve du Théorème 5.4.10 et d’utiliser les inclusions qui
existent entre les boules définies à partir P et celles définies à partir de d.

7.2.1 Complétude des produits

La construction du produit ayant été définie au Chapitre 6, nous pouvons maintenant examiner
son comportement vis-à-vis de la complétude.

Proposition 7.2.12. Soient (Xi,Pi), i ∈ I, une famille d’espaces localement convexes
séparés complets et F un filtre sur le produit

∏
i∈I Xi.

1. Le filtre F converge vers x ∈
∏

i∈I Xi si et seulement si pour tout i ∈ I, le filtre image
πi(F) converge vers πi(x) dans Xi.

2. Le filtre F est de Cauchy dans
∏

i∈I Xi si et seulement si pour tout i ∈ I, le filtre
image πi(F) est de Cauchy dans Xi.

En particulier, tout produit d’espaces localement convexes complets est complet.

Démonstration. La topologie produit est engendrée par les semi-normes obtenues à partir d’un
nombre fini de coordonnées. Un filtre converge donc dans le produit si et seulement si chacune
de ses images par les projections coordonnées converge. De même, la condition de Cauchy pour
toute semi-norme du produit équivaut à la condition de Cauchy dans chaque coordonnée. Si tous
les Xi sont complets, chaque filtre de Cauchy possède ainsi une limite coordonnée ; le point formé
par ces limites est la limite du filtre dans le produit.

7.3 Espaces de Fréchet

Les espaces de Fréchet forment le cadre localement convexe où l’on conserve à la fois la métrisabilité
et la complétude. Ils généralisent ainsi les espaces de Banach tout en couvrant des espaces de
fonctions qui ne se décrivent pas naturellement par une norme unique.

Les espaces de Banach, introduits à la Définition 1.2.1, réunissent les trois propriétés qui ont
joué un rôle essentiel dans le cadre de Banach : séparation, métrisabilité et complétude. Nous
conservons maintenant ces trois propriétés, mais nous autorisons une famille dénombrable de
semi-normes à la place d’une norme unique.
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Motivation. Dans le cadre de Banach, la complétude se lit sur la distance associée à
la norme. De façon analogue, un espace de Fréchet est un espace localement convexe
complet dont la topologie peut être décrite par une distance invariante par translation ; le
Théorème 5.4.10 construit précisément cette distance à partir d’une famille dénombrable de
semi-normes.

Définition 7.3.1. Un espace de Fréchet est un espace séparé à semi-normes dénombrables
complet.

Par le Théorème 7.2.9, un espace de Fréchet est un espace séparé à semi-normes dénombrables
sq-complet.

Exemples 7.3.2.

▷ L’espace de suites ω est un espace de Fréchet.

▷ Si Ω est un ouvert de R et si l ∈ N, l’espace C l(Ω) est un espace de Fréchet.

▷ Plus généralement, C∞(Ω), muni des semi-normes

pn,m(f) = max
|α|≤m

sup
x∈Kn

|∂αf(x)|

associées à une exhaustion compacte (Kn) de Ω, est un espace de Fréchet. En effet,
une suite de Cauchy pour toutes ces semi-normes converge uniformément sur chaque
compact, avec chacune de ses dérivées ; les limites obtenues sont compatibles et
définissent une fonction de C∞(Ω).

▷ Pour tout compact K ⊂ Ω, l’espace DK(Ω) introduit au Chapitre 6 est un sous-espace
fermé de C∞(Ω) ; il est donc de Fréchet. Ainsi la représentation

D(Ω) = lim−→
n

DKn(Ω)

du Chapitre 6 fournit un exemple fondamental de limite inductive d’espaces de
Fréchet.

7.3.1 Critère des séries dans un espace à semi-normes dénombrables

Comme dans le cas des espaces de Banach, les séries donnent un critère pratique de complétude.
Le résultat suivant sera utilisé plus loin dans l’étude de la stabilité des constructions précédentes.

Définition 7.3.3. Soient (X,P) un espace localement convexe et (xm)m∈N une suite de X.
La suite des sommes partielles

(∑M
m=0 xm

)
M∈N

s’appelle la série associée à (xm)m∈N. Si
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elle converge dans (X,P), on note
+∞∑
m=0

xm

sa limite. On dit que la série est absolument convergente dans (X,P) si pour tout p ∈ P,
on a

+∞∑
m=0

p(xm) < +∞.

Il est clair que toute série absolument convergente est de Cauchy : en effet, on a pour tout p ∈ P

p

(
s∑

m=r

xm

)
≤

s∑
m=r

p(xm) −→ 0

si r, s→ +∞. En particulier, dans un espace complet, toute série absolument convergente est
convergente. Dans le cadre à semi-normes dénombrables, la réciproque fournit la caractérisation
suivante de la complétude. Le cas d’une norme unique a déjà été établi au Théorème 1.2.5.

Proposition 7.3.4. Si (X,P) est un espace séparé à semi-normes dénombrables et si toute
série absolument convergente de (X,P) est convergente, alors (X,P) est complet.

Démonstration. Soit (xm)m∈N une suite de Cauchy de (X,P). Supposons que P est donné par la
suite croissante de semi-normes (pm)m∈N. Par induction, nous pouvons en extraire une sous-suite
(xmk

)k∈N telle que
pk(xmk

− xm) ≤ 2−k ∀m ≥ mk.

Remarquons que pour tout N ∈ N, on a

pN (xm1) +
+∞∑
k=1

pN (xmk+1 − xmk
) ≤ pN (xm1) +

N−1∑
k=1

pN (xmk+1 − xmk
) +

+∞∑
k=N

pk(xmk+1 − xmk
)

≤ pN (xm1) +
N−1∑
k=1

pN (xmk+1 − xmk
) +

+∞∑
k=N

2−k < +∞.

On en tire que la série xm1 +
∑M

k=1(xmk+1 − xmk
) est absolument convergente et par hypothèse,

elle converge donc. Ainsi, la sous-suite

xmM+1 = xm1 +
M∑

k=1
(xmk+1 − xmk

)

converge vers un élément x ∈ X. On en déduit que la suite (xm)m∈N converge vers la même
limite puisque pour tout N ∈ N et tout ε > 0, on a

pN (xm − x) ≤ pN (xm − xmk
) + pN (xmk

− x) ≤ 1
2k

+ ε

2 ≤ ε

si k est suffisamment grand et si m ≥ mk.
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Remarque 7.3.5. On vient de montrer que si une suite de Cauchy d’un espace localement
convexe admet une sous-suite convergente, alors elle est convergente.

Dans le cas où la topologie est définie par une seule norme, ce critère est exactement le
critère des séries du Théorème 1.2.5. Il n’est donc pas réénoncé ici.

7.4 Stabilité des espaces de Fréchet

Nous revenons maintenant, dans le même ordre, sur les constructions du Chapitre 6 : sous-espaces,
produits, quotients, limites projectives puis limites inductives. Pour chacune, la question est de
savoir si l’ajout de la complétude et de la métrisabilité est stable. Les résultats correspondants
pour les espaces de Banach ont déjà été établis au Chapitre 1.

Nous examinons à présent la stabilité des espaces de Fréchet par les constructions du Chapitre 6.
Les résultats analogues pour les espaces de Banach ont déjà été traités au Chapitre 1 et sont
seulement rappelés par des renvois.

Pour les sous-espaces, la Proposition 7.2.7 donne la version suivante. Son analogue normé a déjà
été établi à la Proposition 1.2.6.

Proposition 7.4.1. Tout sous-espace fermé d’un espace de Fréchet est un espace de Fréchet.

De même, la Proposition 7.2.12 fournit le résultat suivant. Pour les produits finis d’espaces de
Banach, on se reportera à la Proposition 1.2.7.

Proposition 7.4.2. Tout produit dénombrable d’espaces de Fréchet est un espace de Fréchet.

Corollaire 7.4.3. Tout quotient d’un espace de Fréchet par un sous-espace fermé est un
espace de Fréchet.

Démonstration. Soit (X,P) un espace de Fréchet, où P = {pk : k ∈ N} est une suite croissante de
semi-normes, et soit L un sous-espace fermé. Le quotient X/L est séparé par la Proposition 6.3.3
et sa topologie est définie par les semi-normes

pL,k([x]) = inf
z∈L

pk(x + z).

Il est donc métrisable.

Soit ([xn])n∈N une suite de Cauchy dans X/L. On construit une sous-suite ([xnk
])k≥1 telle que

pL,k([xnk+1 ]− [xnk
]) < 2−k (k ≥ 1).
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Pour chaque k, choisissons un représentant uk de [xnk+1 ]− [xnk
] vérifiant

pk(uk) < 21−k.

Fixons un représentant y1 de [xn1 ] et posons récursivement yk+1 = yk +uk. On a alors [yk] = [xnk
]

pour tout k.

La suite (yk) est de Cauchy dans X. En effet, si m > ℓ ≥ N ,

pN (ym − yℓ) ≤
m−1∑
k=ℓ

pN (uk) ≤
m−1∑
k=ℓ

pk(uk) <
+∞∑
k=ℓ

21−k,

et le dernier terme tend vers 0 lorsque ℓ tend vers l’infini. Comme X est complet, il existe y ∈ X

tel que yk → y. Par continuité de la projection canonique, la sous-suite ([xnk
]) = ([yk]) converge

vers [y] dans X/L. Une suite de Cauchy qui possède une sous-suite convergente converge vers la
même limite. Le quotient est donc complet et, par conséquent, de Fréchet.

La version Banach de ce résultat est le Théorème 1.2.10. La preuve ci-dessus remplace la
norme quotient par la famille dénombrable des semi-normes quotient.

Le résultat suivant décrit la stabilité de la classe des espaces de Fréchet par limites projectives
dénombrables.

Proposition 7.4.4. Toute limite projective dénombrable d’espaces de Fréchet, réalisée
comme dans la section précédente, est un espace de Fréchet. En particulier, toute limite
projective d’espaces de Banach est un espace de Fréchet.

Démonstration. Une telle limite projective s’identifie à un sous-espace fermé du produit dénom-
brable des espaces considérés, défini par les relations de compatibilité. Le produit dénombrable
d’espaces de Fréchet est métrisable et complet ; son sous-espace fermé est donc encore métrisable
et complet. Il est localement convexe par construction, donc de Fréchet. Le cas des espaces de
Banach est un cas particulier.

Intéressons-nous à présent au cas des limites inductives. Comme on perd en général le caractère
dénombrable des semi-normes, une limite inductive d’espaces de Banach ou de Fréchet n’est pas
nécessairement un espace de Fréchet. On introduit alors les définitions suivantes.

Définition 7.4.5. Un espace (LB) est une limite inductive d’espaces de Banach. Un espace
(LF) est une limite inductive d’espaces de Fréchet.

Si la limite inductive d’espaces de Banach ou de Fréchet Xn, n ∈ N, est stricte, alors on a
automatiquement que Xn est fermé dans Xn+1 comme le montre le résultat suivant.
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Proposition 7.4.6. Toute limite inductive stricte d’espaces de Fréchet est hyperstricte.

Démonstration. Supposons que la limite inductive des Xn, n ∈ N, est stricte. Alors, pour tout
n ∈ N, les semi-normes induites par Xn+1 sur Xn sont équivalentes aux semi-normes de Xn. Par
conséquent, Xn est un sous-espace complet de Xn+1 et par la Proposition 7.2.5, il est donc fermé
dans Xn+1.

Ainsi, tout espace (LB) ou (LF) strict est hyperstrict. Le passage à la limite inductive stricte
conserve également la complétude. Comme dans la version antérieure du cours, nous admettons
le résultat suivant.

Proposition 7.4.7. Tout espace (LB) ou (LF) strict est complet.

L’idée du résultat peut être comprise au niveau des suites de Cauchy. Elle repose sur le lemme
suivant, que nous admettons également.

Lemme 7.4.8. Soit X la limite inductive hyperstricte d’espaces Xn, n ∈ N. Une suite
(xm)m∈N de X converge dans X si et seulement s’il existe n0 tel que tous les xm appar-
tiennent à Xn0 et que la suite converge dans Xn0.

Esquissons l’argument séquentiel donné dans la version antérieure. Soit X = lim−→n
Xn une limite

inductive stricte d’espaces de Fréchet et soit (xm) une suite de Cauchy de X. Pour toute
semi-norme p de X, il existe N tel que p(xr − xs) < 1 pour tous r, s ≥ N . Par conséquent,

sup
m∈N

p(xm) < +∞.

La suite (xm/m) converge donc vers 0 dans X. Par le Lemme 7.4.8, il existe n0 tel que (xm/m),
et donc (xm), soit contenue dans Xn0 . La Proposition 7.4.6 montre que la topologie de Xn0 est la
topologie induite par X ; la suite est donc de Cauchy dans Xn0 et y converge puisque cet espace
est complet.

Remarque 7.4.9. Cet argument explique la complétude séquentielle. La proposition
précédente porte sur la complétude au sens des filtres ; sa démonstration complète est,
comme dans le manuscrit initial, admise ici.

Pourquoi retrouve-t-on les grands théorèmes de Banach ?

La complétude ne sert pas seulement à garantir l’existence de limites. Par le théorème de Baire,
elle transforme souvent une information ponctuelle ou algébrique en une propriété uniforme ou
topologique beaucoup plus forte. C’est le mécanisme commun derrière les trois résultats que nous
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retrouvons maintenant : Banach–Steinhaus transforme un contrôle ponctuel en contrôle uniforme,
le théorème de l’opérateur ouvert transforme la surjectivité en une propriété topologique, et le
théorème du graphe fermé permet de déduire la continuité d’une information portant seulement
sur le graphe.

Dans le cadre de Fréchet, l’argument de Baire subsiste puisque ces espaces sont métrisables et
complets. Les énoncés doivent toutefois être reformulés avec des semi-normes et l’équicontinuité.

7.5 Le théorème de Banach–Steinhaus dans les espaces
de Fréchet

Dans le cadre de Banach, le théorème de Banach–Steinhaus a été obtenu à partir du théorème
de Baire. Nous revenons ici sur ce résultat pour comprendre ce qui subsiste lorsqu’une norme
unique est remplacée par la structure d’un espace de Fréchet. Il faut d’abord introduire la notion
qui remplacera la borne uniforme sur les normes d’opérateurs.

Définition 7.5.1. Soient (X,P) et (Y,Q) des espaces localement convexes. Une famille
(Ti)i∈I d’opérateurs de L(X, Y ) est équicontinue si pour tout q ∈ Q il existe p ∈ P et C > 0
tels que

sup
i∈I

q ◦ Ti ≤ Cp.

Ce qui change par rapport au cas de Banach. Le théorème démontré au Chapitre 1
contrôle une famille d’opérateurs par une borne uniforme sur leurs normes. Dans un espace
localement convexe, il n’y a plus nécessairement de norme d’opérateur unique. La notion
d’équicontinuité que nous venons de définir contrôle simultanément la famille pour chaque
semi-norme de l’espace d’arrivée. L’argument de Baire, lui, reste le même.

Comme dans la preuve du Théorème 1.7.1, l’outil essentiel est le théorème de Baire. Un espace de
Fréchet est métrisable et complet par définition ; il est donc un espace de Baire. Nous pouvons dès
lors reprendre la même stratégie, en travaillant cette fois avec une semi-norme fixée de l’espace
d’arrivée.

Théorème 7.5.2 (Banach-Steinhaus). Soient (X,P) un espace de Fréchet, (Y,Q) un
espace localement convexe et (Ti)i∈I une famille d’opérateurs de L(X, Y ). Supposons que,
pour tout q ∈ Q et tout x ∈ X,

sup
i∈I

q
(
Ti(x)

)
< +∞.

Alors la famille (Ti)i∈I est équicontinue.
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Démonstration. Fixons q ∈ Q. Pour tout entier n ≥ 1, posons

Fn =
{

x ∈ X : sup
i∈I

q
(
Ti(x)

)
≤ n

}
.

Chaque Fn est fermé, car il est l’intersection des fermés {x : q(Ti(x)) ≤ n}, et l’hypothèse donne
X =

⋃
n≥1 Fn. Comme X est un espace de Baire, il existe n ≥ 1 tel que Fn soit d’intérieur non

vide. On peut donc trouver x0 ∈ X, p ∈ P et ε > 0 tels que

bp(x0, ε) ⊆ Fn.

En particulier, x0 ∈ Fn. Si u ∈ bp(0, ε), alors x0 + u ∈ Fn et, pour tout i ∈ I,

q
(
Ti(u)

)
≤ q

(
Ti(x0 + u)

)
+ q

(
Ti(x0)

)
≤ 2n.

Soit maintenant x ∈ X. Si p(x) > 0, le vecteur u = εx/(2p(x)) appartient à bp(0, ε) ; ainsi

q
(
Ti(x)

)
≤ 4n

ε
p(x) (i ∈ I).

Si p(x) = 0, alors tx ∈ bp(0, ε) pour tout t > 0. On a donc tq(Ti(x)) ≤ 2n pour tout t > 0, d’où
q(Ti(x)) = 0. Comme q était arbitraire, la famille (Ti)i∈I est équicontinue.

Les conséquences suivantes sont les analogues directs de résultats déjà vus dans le cadre normé.
Elles sont conservées ici parce qu’elles montrent précisément comment la notion d’équicontinuité
remplace la borne uniforme sur les normes d’opérateurs.

Corollaire 7.5.3. Soient (X,P) un espace de Fréchet, (Y,Q) un espace localement convexe
séparé et (Tn)n∈N une suite d’opérateurs de L(X, Y ). Supposons que la suite (Tn)n∈N est
simplement convergente, c’est-à-dire que pour tout x ∈ X, la suite (Tn(x))n∈N converge
dans Y vers un élément que l’on note T (x). Alors l’application

T : X → Y : x 7→ T (x) = lim
n→+∞

Tn(x)

est un opérateur linéaire continu.

Démonstration. Il est clair que l’opérateur T est linéaire. De plus, comme la suite (Tn(x))n∈N

converge, on a
sup
n∈N

q
(
Tn(x)

)
< +∞

pour tout q ∈ Q. Le Théorème 7.5.2 implique qu’il existe p ∈ P et C > 0 tels que

sup
n∈N

q ◦ Tn ≤ Cp .

En passant à la limite, il vient q ◦ T ≤ Cp et T est donc continu par la Proposition 5.5.1.
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Corollaire 7.5.4. Soient (X,P) un espace de Fréchet, (Y, T ) un espace vectoriel métrisable,
(Z,Q) un espace localement convexe et B : X×Y → Z une application bilinéaire. Supposons
que les applications

Bx : Y → Z : y 7→ B(x, y) et By : X → Z : x 7→ B(x, y)

sont continues pour tout x ∈ X et tout y ∈ Y . Alors B est continu.

Démonstration. Soit (xn)n∈N une suite de X qui converge vers x0 et soit (yn)n∈N une suite de Y

qui converge vers y0. Comme l’espace X × Y est métrisable, il suffit de montrer que B(xn, yn)
converge vers B(x0, y0). Soient q ∈ Q et ε > 0. Pour tout x ∈ X, comme l’application Bx est
continue, on sait que la suite

(
Bx(yn)

)
n∈N converge vers Bx(y0). On en tire que

sup
n∈N

q
(
B(x, yn)

)
< +∞

pour tout x ∈ X. Par le Théorème 7.5.2, la famille (Byn)n∈N est équicontinue et il existe p ∈ P
et C > 0 tels que

sup
n∈N

q ◦Byn ≤ Cp.

Puisque (xn)n∈N converge vers x0 et
(
Bx0(yn)

)
n∈N converge vers Bx0(y0) par continuité, on

trouve N ∈ N tel que

p(xn − x0) <
ε

2C
et q

(
Bx0(yn − y0)

)
<

ε

2

pour tout n ≥ N . Il vient alors

q
(
B(xn, yn)−B(x0, y0)

)
≤ q

(
B(xn − x0, yn)

)
+ q

(
B(x0, yn − y0)

)
≤ Cp(xn − x0) + q

(
B(x0, yn − y0)

)
< ε

pour tout n ≥ N , ce qui suffit.

L’application à la divergence ponctuelle d’une série de Fourier ne dépend pas de cette généralisation
et a donc été laissée dans le cadre de Banach au Corollaire 1.7.4.

7.6 Les théorèmes de l’opérateur ouvert et du graphe fermé dans
les espaces de Fréchet

Les deux autres grands théorèmes du cadre de Banach se prolongent eux aussi aux espaces de
Fréchet. Les énoncés restent très proches de ceux du premier chapitre, mais leur formulation
met en évidence que la complétude et la métrisabilité, davantage que l’existence d’une norme
particulière, sont les hypothèses essentielles.
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Les deux derniers résultats fondamentaux du chapitre sont les versions de Fréchet de deux
théorèmes déjà démontrés dans les espaces de Banach. Nous ne les réintroduisons donc pas
comme des phénomènes nouveaux : nous cherchons à identifier le mécanisme qui subsiste lorsque
l’on ne dispose plus d’une norme unique.

Du cas de Banach au cas de Fréchet. Le théorème de l’opérateur ouvert et le théorème
du graphe fermé restent vrais pour les espaces de Fréchet. Dans la preuve de l’opérateur
ouvert, les boules normiques sont remplacées par les boules d’une distance invariante par
translation compatible avec la topologie. Pour le graphe fermé, la structure de la preuve ne
change pratiquement pas : on utilise encore que le graphe est un sous-espace fermé d’un
produit complet, puis le théorème de l’inverse continu.

Théorème 7.6.1 (Opérateur ouvert). Soient (X,P) et (Y,Q) deux espaces de Fréchet et
T ∈ L(X, Y ). Si T est surjectif, alors T est ouvert.

La preuve de ce résultat est basée sur un lemme que nous énonçons ci-dessous.

Lemme 7.6.2. Soient X un espace de Fréchet, Y un espace séparé à semi-normes dénom-
brables et T ∈ L(X, Y ). Supposons que pour tout ε > 0, il existe δε > 0 tel que

bY (0, δε) ⊆ T
(
bX(0, ε)

)
où les boules sont définies à partir des distances dX et dY sur X et Y respectivement
données par le Théorème 5.4.10. Alors

bY (0, δε) ⊆ T
(
bX(0, ε′)

)
pour tout ε′ > ε.

Démonstration. Fixons ε′ > ε > 0. Choisissons une suite (εk)k≥0 de réels strictement positifs
telle que ε0 = ε et

∑
k≥0 εk < ε′. Posons δ0 = δε. Pour chaque k ≥ 1, choisissons d’abord δ̃k > 0

tel que
bY (0, δ̃k) ⊆ T

(
bX(0, εk)

)
,

puis posons δk = min(δ̃k, 2−k). Ainsi δk → 0, et l’inclusion précédente reste vraie avec δk.

Soit y ∈ bY (0, δ0). Construisons par récurrence des vecteurs xk ∈ bX(0, εk−1), k ≥ 1, tels que

dY

y −
k∑

j=1
T (xj), 0

 < δk.

Supposons x1, . . . , xk−1 construits. Le résidu rk−1 = y−
∑k−1

j=1 T (xj) appartient à bY (0, δk−1), donc
à T (bX(0, εk−1)). On peut alors choisir xk ∈ bX(0, εk−1) de sorte que dY (rk−1 − T (xk), 0) < δk.
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La série
∑

k≥1 xk est de Cauchy, car

dX

(
N∑

k=M

xk, 0
)
≤

N∑
k=M

dX(xk, 0) <
N∑

k=M

εk−1.

La complétude de X fournit donc un x ∈ X tel que
∑

k≥1 xk = x. De plus, dX(x, 0) ≤
∑

k≥0 εk <

ε′. Comme les résidus tendent vers 0 et que T est continue, on obtient T (x) = y. Ainsi bY (0, δ0) ⊆
T (bX(0, ε′)).

Démonstration du Théorème 7.6.1. Montrons d’abord que, pour tout η > 0, il existe rη > 0 tel
que

bY (0, rη) ⊆ T
(
bX(0, η)

)
.

Fixons donc η > 0. Comme bX(0, η/2) est absorbante et que T est surjectif,

Y =
⋃

n≥1
n T

(
bX(0, η/2)

)
⊆
⋃

n≥1
n T

(
bX(0, η/2)

)
.

L’espace de Fréchet Y est un espace de Baire. L’un des fermés de la dernière union possède donc
un intérieur non vide. Comme la multiplication par un scalaire non nul est un homéomorphisme,
T (bX(0, η/2)) possède lui-même un intérieur non vide. Il existe ainsi y ∈ Y et rη > 0 tels que

bY (y, rη) ⊆ T
(
bX(0, η/2)

)
.

Puisque y appartient au même fermé et que les distances choisies sont invariantes par translation,

bY (0, rη) ⊆ T
(
bX(0, η/2)

)
− T

(
bX(0, η/2)

)
⊆ T

(
bX(0, η)

)
.

La première étape est donc établie pour tout η > 0.

Fixons maintenant ε > 0. Le Lemme 7.6.2, appliqué avec η = ε/2 et ε′ = ε, fournit

bY (0, rε/2) ⊆ T
(
bX(0, ε)

)
.

L’image par T de tout voisinage de 0 contient donc un voisinage de 0 dans Y . La Remarque 5.5.8
montre que T est ouverte.

Comme dans le cadre de Banach, le premier corollaire est le théorème de l’inverse continu. Nous
n’en redonnons pas la preuve : elle est exactement la même que celle du Corollaire 1.8.4.

Corollaire 7.6.3. Toute bijection linéaire continue entre espaces de Fréchet est un homéo-
morphisme.

133



Chapitre 7 Opérateur ouvert et graphe fermé

Corollaire 7.6.4. Soient P et Q deux systèmes dénombrables de semi-normes sur X pour
lesquels (X,P) et (X,Q) sont des espaces de Fréchet. Si Q ⪯ P, alors P ≈ Q.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Théorème 7.6.1 à l’application surjective et continue
id : (X,P)→ (X,Q).

Les conséquences propres aux espaces de Banach — critère d’image fermée, non-surjectivité
de la transformée de Fourier, critère de surjectivité et universalité de ℓ1 — ont été regroupées
à la Section 1.8. Elles ne sont pas répétées dans ce chapitre consacré aux généralisations de
Fréchet.

Passons au théorème du graphe fermé. Le graphe d’une application a déjà été défini à la Défini-
tion 1.9.1 ; nous conservons la notation G(T ). La proposition suivante est purement topologique
et ne dépend donc ni de la structure de Banach ni de celle de Fréchet.

Proposition 7.6.5. Soient (X, T ) et (Y, T ′) deux espaces topologiques et T : X → Y une
application. Si T est continu et si (Y, T ′) est séparé, alors G(T ) est fermé.

Démonstration. Si (x, y) /∈ G(T ), alors y ̸= T (x) et comme (Y, T ′) est séparé, il existe des ouverts
disjoints Ω1, Ω2 ∈ T ′ tels que T (x) ∈ Ω1 et y ∈ Ω2. Par continuité de T , T −1(Ω1) est un ouvert
de (X, T ) qui contient x. On obtient donc que T −1(Ω1)×Ω2 est un ouvert de X ×Y qui contient
(x, y) et tel que

(
T −1(Ω1)× Ω2

)
∩ G(T ) = ∅.

La réciproque est fausse pour une application quelconque. Pour un opérateur linéaire entre
espaces de Fréchet, elle redevient vraie ; c’est exactement la généralisation du résultat démontré
au Chapitre 1.

Théorème 7.6.6 (Graphe fermé). Soient (X,P) et (Y,Q) deux espaces de Fréchet et
T : X → Y un opérateur linéaire. Si G(T ) est fermé, alors T est continu.

Démonstration. Par la Proposition 7.2.12, on sait que X × Y muni de la famille de semi-normes
P × Q est un espace de Fréchet. Comme G(T ) est un sous-espace fermé de X × Y , il s’agit
également d’un espace de Fréchet. Considérons la projection πX : X × Y → X : (x, y) 7→ x. Par
définition de la topologie produit, il s’agit d’une application continue. Sa restriction πX |G(T ) à
G(T ) est injective, et donne donc une bijection continue de G(T ) dans X. Par le Corollaire 7.6.3,
(πX |G(T ))−1 est continu. Pour conclure, il suffit de remarquer que T = πY ◦ i ◦ (πX |G(T ))−1 où
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i : G(T )→ X × Y est l’inclusion et πY : X × Y → Y : (x, y) 7→ y.

G(T ) i //

⟲

X × Y

πY

��
X

(πX |G(T ))−1
OO

T
// Y

Remarque 7.6.7. Puisqu’on travaille avec des espaces métrisables, afin de vérifier que
G(T ) est fermé, il suffit de montrer que si (xn)n∈N converge vers x dans X et

(
T (xn)

)
n∈N

converge vers y dans Y , alors T (x) = y.

L’application du théorème du graphe fermé aux opérateurs sur les espaces de Hilbert,
connue sous le nom de théorèmes de Hellinger–Toeplitz, a été présentée au Corollaire 3.6.9
dans le cadre de Banach. Le théorème de Fréchet montre que le mécanisme de la preuve est
plus général que ce seul exemple.

7.7 Sommes directes topologiques

La notion de somme directe topologique complète la décomposition algébrique X = Y ⊕ Z en
demandant que les projections associées soient continues. Dans les espaces de Fréchet, le théorème
de l’opérateur ouvert fournit un critère particulièrement simple pour obtenir cette propriété.

Soient Y et Z deux sous-espace d’un espace vectoriel X tels que Y ∩Z = {0}. Si Y + Z = X, on
rappelle que X est la somme directe de Y et Z, ce que l’on note X = Y ⊕ Z. On dit également
que y et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires. Dans ce cas, pour tout x ∈ X, il
existe une décomposition unique de la forme x = y + z avec y ∈ Y et z ∈ Z. On peut donc
considérer les projecteurs

PY : X → Y et PZ : X → Z

telles que si x = y + z, alors PY (x) = y et PZ(x) = z.

Définition 7.7.1. Soient Y et Z deux sous-espace d’un espace localement convexe (X,P).
Si X = Y ⊕ Z, alors pour tout p ∈ P,

qp = p ◦ PY + p ◦ PZ

est une semi-norme sur X telle que p ⪯ qp. Dès lors,

QP := {qp : p ∈ P}
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est un système de semi-normes sur X telles que P ⪯ QP . L’application

id : (X,QP)→ (X,P)

est donc une bijection linéaire continue. S’il s’agit d’un isomorphime, c’est-à-dire si QP ⪯ P ,
on dit que (X,P) est somme directe topologique de Y et Z. On dit également que Z est un
complément topologique de Y dans (X,P).

Cette définition se traduit directement en termes de continuité des opérateurs de projection.

Proposition 7.7.2. Soient Y et Z deux sous-espace d’un espace localement convexe (X,P).
Si X = Y ⊕ Z, alors la somme directe est topologique si et seulement si les projecteurs PY

et PZ sont continus.

Démonstration. Supposons qu’il s’agit d’une somme directe topologique. Alors la topologie de
X est donnée par le système QP . Si p ∈ P, on remarque que pour tout x ∈ X

p(PY (x)) ≤ p(PY (x)) + p(PZ(x)) = q(x)

ce qui suffit donc.

Réciproquement, si les projecteurs sont continus, pour tout p1 ∈ P, il existe p2 ∈ P et une
constante C > 0 tels que

p1(PY (x)) ≤ Cp2(x) et p1(PZ(x)) ≤ Cp2(x)

pour tout x ∈ X. Il s’ensuit que

qp1(x) = p1(PY (x)) + p1(PZ(x)) ≤ 2Cp2(x)

pour tout x ∈ X, et donc QP ⪯ P.

Corollaire 7.7.3. Si P est un projecteur linéaire continu de l’espace localement convexe
(X,P), alors X est la somme directe topologique de im P et ker P .

Si Y est un sous-espace vectoriel de (X,P) qui admet un complément topologique Z, alors c’est le
noyau d’un projecteur continu, à savoir PZ . On en tire que Y est nécessairement fermé. Néanmoins,
il existe des sous-espaces vectoriels fermés qui n’admettent pas de complément topologiques. Par
exemple, on peut montrer que l’espace c0 n’admet pas de complément topologique dans ℓ∞.

Le Théorème de Hahn–Banach nous permet d’obtenir l’existence de compléments topologiques
lorsque l’on travaille avec des sous-espaces vectoriels de dimension finie.
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Corollaire 7.7.4. Si Y est un sous-espace de dimension finie de l’espace localement convexe
séparé (X,P), alors Y admet un complément topologique dans X.

Démonstration. Soit {y1, . . . , yn} une base de Y . Pour tout j ∈ {1, . . . , n}, on définit la forme
linéaire

uj : Y → K :
n∑

k=1
λkyk 7→ λj .

Alors, par le Corollaire 5.5.5, uj est continu sur Y . Soit ũj son prolongement linéaire continu à
X donné par le Théorème 3.2.2 de Hahn-Banach. L’application

P : X → X : x 7→
n∑

j=1
ũj(x)yj

est un projecteur linéaire continu sur X d’image égale à Y . Cela suffit par le Corollaire 7.7.3.

Lorsque l’on travaille avec des espaces de Fréchet, toute somme directe entre espaces fermés est
automatiquement également une somme directe topologique.

Corollaire 7.7.5. Si X est un espace de Fréchet et si Y et Z sont deux sous-espaces fermés
de X tels que X = Y ⊕ Z, alors la somme directe est topologique.

Démonstration. Comme Y et Z sont des sous-espaces fermés de X, ce sont également des espaces
de Fréchet. Ainsi, Y × Z est également un espace de Fréchet. Considérons l’application

T : Y × Z → X : (y, z) 7→ y + z.

L’application T est clairement une bijection continue puisque pour toute semi-norme p de X,
on a p

(
T ((x, z))

)
≤ p(y) + p(z). Comme T est surjectif, le Théorème 7.6.1 de l’opérateur ouvert

implique que T −1 : X → Y ×Z est continue. La définition de la topologie produit implique alors
que les projections PY et PZ sont également continues.

7.8 Exercices

Exercice 7.8.1. Soit f : X → Y une application et soit F un filtre sur X. Montrer que le filtre
image de F par f est le filtre engendré par {f(F ) : F ∈ F}.

Exercice 7.8.2. 1. Soient ∥ · ∥1 et ∥ · ∥2 deux normes sur un même espace vectoriel X qui
définissent la même topologie. Montrer qu’elles définissent les mêmes suites de Cauchy.

2. Soit X = ]0, 1]. Sur X, on considère la distance euclidienne d1 et la distance d2 définie par

d2(x, y) =
∣∣∣∣1x − 1

y

∣∣∣∣ .
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(a) Montrer que (X, d1) n’est pas complet.

(b) Montrer que d2 définit bien une distance sur X et que l’espace (X, d2) est complet.

(c) Montrer que les topologies induites sur X par d1 et d2 sont équivalentes.

Exercice 7.8.3. Montrer que l’image d’une suite de Cauchy par une application continue n’est
pas nécessairement une suite de Cauchy.

Exercice 7.8.4. Démontrer que les espaces de l’Exemple ?? sont des espaces de Fréchet.

Les exercices rassemblent ici les constructions d’espaces localement convexes et les applications
des grands théorèmes dans le cadre de Fréchet. Comme dans le reste du cours, ils sont présentés
sans cadre graphique.

Les exercices qui suivent permettent de mettre en pratique les notions de cette section du cours
et de vérifier leur articulation avec les résultats précédents.

Exercice 7.8.5. Montrer que

1. tout produit fini d’espaces normés est normé,

2. tout produit dénombrable d’espaces à semi-normes dénombrables est à semi-normes dé-
nombrables.

Exercice 7.8.6. Soit (Xn,Pn)n∈N une suite d’espaces localement convexes. Montrer que les
suites du produit

∏
n∈N Xn n’ayant qu’un nombre fini de composantes non-nulles forment un

sous-ensemble dense du produit.

Exercice 7.8.7. Soit Xi, i ∈ I, une famille d’espaces vectoriels. L’ensemble{
(xi)i∈I ∈

∏
i∈I

Xi : #{i ∈ I : xi ̸= 0} < +∞
}

est un sous-espace vectoriel du produit, appelé somme directe des Xi, i ∈ I, et noté

⊕
i∈I

Xi.

Soit (Xi,Pi), i ∈ I, une famille d’espaces localement convexes. On considère

P =
{∑

i∈I

ci pi ◦ πi : ci ≥ 0 , pi ∈ Pi

}
.

1. Montrer que P est un ensemble filtrant de semi-normes sur X =
⊕

i∈I Xi. L’espace
localement convexe (X,P) est appelé la somme directe (localement convexe) des espaces
(Xi,Pi), i ∈ I.

2. Montrer que cette topologie rend les injections canoniques

sj : Xj →
⊕
i∈I

Xi : x 7→ (δijx)i∈I

continues.
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3. Montrer que si Q est un ensemble filtrant de semi-normes sur
⊕

i∈I Xi qui rend les injections
canoniques continues, alors Q ⪯ P.

4. Montrer que l’injection canonique

I :
⊕
i∈I

Xi →
∏
i∈I

Xi

est continue.

Exercice 7.8.8. Soit T : X → Y une application linéaire entre espaces vectoriels. Alors ker(T )
est un sous-espace vectoriel de X et on a la factorisation

X
T //

πker(T )
��

⟲

Y

X/ker(T )
T0

// im(T )

i

OO

où T0 est un isomorphisme d’espaces vectoriels. C’est le théorème d’isomorphie. On va à présent
considérer des espaces localement convexes (X,P) et (Y,Q) et s’intéresser à la continuité de T0

et T −1
0 .

1. Montrer que T0 est continu si et seulement si T est continu.

2. Montrer que T −1
0 est continu si et seulement si T est relativement ouvert.

Exercice 7.8.9. Soient (X,P) et (Y,Q) deux espaces localement convexes. Montrer qu’une
famille (Ti)i∈I d’opérateurs de L(X, Y ) est équicontinue si et seulement si pour tout voisinage W

de 0 dans Y , il existe un voisinage V de 0 dans X tel que V ⊆ T −1
i (W ) pour tout i ∈ I.
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8 Bornitude, précompacité et compa-
cité

Nous généralisons maintenant aux espaces localement convexes les notions de bornitude et de
précompacité introduites au Chapitre 2. Il ne s’agit pas de recommencer la théorie du cas normé :
l’objectif est d’identifier précisément ce qui doit être reformulé lorsque la topologie n’est plus
gouvernée par une norme unique. La norme est remplacée par une famille de semi-normes, ou de
manière équivalente par les voisinages de l’origine.

La compacité elle-même est une notion purement topologique et ne change pas. En revanche,
bornitude et précompacité doivent être exprimées à l’aide de l’ensemble des semi-normes qui
décrivent la topologie. Nous signalerons les résultats du cadre normé lorsqu’ils se retrouvent
comme cas particuliers. Le théorème d’Arzelà–Ascoli a déjà été établi au Chapitre 2 ; nous ne le
répétons pas ici. La dernière section étend la notion d’opérateur compact au cadre localement
convexe, tandis que les phénomènes de compacité liés au dual seront traités dans le chapitre
suivant.

8.1 Parties bornées

Dans un espace normé, la bornitude se mesure à l’aide d’une seule norme. Dans un espace
localement convexe, elle doit être contrôlée simultanément pour toutes les semi-normes qui
décrivent la topologie.

Définition 8.1.1. Une partie B de l’espace localement convexe (X,P) est bornée si

sup
x∈B

p(x) < +∞ ∀p ∈ P.

Lorsque P = {∥ · ∥}, cette définition devient

sup
x∈B
∥x∥ < +∞,

c’est-à-dire la notion usuelle de partie bornée associée à la norme d’un espace normé. Une
famille de semi-normes impose simplement cette condition pour chaque semi-norme.

Exemple 8.1.2. Considérons ω = KN muni de la topologie produit, construite au Chapitre 6.
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Avec les semi-normes
pm(x) = max

0≤k≤m
|xk|,

la suite x(n) = nen converge vers 0 : pour m fixé, on a pm(x(n)) = 0 dès que n > m. En
particulier, l’ensemble {nen : n ≥ 0} est borné dans ω. Cet exemple, impossible dans un
espace normé avec ∥nen∥ = n, montre pourquoi la bornitude doit être reformulée dans le
cadre localement convexe.

Exemple 8.1.3. Dans C∞(Ω) muni des semi-normes pn,m du Chapitre 6, une partie B est
bornée si et seulement si, pour tout compact Kn de l’exhaustion et tout ordre m, il existe
une constante Cn,m telle que

max
|α|≤m

sup
x∈Kn

|∂αf(x)| ≤ Cn,m pour tout f ∈ B.

Ainsi, être borné signifie ici contrôler uniformément tous les ordres de dérivation, mais
seulement compact par compact.

En d’autres termes, une partie B est bornée si et seulement si pour tout p ∈ P, il existe C > 0
tel que B ⊆ bp(C). On dit que B est absorbée par les semi-boules centrées en 0. Il est clair que
deux systèmes de semi-normes équivalents définissent les mêmes ensembles bornés.

Exemples 8.1.4. On vérifie immédiatement les assertions suivantes.

▷ Toute partie finie de X est bornée.

▷ Toute union finie d’ensembles bornés est bornée.

▷ Tout sous-ensemble d’un ensemble borné est borné.

▷ Toute combinaison linéaire de bornés est bornée.

▷ Toute suite de Cauchy définit un ensemble borné.

▷ L’adhérence d’un ensemble borné est bornée.

▷ L’enveloppe absolument convexe d’un ensemble borné est bornée.

▷ L’image linéaire continue d’un ensemble borné est bornée.

Proposition 8.1.5. Soit (X,P) un espace localement convexe et soit (λn)n∈N une suite de
K \ {0} qui tend vers 0. Une partie B de X est bornée si et seulement si pour toute suite
(xn)n∈N de B, la suite (λnxn)n∈N converge vers 0 dans X.

Démonstration. Supposons que B est bornée. Fixons (xn)n∈N une suite de B, p ∈ P et ε > 0.
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Comme B est bornée, il existe C > 0 tel que B ⊆ bp(C). Ainsi

p(λnxn) ≤ |λn|C < ε

si n est suffisamment grand.

Réciproquement, supposons que B n’est pas bornée. Alors il existe p ∈ P tel que pour tout
n ∈ N, on peut trouver xn ∈ B tel que p(xn) ≥ 1

|λn| . Alors la suite (λnxn)n∈N ne converge pas
vers 0 dans X puisque p(λnxn) ≥ 1 pour tout n ∈ N.

Proposition 8.1.6. Soient (X,P) un espace localement convexe et p ∈ P. Si une semi-
boule associée à p est bornée dans X, alors P ≈ {p}. Si de plus (X,P) est séparé, alors p

est une norme.

Démonstration. Supposons qu’il existe une semi-boule bp(x, ε) bornée. Par translation et dilata-
tion, il est clair que la semi-boule bp(1) est également bornée. On en tire que pour tout q ∈ P, il
existe donc C > 0 tel que bp(1) ⊆ bq(C). D’où la conclusion par la Proposition 5.1.5.

Définition 8.1.7. Soient (X,P) et (Y,Q) des espaces localement convexes. Un opérateur
linéaire T : X → Y est borné si T (B) est borné dans Y pour tout borné B de X.

Bien sûr, tout opérateur linéaire continu est borné. On a la réciproque partielle suivante.

Proposition 8.1.8. Soient (X,P) et (Y,Q) des espaces localement convexes. Si (X,P) est
à semi-normes dénombrables et si T : X → Y est un opérateur linéaire borné, alors T est
continu.

Démonstration. Supposons que P ≈ {pn : n ∈ N}, où (pn) est croissante. Si T n’est pas continu,
la Proposition 5.5.1 fournit q ∈ Q tel que, pour tout n ≥ 1, il existe yn ∈ X avec

q
(
T (yn)

)
> n pn(yn).

Si pn(yn) > 0, posons xn = yn/pn(yn) ; si pn(yn) = 0, multiplions yn par un scalaire de façon à
avoir q(T (xn)) ≥ n. Dans les deux cas,

pn(xn) ≤ 1 et q(T (xn)) ≥ n.

L’ensemble B = {xn : n ≥ 1} est borné : si m est fixé, alors pm(xn) ≤ pn(xn) ≤ 1 pour n ≥ m,
tandis que les termes n < m sont en nombre fini. Mais T (B) n’est pas borné puisque q(T (xn)) ≥ n,
ce qui contredit l’hypothèse.
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En particulier, pour des opérateurs linéaires entre espaces normés, les notions d’opérateur borné
et continu coïncident. On retrouve ainsi le critère de continuité du Chapitre 1.

8.2 Parties précompactes

La précompacité exprime la possibilité d’approcher un ensemble par un nombre fini de points
à toute échelle. Nous reformulons cette idée dans le langage des voisinages et des semi-normes
avant de la relier à la compacité.

La définition reprend le recouvrement par un nombre fini de petites boules. Dans le cadre normé,
il n’y a qu’une norme à considérer ; dans le cadre localement convexe, le recouvrement doit exister
pour chaque semi-norme.

Définition 8.2.1. Une partie K d’un espace localement convexe (X,P) est précompacte
pour p ∈ P si pour tout ε > 0, il existe x1, . . . , xn ∈ X tels que

K ⊆
n⋃

j=1
bp(xj , ε).

On dit que K est précompacte si K est précompacte pour tout p ∈ P.

Ainsi, une partie est précompacte si on peut la recouvrir par un nombre fini de translatés de
la boule bp(ε), quels que soient p ∈ P et ε > 0. De manière équivalente, on écrit que K est
précompacte si pour tout p ∈ P et tout ε > 0, il existe une partie finie A de X telle que

K ⊆ A + bp(ε).

Bien sûr, toute partie précompacte est bornée puisque si K ⊆
⋃n

j=1 bp(xj , ε), alors

sup
x∈K

p(x) ≤ sup
j∈{1,...,n}

p(xj) + ε < +∞.

On vérifie facilement que deux systèmes de semi-normes équivalents définissent les mêmes
ensembles précompacts.

Exemples 8.2.2. On vérifie immédiatement les assertions suivantes.

▷ Toute partie finie de X est précompacte.

▷ Toute union finie d’ensembles précompacts est précompacte.

▷ Tout sous-ensemble d’un ensemble précompact est précompacte.

▷ Toute combinaison linéaire de précompacts est précompacte.

▷ Toute suite de Cauchy définit un ensemble précompact.

▷ L’adhérence d’un ensemble précompact est précompacte.
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▷ L’enveloppe absolument convexe d’un ensemble précompact est précompacte.

Le résultat suivant donne une caractérisation utile des précompacts via les suites.

Proposition 8.2.3. Une partie K de X est précompacte si et seulement si pour tout p ∈ P
et pour toute suite (xm)m∈N de K, il existe une sous-suite (xmk

)k∈N de Cauchy pour p.

Démonstration. Supposons K précompact et fixons p ∈ P. Soit (xm) une suite de K. Pour
chaque k ≥ 1, la précompacité fournit un recouvrement fini de K par des translatés de bp(2−k).
En partant de la suite initiale, on choisit récursivement une sous-suite infinie dont tous les termes
appartiennent à l’un des translatés du k-ième recouvrement, chaque sous-suite étant extraite de
la précédente. Notons Ik ⊆ N l’ensemble infini des indices conservés à l’étape k ; ainsi Ik+1 ⊆ Ik.

Choisissons mk ∈ Ik de sorte que m1 < m2 < · · · . Si r, s ≥ k, alors mr, ms ∈ Ik et les deux
points xmr et xms appartiennent à un même translaté de bp(2−k). Par conséquent,

p(xmr − xms) < 21−k.

La sous-suite (xmk
) est donc de Cauchy pour p.

Réciproquement, supposons que K ne soit pas précompact. Il existe p ∈ P et ε > 0 tels qu’aucun
nombre fini de translatés de bp(ε) ne recouvre K. Choisissons x1 ∈ K. Après avoir construit
x1, . . . , xn, on peut choisir

xn+1 ∈ K \
n⋃

j=1

(
xj + bp(ε)

)
.

Alors p(xr − xs) ≥ ε dès que r ̸= s. Cette suite ne possède donc aucune sous-suite de Cauchy
pour p.

Corollaire 8.2.4. Soit (X,P) un espace à semi-normes dénombrables. Une partie K de X

est précompacte si et seulement si de toute suite de K, on peut extraire une sous-suite de
Cauchy.

Démonstration. Supposons que K est précompacte. Soit (pm)m≥1 une suite croissante de semi-
normes définissant la topologie de X, et soit (xm) une suite de K. Par extractions successives,
on construit une suite de sous-suites emboîtées telle que la k-ième soit de Cauchy pour pk. La
sous-suite diagonale est alors de Cauchy pour chaque pk, donc pour la topologie de X.

Réciproquement, supposons que toute suite de K possède une sous-suite de Cauchy pour la
topologie de X. Pour tout p ∈ P, cette sous-suite est en particulier de Cauchy pour p. La
Proposition 8.2.3 montre donc que K est précompacte.

Les ensembles précompacts fournissent une caractérisation des espaces de dimension finie. Dans
le cas normé, ce résultat a déjà été établi à la Proposition 2.1.4 ; le théorème suivant en donne la
version localement convexe.
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Théorème 8.2.5 (Riesz). Soit (X,P) un espace localement convexe séparé. Alors X est
de dimension finie si et seulement si une semi-boule de X est précompacte.

Démonstration. Si X est de dimension finie, alors par la Proposition 5.4.7, on sait que X est
homéomorphe à Kn et toute boule est clairement précompacte.

Réciproquement, supposons qu’il existe une semi-boule bp(x, ε) précompacte. Par translation
et dilatation, il est clair que bp(1) est également précompact. On en tire que bp(1) est borné et
par la Proposition 8.1.6, P ≈ {p}. Puisque l’espace est séparé, on obtient que p est une norme.
Fixons ε ∈]0, 1[ . Par précompacité, il existe une partie finie A = {x1, . . . , xn} de X telle que

bp(1) ⊆ A + bp(ε).

Montrons que A engendre X. Comme bp(1) est absorbant, il suffit de montrer que tout élément
de bp(1) peut s’écrire comme une combinaison linéaire des éléments de A. Soit x ∈ bp(1). Alors il
existe j1 ∈ {1, . . . , n} tel que

x = xj1 + εy1

où y1 ∈ bp(1). De même, il existe j2 ∈ {1, . . . , n} tel que

y1 = xj2 + εy2

où y2 ∈ bp(1). Donc
x = xj1 + εxj2 + ε2y2.

En itérant, on construit une suite (jl)l∈N0 de {1, . . . , n} et une suite (yl)l∈N0 de bp(1) telles que

x =
m∑

l=1
xjl

εl−1 + εmym

pour tout m ∈ N. On en tire que x =
∑+∞

l=1 xjl
εl−1 puisque

p

(
x−

m∑
l=1

xjl
εl−1

)
= εmp(ym) < εm → 0

si m tend vers l’infini. On conclut en remarquant que par unicité de la limite, on a également

+∞∑
l=1

xjl
εl−1 =

n∑
j=1

 ∑
l : jl=j

εl−1

xj .
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8.3 Parties compactes et extractables

La compacité est une propriété topologique forte qui permet de contrôler les passages à la limite.
Dans les espaces métrisables, elle peut être caractérisée à l’aide des sous-suites convergentes, ce
qui la rend particulièrement maniable.

Rappelons qu’un espace topologique est compact si de tout recouvrement ouvert de X, on peut
extraire un recouvrement fini. De manière équivalente, toute famille de fermés de X dont toutes
les sous-familles finies sont d’intersection non vide est d’intersection non vide. La compacité peut
se traduire à l’aide de la notion de filtre.

Définition 8.3.1. Soit F un filtre sur un espace topologique (X, T ). Un point x ∈ X est
adhérent à F si x est adhérent à tous les éléments de F .

L’ensemble des points adhérents à F est donc donné par
⋂

F ∈F F .

Remarque 8.3.2. Il est clair que si un filtre F converge vers x dans un espace séparé,
alors x est l’unique point adhérent à F .

Proposition 8.3.3. Un espace topologique (X, T ) est compact si et seulement si tout filtre
F sur X a un point d’adhérence.

Démonstration. Supposons tout d’abord que (X, T ) est compact. Soit F un filtre sur X. Alors⋂
F ∈F F est une intersection de fermés de X dont toute intersection finie est non-vide par (F2)

et (F3). En utilisant la définition de la compacité via les fermés, on trouve que
⋂

F ∈F F est non
vide, et tout point de cette intersection est un point d’adhérence au filtre.

Réciproquement, considérons une famille (Fi)i∈I de fermés de X telle que pour tout J ⊆ I fini,
l’ensemble F J :=

⋂
i∈J Fi est non-vide. Alors la famille définie par B := {F J : J ⊆ I fini } est la

base d’un filtre F . Par hypothèse, F admet un point d’adhérence. On obtient donc

∅ ≠
⋂

F ∈F
F ⊆

⋂
i∈I

Fi,

ce qui suffit.

Définition 8.3.4. Un espace topologique (X, T ) est extractable s’il est séparé et si de toute
suite de X, on peut extraire une sous-suite qui converge.

Bien sûr, en utilisant la topologie induite, on peut étendre directement ces notions pour définir
des ensembles compacts et extractables.

147



Chapitre 8 Parties compactes et extractables

Proposition 8.3.5. Soit (X,P) un espace localement convexe et soit K une partie compacte
ou extractable de X. Alors

1. K est sq-complet ;

2. K est précompact ;

3. K est borné.

Démonstration. 1. Soit (xm)m∈N une suite de Cauchy dans K. Traitons tout d’abord le cas où
K est compact. Si (xm)m∈N prend un nombre fini de valeurs distinctes, alors elle admet une
sous-suite constante ; comme elle est de Cauchy, elle converge vers la même limite. On peut donc
supposer qu’elle prend une infinité de valeurs distinctes. Supposons que pour tout x ∈ K, il
existe px ∈ P et εx > 0 tel que x + bpx(εx) ne contient qu’un nombre fini d’éléments de la suite.
Comme K est compact et puisque

K ⊆
⋃

x∈K

x + bpx(εx),

on peut en extraire un recouvrement fini. On en tire que (xm)m∈N ne prend qu’un nombre fini de
valeurs distinctes, ce qui est impossible. Ainsi, il existe x ∈ K tel que pour tout p ∈ P et tout
ε > 0, la semi-boule x + bp(ε) contient une infinité d’éléments de la suite (xm)m∈N. Fixons p ∈ P
et ε > 0. Puisque la suite est de Cauchy, il existe N ∈ N tel que

p(xr − xs) <
ε

2

si r, s ≥ N . De plus, par construction de x, il existe n ≥ N tel que xn ∈ x + bp( ε
2). Alors

p(x− xm) ≤ p(x− xn) + p(xn − xm) < ε

si m ≥ N , ce qui montre que (xm)m∈N converge vers x.

Supposons à présent que K est extractable. Alors (xm)m∈N est une suite de Cauchy qui admet
une sous-suite convergente dans K et elle converge donc dans K.

2. Il est clair que tout compact K est précompact en utilisant le recouvrement de K par les
boules bp(x, ε), x ∈ K.

Si K est extractable, alors toute suite de K possède une sous-suite convergente, qui est donc de
Cauchy pour p quel que soit p ∈ P. Cela suffit par la Proposition 8.2.3.

3. C’est immédiat par le point 2 puisque tout précompact est borné.

Dans Rn, on sait qu’un ensemble est compact si et seulement si il est extractable. Nous allons
montrer que ce résultat reste valide dans le cas d’espaces à semi-normes dénombrables.

Théorème 8.3.6. Soient (X,P) un espace séparé à semi-normes dénombrables et K une
partie de X. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. K est compact,

2. K est extractable,

3. K est précompact et complet.

Démonstration. L’espace X est métrisable par le Théorème 5.4.10 ; fixons une distance d compa-
tible avec sa topologie.

L’implication 1 ⇒ 2 est le théorème métrique classique selon lequel tout espace métrique
compact est séquentiellement compact. Si K est extractable, la Proposition 8.3.5 montre qu’il
est précompact et sq-complet. Dans un espace à semi-normes dénombrables, la sq-complétude et
la complétude coïncident par le Théorème 7.2.9 ; ainsi 2⇒ 3.

Supposons maintenant K précompact et complet. Toute suite de K possède, par le Corollaire 8.2.4,
une sous-suite de Cauchy. Celle-ci converge dans K par complétude. On obtient donc 3⇒ 2.

Il reste à rappeler pourquoi, dans un espace métrique, l’extractabilité implique la compacité.
Une partie extractable est totalement bornée pour d : sinon, il existerait ε > 0 et une suite dont
deux termes distincts seraient toujours à distance au moins ε, ce qui interdirait toute sous-suite
convergente. Soit (Ωi)i∈I un recouvrement ouvert de K. Montrons qu’il possède un nombre de
Lebesgue. En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait choisir xn ∈ K tel qu’aucun élément du
recouvrement ne contienne la boule bd(xn, 1/n). Une sous-suite xnk

convergerait vers un point
x ∈ K. En choisissant Ωi contenant x, puis une boule bd(x, r) ⊆ Ωi, on obtiendrait, pour k assez
grand, bd(xnk

, 1/nk) ⊆ Ωi, contradiction.

Choisissons donc un nombre de Lebesgue λ > 0. La totale bornitude fournit un recouvrement
fini de K par des boules de rayon λ/2, et chacune de ces boules est contenue dans un élément
du recouvrement initial. On en extrait ainsi un sous-recouvrement fini. Cela établit 2 ⇒ 1 et
termine la preuve.

En combinant le résultat précédent avec la Proposition 7.2.7, on obtient le corollaire suivant.
Comme dans le cadre normé, nous appelons relativement compact un ensemble dont l’adhérence
est compacte.

Corollaire 8.3.7. Dans un espace de Fréchet, un ensemble est précompact si et seulement
s’il est relativement compact.

Démonstration. Supposons que K est précompact dans un espace complet. Alors K est précom-
pact et complet par la Proposition 7.2.7. On en tire que K est compact. Réciproquement, si K

est compact, il est précompact et donc K l’est également.
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8.4 Généralisation des opérateurs compacts aux espaces locale-
ment convexes

Les opérateurs compacts ont été introduits au Chapitre 4 dans le cadre normé. La définition
suivante est celle du cours initial et étend cette notion au cadre localement convexe.

Définition 8.4.1. Soient (X,P) et (Y,Q) des espaces localement convexes. Un opérateur
linéaire K : X → Y est compact s’il existe p ∈ P et ε > 0 tels que K(bp(ε)) soit relativement
compact dans Y .

Proposition 8.4.2. Tout opérateur compact entre espaces localement convexes est continu.

Démonstration. Soit q ∈ Q. Comme K(bp(ε)) est relativement compact, il est borné ; il existe
donc M > 0 tel que q(Kx) ≤M pour x ∈ bp(ε). Par homogénéité, on obtient

q(Kx) ≤ M

ε
p(x)

pour tout x ∈ X (le cas p(x) = 0 s’obtient en appliquant l’inégalité à λx et en faisant tendre λ

vers l’infini). Le critère de continuité des applications linéaires entre espaces localement convexes
donne la conclusion.

Proposition 8.4.3. Soient X, Y, Z des espaces localement convexes.

1. Si K : X → Y est compact et S : Y → Z est linéaire continu, alors S ◦K est compact.

2. Si K : Y → Z est compact et S : X → Y est linéaire continu, alors K ◦S est compact.

Démonstration. Pour le premier point, l’image par S de l’adhérence compacte d’un ensemble
relativement compact est compacte. Pour le second, la continuité de S fournit un voisinage
semi-normé de 0 dans X envoyé dans un voisinage sur lequel K a une image relativement
compacte.

Remarque 8.4.4. Lorsque X est normé, cette définition est équivalente à celle du Cha-
pitre 4 : il suffit de prendre pour p la norme et d’utiliser l’homogénéité. Ainsi, il ne s’agit
pas d’une nouvelle notion mais bien d’une extension du cadre déjà étudié.

8.5 Exercices

Exercice 8.5.1. Soit (X,P) un espace localement convexe. Montrer que
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1. toute partie finie de X est bornée,

2. toute union finie d’ensembles bornés est bornée,

3. tout sous-ensemble d’un ensemble borné est borné,

4. toute combinaison linéaire de bornés est bornée,

5. toute suite de Cauchy définit un ensemble borné,

6. l’adhérence d’un ensemble borné est bornée,

7. l’enveloppe absolument convexe d’un ensemble borné est bornée,

8. l’image linéaire continue d’un ensemble borné est bornée.

Exercice 8.5.2. Soit (X,P) un espace localement convexe. Montrer que

1. toute partie finie de X est précompacte,

2. toute union finie d’ensembles précompacts est précompacte,

3. tout sous-ensemble d’un ensemble précompact est précompact,

4. toute combinaison linéaire de précompacts est précompacte,

5. toute suite de Cauchy définit un ensemble précompact,

6. l’adhérence d’un ensemble précompact est précompacte,

7. l’enveloppe absolument convexe d’un ensemble précompact est précompact.

Exercice 8.5.3. Dans un espace à semi-normes dénombrables, montrer que tout ensemble
précompact est séparable.
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9 Dualité dans les espaces localement
convexes

Nous abordons maintenant la dualité dans le cadre des espaces localement convexes. Le dual
topologique se définit comme dans le cas normé, mais sa description fait intervenir les semi-
normes qui engendrent la topologie. Les constructions étudiées auparavant permettent notamment
d’interpréter naturellement l’espace des distributions. Les topologies faible et faible-∗ conduisent
ensuite à la forme générale du théorème d’Alaoglu.

Le théorème de Hahn–Banach a déjà été démontré dans la première partie sous une forme qui ne
requiert qu’une semi-norme. Nous le réutilisons ici pour obtenir les propriétés de séparation par
les formes linéaires continues, puis pour étudier les topologies faible et faible-∗ dans leur cadre
naturel.

Le fil conducteur de ce chapitre est donc le suivant : à une topologie localement convexe déjà
construite, on associe son dual topologique ; on étudie ensuite les topologies déterminées
par ce dual, puis les phénomènes de compacité qu’elles font apparaître. L’exemple de
D(Ω), construit comme limite inductive puis reconnu comme espace de type (LF), conduit
naturellement à son dual D′(Ω).

9.1 Dual topologique et conséquences de Hahn–Banach

Le théorème de Hahn–Banach, démontré au Chapitre 3 sous une forme qui ne demande qu’une
semi-norme, s’applique directement dans ce cadre. Avec le critère de continuité des applications
linéaires, il fournit les conséquences topologiques qui suivent.

Définition 9.1.1. Si (X,P) est un espace localement convexe et si l’espace K est muni de
la valeur absolue | · |, alors l’espace L(X,K) est appelé le dual (topologique) de X. On le
note X ′.

La Proposition 5.5.1 permet d’affirmer que le dual de (X,P) est formé des applications linéaires
T : X → K pour lesquelles il existe p ∈ P et C > 0 tels que

|T (x)| ≤ C p(x) ∀x ∈ X.

Ainsi, il existe un voisinage U de 0 dans (X,P) et une constante M > 0 tels que |T (x)| ≤ M

pour tout x ∈ U .
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Exemples 9.1.2.

▷ Si X = C0(K) où K est un compact de Rn, alors T ∈ X ′ si et seulement si T est
une application linéaire définie sur C0(K) et à valeurs dans C pour laquelle il existe
une constante C > 0 telle que

|T (f)| ≤ C sup
x∈K
|f(x)|

pour tout f ∈ C0(K). Par exemple, l’application δa : f 7→ f(a) appartient à X ′ pour
tout a ∈ K.

Exemple 9.1.3. Considérons à nouveau ω = KN muni de la topologie produit. Toute forme
linéaire continue T : ω → K ne dépend que d’un nombre fini de coordonnées. En effet, par
le critère de continuité du Chapitre 5, il existe m et C > 0 tels que

|T (x)| ≤ C max
0≤k≤m

|xk|.

En appliquant cette inégalité à en pour n > m, on obtient T (en) = 0. Ainsi

T (x) =
m∑

k=0
akxk,

et réciproquement toute forme de ce type est continue. On a donc

ω′ ≃ K(N),

l’espace des suites à support fini. Cet exemple montre concrètement comment une construc-
tion topologique du Chapitre 6 détermine son dual topologique.

Remarque 9.1.4. Le dual topologique X ′ de X est un sous-espace vectoriel du dual
algébrique X∗ de X. Dans le cas où X est séparé et de dimension finie, le Corollaire 5.5.5
implique que X ′ = X∗. Cette égalité est néanmoins fausse en toute généralité.

Remarque 9.1.5. On peut définir une application bilinéaire sur X ′ ×X à valeurs dans K
en posant

⟨ · , · ⟩ : X ′ ×X → K : (T, x) 7→ T (x).

Dans la littérature, on trouve souvent les notations ⟨T, · ⟩, ⟨ · , x ⟩ et ⟨T, x ⟩.

Le résultat suivant donne une condition équivalente pour obtenir la continuité d’une forme
linéaire. En particulier, on obtient qu’une forme linéaire est continue si et seulement si son noyau
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est fermé.

Proposition 9.1.6. Soit (X,P) un espace localement convexe. Si T : X → K est une
forme linéaire non-nulle sur X, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est continu,

2. ker(T ) est fermé,

3. il existe une semi-boule bp(x, r) de X telle que T
(
bp(x, r)

)
⊊ K.

Démonstration. 1⇒ 2. Si T est continu, alors ker(T ) = T −1({0}) est fermé.

2 ⇒ 3. Soit x un élément de l’ouvert X \ ker(T ). Il existe donc p ∈ P et r > 0 tel que
bp(x, r) ∩ ker(T ) = ∅. Ainsi T

(
bp(x, r)

)
̸= K.

3⇒ 1. Soit λ ∈ K \T
(
bp(x, r)

)
. Par linéarité de T , on a alors λ−T (x) /∈ T

(
bp(r)

)
. Montrons que

|T (y)| ≤ |λ− T (x)|
r

p(y)

pour tout y ∈ X, ce qui suffit par la Proposition 5.5.1. Considérons y ∈ X tel que p(y) < r.
Alors µy ∈ bp(r) pour tout µ ∈ [0, 1], et donc T (µy) = µT (y) ̸= λ − T (x). On en tire que
|T (y)| ̸= |λ−T (x)|

µ pour tout µ ∈ [0, 1] et par conséquent, |T (y)| < |λ − T (x)|. Si y ∈ X est
quelconque, on se ramène au cas précédent en considérant (r− ε) y

p(y) et en faisant tendre ensuite
ε vers 0.

Présentons à présent quelques conséquences du théorème de Hahn-Banach. Commençons par
montrer qu’il permet de prouver l’existence de nombreuses formes linéaires continues sur un
espace localement convexe séparé donné.

Corollaire 9.1.7. Soient (X,P) un espace localement convexe et Y un sous-espace vectoriel
de X. Toute forme linéaire continue sur Y admet un prolongement linéaire continu sur X.
En particulier, si X ̸= {0} est séparé, alors X ′ ̸= {0}.

Démonstration. Si T : Y → K est une forme linéaire continue sur Y , alors il existe p ∈ P et
C > 0 tels que |T (y)| ≤ Cp(y) pour tout y ∈ Y . En considérant la semi-norme p′ = Cp, le
Théorème 3.2.2 de Hahn-Banach permet de construire le prolongement recherché.

De plus, on sait par le Corollaire 5.5.5 que si X ̸= {0} est séparé, il existe des formes linéaires
continues sur tout sous-espace Y de dimension finie de X. Vu ce qu’on vient de montrer, on peut
donc affirmer que X ′ ̸= {0}.

Le corollaire suivant montre que si l’espace X est séparé, on peut également séparer les points
de X via une forme linéaire continue. On obtient également une formule de représentation des
semi-normes.
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Corollaire 9.1.8. Soit (X,P) un espace localement convexe.

1. Si x ∈ X et si p ∈ P, alors il existe T ∈ X ′ tel que |T | ≤ p et T (x) = p(x).

2. Si (X,P) est séparé, alors X ′ sépare les points : pour tous x, y ∈ X, x ̸= y, il existe
T ∈ X ′ tel que T (x) ̸= T (y).

3. Si (X,P) est séparé, alors pour tout x ∈ X et tout p ∈ P, on a

p(x) = sup{|T (x)| : T ∈ X ′, |T | ≤ p}.

Démonstration. 1. Si p(x) = 0, il suffit de poser T = 0. Sinon, considérons l’application linéaire
continue

T : ⟩x⟨→ K : λx 7→ λp(x).

Remarquons que |T (λx)| = |λ|p(x) = p(λx) pour tout λ ∈ K. Par le Théorème 3.2.2 de Hahn-
Banach, on peut étendre T sur X en une forme linéaire continue T̃ telle que |T̃ (y)| ≤ p(y) pour
tout y ∈ X.

2. Si x ≠ y, alors x− y ̸= 0 et puisque l’espace est séparé, il existe p ∈ P tel que p(x− y) ̸= 0
par la Proposition 5.4.1. Le point 1 donne alors l’existence d’une forme linéaire T ∈ X ′ telle que
T (x)− T (y) = T (x− y) = p(x− y) ̸= 0, ce qui suffit.

3. D’une part, il est clair que sup{|T (x)| : T ∈ X ′, |T | ≤ p} ≤ p(x). De plus, par le point
1, on sait qu’il existe T0 ∈ X ′ tel que |T0| ≤ p et T0(x) = p(x). En particulier, on a donc
p(x) ≤ sup{|T (x)| : T ∈ X ′, |T | ≤ p}, d’où la conclusion.

Remarque 9.1.9. Grâce au point 2, dans le cas où X est un espace séparé, nous avons
obtenu l’injectivité de l’application linéaire

X → (X ′)∗ : x 7→ ⟨ · , x ⟩

définie par ⟨T, x ⟩ = T (x). Ainsi, X peut être identifié à un sous-espace de (X ′)∗.

Présentons une dernière conséquence du Théorème de Hahn-Banach, qui nous permettra d’obtenir
un critère de densité.

Corollaire 9.1.10. Soit Y un sous-espace fermé de l’espace localement convexe (X,P).
Pour tout x ∈ X \ Y , il existe T ∈ X ′ tel que T (x) = 1 et T |Y = 0.

Démonstration. Posons Y0 = Y +⟩x⟨ et considérons l’application T : Y0 → K : y + λx 7→ λ. Alors
T est une application linéaire telle que T |Y = 0 et T (x) = 1. Elle est de plus continue par la
Proposition 9.1.6 car ker T = Y est fermé.

156



Chapitre 9 Dual topologique et conséquences de Hahn–Banach

Corollaire 9.1.11. Soient (X,P) un espace localement convexe et Y un sous-espace
vectoriel de X. Le sous-espace Y est dense dans X si et seulement si 0 est l’unique forme
de X ′ qui s’annule sur Y .

Démonstration. Il est clair que si Y est dense dans X, alors toute forme continue qui s’annule
sur Y s’annule sur X. Réciproquement, on vérifie facilement que l’adhérence d’un sous-espace
vectoriel d’un espace vectoriel topologique est encore un sous-espace vectoriel 1. Ainsi, Y est un
sous-espace vectoriel de X et par le Corollaire 9.1.10, si Y ̸= X, alors il existe T ∈ X ′, T ̸= 0, tel
que T |Y = 0.

Remarque 9.1.12. Si A ⊆ X, on pose

A⊥ :=
{
T ∈ X ′ : T (x) = 0 ∀x ∈ A

}
.

C’est l’orthogonal de A dans le dual X ′. Le résultat précédent se réécrit de la manière
suivante : un sous-espace vectoriel Y est dense dans X si et seulement si Y ⊥ = {0}.

Exemple 9.1.13. Pour tout a ∈ C tel que |a| > 1, on définit la fonction fa : [−1, 1]→ C
par

fa(t) = 1
a− t

.

Si (an)n∈N est une suite de complexes telle que limn→+∞ |an| = +∞, montrons que l’espace
vectoriel engendré par les fonctions fan est dense dans C0([−1, 1]). Nous allons appliquer le
critère donné par le Corollaire 9.1.11. Soit T : C0([−1, 1])→ C une forme linéaire continue
telle que T (fan) = 0 pour tout n ∈ N. Remarquons que si |a| > 1, on a

fa(t) = 1
a

1
1− t

a

=
+∞∑
n=0

tn

an+1

où la série converge uniformément sur [−1, 1], c’est-à-dire au sens de la norme ∥ · ∥∞ de
C0([−1, 1]). Par continuité et linéarité de T , on en tire que

T (fa) =
+∞∑
n=0

λn
1

an+1 = φ

(1
a

)
,

où λn est égal à T évalué en la fonction t 7→ tn, et où φ(z) =
∑+∞

n=0 λnzn+1. Remarquons que
|λn| ≤ ∥T∥∥t 7→ tn∥∞ = ∥T∥ et donc la série définissant φ définit une fonction holomorphe
sur la boule unité {z ∈ C : |z| < 1}. De plus, par hypothèse sur T , on a 0 = T (fan) = φ

(
1

an

)
.

En utilisant le principe des zéros isolés, on en tire que φ = 0, d’où λn = 0 pour tout n ∈ N.
Ainsi, T s’annule sur chaque fonction t 7→ tn, et donc par linéarité de T sur chaque polynôme.

1. Laissé en exercice.
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Comme les polynômes forment un ensemble dense de C0([−1, 1]), la continuité de T permet
d’affirmer que T = 0.

9.1.1 L’espace des distributions

Les limites inductives construites au Chapitre 6 fournissent un exemple fondamental de dual
topologique.

Exemple 9.1.14. Si Ω est un ouvert de Rn, alors le dual topologique de D(Ω) est l’espace
D′(Ω) des distributions. Par le Corollaire 6.5.6 et par définition de la topologie de D(Ω)
comme limite inductive des espaces DK(Ω), une application linéaire T : D(Ω)→ C est une
distribution si, pour tout compact K ⊂ Ω, il existe une constante C > 0 et un entier k ∈ N
tels que

|T (φ)| ≤ C max
|α|≤k

sup
x∈K
|∂αφ(x)|

pour tout φ ∈ DK(Ω).

Remarque 9.1.15. La convergence usuelle des distributions est précisément la convergence
faible-∗, c’est-à-dire la convergence ponctuelle sur D(Ω) :

Tn −→ T dans D′(Ω) ⇐⇒ ⟨Tn, φ⟩ −→ ⟨T, φ⟩ ∀φ ∈ D(Ω).

On retrouve ainsi exactement le principe de convergence par tests déjà rencontré pour la
convergence faible et faible-∗. Il est également proche de la convergence en loi en probabilité :
si µn et µ sont les lois de variables aléatoires, on teste la convergence par les quantités∫

φ dµn pour φ continue bornée. Dans le cas des distributions, les tests sont les fonctions
de D(Ω) et l’action est linéaire par définition.

9.2 Topologies faible et faible-∗

Dans le Chapitre 3, ces topologies ont été introduites pour les espaces normés. Nous donnons
maintenant la même construction dans le cadre d’un espace localement convexe (X,P). Le
principe reste celui d’une convergence décrite par une famille d’observateurs : les éléments du
dual testent les vecteurs, tandis que les vecteurs testent les éléments du dual pour la topologie
faible-∗.

Commençons par remarquer que pour tout T ∈ X ′, l’application |T | définit une semi-norme sur
X. On peut donc considérer le système filtrant de semi-normes sur X défini par

Pa :=
{

max
{
|T | : T ∈ A′} : A′ ⊆ X ′, #A′ < +∞

}
.
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Définition 9.2.1. L’espace localement convexe (X,Pa) est appelé l’espace faible et est
noté Xa. Sa topologie est notée σ(X, X ′) et appelée la topologie faible.

Remarquons que si A′ = {T1, . . . , Tn} ⊆ X ′, alors pour tout k ∈ {1, . . . , n}, il existe pk ∈ P tel
que |Tk| ⪯ pk par la Proposition 5.5.1. Comme P est filtrant, il existe p ∈ P tel que pk ⪯ p pour
tout k ∈ {1, . . . , n}, d’où max1≤k≤n |Tk| ⪯ p. Ainsi, Pa ⪯ P i.e. la topologie faible est plus faible
que la topologie associée à P. La topologie faible σ(X, X ′) est donc moins fine que la topologie
de X.

Une base de voisinages de 0 de la topologie faible est donnée par les intersections finies du type

⋂
T ∈A′

T −1(b(0, r))

où A′ ⊆ X ′ est fini, r > 0 et b(0, r) est la boule ouverte centrée en 0 de rayon r dans K. On en
tire que la topologie faible sur X est la topologie initiale relative aux applications de X ′. C’est
donc la topologie la moins fine pour laquelle toutes les applications de X ′ sont continues. En
particulier, une application S : (Y, T )→ Xa est continue si et seulement si T ◦ S : Y → K est
continue pour tout T ∈ X ′.

Remarquons également que si X est séparé, l’espace Xa est séparé par le Corollaire 9.1.8. Nous
allons montrer que le dual de l’espace faible est le même que le dual de X. Commençons par un
lemme algébrique.

Lemme 9.2.2. Soient T, T1, . . . , Tn ∈ X∗. Si

n⋂
k=1

ker Tk ⊆ ker T,

alors il existe λ1, . . . , λn ∈ K tels que T =
∑n

k=1 λkTk.

Démonstration. Considérons l’application linéaire S : X → Kn : x 7→
(
T1(x), . . . , Tn(x)

)
. Remar-

quons que si S(x) = S(y), alors x − y ∈
⋂n

k=1 ker Tk et donc T (x − y) = 0 par hypothèse. Par
linéarité, on en tire que T (x) = T (y) et l’application

f : im S → K : S(x) 7→ T (x)

est bien définie. Il est clair que f est linéaire et on peut l’étendre en une application linéaire
f̃ : Kn → K en considérant un supplémentaire de im S dans Kn. Si λk = f̃(ek), on a

T (x) = f
(
S(x)

)
= f̃

(
S(x)

)
= f̃

(
T1(x), . . . , Tn(x)

)
= f̃

(
n∑

k=1
Tk(x)ek

)
=

n∑
k=1

λkTk(x).

Ceci permet de conclure que T =
∑n

k=1 λkTk.
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Proposition 9.2.3. On a (Xa)′ = X ′.

Démonstration. On sait que X ′ ⊆ (Xa)′ car chaque T ∈ X ′ est continu pour la topologie faible.
Soit à présent T ∈ (Xa)′. Alors il existe n ∈ N0, T1, . . . , Tn ∈ X ′ et C > 0 tels que

|T (x)| ≤ C max
k∈{1,...,n}

|Tk(x)|

pour tout x ∈ X. En particulier,
⋂n

k=1 ker Tk ⊆ ker T et le Lemme 9.2.2 implique que T est une
combinaison linéaire de T1, . . . , Tn. Cela implique que T ∈ X ′, d’où la conclusion.

Néanmoins, en général, les topologies TP et σ(X, X ′) sont différentes comme le montre l’exemple
suivant.

Exemple 9.2.4. Soit (X, ∥ · ∥) un espace normé. On sait que la topologie faible est moins
fine que la topologie donnée par la norme de X, c’est-à-dire Pa ⪯ ∥ · ∥. Montrons que les
topologies sont équivalentes si et seulement si X est de dimension finie. Si ∥ · ∥ ⪯ Pa, alors
il existe n ∈ N, T1, . . . , Tn ∈ X ′ et C > 0 tels que

∥x∥ ≤ C max
k∈{1,...,n}

|Tk(x)| ∀x ∈ X.

Comme ∥ · ∥ est une norme, on en tire que

n⋂
k=1

ker Tk ⊆ {x ∈ X : ∥x∥ = 0} = {0}.

Par conséquent, l’application

S : X → Kn : x 7→
(
T1(x), . . . , Tn(x)

)
est linéaire et injective. Par conséquent, X est de dimension finie. La réciproque découle de
la Proposition 5.4.7, puisque la topologie faible sur X est séparée.

La notion de convergence liée à la topologie de l’espace faible est appelée la convergence faible :
une suite (xn)n∈N converge faiblement vers x si et seulement si

(
T (xn)

)
n∈N converge vers T (x)

pour tout T ∈ X ′. La convergence en norme et la convergence faible coïncident donc dans les
espaces normés de dimension finie. Dans les espaces normés de dimension infinie, la convergence
en norme (on parle de convergence forte) implique la convergence faible, mais la réciproque est
fausse en général, comme illustré dans l’exemple ci-dessous.

Exemple 9.2.5. Plaçons-nous dans l’espace ℓ2 et considérons pour tout n ∈ N la suite
canonique en définie par en,k = δn,k. Si T ∈ (ℓ2)′, on sait par la Proposition 3.7.4 qu’il
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existe x ∈ ℓ2 tel que

T (y) =
+∞∑
k=0

xkyk ∀y ∈ ℓ2.

Ainsi, on a
T (en) = xn → 0

lorsque n → +∞, et on en tire que la suite (en)n∈N converge faiblement vers 0. D’autre
part, on a ∥en∥2 = 1 pour tout n ∈ N et la suite (en)n∈N ne converge donc pas en norme
vers 0 dans ℓ2.

Remarque 9.2.6. Il existe néanmoins des espaces normés de dimension infinie pour lesquels
les deux notions de convergence coïncident : c’est le cas par exemple de l’espace ℓ1.

Intéressons-nous à présent à l’espace dual X ′. Dans le cas où X est un espace normé, nous l’avons
muni d’une norme naturellement associée. Nous avons donc deux topologies sur X ′, à savoir

▷ la topologie forte associée à la norme de X ′,

▷ la topologie faible σ(X ′, X ′′).

Nous savons que la topologie faible sur X ′ est strictement moins fine que la topologie forte sur X ′

si X est de dimension infinie. Nous allons à présent munir X ′ d’une topologie encore plus faible,
appelée topologie simple ou faible-∗. Son intérêt pour les questions de compacité apparaîtra dans
le théorème d’Alaoglu à la fin de ce chapitre.

Nous allons nous placer dans le cas général d’un espace localement convexe. Pour tout x ∈ X,
l’application |⟨·, x⟩| : T ∈ X ′ 7→ |T (x)| ∈ K définit une semi-norme sur X ′. Remarquons qu’une
suite (Tn)n∈N de X ′ converge pour cette semi-norme vers T si et seulement si la suite (Tn(x))n∈N

converge vers T (x). Afin d’obtenir un ensemble filtrant de semi-normes qui traduiront cette
convergence ponctuelle, on considère l’ensemble

Ps :=
{

max
{
|⟨ · , x⟩| : x ∈ A

}
: A ⊆ X, #A < +∞

}
.

Définition 9.2.7. L’espace localement convexe (X ′,Ps) est appelé le dual topologique
simple et est noté X ′

s. Sa topologie est notée σ(X ′, X) et appelée la topologie simple (ou
faible-∗) sur X ′.

Par définition, la topologie simple est séparée 2. En transposant ce qui a été fait pour la topologie
faible, on montre qu’il s’agit de la topologie la moins fine pour laquelle toutes les applications
T ∈ X ′ 7→ T (x) sont continues. En particulier, une application S : (Y, T )→ X ′

s est continue si et
seulement si ⟨ · , x⟩ ◦ S : Y → K : y 7→ (S(y))(x) est continue pour tout x ∈ X.

2. Si T ̸= S, il existe x ∈ X tel que T (x) ̸= S(x) ; la semi-norme U 7→ |U(x)| sépare alors T et S.
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Bien sûr, X ′ peut être identifié à un sous-espace du produit KX via l’application

T ∈ X ′ 7→ (T (x))x∈X ∈ KX .

La topologie de X ′
s est alors la topologie induite par KX sur X ′ : en effet, la topologie de KX est

la topologie la moins fine telle que les projections (λx)x∈X 7→ λx sont continues.

Dans le résultat suivant, on montre que seules les formes linéaires du type ⟨·, x⟩ : T ∈ X ′ 7→ T (x)
sont continues pour la topologie simple.

Proposition 9.2.8. Soit (X,P) un espace localement convexe. Alors

(X ′
s)′ = {⟨ · , x⟩ : x ∈ X}.

Démonstration. Bien sûr, il suffit de montrer que (X ′
s)′ ⊆ {⟨·, x⟩ : x ∈ X}. Soit Φ : X ′ → K une

forme linéaire continue pour la topologie simple. Alors, il existe n ∈ N0, x1, . . . , xn ∈ X et C > 0
tels que

|Φ(T )| ≤ C max
k∈{1,...,n}

|T (xk)|

pour tout T ∈ X ′. Le Lemme 9.2.2 (appliqué avec X ′) implique qu’il existe λ1, . . . , λn ∈ K tels
que

Φ =
n∑

k=1
λk⟨ · , xk⟩ = ⟨ · ,

n∑
k=1

λkxk⟩,

ce qui suffit.

Remarque 9.2.9. En fait, nous pourrions déduire toutes les propriétés du dual simple en
considérant la topologie faible associée à la paire duale (X ′, δ(X), δ), où δ = ⟨ · , · ⟩ : X → X ′′.

Remarque 9.2.10. La topologie simple σ(X ′, X) est moins fine que la topologie faible
σ(X ′, X ′′) de X ′ puisque X peut être identifié à un sous-espace de X ′′. En général, ces deux
topologies sont différentes. Néanmoins, si l’espace X est normé et réflexif, les topologies
coïncident. En fait, il s’agit même d’une caractérisation des espaces réflexifs.

Remarque 9.2.11. Si X est un espace normé, nous avons à présent trois topologies sur
X ′, à savoir

▷ la topologie forte associée à la norme de X ′,

▷ la topologie faible σ(X ′, X ′′),

▷ la topologie simple ou faible-∗ σ(X ′, X).

Comme dans le cas de la topologie faible, on montre que la topologie forte coïncide avec la
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topologie simple (et donc avec la topologie faible) si et seulement si dim X < +∞.

La notion de convergence associée à la topologie simple est la convergence simple (ou ponctuelle
ou faible-∗) : une suite (Tn)n∈N de X ′ converge simplement si (Tn(x))n∈N converge vers T (x)
pour tout x ∈ X.

Remarque 9.2.12. Dans X ′, la convergence faible implique la convergence simple. En
particulier, les limites sont alors identiques. Par contre, la réciproque est fausse en général.
Par exemple, considérons X = c0. Alors, on sait que X ′ s’identifie à ℓ1 et X ′′ à ℓ∞. La
suite canonique (en)n∈N de ℓ1 (en fait, les formes Ten de c0 associées) définie par en,k = δn,k

converge vers 0 simplement dans ℓ1 puisque pour tout x ∈ c0, on a

Ten(x) =
+∞∑
k=1

en,kxk = xn → 0

lorsque n tend vers l’infini. Néanmoins, pour la suite x ∈ ℓ∞ définie par xk = 1 pour tout
k, on a

Tx(en) =
+∞∑
k=0

xken,k = xn = 1

qui ne converge pas vers 0. Ainsi, la suite (en)n∈N ne converge pas faiblement.

Comme elle est moins fine que les autres topologies considérées sur X ′, on peut espérer que
la topologie simple nous fournisse plus d’ensembles compacts. C’est effectivement ce que nous
obtenons dans le résultat suivant.

9.3 Opérateurs et topologies faibles

Nous pouvons maintenant compléter l’étude des topologies faibles commencée au Chapitre 3
dans le cadre normé, puis reprise au Chapitre 5 du point de vue des espaces localement convexes.
La réciproque ci-dessous s’appuie sur le théorème du graphe fermé dans les espaces de Fréchet,
établi au Chapitre 7.

Le résultat suivant montre que toute application linéaire continue donne une application linéaire
continue entre les espaces faibles correspondants.

Proposition 9.3.1. Soient (X,P) et (Y,Q) des espaces localement convexes. Si une
application linéaire T : X → Y est continue, alors T : Xa → Ya est continue. La réciproque
est vraie si X et Y sont des espaces de Fréchet.

Démonstration. Soient n ∈ N et T1, . . . , Tn ∈ Y ′. On cherche m ∈ N, S1, . . . , Sm ∈ X ′ et C > 0
tels que

max
k∈{1,...,n}

|Tk(T (x))| ≤ C max
k∈{1,...,m}

|Sk(x)| ∀x ∈ X.
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Il suffit de remarquer que C = 1, m = n et Sk = Tk ◦ T ∈ X ′ conviennent.

Réciproquement, si T : Xa → Ya est continue, alors son graphe (vu comme sous-ensemble de
Xa × Ya) est fermé puisque les topologies faibles sont séparées. Comme la topologie produit
Xa × Ya est plus faible que la topologie produit de X × Y , le graphe de T est également fermé
dans X ×Y . Par conséquent, si X et Y sont des espaces de Fréchet, le Théorème 7.6.6 du graphe
fermé permet de conclure.

9.4 Théorème d’Alaoglu

La topologie faible-∗ est suffisamment faible pour rendre compactes des parties du dual qui ne
le sont pas pour la norme. Le théorème suivant, déjà formulé dans le cours initial, constitue
l’application principale de cette idée.

Théorème 9.4.1 (Alaoglu). Soient (X,P) un espace localement convexe et U un voisinage
de 0. Alors le polaire

U△ = {T ∈ X ′ : |T (x)| ≤ 1 ∀x ∈ U}

est simplement compact, c’est-à-dire compact dans (X ′, σ(X ′, X)).

Démonstration. Soit p une semi-norme sur X telle que Bp(1) ⊆ U (on peut prendre un rayon
égal à 1 quitte à multiplier p ∈ P par une constante). On a alors

U△ ⊆
(
Bp(1)

)△ =
{
T ∈ X ′ : |T (x)| ≤ p(x) ∀x ∈ X

}
.

De plus, on a

{
T ∈ X ′ : |T (x)| ≤ p(x)∀x ∈ X

}
=
(∏

x∈X

{λ ∈ K : |λ| ≤ p(x)}
)
∩X∗

où l’on identifie X∗ avec un sous-espace du produit KX . Le produit est compact dans KX par le
Théorème de Tychonoff (tout produit de compacts est compact). De plus, le dual algébrique X∗

est fermé pour la topologie produit puisque

X∗ =
⋂

x,y∈X,λ,µ∈K
ker

(
⟨ · , λx + µy⟩ − λ⟨ · , x⟩ − µ⟨ · , y⟩)

et les noyaux d’applications continues sont fermés. Ainsi,
(
Bp(1)

)△ est compact dans KX . Pour
conclure, il suffit donc de montrer que U△ est fermé pour la topologie simple. C’est évident
puisque si T /∈ U△, il existe x ∈ U et ε > 0 tel que |T (x)| > 1 + ε. Alors

{S ∈ X ′ : |T (x)− S(x)| < ε}

est un ouvert de σ(X ′, X) qui ne rencontre pas U△.
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Dans le cas d’un espace normé X, le polaire de la boule unité fermée B est donné par

B△ = {T ∈ X ′ : |T (x)| ≤ 1 ∀x ∈ B} = {T ∈ X ′ : ∥T∥ ≤ 1}.

Il s’agit donc de la boule unité fermée dans X ′. On sait par le Théorème 8.2.5 de Riesz que si
X (et donc X ′) est de dimension infinie, cette boule n’est jamais compacte dans l’espace normé
X ′. Le Théorème d’Alaoglu implique qu’elle est néanmoins simplement compacte. C’est un des
intérêts majeurs de la topologie simple sur X ′.

9.5 Exercices

Exercice 9.5.1. Montrer que la topologie faible σ(X, X ′) est métrisable si et seulement si X est
de dimension finie.

Exercice 9.5.2. Soient (X,P) un espace localement convexe et Y un sous-espace de (X,P). On
pose

Y ⊥ = {T ∈ X ′ : T (y) = 0 ∀y ∈ Y }.

1. Montrer que le dual topologique de Y est isomorphe au quotient X ′/Y ⊥.

2. Montrer que le dual topologique de l’espace quotient X/Y est isomorphe au sous-espace
vectoriel Y ⊥.

Exercice 9.5.3. Soit (Xi,Pi), i ∈ I, une famille d’espaces localement convexes.

1. Montrer que le dual topologique du produit
∏

i∈I Xi est isomorphe à la somme directe⊕
i∈I X ′

i (cfr Liste 2).

2. Montrer que le dual topologique de la somme directe
⊕

i∈I Xi est isomorphe au produit∏
i∈I X ′

i.
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