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Chapitre 1

Espaces localement convexes

L’analyse fonctionnelle est une branche des mathématiques qui étudie les espaces fonctionnels,
c’est-a-dire les espaces vectoriels constitués de fonctions (ou de suites) et munis d’une topologie
naturellement associée. Les espaces vectoriels normés constituent un exemple basique de tels
espaces. Par exemple, la topologie naturelle de 'espace L!(R) peut étre définie & partir de la
norme

T /R ()| da

pour tout f € L'(R). Une base de voisinages de f est donnée par les boules ouvertes

b(f,r):= {geLl(]R) =gl <7°}, r>0.

On retrouve bien qu'une suite (fm)men de L'(R) converge vers f dans L'(R) si et seulement
si pour tout r > 0, il existe M € N tel que f,, € b(f,r) pour tout m > M, c’est-a-dire si et
seulement si

[fm = fllh — 0
lorsque m — +o0.

Sur P'espace CY(K) des fonctions continues sur un compact K C R, la notion de convergence
naturelle est donnée par la convergence uniforme. Notons en effet qu’une limite ponctuelle de
fonctions continues ne donne pas nécessairement une fonction continue. Cette notion de conver-
gence uniforme est donnée par la norme

1l := sup | f ()]
zeK

et par les systémes de voisinages
b(fir)=1{g€ CYK):If —gllk <r}, r>0.

C’est la topologie la moins fine qui permet de conserver la continuité par passage a la limite.

Remarquons & présent que si 'on considére I'espace C°(€2) des fonctions continues sur un ouvert
Q C R, il suffit d’'imposer la convergence uniforme sur tous les compacts de €2 pour conserver la
continuité par passage & la limite. Autrement dit, une suite (fn,)men de C°(2) converge vers f
dans C?() si et seulement si pour tout compact K C €,

[fm = fllx — 0
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lorsque m — 4o00. On se retrouve ici avec toute une famille |- || x de “semi-normes” qui définissent
la topologie de C°(€2). Le but de ce chapitre est de formaliser cette constatation et d’étudier de
maniére plus générale les espaces fonctionnels dont la topologie peut étre définie par une famille
de semi-normes.

1.1 Semi-normes, semi-boules et topologie associée

Dans ce qui suit, X désigne un espace vectoriel sur K € {R, C}.

Définition 1.1.1 Une application p : X — [0, +o00[ est une semi-norme sur X si
L p(z+y) <px) +py),
2. p(Az) = [ p(x)
pour tous z,y € X et A € K. Une norme sur X est une semi-norme p sur X pour laquelle

3. p(xz) = 0 si et seulement si x = 0.

Remarque 1.1.2 Remarquons que la condition 2 implique que p(0) = 0. Ainsi la condition 3
peut se réécrire
p(z) =0 = z=0.

De plus, si p est une norme, on utilise en général la notation || - ||.

Exemples 1.1.3
— Si K est un compact de R, alors || f| x := sup,cx | f(2)| est une norme sur CY(K).
— Si Q est un ouvert de R? et si K C Q est compact, alors pg(f) := sup,ecx | f()| est une
semi-norme sur C%(Q).
— Si Q est un ouvert de R%, si m < [ sont deux naturels et si X C  est compact, alors
Prm(f) = max|q <y, SUPLex [0 f(2)] est une semi-norme sur C*(€2).

— Sip > 1, alors ||fllp == (Jga |f(2)]P dx)l/p est une norme sur LP(R%). Si p = oo, alors
| flloc := supy,, | f| est une norme sur L®(RY).

— Si @ €]0,1][, on définit I'espace de Holder C*([a,b]) comme l'ensemble des fonctions f
définies sur [a, b] telles que

wp @) = 10)]

< 400
z,y€a,b] ’.’L‘ - y|a ,

muni de la norme

1 fllcegasy = sup [f@)+ sup LB =IG]

z€la,b] z,y€a,b] |33‘ - y|a

— Sip>1,alors |zl :== (X ,en |a:n|p)1/p est une norme sur

= {(ﬂjn)neN eK": Z |zn|? < +OO} ‘

neN

Si p = 00, alors ||z|| := sup,ey |Zn| est une norme sur

(> = {(xn)nEN e KN : sup |zn| < —i—oo}
neN
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et sur
N .
Co = {(xn)nEN eK": ngrfooxn = 0} .
— Sim €N, alors py,(z) := maxg<,, |r;| est une semi-norme sur w := KN,

Sauf mention explicite du contraire, les espaces CO(K), C1(2), LP(R?), L>(R%), C%([a, b]), /P, £, co
et w seront toujours munis des (semi)-normes présentées dans cet exemple.
Une (semi-)norme p sur X définit naturellement une (semi-)métrique

(z,y) = plx —y)

et les notions classiques de (semi-)boules.

Définition 1.1.4 Si p est une semi-norme sur X, les ensembles

bp(z,r)={ye X :plx—y)<r} et Bylz,r)={yeX:plx—y) <r}

pour x € X et r > 0, sont appelés les semi-boules de centre x et de rayon r associées a p. Si
x =0, on écrit en général by(r) := b,(0,7) et By(r) := B,(0,r).

Le résultat suivant est immeédiat. Il montre que ’on peut se ramener a I’étude de la boule unité
centrée en 0.

Proposition 1.1.5 Soit p une semi-norme sur X. Pour tout x € X et tout r > 0, on a
1. by(x,r) =a + by(r) et By(z,r) =+ By(r),
2. by(r) =1by(1) et By(r) =rBy(1).

Démonstration : 1l suffit d’écrire y =+ (y — =) et y = rZ. |
r

Afin de pouvoir définir une topologie sur X & partir d’'un ensemble de semi-normes, il faut
s’assurer que les semi-boules associées forment un systéme de voisinages. Cette condition se
traduit en une condition sur les semi-normes.

Définition 1.1.6 Soient p et ¢ deux semi-normes sur X. On dit que p est plus faible que q,
ce que l'on note p < ¢, s’il existe C' > 0 tel que p < Cq.

Sip=<gqetqg=p,ondit que p et ¢ sont équivalents et on note p ~ q.

La relation p < ¢ se traduit facilement en terme d’inclusion entre les semi-boules associées.

Proposition 1.1.7 Soient p, q deux semi-normes sur X . Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

L. p=gq
2. pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que by(n) C by(e),
3. il existe C' > 0 tel que by(1) C Cb,(1).

De plus, on a les mémes équivalences pour les semi-boules By(s) et Bq(s), ainsi que pour les
semi-boules centrées en x € X.
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Démonstration : 1 = 2. Par définition, il existe C' > 0 tel que p < Cq. Si € > 0 est fixé, il
suffit alors de prendre n = &.

2 = 3. Pour ¢ = 1, il existe n > 0 tel que by(n) C b,(1). Par la Proposition il suffit de
prendre C' = %

3 = 1. Soit z € X. Fixons A > g(x). Alors § € by(1) et par hypothése, on obtient donc
que p (%) = &p(x) < 1. Par conséquent, p(x) < CA, et comme \ > ¢(x) est arbitraire, la
conclusion s’ensuit.

Définition 1.1.8 Soit P un ensemble de semi-normes sur X. On dit que P est filtrant si
pour tous p,q € P, il existe r € P tel que

max{p,q} < r.

Lemme 1.1.9 Soit P un ensemble de semi-normes sur X . Alors P est filtrant si et seulement
si toute intersection finie de semi-boules associées a des semi-normes de P et de méme centre
contient une semi-boule du méme type.

Démonstration : On se raméne au cas de semi-boules centrées en 0 par la Proposition [I.1.5]
Le résultat est alors immédiat au vu de la Proposition n

Comme vu au cours de topologie, une topologie peut étre définie via les systémes de voisinages
de chaque point. En effet, rappelons que si pour tout x € X, V, est une partie de P(X) telle que

V1) siV €V, alors z €V,

(V2) si V,IW € V,, alors VNW €V,

(V3) X € V,,

(V4) siV eV, et VCW,alors W eV,

(V5) si V €V, il existe W € V,, tel que pour tout y € W, ona VeV,
alors ’ensemble

T={QCX:VzeQ,QeV,}

est une topologie pour laquelle V, forme le systéme de voisinages de x pour tout z € X.

Proposition 1.1.10 Soit P un ensemble filtrant de semi-normes sur X. Pour tout x € X,
notons V, l'ensemble des parties de X qui contiennent une semi-boule b,(x,r) avec p € P
et r > 0. Il existe une unique topologie Tp sur X telle que, pour tout x € X, V, forme
le systéme de voisinages de x. En particulier, les semi-boules b,(x,r) avecp € P et r > 0
forment une base de voisinages de x pour tout x € X.

Démonstration : Pour tout x € X, on considére
Ve ={V CX:3r>03pecP tels que by(x,r) C V}.

Les conditions (V1), (V3) et (V4) sont trivialement vérifiées. Puisque P est un ensemble filtrant,
la condition (Vs) est également satisfaite. Enfin, pour (Vs), il suffit de prendre W = b,(z,r). =
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La définition suivante permet de comparer les topologies définies & partir de semi-normes.

Définition 1.1.11 Soient P et Q deux ensembles de semi-normes sur X. On dit que P est
plus faible que Q, ce que 'on note P < Q, si pour tout p € P, il existe ¢ € Q tel que p < q.

SiP<Qet Q=P ondit que P et Q sont équivalents et on note P ~ Q.

Proposition 1.1.12 Si P et Q sont deux ensembles filtrants de semi-normes sur X, alors
P < Q si et seulement si Tp C To.

Démonstration : Supposons que P < Q et considérons U € Tp. Soit z € U. Par définition de
la topologie associée a P, il existe p € P et r > 0 tels que b,(x,r) C U. Par hypotheése, il existe
q € Q tel que p < ¢q. La Proposition implique que by(x,n) C by(x,r) C U pour un n > 0.
Par conséquent, U est un voisinage de = pour Tg, ce qui suffit.

Supposons & présent que Tp C Tg. Soit p € P. Alors by(1) est un voisinage de 0 pour Tp et

donc pour Tg. Il existe donc g € Q et r > 0 tels que by(r) C by(1). En utilisant & nouveau la
Proposition on obtient p < gq. ]

Remarque 1.1.13 Par conséquent, P est plus faible que Q si et seulement si Tp est moins fin
que To.
1.2 Espaces vectoriels topologiques

Si P est un ensemble filtrant de semi-normes sur X, I’espace topologique (X, 7Tp) que nous venons
de construire est un espace topologique qui rend les applications liées a la structure de I’espace
vectoriel continues.

Définition 1.2.1 Un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel X muni d’une
topologie pour laquelle les applications

+: X xX—=X:(r,y »z+y

et
G KxX =5 X (Nz) = A

sont continues.

Proposition 1.2.2 Soit P un ensemble filtrant de semi-normes sur X . L’espace (X, Tp) est
un espace vectoriel topologique.

Démonstration : Pour la continuité de 'addition, considérons un voisinage W de z = x 4+ y.
Alors, il existe p € P et r > 0 tels que b,(z,7) C W. Il suffit alors de remarquer que

by (:L‘, g) + b, (y, g) C by(z,1).

Pour la multiplication par un scalaire, soient W un voisinage de z = Az, p € P et r > 0 tels que
by(z,7) CW.On a
{peK:|A—p| <ri}-by(z,m2) Cby(z,7)
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pour tous r1, 79 > 0 satisfaisant 71 (7’2 +p(x)) + |A|re < 7, puisque

p(py —2) =p(py — Ax) < pluy — Ay) +p(Ay — Az)
< [ =Alp(y) + [Alp(y — )
< n(p(z —y) +p@)) + A2
< ri(re+p(x)) + [Alre
< r
sip€eKetye X sont tels que [N\ — pu| < rp et p(z —y) <ra. ]

La proposition suivante montre que la topologie d’un espace vectoriel topologique est entiérement
déterminée par les voisinages de 0.

Proposition 1.2.3 Soient (X,7T) un espace vectoriel topologique, x € X et V C X. Alors
V' est un voisinage de x si et seulement si V — x est un voisinage de 0.

Démonstration : Supposons que V est un voisinage de z. En utilisant la continuité de 1’addi-
tion en (z,0), on trouve un voisinage V' de z et un voisinage W de 0 tels que V' + W C V. En
particulier, z+ W C V, d’out W C V —xz. Ainsi V — x est bien un voisinage de 0. On procéde de
méme pour la seconde implication. [

Ainsi, grace & la continuité de ’addition, les ouverts d’un espace vectoriel topologique sont
obtenus en translatant les ouverts contenant 0. De méme, la continuité de la multiplication par
un scalaire permet d’obtenir que tout multiple d’un voisinage de 0 est également un voisinage de
0.

Proposition 1.2.4 Soit (X,7T) un espace vectoriel topologique. SiU € T et A € K\ {0},
alors \U € T.

Démonstration : Puisque (X, 7) est un espace vectoriel topologique, I’application

1
f,\:X—>X:m»—>X:E

est continue. Par conséquent, f° 1(U ) € T. On conclut en remarquant que fy YU) = \U. ]

Terminons cette section en présentant quelques propriétés supplémentaires des voisinages de
0 d’un espace vectoriel topologique (et donc de tout espace & semi-normes). Pour cela, nous
introduisons deux notions que des parties d’un espace vectoriel peuvent vérifier.

Définition 1.2.5 Soit X un espace vectoriel sur K. Une partie A de X est équilibrée si
AA C A pour tout A € K tel que |\ < 1.

En particulier, si A est équilibré, alors 0 € A.

Exemples 1.2.6
— Dans un espace normé, il est facile de voir que toute boule centrée en 0 est équilibrée.
— Dans R?, la boule unité centrée en (1/2,0) n’est pas équilibrée. En effet, il suffit de prendre
x=(1,0) et A= —1.
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— Les polynomes forment un sous-ensemble équilibré de C°([0,1]). En effet, tout multiple
d’un polynéme est encore un polynéme.

Lemme 1.2.7 Dans un espace vectoriel topologique (X, T ), tout voisinage de 0 contient un
voisinage de 0 équilibré.

Démonstration : Soit U un voisinage de 0 = 0 - 0. Par continuité de la multiplication par un
scalaire, il existe un voisinage V de 0 et € > 0 tels que

W:=b(0,e) - V={ x:zecV,|\<e} CU.

Alors W est un voisinage de 0 car il contient 5V qui est un voisinage de 0 par la Proposition
[[.2.4] et on vérifie immédiatement qu’il est équilibré. n

Définition 1.2.8 Soit X un espace vectoriel sur K. Une partie A de X est absorbante si
pour tout z € X, il existe C' > 0 tel que x € AA pour tout A € K tel que |A| > C.

Exemples 1.2.9
— Dans un espace normé, il est facile de voir que toute boule centrée en 0 est absorbante.
— Dans R?| la boule unité centrée en (1/2,0) est absorbante (puisqu’elle contient une boule
centrée en 0).
— Les polynémes forment un sous-ensemble de C°([0,1]) qui n’est pas absorbant puisqu’on
ne peut pas écrire toute fonction continue comme multiple d’un polynéme.

Lemme 1.2.10 Dans un espace vectoriel topologique (X, T ), tout voisinage de 0 est absor-
bant.

Démonstration : Cela découle a nouveau de la continuité de la multiplication par un scalaire.
Fixons z € X et V C X un voisinage de 0. Alors 0 = 0 - z et il existe un voisinage W de z et
e > 0 tels que

b(0,e) - W C V.

En particulier, Az € V' pour tout |A| < e. Il suffit de prendre C' > % pour conclure. |

Au total, les Lemmes et [1.2.10] donnent directement le résultat suivant.

Proposition 1.2.11 Tout espace vectoriel topologique (X,7T) posséde une base de voisi-
nages de 0 équilibrés et absorbants.

1.3 Espaces localement convexes et équivalence

Nous avons vu que tout espace vectoriel muni d’un ensemble filtrant de semi-normes définis-
sait un espace vectoriel topologique. Néanmoins, tout espace vectoriel topologique n’est pas
nécessairement lié & un ensemble filtrant de semi-normes. Dans cette section, nous ajoutons une
hypothese, la convexité locale, qui nous permettra d’obtenir une équivalence. Commencgons par
étudier certaines parties remarquables d’un espace vectoriel.
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Définition 1.3.1 Une partie A de X est conveze si pour tous z,y € A et tous A\, u € [0, 1]
tels que A\+p=1,0n a
Az + py € A,

autrement dit si le segment joignant x & y est inclus dans A.

En procédant par induction, on a bien siir que

J
Z )\jiL'j cA
j=1

pour tous z1,...,x7 € A et tous A1,...,A; € [0,1] tels que Z‘j]:l)\jzl.

Proposition 1.3.2 Toute intersection non-vide de parties convexes de X est convexe. On
peut donc définir I'enveloppe convexe co(A) d’une partie non-vide A de X comme I'inter-
section de toutes les parties convexes de X contenant A. C’est la plus petite partie convexe
de X qui contient A et elle est donnée par

J J
co(A) =4 Njaj: JE€Ng,a; € AN >0et Y Aj=1
j=1 j=1

Démonstration : La premiére partie est immédiate. De plus, on vérifie facilement que co(A)
est une partie convexe qui contient A. Il faut donc montrer que si C est une partie convexe de X
qui contient A, alors co(A) C C'. Soient aj,...,a7 € Aet A,...,A; > 0 tels que Z;-le Aj =1
Comme A C C, on a ay,...,ay € C et puisque C est convexe, il vient Z}'le Aja; € C, ce qui
suffit. [ |

Définition 1.3.3 Une partie A de X est absolument convexe si pour tous x,y € A et tous
A i€ Kotels que [A] +|p| <1, on a

Ax + py € A.

En procédant par induction, on a bien siir que

J
Z )\jl’j cA
j=1

pour tous x1,...,x25 € A et tous Aq,..., s € K tels que Z}‘]:1|>‘j‘ <1.

Comme dans le cas des ensembles convexes, on a le résultat suivant (laissé a titre d’exercice).

Proposition 1.3.4 Toute intersection non-vide de parties absolument convexes de X est
absolument convexe. On peut donc définir I’enveloppe absolument convexe I'(A) d’une partie
non-vide A de X comme Il'intersection de toutes les parties absolument convexes de X
contenant A. C’est la plus petite partie absolument convexe de X qui contient A et elle est
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donnée par

J J
T(A) =) Naj:JeNg,a; € AN eKet 3 [N <1
j=1 j=1

La proposition suivante donne le lien existant entre les ensembles convexes et absolument convexes.

Proposition 1.3.5 Une partie A de X est absolument convexe si et seulement si elle est
convexe et équilibrée.

Démonstration : Il est clair que toute partie absolument convexe est convexe et équilibrée.
Réciproquement, si A est convexe et équilibré, soient z,y € A et A\, u € K tels que |A| + |p| < 1.
Si A=0ou pu =0, alors on a clairement que Ax + py € C. Sinon, il vient

A 7
Az +py = [N el y+Q = A = [e)) 0_€ A
Al i —~
~—~ ~—~ €A
€A €A
puisque 0 appartient & tout ensemble non-vide équilibré. [

Proposition 1.3.6 Soit A une partie de X.
1. Si A est absorbant, alors I’enveloppe linéaire de A est X,

2. Si A est absolument convexe, alors I'enveloppe linéaire de A est égale a |, cA.

Démonstration : 1. Soit x € X. Il existe ¢ > 0 tel que = € cA, et on trouve y € A tel que
T = ¢y, ce qui suffit.

2. Clairement, J . cA est inclus dans I'enveloppe linéaire de A. Il suffit donc de montrer que
I'enveloppe linéaire de A est incluse dans |J ., cA. Soit donc z = Z}]:o Ajx; une combinaison

linéaire d’éléments de A. Si ijo |\j| =0, alors z € A puisque A est absolument convexe. Sinon,

on a J J
Z Z xJ€Z|/\k|A
N 0| Ak| 5=0

Corollaire 1.3.7 Une partie absolument convexe A de X est absorbante si et seulement si
X = U, cA.

Démonstration : = C’est immédiat par définition des ensembles absorbants.

< Cela découle directement de la Proposition [I.3.6] |

Définition 1.3.8 Un espace vectoriel topologique est localement convexe si tout élément
admet une base de voisinages constituée d’ensembles convexes.

En général, on parle alors d’espace localement convexe, en omettant les termes “vectoriel” et
“topologique”. Nous allons voir que tout espace vectoriel muni d’un ensemble filtrant de semi-
normes est localement convexe. Réciproquement, pour tout espace localement convexe, nous
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allons construire une famille filtrante de semi-normes qui définit de maniére équivalente la topo-
logie de ’espace. Ainsi, on aura démontré ’équivalence entre les deux notions.

La proposition suivante montre que pour vérifier qu'un espace vectoriel topologique est localement
convexe, il suffit d’examiner ce qui se passe au voisinage de 0. De plus, on peut imposer aux
éléments de la base de voisinages de 0 d’étre absolument convexes et absorbants.

Proposition 1.3.9 Soit (X,7T) un espace vectoriel topologique. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. (X,T) est localement convexe,
2. 0 admet une base de voisinages convexes,
3. 0 admet une base de voisinages absolument convexes,

4. 0 admet une base de voisinages absolument convexes et absorbants.

Démonstration : 1 = 2. C’est immédiat.
2 = 3. Soit B une base de voisinages convexes de 0. Pour tout V' € B, par le Lemme [I.2.7, on
peut considérer un ensemble équilibré Wy C V. Alors on a également co(Wy ) C V et on vérifie
facilement que

{coWy):V € B}

est une base de voisinages de 0 formée d’ensembles convexes. De plus, ces ensembles sont équi-
librés car les ensembles Wy le sont (il suffit d’utiliser la caractérisation de I’enveloppe convexe).
On conclut par la Proposition [1.3.5]

3 = 4. Par le Lemme [1.2.10] on sait que tout voisinage de 0 est absorbant, ce qui suffit.

4 = 1. Il est clair que le translaté d’'un ensemble convexe est convexe. On utilise alors la Propo-
sition pour conclure. [ |

Lemme 1.3.10 Soit p une semi-norme sur X. Alors les semi-boules by,(r) associées a p et
centrées en 0 sont des parties absolument convexes et absorbantes.

Démonstration :  Soit > 0. Si x,y € b,(r) et si A\, u € K sont tels que |A| + |p] < 1, alors
p(Az + py) < [Alp(z) + |ulp(y) < r(Al+[u) <7,
ce qui montre que b,(r) est absolument convexe. De plus, si z € X, on a

p(x) +1

T € by(p(z) +1) = bp(r),

ce qui suffit par le Corollaire [1.3.7] [ ]

Théoréme 1.3.11 Si P est un ensemble filtrant de semi-normes sur X, alors (X, Tp) est
un espace localement convexe.
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Démonstration : Il suffit de combiner la Proposition [1.3.9) et le Lemme [1.3.10 [ |

Montrons & présent que la topologie d’un espace localement convexe peut étre définie & partir
d’un ensemble filtrant de semi-normes. Pour cela, commencons par construire une famille de
semi-normes. Au vu du Corollaire la définition suivante est légitime.

Définition 1.3.12 Soit A une partie absolument convexe et absorbante de X. La jauge de
Minkowski de A est définie par

Pjy: X —[0,400[ sz inf{c>0:2 € cA}.

Nous allons montrer que P4 définit une semi-norme et que celle-ci donne des semi-boules unitaires
qui encadrent A.

Proposition 1.3.13 Soit A une partie absolument convexe et absorbante de X. Alors Py
est une semi-norme sur X telle que

bpy(1) € A C Bp,(1).

Démonstration : Montrons tout d’abord que P4 est une semi-norme. Soient =,y € X et
soient c1,co > 0 tels que x € c1 A et y € coA. Comme A est absolument convexe, on a

C1 C2

A+
c1+ e c1+ e

:c+y€clA+czA:(cl+02)< A) C (1 +2)A,

d’ott P4(x + y) < ¢1 + co. En prenant les deux bornes inférieures, on obtient donc

Pa(z +y) < Pa(z) + Pa(y).

De méme, si A € K est non-nul, alors I)\Txl € c1 A puisque A est équilibré. On en tire que
Az
Ar = WW € A4,

d’ou Pa(Az) < |A|ci. Par conséquent, P4q(Ax) < |A|Pa(z). De plus, en appliquant I'égalité
précédente au scalaire 1/ et au vecteur Az, on obtient

A[Pa(x) = M| (ix) < Pa(na),

d’ou 'égalité.
Enfin, il est clair que P4(0) = 0.

Montrons & présent I'inclusion des boules. Si x € bp, (1), on a P4(x) < 1 et il existe donc ¢ €]0, 1]
tel que z € cA. Comme A est équilibré, il vient z € A.

Enfin, si x € A, il est clair que Py(x) < 1, c’est-a-dire z € Bp, (1).
|

Le théoréme suivant montre qu’il y a équivalence entre les notions d’espace localement convexe
et d’espace muni d’un ensemble filtrant de semi-normes.
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Théoréme 1.3.14 Soit (X,7T) un espace vectoriel topologique localement convexe. Si B
est une base de voisinages absolument convexes et absorbants de 0, alors la topologie T est
définie a partir de I'ensemble filtrant de semi-normes

P:{vaGB}

Démonstration : Montrons tout d’abord que P est filtrant. Soient U,V € B. Alors U NV
est un voisinage de 0 et il existe W € B tel que W C U NV. On a alors Py < Pyny < Py et
Py < Pynv < Pw.

Notons Tp la topologie associée a 'ensemble filtrant de semi-normes P. Par la Proposition [I.2.2]
on sait que (X, 7p) est un espace vectoriel topologique. Afin de montrer que 7 = Tp, il suffit
donc d’analyser les voisinages de 0.

Soit U un voisinage de 0 pour 7. Alors il existe B € B tel que B C U. Par la Proposition [1.3.13
on a bp, (1) C B. On en tire que B, et donc U, est un voisinage de 0 pour la topologie 7p.

Soit maintenant U un voisinage de 0 pour 7p. Alors il existe V' € B et € > 0 tels que bp,, (¢) C U.
Par la Proposition onaV C Bp,(1) C bp,(2). Par conséquent, 5V C bp, (¢) C U et on
obtient la conclusion car 5V est un voisinage de 0 pour 7, par continuité de la multiplication
par un scalaire. [ |

On est donc amené a redéfinir la notion d’espace localement convexe.

Définition 1.3.15 (Définition alternative) Un espace localement conveze (X, P) est un
espace vectoriel X muni d’un ensemble filtrant P de semi-normes.

Lorsqu’on parlera de la topologie d’un espace localement convexe (X, P), on parlera toujours de
la topologie Tp.

1.4 Espaces séparés, normés et métrisables
Dans cette section, nous montrons que les propriétés d’espace séparé, d’espace normé et d’espace

métrisable peuvent se traduire via I’ensemble filtrant de semi-normes.

Rappelons tout d’abord qu’un espace topologique (X, 7T) est séparé si pour tous x,y € X, il
existe un voisinage U de x et un voisinage V de y tels que U NV = (). Si un espace est séparé,
alors la limite d’une suite convergente est unique.

Proposition 1.4.1 Un espace localement convexe (X, P) est séparé si et seulement si pour
tout x € X \ {0}, il existe p € P tel que p(x) # 0.

Démonstration : Supposons que la topologique Tp est séparée. Soit x # 0. Alors il existe
p,q € Petr;s>0 tels que
bp(z,7) Nbg(0,s) = 0.

Par conséquent, g(x) > s > 0, ce qui sulffit.

Pour la réciproque, soient x,y € X tels que z # y. Alors z — y # 0 et il existe p € P tel que
p(x —y) > 0. Sionposer:w >0, on a

bp(l’,T) N bp(y,T) = (Z)v

ce qui suffit. [
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Exemple 1.4.2 L’espace C°(Q2) muni des semi-normes px(f) = sup,cx |f(z)| pour tous les
compacts K de () est séparé. Si on le munit d’une seule de ces semi-normes, ce n’est plus un
espace séparé.

Remarque 1.4.3 Si P = {p} contient une seule semi-norme, alors (X, P) est séparé si et seule-
ment si p est une norme.

Définition 1.4.4 On dit que 'espace localement convexe (X, P) est
— normé si P est équivalent & une norme,
— a semi-normes dénombrables si P est équivalent & un ensemble filtrant et dénombrable
de semi-normes sur X.

Exemple 1.4.5 Si P est un ensemble filtrant de semi-normes fini, alors il est équivalent & I'un
de ses éléments. En particulier, si (X, P) est séparé, alors il est normé.

Exemple 1.4.6 Soit  un ouvert de R? et soit I € N. Sur C®(f2), on considére la suite des
semi-normes

pm(f) = max sup |0°f(z)|
|a‘SmCEEKm

ou

K = {2 € Q:|z| < m et dist(z, Q%) < m}.
Cet ensemble de semi-normes est équivalent & celui présenté dans I'Exemple Ainsi, C*°()
est un espace a semi-normes dénombrables.

La proposition suivante montre que tout espace localement convexe séparé de dimension finie n
est homéomorphe a ’espace K™ muni de sa topologie usuelle.

Proposition 1.4.7 Soit (X, P) un espace localement convexe séparé. Si X est de dimension
finie n, alors (X, P) est normé. Plus précisément, si {ei,...,e,} est une base de X, alors
P |-, on

n
ijej = max |\
=1

]6{17,71}

Démonstration : Commencons par montrer que P < ||-|[. Sip € P et siz =3 7 Aje;, alors

(@) <D Ilples) < Clle

j=1

si =)0 plej)-

Pour montrer que || - || < P, commencons par montrer que P contient une norme. Soit x; # 0.
Comme l'espace est séparé, il existe p; € P tel que p1(x1) # 0. Le sous-espace vectoriel L; défini
par L1 := {z € X : pi(x) = 0} est de dimension < n—1. Si dim L; = 0, alors p; est une norme.

Sinon, il existe o € L; \ {0} et une semi-norme py € P telle que pa(z2) # 0. Le sous-espace
vectoriel Ly = {z € X : p1(z) = p2(z) = 0} est de dimension < dim(L;) — 1. On continue alors
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de proche en proche et on obtient un nombre fini de semi-normes p1,...,pr, avec L < n, telles
que
{zreX:p(x)=0Vle{l,...,L}} ={0}.

Comme P est filtrant, il existe pg € P tel que p; < po pour tout [ € {1,...,L}. Il est clair
que po(z) = 0 implique que z = 0, et donc que py est une norme. Montrons pour conclure que
| - || = po. Considérons l'application

T:K" — [0,—1—00[: <)\1,---7/\n> — Do Z)\jej
j=1

Comme précédemment, on a

n

n
T((Aty ) = (1, i) =po | DN — py)ej | < johax I\ — 151> poley).
j=1 j=1
On en tire que T est une application continue et il s’ensuit que sa borne inférieure r sur le
compact S = {(A1,..., \n) € K" : maxjeqy, . ny [Aj| = 1} de K" est réalisée en un point de S.
Comme pg est une norme, on sait que r > 0. Pour tout (A1,...,\,) € K", on a donc

r§T< Ay An) >’

Max;e(1,.. n} |\l

d’ou

1 n
max |\ < - Aiei |,
je{l,...,n}’ il < opo Z 7

7=1
ce qui suffit. [ |

Le corollaire suivant est alors immédiat.

Corollaire 1.4.8 Si || - ||1 et || - ||2 sont deux normes sur un espace vectoriel de dimension
finie, alors elles sont équivalentes.

Intéressons-nous a présent aux espaces a semi-normes dénombrables. Ils occupent une place trés
importante dans ’étude des espaces localement convexes car ils permettent d’obtenir des espaces
métrisables.

Lemme 1.4.9 Si P est un ensemble filtrant et dénombrable de semi-normes sur X, alors P
est équivalent a un ensemble croissant de semi-normes sur X, c’est-a-dire de la forme

{pm :m €N} avec pm < pmi1 Vm e N.

Démonstration : Si P = {g,, : m € N}, il suffit de prendre p,,, = max{q1,...,qn}- |

Théoréme 1.4.10 Un espace localement convexe séparé (X, P) est a semi-normes dénom-
brables si et seulement si il est métrisable.
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Démonstration : Supposons que {p,, : m € N} est un ensemble croissant de semi-normes

équivalent a P. Posons
“+o00

_ -m pm(x—y)
d(m’y)‘;2 1+ pm(z —y)

pour tous z,y € X. Remarquons que la série converge car son terme général est majoré par 27",
De plus, d définit bien une distance sur X car :
— d(x,y) > 0 pour tous z,y € X,
— si d(z,y) =0, alors py,(z — y) = 0 pour tout m € N, d’out z = y par la Proposition [1.4.1]
puisque l'espace est séparé,
— d(z,y) = d(y,x) pour tous z,y € X,
— l’inégalité triangulaire résulte directement de la relation

a n b B a-+2ab+b S at+ab+b S a+b
1+a 14b 14a+b+ab " 1+a+b+ab  14+a+bd

pour tous a, b > 0, ou la derniére inégalité provient de la croissance de la fonction ¢ — ﬁt

Montrons & présent ’équivalence des topologies. Soient z € X et r > 0. Alors il existe M € N

tel que Z;"__OMH 27 < 5 et il existe € > 0 tel que 27 < 5. Ainsi, si pu(z—y) <e ona

M
g T g &
d < S g m Teo & 45 ¢
(.y) < > 11 25Ty Ta<h

m=0
d’ou
{ye X pu(r—y) <e} C{ye X :d(z,y) <r}
Ainsi, la topologie engendrée par d est moins fine que Tp.

De plus, si x € X et r > 0, alors

{yeX:d(az,y) <2m1—rkr} C{ye X ipn(z—y)<r}

et la topologie engendrée par d est plus fine que Tp.

Réciproquement, supposons que la topologie Tp peut étre définie par une métrique d. Alors pour
tout m € N, il existe p,, € P et r,, > 0 tels que

{xGX:pm(:U)<rm}C{xeX:d(x,0)<;}.

L’ensemble dénombrable Q = {p,, : m € N} est un ensemble de semi-normes plus faible que P.
Montrons qu’on a aussi P = Q. Pour tout p € P, il existe m € N tel que

{xeX:d(m,0)<;}g{xeX:p(x)<1}

puisque d définit la topologie Tp. Par définition de p,, on obtient que by, (rm) C by(1) et donc
p = pm par la Proposition [I.1. .
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Corollaire 1.4.11 Un espace localement convexe séparé (X, P) est métrisable si et seule-
ment si 0 posséde une base dénombrable de voisinages pour Tp. En particulier, dans ce cas,
il existe une suite décroissante (Vy,)nen formant une base de voisinages de 0 pour Tp.

Démonstration : Supposons que (X,P) est métrisable. Soit d une distance définissant la
topologie Tp. Alors, il suffit de poser

1
Vn:{xeX:d(x,O)<}.
n
Réciproquement, si (V,,)nen est une suite décroissante formant une base de voisinages de 0 pour
Tp, alors pour tout n € N, il existe p,, € P et r, > 0 tels que

bpn (rn) g Vn

On peut bien sir supposer que la suite (pn)nen est croissante. Posons Q@ = {p, : n € N}
et montrons que P = Q. Cela suffira par le Théoréme [1.4.10] Par définition, on a clairement
Q <X P. De plus, si p € P, alors il existe n € N tel que V}, C b,(1). On en tire que by, (r,) C bp(1)
et donc p < p,. [ |

Remarque 1.4.12 Par translation des voisinages, on a en fait obtenu qu’un espace localement
convexe séparé est métrisable si et seulement si il est & base dénombrable de voisinages.

1.5 Espaces séparables et théoréme de Stone-Weierstrass

Dans la section précédente, nous avons obtenu grace au Corollaire[I.4.11] qu’un espace localement
convexe séparé est a base dénombrable de voisinages si et seulement si il est métrisable (par
translation des voisinages). Nous allons ici nous intéresser a l’existence d’une base de topologie
dénombrable. Puisque tout espace & base dénombrable est a base dénombrable de voisinages,
il est clair que 'on doit travailler avec des espaces localement convexes métrisables. De plus,
tout espace & base dénombrable est séparable. Rappelons qu'un espace topologique est séparable
s’il contient une partie dénombrable dense. Dans le cas d’un espace topologique métrisable, la
séparabilité est équivalente a l’existence d’une base dénombrable de topologie. Naturellement,
on a donc le résultat suivant.

Proposition 1.5.1 Un espace localement convexe séparé (X, P) est a base dénombrable si
et seulement si il est métrisable et séparable.

Un exemple d’espace localement convexe séparable est donné par 1’espace C%([a, b]) des fonctions
continues sur un intervalle compact [a, b] de R. En effet, on sait par le Théoréme de Weierstrass
que toute fonction de C%([a,b]) est limite uniforme sur [a,b] d'une suite de polynomes. 11 suffit
donc de prendre I’ensemble des polynémes & coefficients rationnels pour obtenir la séparabilité
de C°([a, b]). Nous allons & présent généraliser ce résultat d’approximation polynomiale au cas de
I'espace CY(X) des fonctions continues sur X et & valeurs complexes, pour un espace topologique
compact X donné. On le munit de la norme

[fllcoxy = sup | f(@)].
zeX

Commengons par démontrer un lemme.
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Lemme 1.5.2 Soit X un espace topologique compact contenant au moins deux points et
D une partie de C°(X,R). Supposons que

1. si f,g € D, alors max{f,g} € D et min{f, g} € D,

2. pour tous z,y € X, v # y, et tous r,s € R, il existe f € D tel que f(z) = r et

fly) =s.
Alors D est dense dans C°(X,R).

Démonstration : Soit f € C°(X,R) et ¢ > 0. Fixons 2 € X. Alors par la deuxiéme hypothése,
pour tout y € X \ {z}, il existe g € D tel que g(z) = f(z) et g(y) = f(y). En particulier,
9(y) > f(y) — e et par continuité de f et g, il existe un voisinage ouvert V de y sur lequel
g>f—e.

En utilisant la compacité de X, il existe donc des ouverts Vi,...,V, de X et des fonctions
Gi,---s9n € D tels que X = ViU ---UV,, gj > fj —esur Vj et gj(x) = f(x) pour tout
j € {1,...,n}. Posons h = max{gi,...,gn}. En utilisant la premiére hypothése, h € D et par
construction, on a h > f —e sur X et h(z) = f(z). Par continuité de h et f, il existe donc un
voisinage ouvert U de x sur lequel h < f + €.

En utilisant & nouveau la compacité de X, on obtient des ouverts Uy, ..., U,, de X et des fonctions
hi,...;hmm € D telsque X = Uy U---UUy,, hj > f—csur X et hj < f + e sur U; pour tout
j €{1,...,n}. Pour conclure, il suffit de remarquer que la fonction min{hq,...,h,} appartient
a D par la premiére hypothése et satisfait

sup ’f(x) — min{h(z), ..., hm(a:)}‘ <e.
rzeX
|
Les hypothéses du théoréme d’approximation polynomiale seront plus fortes que celles faites dans

le lemme précédent. Notons qu’il s’agit de conditions purement algébriques qui vont néanmoins
impliquer un résultat topologique.

Théoréme 1.5.3 (Stone-Weierstrass) Soit X un espace topologique compact contenant
au moins deux points et soit C°(X) I'espace des fonctions continues sur X a valeurs réelles
ou complexes. Supposons que D est une sous-algébre de C°(X) telle que

1. D est stable par conjugaison complexe,

2. D contient les constantes,

3. pour tous x,y € X, x # vy, il existe f € D tel que f(x) # f(y).
Alors D est dense dans C°(X).

Démonstration : Remarquons tout d’abord que I’adhérence D de D est également une sous-
algébre stable par conjugaison complexe qui satisfait trivialement les hypothéses 1, 2 et 3.

Traitons tout d’abord le cas réel. Fixons f € D. Quitte & multiplier f par une constante, on peut
supposer que sup,cy |f(z)| < 1. En utilisant le théoréme de Weierstrassﬂ on peut considérer

1. On peut aussi proposer une construction de cette suite de polyndémes, en utilisant la série de Taylor de
la fonction h — /1 — h et en remarquant que |z| = /1 — (1 — 22). L’intérét est qu’alors on peut retrouver le
théoréme de Weierstrass en corollaire de celui-ci.
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une suite (Py,),en de polyndmes a coefficients réels qui converge uniformément vers x — |x| sur
[~1,1]. Comme D est une sous-algébre qui contient les constantes, on sait que P,(f) € D. De
plus, la suite (P, (f))nen converge uniformément vers | f| puisque f(x) €] —1, 1 pour tout = € X.
On en tire que |f| € D. Montrons & présent que D satisfait les hypothéses du Lemme ce
qui donnera la conclusion. Remarquons premiérement que si f,g € D, on a

max{f,0} = 5(f+g+|f~g) €D et min{f.g)= (7 +g-|f—gl) €D

| =

Deuxiémement, fixons x # y dans X et r,; s € R. On sait par hypothése qu’il existe f € D tel que

f(z) # f(y). Posons h(t) =r+ %(s —r). Alors h € D et satisfait h(z) =r et h(y) = s.

Pour le cas complexe, on remarque que si D' = D N C%(X,R), alors D’ satisfait également les
hypothéses du théoréme. Par la premiére partie de la preuve, on sait donc que D’ = C(X,R).
Si f € C%X,C), il suffit d’écrire f = Rf +i3f et d’approcher chaque morceau par une fonction
de D'. [ |

1.6 Opérateurs linéaires continus et relativement ouverts

Les transitions naturelles entre espaces vectoriels sont données par les opérateurs linéaires. Dans
le cas des espaces topologiques, on travaille avec les applications continues. Ainsi, lorsqu’on
travaille avec des espaces vectoriels topologiques tels que les espaces localement convexes, il est
naturel de s’intéresser aux opérateurs linéaires continus. Dans le résultat suivant, nous montrons
comment la continuité se traduit en termes de semi-normes. Remarquons que si T : X — Y est
un opérateur linéaire et si ¢ est une semi-norme sur Y, alors g o T' est une semi-norme sur X.
Afin d’obtenir la continuité de T, il suffit de montrer que 1" vérifie une majoration de continuité,
comme prouvé dans le résultat suivant.

Proposition 1.6.1 Soient (X, P) et (Y, Q) deux espaces localement convexesetT : X —Y
un opérateur linéaire. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est continu,
2. T est continu en 0,

3. pour tout g € Q, il existe p € P tel que go T < p.

Démonstration : 1 = 2. Cette implication est évidente.

2 = 3. Soit ¢ € Q. Comme by(1) est un voisinage de 0 = T'(0), il existe p € P et € > 0 tels que
bp(e) €T (bg(1)) = bgor(1). On conclut alors par la Proposition m

3 = 1. Soient z € X et by(T'(z),e) un voisinage de T'(x). Par hypothése, il existe C' > 0 tel que
qgoT < Cp. La Proposition donne 'existence d'un réel n > 0 tel que

bp(w, 1) C bgor(,€) = T (by(T(2),)),

ce qui suffit. [

Remarque 1.6.2 La Proposition [[.1.12] est une conséquence directe de la continuité de 1'opé-
rateur id : (X, Q) — (X, P).
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Corollaire 1.6.3 Soient (X, P) et (Y, Q) deux espaces localement convexes et T : X — Y
un opérateur linéaire. Si 'I' est continu, alors T est uniformément continu.

Démonstration : Puisque T est continu, pour tout ¢ € Q, il existe p € P et C' > 0 tels que
qoT < Cp. Soit € > 0. On a donc q(T'(z) —T(y)) <esiplx—y) < &. ]

Définition 1.6.4 Si (X, P) et (Y, Q) sont deux espaces localement convexes, l'espace vec-
toriel des opérateurs T : X — Y linéaires et continus est noté¢ L(X,Y) = L((X,P), (Y, Q)).

Nous reviendrons sur ’étude de ces espaces vectoriels dans le chapitre

Le résultat suivant montre qu’une application linéaire définie sur un espace de dimension finie
est toujours continue.

Corollaire 1.6.5 Soient (X, P) et (Y, Q) deux espaces localement convexes. Si X est séparé
et de dimension finie et si T : X — Y est une application linéaire, alors 1" est continue.

Démonstration : Comme X est de dimension finie, on sait par la Proposition que
P -] ou

je{l,...,n}

n
D Ajej|| = max )]
j=1

et ou {e1,...,e,} est une base de X. Soit ¢ € Q. Si z = Z}l:l Ajej, on a

Z\A a(T(e)) < max |A|Z = Clall

h,_/
=C

ce qui suffit par la Proposition [1.6.1] [

Terminons par un mot sur les applications ouvertes.

Définition 1.6.6 Soient (X,7) et (Y,7’) deux espaces topologiques. Une application
T : X — Y est relativement ouverte si 'image de tout ouvert de X est un ouvert de
im(7). Elle est ouverte si elle est relativement ouverte et surjective.

Dans le cas d’opérateurs linéaires entre espaces localement convexes, on a la caractérisation
suivante.

Proposition 1.6.7 Soient (X, P) et (Y, Q) deux espaces localement convexesetT : X —Y
un opérateur linéaire. Alors T' est relativement ouvert si et seulement si pour tout p € P, il
existe ¢ € Q et r > 0 tels que by(r) Nim(T) C T (by(1)).

Démonstration : Supposons que T est relativement ouvert. Alors pour tout p € P, T(bp(l))
est ouvert dans im(7'). Comme 0 =T'(0) € T'(by(1)), on sait qu’il existe ¢ € Q et > 0 tels que
be(r) Nim(T) C T'(by(1)), ce qui suffit.

Réciproquement, soient © un ouvert de (X,P), y € T(Q2) et x € 2 tel que y = T'(x). Alors il
existe p € P et € > 0 tels que by(x,e) C Q. Par hypothése, il existe ¢ € Q et r > 0 tels que
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be(r) Nim(T) C T'(by(1)). Alors on a
y € bg(y,er) Nim(T) C T (by(z,¢)) C T (),

d’ou la conclusion. ]

Remarque 1.6.8 Si on travaille dans des espaces séparés a semi-normes dénombrables, on peut
travailler avec les distances invariantes par translation données dans le Théoréeme [I.4.10] On
obtient alors que T est relativement ouvert si pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que

b(0,7) Nim(T) € T(b(0,¢))
ol les boules sont définies dans leurs espaces respectifs avec les distances associées.

1.7 Exercices

Exercice 1.7.1 Si p et q sont des semi-normes sur X et si v > 0, montrer que p + q, rp et
max{p, ¢} sont des semi-normes sur X.

Exercice 1.7.2 Sip est une semi-norme sur X, alors |p(z)—p(y)| < p(x—y) pour tous z,y € X.

Exercice 1.7.3 Soient P un ensemble filtrant de semi-normes sur X, p € P,z € X et r > 0.
Montrer que I'adhérence pour la topologie Tp de la semi-boule ouverte b,(x,r) est la semi-boule
fermée By(x,r).

Exercice 1.7.4 Soit (X,7T) un espace vectoriel topologique et soit U un voisinage de 0. Alors
il existe un voisinage V de 0 tel que V +V CU.

Exercice 1.7.5 Montrer que (R, P(R)) n’est pas un espace vectoriel topologique.

Exercice 1.7.6 Soit (X,7T) un espace vectoriel topologique muni d’une distance d invariante
par translation et compatible avec la topologie. Montrer que

1. pour tout n > 1 et tout x € X, d(nx,0) < nd(z,0),

2. pour toute suite (x,)neny de X qui converge vers 0, il existe une suite (Ap)nen de réels qui
tend vers 'infini et telle que (AnZn)nen converge vers 0 dans X.

Exercice 1.7.7 Si f,g € C°(R), on pose

d(f,9) = min {1, sup f(z) — g(a)]}

1. Montrer que d est une distance sur C°(R).
2. Montrer que (C°(R),d) n’est pas un espace vectoriel topologique.
Exercice 1.7.8 Démontrer la Proposition [1.3.4

Exercice 1.7.9 Soit (X,7) un espace vectoriel topologique. Montrer que

1. Padhérence d’un sous-espace vectoriel de X est un sous-espace vectoriel de X,
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Padhérence d’une partie convexe de X est convexe,
Padhérence d’une partie absolument convexe de X est absolument convexe,
P'intérieur de tout sous-espace vectoriel propre de X est vide,

lintérieur d’une partie convexe de X est convexe,

S Ok N

P'intérieur d’une partie absolument convexe de X est absolument convexe.

Exercice 1.7.10 Soit X un espace vectoriel. Montrer que
1. une partie A de X est convexe si et seulement si (s +t)A = sA + tA pour tous s,t > 0,
2. si A et B sont deux parties convexes de X, alors A + B est convexe,

3. si A et B sont deux parties équilibrées de X, alors A+ B est équilibré.

Exercice 1.7.11 Soit B = {(z1,22) € C?: |21| < |22|}. Montrer que B est équilibré mais que
son intérieur ne l’est pas.

Exercice 1.7.12 Soient X et Y deux espaces topologiques compacts. Montrer que si D est
I’espace engendré par ’ensemble

{(z,y) = f(x)g(y) : f € CO(X),g € CO(Y)}

des fonctions continues & variables séparées, alors D est dense dans C°(X x Y). En déduire que
CY(X xY) est séparable.

Exercice 1.7.13 Montrer que toute fonction continue, 1-périodique et a valeurs complexes est
la limite uniforme dans R d’une suite de polynémes trigonométriques 1-périodiques.

Exercice 1.7.14 Soit p €]0,1[. On désigne par LP([0,1]) I'espace des fonctions mesurables sur
[0,1] telles que | f|P est intégrable, quotienté par la relation =p,. On pose

1
5,(1) = /0 o

pour tout f € LP([0,1]).
1. Montrer que I'application d, définie par

dp(f7 g) = 5p(f - 9)7 Vf,g € Lp([07 1])

est une distance sur LP([0, 1]).

2. Soit f € LP([0,1]) et € > 0. En utilisant la continuité de I'application z — [ | f(t)[Pd,
montrer qu’il existe un entier n > 1 et des fonctions f1,..., f, € LP(]0,1]) qui satisfont
6p(fj) < e pour tout j € {1,...,n} et f=2L(fi+ -+ fo)

3. En déduire que le seul voisinage convexe de 0 dans LP([0,1]) est LP(]0,1]) et que ce n’est
pas un espace localement convexe.

Exercice 1.7.15 Soit A = {ay, : n € N} une partie dénombrable de [0,1] telle que a, # aq
pour p # q. Soit a = (o )nen une suite de réels strictement positifs tels que :i% oy < +00. Si

f€C°(]0,1]), on pose
+oo
1fllae =Y anlf(an)l.

n=0
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1. Montrer que || - | 4o est une semi-norme sur C°([0,1]). A quelle(s) condition(s) a-t-on une
norme ?

2. Montrer que la topologie définie par || - ||a,o est moins fine que celle de la convergence
uniforme.

3. Montrer que || - || o, et || || ar.o définissent la méme topologie sur C°([0,1]) si et seulement

Si
A=A et Fc,C>0: cap <al, <CapVn €N.



Chapitre 2

Construction d’espaces localement convexes

Dans ce chapitre, nous présentons quelques techniques classiques de construction d’espaces lo-
calement convexes : les sous-espaces, les espaces produits et les espaces quotients. Nous nous
intéressons ensuite & un cas particulier de limites projectives et un cas particulier de limites
inductives. Nous retrouvons en particulier la définition de la topologie de I'espace D(€2).

2.1 Sous-espaces

Soit (X, 7T) un espace topologique. Rappelons que si Y est un sous-ensemble de X, alors on peut
munir Y de la topologie la moins fine rendant 'inclusion i : Y — X continue. C’est la topologie
induite par X sur Y. En particulier, les ouverts de Y sont de la forme Q2 NY ou Q € 7. Dans
le cas ou X est un espace localement convexe et Y est un sous-espace vectoriel, cette topologie
peut également étre définie via les restrictions des semi-normes de X.

Définition 2.1.1 Soient (X, P) un espace localement convexe et Y un sous-espace vectoriel
de X. Notons P|y la restriction des semi-normes de P & Y. Alors P|y est un ensemble
filtrant de semi-normes sur Y et l'espace (Y, Ply) est un sous-espace (localement convexe)
de (X, P). Pour simplifier les notations, on le note également (Y, P).

Il est clair que l'injection canonique ¢ : (Y, Ply) — (X, P) est continue. De plus, les boules de
Y sont de la forme by(y,e) N'Y ou by(z,€) est une boule de X. Ainsi, la topologie de (Y,P|y)
correspond a la topologie induite par X sur Y.

2.2 Espaces produits

Soit (X;,7;), ¢ € I, une famille d’espaces topologiques. On considére le produit
HXl = {($i)iel cx; € X; Vi € I}
el
On peut munir ce produit de la topologie la moins fine rendant les projections
Uy HXZ — X]’ : (l'i)iel = Zj
i€l

continues pour tout j € I. C’est la topologie produit et une base de cette topologie est donnée
par les produits d’ouverts qui n’ont qu’un nombre fini de termes propres. De plus, si (Y, 7)) est un
espace topologique et si f : Y — [[.c; Xi, alors f est continue si et seulement si les applications
mj o f sont continues pour tout j € I.

25
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Siles X;, ¢ € I, sont des espaces vectoriels, on munit le produit de I’addition et de la multiplication
scalaire définies composante a composante.

Définition 2.2.1 Soit (X;,P;), i € I, une famille d’espaces localement convexes. On consi-
dére
P =qsuppjom;:J CIfini,p; €P;p.
JjeJ
Il est clair qu'il s’agit d'un ensemble filtrant de semi-normes sur X = J],.; X;. L'espace

localement convexe (X, P) est appelé le produit (localement convexe) des espaces (X;, P;),
1€ 1.

Remarquons que les boules de cette topologie sont données par les produits de la forme

by, (x5, i 1ed
5 o p—{need s
iy X; si i¢J
avec J C I fini, p; € P;, x; € X; et ¢ > 0. La topologie définie via la Définition [2.2.1] correspond
donc a la topologie produit.

2.3 Espaces quotients

Soit (X,7) un espace topologique et ~ une relation d’équivalence sur X. Le quotient X/, est
I’espace formé des classes d’équivalences de X pour ~. On peut munir cet espace de la topologie
la plus fine rendant le passage au quotient

7: X = X/ ix e [x]e

continu. On I'appelle la topologie quotient. Rappelons qu’un sous-ensemble U de X/ est ouvert
pour la topologie quotient si et seulement si 7=!(U) € T. De plus, une application f : X/L — Y
est continue si et seulement si fon; : X — Y est continue.

Considérons un espace localement convexe (X, P) et L un sous-espace vectoriel de X. On s’inté-
resse & l'espace quotient X /L formé des classes d’équivalences de X pour la relation ~y, définie
par

T~LYy <= xrx—y€E L.

Ainsi, on a [x]p = x + L. Par conséquent,

inf p(z +1) = inf
llng(x ) yér[;hp(y)

et la définition suivante est légitime.

Définition 2.3.1 Soit p € P. On définit

pr: X/L — [0,400[: [z]L — lig{p(m—i—l).

Notons que si p est une norme, pr([x]r) est la distance induite par cette norme entre z et L.
Nous allons & présent montrer que la famille {py, : p € P} permet de définir la topologie quotient
de X/L.
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Proposition 2.3.2 Soient (X,P) un espace localement convexe et L un sous-espace vecto-
riel de X.

1. Pour tout p € P, I'application py, est une semi-norme sur X /L.
2. L’ensemble de semi-normes Pr, = {pr, : p € P} est filtrant.
3. La topologie de (X/L,Pyr) est la topologie quotient de X /L.

Démonstration : 1. Soient [z],[y] € X/L. On a
prlle]+[y]) = pr(fe +y)) = nfp(z +y +1).
Sily,lo € L,onaly +1s € L et donc

: _ < : .
llé1£p($+ y+1) ll’llr;ng(x +y+li+i2) < lllrépr(x + 1) +z;%pr<y + 13)

On en tire que pr([z] + [y]) < pr([z]) + pr([y]). De plus, si A € K\ {0}, on a

l
L= { e L}
A
puisque L est un sous-espace vectoriel. Par conséquent, on obtient
Az]) = inf p(Az + 1) = |A| inf L) = |\l inf ).
pr([Ae]) = inf p(Az +1) = [Alinf p(a + 57) = [A] nf plz + 1)
Le cas A = 0 est trivial.
2. C’est immédiat puisque P est filtrant.

3. Notons Ty, la topologie quotient de X/L. Pour tout p € P, il est clair que py omy, < p
et donc la topologie 7p, rend la projection 7z continue. Ainsi, 7p, C Tx/r. Pour démontrer
Iautre inclusion, considérons U € Txp, et [z] € U. Alors 77 H(U) est un ouvert de X qui contient
z, et il existe p € P et r > 0 tels que by(z,r) C 7, (U). Montrons que by, ([z],7) C U, d’o
la conclusion. Soit donc y € X tel que infjep p(z —y + 1) < r. Alors il existe | € L tel que
y—1€by(x,7) S (U). Ainsi [y — 1] = [y] € U. [

Proposition 2.3.3 Soient (X,P) un espace localement convexe et L un sous-espace vecto-
riel de X. L’espace (X/L,PL) est séparé si et seulement si L est fermé dans X .

Démonstration : On a
pr(fz]) =0 Vpe P «— liél{p(ﬂﬁ%—l) =0VpeP

< Ve>0,VpeP, by(r,e)NL#0D
— z¢clL.

Par conséquent, si (X/L,Py) est séparé, alors € L implique que [x] = 0, c’est-a-dire = € L.

Réciproquement, si L est fermé, alors I’équivalence précédente se réécrit
p(z]) =0 VpeP = ze L < [z]=]0],

ce qui suffit. [
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Terminons cette section par la construction du séparé d’un espace localement convexe. Soit
(X,P) un espace localement convexe. Par la Proposition si (X,P) n’est pas séparé, alors
I’ensemble N défini par

N:ﬂ{xeX:p(x):O}

peEP
est différent de {0}.

Lemme 2.3.4 L’ensemble N est un sous-espace vectoriel fermé de X .

Démonstration : Soient x,y € N. Alors pour tout p € P, on a p(x) = p(y) = 0. Puisque
0 < p(x+y) < plx)+ply) =0, on obtient que p(x +y) = 0. Ainsi z + y € N. De méme, si
x € N et A € K, alors p(Az) = |A|p(x) = 0 pour tout p € P, d'ou Az € N.

De plus, si ¢ N, alors il existe p € P tel que p(x) > 0. Ainsi by(z,7) € X \ N sir = @, ce

qui montre que N est une partie fermée de X. [ |

Définition 2.3.5 Soit (X, P) un espace localement convexe. L’espace quotient (X/N,Py)
est un espace localement convexe séparé. On le note (E,P) et on l'appelle le séparé de
(X, P).

Le résultat suivant donne une description des semi-normes du séparé d’un espace localement
convexe.

Proposition 2.3.6 Soit (X,P) un espace localement convexe. Pour tout x € X et tout
pEP,ona

Démonstration : Soient x € X et p € P. Pour tout y € N, on a

p(z+y) <p(x) +ply) =p(x) et px)=|p(z)—py)| <pl+y),

ce qui suffit. [ |

Exemple 2.3.7 Si (X, A, 1) est un espace mesuré et p > 1, I'espace LP(X, A, u) est I'ensemble
des applications f : X — R A-mesurables telles que |f|P est intégrable. On le munit de la

semi-norme )
P
!f\p=</ Ifl”du) .

X

Cet espace n’est pas séparé puisque || f||, = 0 lorsque f = 0 p-presque partout. En notant
N (X, A, ) espace des applications A-mesurables de X dans R qui s’annulent presque partout,
Pespace LP(X, A, u) est défini par le quotient de LP(X, A, ) par N'(X, A, p). Il s’agit d’un espace

séparé pour la norme
1
p
il = ([ 177 a)
X
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2.4 Limites projectives

Soit (X, )nen une suite de sous-espaces vectoriels d’'un méme espace vectoriel. Bien str, 'es-
pace X = [),cny Xn est un espace vectoriel. On suppose que chaque espace X, est muni d'un
ensemble filtrant de semi-normes P,,. L’objectif est de munir X d’une structure d’espace locale-
ment convexe. Naturellement, on va considérer la famille de semi-normes obtenues en “filtrant”
) .

I'ensemble de semi-normes | J,,cx P

Définition 2.4.1 On considére ’ensemble filtrant de semi-normes

P:{suppn:JgNﬁni,pnepn}
neJ

sur X. L’espace localement convexe (X, P) est appelé la limite projective de la suite (X, )nen

et est noté
@Xn.
n

Notons qu'une base de voisinages de 0 dans X est donnée par les intersections finies de la forme

() by ()

neJ

ou J C N est fini, p, € P, pour tout n € J et € > 0.

Le résultat suivant justifie 'introduction de cet ensemble de semi-normes sur X.

Proposition 2.4.2 La topologie de la limite projective est la topologie localement convexe
la plus faible qui rend les inclusions

in: X — X,

continues pour tout n € N.

Démonstration : Il est clair que la topologie de la limite projective rend les inclusions
in : X — X, continues puisque P, C P pour tout n € N. De plus, si Q est un ensemble fil-
trant de semi-normes sur X rendant les inclusions continues, montrons que P < Q. Soit donc
J C N fini et p, € P,, pour tout n € J. Pour tout n € J, la continuité de i, sur (X, Q) permet
de trouver ¢, € Q tel que p, =< ¢,. Comme Q est filtrant et que J est fini, il existe ¢ € Q tel que

Sup,cs qn = q. Par conséquent, sup,,c; pn, = ¢, ce qui suffit. ]

Les propriétés des espaces localements convexes (X,,,Py), n € N, se transfére facilement a leur
limite projective. Par exemple, si les espaces (X,,P,), n € N, sont séparés, alors lgln X, est
séparé.

Exemple 2.4.3 Un exemple trivial mais fondamental est ’exemple d'un espace localement
convexe (X, P) a semi-normes dénombrables. Si P = {p, : n € N}, on peut évidemment écrire

X:@Xn

n

ot X, est ’espace localement convexe X muni de la semi-norme p,,.
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Exemple 2.4.4 Soit 2 un ouvert de R et (K,)nen une suite croissante de compacts dont I'union
donne Q (comme construite dans I'exemple [1.4.6)). Alors

C°(Q) = lim C°(Ky).

n

2.5 Limites inductives

Soit (Xp)nen une suite croissante de sous-espaces vectoriels d’un méme espace vectoriel. On
suppose que chaque espace X, est muni d’'un ensemble filtrant de semi-normes P,, rendant les
inclusions

in : Xn — Xnt1

continues. L’espace X = J,,cny X est un espace vectoriel et on souhaite le munir d’'une structure
d’espace localement convexe.

Définition 2.5.1 Si 7 = (pp)nen O0 P, € Py, pour tout n € N et si v = (¢, )nen €st une
suite de réels strictement positifs, on pose

Pr~(x) = inf {Z cnPn(xp): J CNfini ,z = an avec T, € Xn} .

neJ neJ

On vérifie facilement que py 4 est une semi-norme sur X et que I'ensemble formé des semi-normes
de la forme pr ,, est filtrant. On peut donc considérer la définition suivante.

Définition 2.5.2 L’espace localement convexe X = J, .y X muni de 'ensemble filtrant
des semi-normes de la forme pr , est appelé la limite inductive de la suite (X, )nen. On la
note

lian.

Le lemme suivant donne une description des semi-boules de la limite inductive.

Lemme 2.5.3 Si m = (pp)nen 0 py € Py, pour tout n € N et si v = (¢p)nen est une suite
de réels strictement positifs, on a

bpmw(l) =TI <U bp, (;))
neN n

Démonstration : D’une part, si p,(z) < %, alors pr (x) < 1. Ainsi, bpn(é) C by, (1) pour
tout n € N. Comme les semi-boules sont localement convexes, on en tire que

r (U b "<cln>> C by, (1).

neN

D’autre part, si x € b, _ (1), il existe une décomposition finie x = _; x, telle que

Z Cnpn(l'n) <1

neJ
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Fixons € > 0 tel que

€ Z cn + Z cnpn(Tn) < 1.

neJ neJ

Si\, =cp (pn(:rn) + 6), on peut écrire

ac:Z)\ni—:

neJ
avec
Z |An| = chpn(a:n) + «Sch <1
neJ neJ neJ
et . )
Tn
Pn| — | = —F—————pn(xn) < —.
" (An> cn(pn(Tn) +¢) n(@n) Cn

Remarque 2.5.4 Par conséquent, tout ensemble de la forme

F(UbAmo
neN

est un ouvert de la limite inductive X. De plus, si ng € N est fixé, alors pour tout n < ng, la
continuité de U'inclusion de X,, dans X,,, nous permet de trouver une semi-boule b, (r,) de X,

telle que by, (1) C by, (7n,)- On en tire que I'ensemble

T U bp.(ra)
n>ngo
est également ouvert dans X.

Nous allons voir que la topologie de la limite inductive est la topologie localement convexe finale
relative a la famille d’applications I, : X, — X.

Proposition 2.5.5 La limite inductive de la suite (X,,)nen est la topologie localement
convexe la moins faible rendant les inclusions

I, X, = X

continues.

Démonstration : Si 7 = (pp)nen OU Py, € Py, pour tout n € N et si v = (¢, )nen est une suite
de réels positifs, on a

Pr~ © I, < cnpn,

ce qui montre que la topologie de la limite inductive rend I, continu.
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De plus, soit @ un ensemble filtrant de semi-normes sur Y rendant les inclusions continues. Alors,
si g € Q, il existe p, et ¢, > 0 tels que go I, < ¢, pn. On en tire que

a(f) <> alf) <D ¢ipi(fy)
jET jeJ
pour toute décomposition finie de f enles f; € X;. Ainsi, ¢ < pr 0U T = (Pn)nen €t ¥ = (¢n)nen,

ce qui suffit. [ |

Le résultat suivant est naturel.

Corollaire 2.5.6 Soit X = 1i an et (Y, Q) un espace localement convexe. Une applica-
tion linéaire T : X — Y est continue si et seulement si sa restriction T'|x, est continue pour
tout n € N.

Démonstration : Si T est continue, alors 'application T'|x, = T o I,, est continue pour tout
n € N par la Proposition Réciproquement, supposons que T'|x, est continu pour tout
n € N. Soit ¢ € Q. Pour tout n € N, il existe p, € P, et ¢, > 0 tel que go T|x, < ¢, pp. Alors,

qoT(x) <Y qoT(xn) < cnpn(tn)
neJ neJ

pour toute décomposition finie de = en les =, € X,. Ainsi, ¢ < pry 00 T = (Pn)nen et
v = (¢n)nen, d’ou la conclusion. [

Par conséquent, la topologie de la limite inductive induit dans chaque espace X, des semi-normes
plus faibles que celles de X,,. Cependant, en général, on n’a pas I’équivalence. Cela implique que
les propriétés des limites inductives ne peuvent pas toujours étre obtenues & partir des propriétés
des espaces (X, Pn). On va se placer dans un cadre plus restreint, mais cependant rencontré
réguliérement en pratique.

Définition 2.5.7 Une limite inductive est stricte si pour tout n € N, les semi-normes
induites par X, 11 dans X, sont équivalentes aux semi-normes de X,. Une limite inductive
est hyperstricte si elle est stricte et si chaque X, est fermé dans X,,11.

Ainsi, une limite inductive est stricte si pour tout n € N, l'espace (X, P,) est un sous-espace
localement convexe de (Xp+1, Pn+t1)-

Exemple 2.5.8 Soit  un ouvert de R? et D(Q) 'espace des fonctions de C*(2) a support
compact. Pour tout compact K de €2, on pose
DR (Q) = {f € D(Q) : supp(f) € K}

et on le munit de I’ensemble des semi-normes définies par

£ |z := sup sup [0 f ()]
la|<kzeK

avec k € N. Alors, si (K,,)nen est une suite croissante de compacts dont I'union est égale a €,
on munit D() de la limite inductive associée aux espaces DX (), i.e.

D(Q) = lim D" (Q).
neN

De plus, la limite inductive est hyperstricte.
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Exemple 2.5.9 L’espace C§° des germes des fonctions C* en 0 est ’ensemble des fonctions f
pour lesquelles il existe € > 0 tel que f € C*°(] —¢€,¢[). On le munit de la topologie de la limite

inductive -
Co” = lim (} —m[)'

Cette limite inductive est hyperstricte.

Le résultat suivant montre que les espaces (X, P, ) sont des sous-espaces localement convexes
de la limite inductive stricte.

Proposition 2.5.10 Si X est la limite inductive stricte de (X, )nen, alors les semi-normes
induites par X dans chaque X, sont équivalentes aux semi-normes de X,,.

Démonstration : Fixons n € N. La continuité de 'inclusion I, : X,, — X obtenue dans le
Corollaire [2.5.6] permet d’affirmer que l’ensemble de semi-normes induit par X sur X,, est plus
faible que P,. Soit & présent une semi-norme p,, de X,,. Par hypothése, les semi-normes induites
par X, 41 sur X, sont équivalentes & P, et il existe donc une semi-norme p,11 € Ppy1 et un
rayon r1 > 0 tels que
bpn+1(7"1) N Xn C by, (1).
De méme, il existe une semi-norme p,43 € Pr42 et un rayon ro > 0 tels que
bpn+2 <T2> m Xn“l‘l g bpn+1 (T1>

et en itérant la construction, on construit une suite de semi-boules b, ., (r;) de X, telles que

bpn+i (TZ) N Xn-i-i—l - bpn+i71(7ﬂi—1)'

Montrons que
—+00
F <U bpn+7l(,ri)> N Xn = bpn(]‘)
i=0

ol 9 = 1. On obtiendra alors la conclusion par la Remarque [2.5.4] Bien sir, il suffit de montrer
I'inclusion C, I'autre inclusion étant évidente. Soit donc = € X, tel que

L
xr = E )\jl‘j
Jj=0

avec Z;’:O IAj| < Letzj € Ui by, (ri) pour tout j € {0,...,L}. Auvu de la construction des
semi-boules, on peut grouper les éléments x; en fonction de leur appartenance respective aux
ensembles bpn+L (TL)7 bpn+L—1 (TLfl) N (XnJrL*l \ bpn+L (TL)) juSqu’a b n (1) N (Xn \ bpn+1 (Tl))' On

peut donc écrire
z= Ajowjo+ ) Nagii e+ ) ALwie.
j j j

—~ —_——
€bp, (TO) ean+1 (1“1) ean+L (TL)

Remarquons que

E Aj LT =T — E Aj0T50 = — § AjL-1%5,0-1 € Xntr—1,
J J J



CHAPITRE 2. CONSTRUCTION D’ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 34

d’ont
D i@ € Xnr 1 Nbp, (r0) S bp,,, ,(rio1).
J

De méme,

S Nowin+ > Apin-1 € Xpyp-2 Ny, (r_1) Sy, ,(r—2).
J j

En continuant de proche en proche, on obtient que
r € X, Nbp, ., (r1) C by, (1),
d’ou la conclusion. n

Attention, cette condition ne donne pas une caractérisation de la topologie de la limite inductive.
Autrement dit, un ensemble de semi-normes sur X qui induit dans chaque X,, des semi-normes
équivalentes & P, n’est pas nécessairement équivalent & I’ensemble des semi-normes de la forme

pﬂ-{Y'

Corollaire 2.5.11 Si X est la limite inductive stricte de (X, )nen et si les espaces (X, Pp),
n € N, sont séparés, alors X est séparé.

Démonstration : Soit x € X tel que pr,(z) = 0 pour tous 7 et v. Comme X = J, ey Xn,
il existe n € N tel que = € X,,. Par la Proposition [2.5.10 p,(z) = 0 pour tout p, € Py, ce qui
permet d’obtenir la conclusion. |

Nous allons a présent nous placer dans le cadre de limites inductives hyperstrictes pour obtenir
des propriétés supplémentaires.

Proposition 2.5.12 Si X est la limite inductive hyperstricte de (X, )nen, alors un ensemble
F C X, est fermé dans X si et seulement si il est fermé dans X,,.

Démonstration : Comme les semi-normes de X,, sont équivalentes & celles induites par X,
tout ensemble F' C X, fermé dans X est fermé dans X,,. Supposons & présent que F' C X, est
fermé dans X,,. Puisque X, est fermé dans X, 11 et que la topologie induite par X,,4+1 sur X, est
celle de X,,, I'ensemble F' est également fermé dans X, ;1. De plus, X, 41 est fermé dans X, 4o
et les semi-normes induites par X, sont équivalentes a celles de X, 1. Ainsi, F' est fermé dans
Xp+2. On continue ainsi de proche en proche pour obtenir que F' est fermé dans X,,; pour tout
i € N. Soit & présent x € X \ F. Alors il existe i € N tel que x € X,,+;. Comme F' est fermé dans
Xy, il existe une semi-boule by, .. (z,7) de X,,4; qui ne rencontre pas F'. La Proposition
implique que by, ,(x,r) est également un ouvert de X, d’ou la conclusion. [

Corollaire 2.5.13 Si X est la limite inductive hyperstricte de (X,)nen et si A C X,,, alors

At =t

pour tout m > n.
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Démonstration : Fixons m > n. Puisque les semi-normes induites par X sur X, sont équi-
valentes & celles de X, par la Proposition [2.5.10} on a

A A’

De plus, la Proposition [2.5.12] implique que A5 est fermé dans X et puisqu’il contient A, on
obtient ’autre inclusion. [ ]

Corollaire 2.5.14 Si X est la limite inductive stricte de (X,,)nen, alors la limite inductive
est hyperstricte si et seulement si chaque X,, est fermé dans X.

Démonstration : Supposons que la limite inductive est hyperstricte. Puisque X,, est fermé
dans lui-méme, il est également fermé dans X par la Proposition [2.5.12] Réciproquement, si X,
est fermé dans X, alors il est également fermé dans X, ;1 par 1’équivalence des semi-normes

données dans la Proposition [2.5.10 [ |

2.6 Exercices

Exercice 2.6.1 Montrer que
1. tout produit fini d’espaces normés est normé,

2. tout produit dénombrable d’espaces a4 semi-normes dénombrables est 4 semi-normes dé-
nombrables.

Exercice 2.6.2 Soit (X,,, Pn)nen une suite d’espaces localement convexes. Montrer que les suites
du produit [], . Xn n'ayant qu'un nombre fini de composantes non-nulles forment un sous-
ensemble dense du produit.

Exercice 2.6.3 Soit X;, ¢ € I, une famille d’espaces vectoriels. L’ensemble

{(.Tz‘)iej S HXz : #{Z el :x; 750} < +OO}

el
est un sous-espace vectoriel du produit, appelé somme directe des X;, ¢ € I, et noté
B
i€l

Soit (X;,P;), i € I, une famille d’espaces localement convexes. On considére

P = {ZcipiOWiICiEO,PiGPi}-

iel
1. Montrer que P est un ensemble filtrant de semi-normes sur X = @,.; X;. L’espace locale-
ment convexe (X, P) est appelé la somme directe (localement convexe) des espaces (X;, P;),
iel.
2. Montrer que cette topologie rend les injections canoniques
Sj - Xj — @Xl LT = (51']'55)1'6[
i€l

continues.
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3. Montrer que si Q est un ensemble filtrant de semi-normes sur @, ; X; qui rend les injections
canoniques continues, alors Q < P.

4. Montrer que l'injection canonique
I-pxi—][x
i€l icl

est continue.

Exercice 2.6.4 Soit T': X — Y une application linéaire entre espaces vectoriels. Alors ker(T)
est un sous-espace vectoriel de X et on a la factorisation

X T Y

Tker(T) i O Tl

X/ker(T) - im(T)

0

ot Ty est un isomorphisme d’espaces vectoriels. C’est le théoréme d’isomorphie. On va a présent
considérer des espaces localement convexes (X, P) et (Y, Q) et s’intéresser a la continuité de Ty
et Ty L

1. Montrer que Ty est continu si et seulement si T est continu.

2. Montrer que Tgl est continu si et seulement si T est relativement ouvert.



Chapitre 3

Espaces localement convexes complets

Dans ce chapitre, nous étudions deux classes d’espaces localement convexes qui jouent un roéle
central en analyse fonctionnelle : les espaces de Banach et de Fréchet. Ces espaces sont des
espaces complets et dans un premier temps, nous introduisons cette notion dans le cadre des
espaces localement convexes. Nous présentons également trois théorémes fondamentaux liés aux
espaces de Fréchet : le théoréme de Banach-Steinhaus, le théoréme de l'opérateur ouvert et le
théoréme du graphe fermé. Quelques premiéres conséquences de ces résultats sont également
démontrées.

3.1 Suites, filtres et convergence

Certains espaces topologiques ne sont pas & base dénombrable de voisinages. Dans ces espaces,
on ne peut pas utiliser les suites pour caractériser les différentes notions topologiques. On peut
alors utiliser la notion de filtre qui permet de généraliser celle de convergence.

Définition 3.1.1 Soit X un ensemble non vide. Un filtre sur X est une famille non-vide F
de parties de X qui vérifie les propriétés suivantes :

(F1) 0 ¢ F,
(F2) si Fy,Fy € F,alors F1 N Fy € F,
(F3) Si Fy € F et Fy C Fy, alors Fy € F.

Exemples 3.1.2
— SiY C X est non-vide, alors Fy = {F C X : Y C F'} est un filtre sur X.
— Si X est infini, alors 'ensemble F = {F C X : X \ F est fini } est un filtre sur X.
— Si (zp)nen est une suite de X, ’ensemble des parties de X qui contiennent une queue de
cette suite est un filtre sur X, appelé le filtre associé a (xy)nen.
— Si (X, T) est un espace topologique et si z € X, 'ensemble V, des voisinages de x est un
filtre sur X, appelé le filtre des voisinages de x.

Définition 3.1.3 Soit B une famille non-vide de parties non-vides de X telle que pour tous
B1, By € B, il existe B € B tel que B C By N By. Alors

]—":{FQX:EIBEBtquueBQF}

est un filtre sur X, appelé le filtre engendré par B. On dit que B est la base du filtre.

37
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On vérifie directement que B C F et en utilisant (F3), que F est le plus petit filtre contenant B.

Définition 3.1.4 Soit (X, 7) un espace topologique. Un filtre F sur X converge vers x € X
si F contient le filtre V, des voisinages de x. On dit que x est un point limite du filtre F.

Remarque 3.1.5 Bien str, un filtre F converge vers z si F contient une base de voisinages B,
de z. 11 suffit pour cela d’utiliser la propriété (F3).

Remarque 3.1.6 Rappelons qu’une suite (x,)neny de X converge vers x € X si pour tout
V e V,, il existe N € N tel que z, € V pour tout n > N. C’est équivalent a dire que le filtre
associé & (z,)nen converge vers x. La notion de convergence de filtres généralise donc bien celle
de convergence de suites.

Comme dans le cas des suites convergentes, I'unicité de la limite est asurée lorsque 1’on travaille
dans des espaces séparés.

Proposition 3.1.7 Si (X,7T) est un espace topologique séparé et si F est un filtre sur X
qui converge, alors sa limite est unique.

Démonstration : Supposons qu’il existe x # y dans X tels que F converge vers = et vers
y. Comme X est séparé, il existe V € V, et W € V, tels que VN W = (). Par définition de la
convergence de F,onaV € F et W € F, et donc par la propriété (F2), 0 =V NW € F. Ceci
est impossible vu (F1). |

Soit Y un sous-ensemble d’un espace topologique (X, 7). Si F est un filtre sur Y, alors c’est la
base d’un filtre sur X. Ainsi, lorsque 'on parle d’un filtre 7 de Y qui converge dans X, cela
signifie que le filtre de X engendré par F converge.

Proposition 3.1.8 Une partie Y d’un espace topologique (X, T) est fermée si et seulement
si'Y contient la limite de tous ses filtres convergents dans X .

Démonstration : Supposons que Y est fermé. Soit F un filtre de Y qui converge vers x dans
(X,T). Alors, pour tout V € V,, V € F. En particulier, VNY #Q etz €Y =Y.

Réciproquement, si x € Y, alors F = {VNY : V € V. } est un filtre sur Y. De plus, c’est la base
du filtre V, de X qui converge vers x. Par hypothése, on a donc = € Y, ce qui suffit. [ |

Remarque 3.1.9 En fait, nous avons montré qu’un point = est adhérent a un ensemble Y si et
seulement si x est la limite dans X d’un filtre de Y.

Les filtres permettent également de donner une caractérisation de la continuité d’une application
comme le montre le résultat suivant. Pour cela, nous introduisons la notion de filtre image. Si
f:X — Y etsi F est un filtre sur X, I'ensemble {A C Y : f~1(A) € F} est un filtre sur Y’
appelé filtre image de F par f et est noté f(F).

Proposition 3.1.10 Soient (X,7) et (Y,T’) deux espaces topologiques. Une application
f X — Y est continue si et seulement si pour tout filtre F de X qui converge vers x € X,
le filtre image f(F) converge vers f(x).
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Démonstration : Supposons que f est continu. Soit F un filtre de X qui converge vers z.
Soit V un voisinage de f(z). Par continuité, f~*(V) est un voisinage de x et donc f~1(V) € F.
Donc V € f(F), ce qui suffit.

Réciproquement, soit V' un voisinage de f(x). On sait que le filtre V, des voisinages de x converge
vers z, donc par hypothése, f(V,) converge vers f(x). Ainsi, V € f(V,), dou f~1(V)€V,. =

Remarque 3.1.11 Soient (X,7) et (Y,7’) deux espaces topologiques, et soit f : X — Y une
application. On dit que f est séquentiellement continu si pour toute suite (x,)pen de X qui
converge vers z, (f(xy))nen converge vers f(x). Si (X,7T) est a base dénombrable de voisinages,
alors on sait que f est séquentiellement continu si et seulement si f est continu. En particulier,
si X est métrisable, on peut utiliser le “critére par les suites”.

Terminons cette section par le résultat suivant qui caractérise la convergence de filtres dans le
cas d’espaces localement convexes. Ce sera le point de départ pour définir les filtres de Cauchy
dans la section suivante.

Proposition 3.1.12 Soit F un filtre sur ’espace localement convexe (X, P). Alors F converge
vers x € X si et seulement pour tout p € P et tout € > 0, il existe F' € F tel que p(x—y) < ¢
pour tout y € F.

Démonstration : = Il suffit de prendre F' = by(z,¢).
< On utilise la Remarque [3.1.5 ]

3.2 Filtres de Cauchy et espaces complets

Au vu de la Proposition [3.1.12] il semble naturel de généraliser la notion de suite de Cauchy au
moyen des filtres dans les espaces localement convexes de la maniére suivante.

Définition 3.2.1 Soit (X, P) un espace localement convexe. Un filtre F sur X est de Cauchy
si pour tout p € P et tout £ > 0, il existe F' € F tel que

plr—y)<e Va,yeF

Remarque 3.2.2 Soit F le filtre associé a une suite (x,)nen de espace localement convexe
(X, P). Alors F est de Cauchy si et seulement si pour tout p € P et tout € > 0, il existe N € N
tel que

p(Tn — xm) <e VYVn,m > N.

Proposition 3.2.3 Si (X, P) est un espace localement convexe, alors tout filtre convergent
sur X est de Cauchy.

Démonstration : Supposons que F est un filtre sur X qui converge vers x € X. Alors par la
Proposition [3.1.12} pour tout p € P et tout € > 0, il existe F' € F tel que p(x —y) < § pour tout
y € F. Par conséquent, pour tous y,z € F, on a

ply—2) <ply —z)+plx-=2) <e,

ce qui suffit. [
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En général, la réciproque de ce résultat est fausse. On introduit donc naturellement la notion
suivante.

Définition 3.2.4 Un espace localement convexe séparé (X, P) est complet si tout filtre de
Cauchy sur X converge. De maniére plus générale, une partie Y de X est compléte si tout
filtre de Cauchy sur Y converge dans Y.

Proposition 3.2.5 Soit (X,P) un espace localement convexe séparé. Alors toute partie
compléte Y de X est fermée.

Démonstration : Soit F un filtre de Y qui converge vers x € X. Comme F converge, la
Proposition implique que F est de Cauchy. Comme Y est complet, F converge dans Y
(donc dans X) et on en tire que z € Y. On obtient la conclusion en utilisant la Proposition

|

Corollaire 3.2.6 Soit (X, P) un espace localement convexe séparé. Si Y est un sous-espace
vectoriel de X de dimension finie, alors Y est complet et fermé dans X.

Démonstration : La Proposition implique que la topologie de Y est donnée par la
topologie usuelle de K9™Y | Ainsi, Y est un espace complet et la Proposition donne que Y
est fermé. [ ]

Proposition 3.2.7 Soit (X, P) un espace localement convexe séparé et complet. Alors toute
partie fermée de X est compléte.

Démonstration : Soit Y une partie fermée de X et soit F un filtre de Cauchy sur Y. Alors
F est également un filtre de Cauchy de X et comme X est complet, il converge. Comme Y est
fermé, le point limite appartient & Y, ce qui suffit. [

Dans ce qui suit, nous montrons que dans le cas d’un espace & semi-normes dénombrables, on
peut se limiter & étudier les convergences des suites.

Définition 3.2.8 Un espace localement convexe séparé (X, P) est séquentiellement-complet,
ce que l'on note sg-complet, si toute suite de Cauchy sur X converge. De maniére plus
générale, une partie Y de X est séquentiellement-compléte, ce que 'on note sq-compléte, si
toute suite de Cauchy sur Y converge dans Y.

Théoréme 3.2.9 Un espace séparé a semi-normes dénombrables (X,P) est complet si et
seulement si il est sq-complet.

Démonstration : Il est clair que tout espace complet est sq-complet. Réciproquement, sup-
posons que 'espace est sq-complet. Soit F un filtre de Cauchy sur (X,P) ou P = {p,, : m € N}
avec Py < Pm1. Pour tout m € Ny, il existe F,, € F tel que

1
pm(r—y) < — Va,y€ Fp.
m
Quitte a remplacer Fy, par Fy,, N Fy,,—1N---NFy, en utilisant la propriété (F2), on peut supposer

que la suite (Fy,)men est décroissante. Pour tout m € N, soit x,,, € F),,. La suite (2, )men est de
Cauchy puisque pp, (2, — z5) < % pour tous 7, s > m. Par hypothése, elle converge vers x € X.
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Pour conclure, il reste & montrer que B, C F, oil B est ’ensemble des boules centrées en x.
Fixons m € N et £ > 0. Il existe N > m tel que N < Setpp(ry —x) < 5. Siy € Fy, on a alors

1 ¢
pm(y—x) Spm(y_xN>+pm(iUN—$) SpN(y—iL'N) —I—pm(xN —x) < N—i_i < e.

On en tire que Fy C by, (z,€) et par la propriété (F3), on a by, (z,e) € F. |

Corollaire 3.2.10 Un espace normé est complet si et seulement si il est sq-complet.

Lorsque l'on travaille dans un espace & semi-normes dénombrables, on dispose d’une distance
d et donc de la notion usuelle de suites de Cauchy. Notons que la propriété “étre de Cauchy”
dépend de la distance choisie : si dy et do sont deux distances qui définissent la méme topologie
sur un espace X, alors (X, d;) peut étre complet sans que (X, dz) le soit. La complétude n’est
donc pas une notion topologique. Cette remarque est illustrée dans les exercices [3.6.2) et [3.6.3]

Le résultat suivant montre que les suites de Cauchy d’un espace & semi-normes dénombrables sont
les mémes que les suites de Cauchy définies & partir de la distance introduite dans le Théoréme

L4100

Proposition 3.2.11 Considérons un espace séparé a semi-normes dénombrables (X, P)
avec
P = {pm : m € N}, 0t (pm)men est croissant. Si d est la distance définie sur X par

22_m pm —?J)
1+pm x_y),

alors une suite de X est de Cauchy pour P si et seulement si elle ’est pour d. En particulier,
(X, P) est complet si et seulement si (X, d) lest.

Démonstration : 1l suffit d’imiter la preuve du Théoréme[1.4.10|et d’utiliser les inclusions qui
existent entre les boules définies & partir P et celles définies & partir de d. [

Proposition 3.2.12 Soient (X;,P;), i € I, une famille d’espaces localement convexes sépa-

rés complets et F un filtre sur le produit [ [, ; X;

1. Le filtre F converge vers x € [ [;.; X; si et seulement si pour tout i € I, le filtre image
mi(F) converge vers m;(x) dans X;.

2. Le filtre F est de Cauchy dans [[;c;
image ;(F) est de Cauchy dans Xj.

X, si et seulement si pour tout i € I, le filtre

En particulier, tout produit d’espaces localement convexes complets est complet.

Démonstration : La preuve est immédiate par définition du systéme de semi-normes [ [, P;.
|

3.3 Espaces de Banach et de Fréchet

Dans cette section, on s’intéresse aux espaces normés ou a semi-normes dénombrables complets.
Ce sont des espaces trés importants qui apparaissent couramment en analyse.
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Définition 3.3.1 Un espace de Banach est un espace normé complet.

Par le Corollaire [3.2.10] un espace de Banach est un espace normé sqg-complet.

Exemples 3.3.2
— Les espaces de suites #P, avec p > 1 et £°° sont des espaces de Banach. Comme ¢y est un
sous-espace fermé de £°°, il s’agit également d’un espace de Banach.
— Si K est un compact de R, I'espace CY(K) est un espace de Banach.
— Sip>1,les espaces LP(R) et L>°(R) sont de Banach.

Définition 3.3.3 Un espace de Fréchet est un espace séparé a semi-normes dénombrables
complet.

Par le Théoréme [3.2.9, un espace de Fréchet est un espace séparé & semi-normes dénombrables
sq-complet,.

Exemples 3.3.4
— L’espace de suites w est un espace de Fréchet.
— Si Q est un ouvert de R et si I € N, 'espace C!(£2) est un espace de Fréchet.

Nous allons a présent regarder ce que donnent les constructions classiques d’espaces localement
convexes présentées au Chapitre [2] par rapport aux familles d’espaces de Banach et de Fréchet.

Pour les sous-espaces localement convexes, la Proposition implique directement le résultat
suivant.

Proposition 3.3.5
1. Tout sous-espace fermé d’un espace de Banach un espace de Banach.

2. Tout sous-espace fermé d’un espace de Fréchet est un espace de Fréchet.

De méme, la preuve du résultat suivant est immédiate au vu de la Proposition [3.2.12

Proposition 3.3.6
1. Tout produit fini d’espaces de Banach est un espace de Banach.

2. Tout produit dénombrable d’espaces de Fréchet est un espace de Fréchet.

Pour les espaces quotients, nous introduisons tout d’abord la notion de série. Nous obtenons
ensuite un critére fondamental de complétion pour les espaces & semi-normes dénombrables.

Définition 3.3.7 Soient (X, P) un espace localement convexe et (Z,,)men une suite de X.
La suite des sommes partielles <Z%:0 wm)M N s’appelle la série associée & (X, )men. Si
€

elle converge dans (X, P), on note
400
2 m
m=0

sa limite. On dit que la série est absolument convergente dans (X, P) si pour tout p € P, on
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+o0

Z p(Tm) < +o0.

m=0

Il est clair que toute série absolument convergente est de Cauchy : en effet, on a pour tout p € P

p(ZﬂEm) < Zp(mm) —0

si r,s — —+o00. En particulier, dans un espace complet, toute série absolument convergente est
convergente. Ceci donne en fait une caractérisation des espaces de Fréchet et de Banach.

Proposition 3.3.8 Si (X, P) est un espace séparé a semi-normes dénombrables et si toute
série absolument convergente de (X, P) est convergente, alors (X, P) est complet.

Démonstration :  Soit (2, )men une suite de Cauchy de (X, P). Supposons que P est donné
par la suite croissante de semi-normes (p,)men. Par induction, nous pouvons en extraire une
sous-suite (z,, )ren telle que

i@y, — Tm) <275 ¥Ym > my,.

Remarquons que pour tout N € N, on a

“+00 N—-1 “+o0o
pN(xml) + ZPN(xmk+1 - xmk) < pN(xml) + pN(xmk+1 - xmk-) + Z pk(l‘karl - xmk)
k=1 k=1 k=N
N—-1

+o0
k=N

i
I

On en tire que la série x,, + 224: 1(Zmy1 — Tm,) est absolument convergente et par hypothése,
elle converge donc. Ainsi, la sous-suite

M
Tmprpr = Tmy + E (xmk+1 - xmk)
k=1

converge vers un élément x € X. On en déduit que la suite (z,,)men converge vers la méme
limite puisque pour tout N € N et tout € > 0, on a
1

2k+ <e

pN(xm - 1') SpN(xm _xmk) +pN(l‘mk - x) <

| ™

si k est suffisamment grand et si m > my. |

Remarque 3.3.9 On vient de montrer que si une suite de Cauchy d’un espace localement
convexe admet une sous-suite convergente, alors elle est convergente.
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Corollaire 3.3.10 Si (X, |-||) est un espace normé et si toute série absolument convergente
de (X,|| - ||) est convergente, alors (X, || -||) est complet.

Corollaire 3.3.11

1. Tout quotient d’un espace de Banach par un sous-espace fermé est un espace de Banach.

2. Tout quotient d’un espace de Fréchet par un sous-espace fermé est un espace de Fréchet.

Démonstration : On sait que le quotient est séparé par la Proposition Nous présentons
ensuite la preuve dans le cas d’un espace de Fréchet (X, P), ou P est donné par la suite croissante
de semi-normes (pm)men. Soit L un sous-espace fermé de (X,P) et soit > ;°0[xx] une série
absolument convergente de X /L. Par définition des semi-normes de ’espace quotient, pour tout
m € N, il existe ym € [T,] tel que pm (ym) < prm([Tm])+27™. La série 3% v, est absolument
convergente dans (X, P) puisque pour tout N € N, on a

400 N-1 +o0 N-1 +oo
S onWm) D PN Wm) + Y Pnym) <Y on(m) + Y (Prm([zm]) +27™) < +oo.
m=0 m=0 m=N m=0 m=N

Par conséquent, la série converge dans (X, P). Comme le passage au quotient 77, est une appli-
cation linéaire continue entre espaces métrisables, on en déduit que la série Z:;O:OO [€m] converge
dans le quotient X/L. On conclut par la Proposition [3.3.8 [ |

Le résultat suivant est facile a vérifier.

Proposition 3.3.12 Tout limite projective d’espaces de Fréchet est un espace de Fréchet.
En particulier, toute limite projective d’espaces de Banach est un espace de Fréchet.

Intéressons-nous a présent au cas des limites inductives. Comme on perd le caractére dénombrable
des semi-normes, une limite inductive d’espaces de Banach ou de Fréchet n’est pas un espace de
Fréchet. On introduit alors les définitions suivantes.

Définition 3.3.13 Un espace (LB) est une limite inductive d’espaces de Banach. Un espace
(LF) est une limite inductive d’espaces de Fréchet.

Si la limite inductive d’espaces de Banach ou de Fréchet X,,, n € N, est stricte, alors on a
automatiquement que X, est fermé dans X, 11 comme le montre le résultat suivant.

Proposition 3.3.14 Toute limite inductive stricte d’espaces de Fréchet est hyperstricte.

Démonstration : Supposons que la limite inductive des X,,, n € N, est stricte. Alors, pour
tout n € N, les semi-normes induites par X,, 11 sur X,, sont équivalentes aux semi-normes de X,,.
Par conséquent, X, est un sous-espace complet de X, 1 et par la Proposition il est donc
fermé dans X, 1. [ |

Ainsi, un espace (LB) ou (LF) strict est hyperstrict. Le résultat suivant montre que le passage
a la limite inductive stricte conserve le caractére complet des espaces. La preuve de ce résultat
sera admise.

Proposition 3.3.15 Tout espace (LB) ou (LF) strict est complet.

Esquissons I’idée de la preuve dans le cas sq-complet. Cette preuve est basée sur le lemme suivant,
que 'on admet également.
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Lemme 3.3.16 Soit X la limite inductive hyperstricte d’espaces X,, n € N. Une suite
(m)men de X converge dans X si et seulement si elle appartient a un des espaces X,, et
converge dans cet espace X,,.

Soit X = 1i . X, une limite inductive stricte d’espaces de Fréchet. Soit (2, )men une suite de
Cauchy de X et soit p une semi-norme de X. Alors, il existe N € N tel que p(x, — z5) < 1 pour
tous r,s > N. On en tire que p(z,) < p(xy) + 1 pour tout r» > N et donc

sup p(xy,) < 400
meN

(on vient de montrer que toute suite de Cauchy définissait un ensemble borné, notion que 1’on
introduira dans le Chapitre . Par conséquent, la suite (72),,cn, converge vers 0 dans X. Par
le Lemme il existe ng tel que (¥2),,¢cn, est une suite de X,,,. En particulier, (2 )men,
est une suite de X,,,. En utilisant la Proposition on obtient que X,,, est un sous-espace
localement convexe de X et donc la suite (2, )men, est également de Cauchy dans X,,,. Comme
cet, espace est complet, elle y converge et converge donc également dans X.

3.4 Théoréme de Banach-Steinhaus

Dans cette section, nous présentons le théoréme de Banach-Steinhaus ainsi que quelques unes de
ses applications. Ce résultat trés puissant donne une condition ponctuelle pour obtenir 1’équi-
continuité d’une famille d’applications linéaires. Commencons par introduire cette notion.

Définition 3.4.1 Soient (X,P) et (Y, Q) des espaces localement convexes. Une famille
(T})ier d'opérateurs de L(X,Y) est équicontinue si pour tout ¢ € Q il existe p € P et
C > 0 tels que

supqoT; < Cp.
el

La preuve du théoréme de Banach-Steinhaus, énoncé ci-dessous, repose sur la construction de
fermés bien choisis d’intérieur non-vide. Rappelons qu’un espace est de Baire si toute intersection
dénombrable d’ouverts denses est dense. En passant au complémentaire, un espace est de Baire
si toute union dénombrable de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide. Rappelons également
que tout espace métrique complet (donc en particulier tout espace de Fréchet par la Proposition
3.2.11)) est un espace de Baire.

Théoréme 3.4.2 (Banach-Steinhaus) Soient (X, P) un espace de Fréchet, (Y, Q) un es-
pace localement convexe, et (T;);cr une famille d’opérateurs de L(X,Y"). Supposons que pour
tout q € Q,

supq(Ti(z)) < +o0

i€l

pour tout x € X, alors la famille (T});c; est équicontinue.

Démonstration : Pour tout n € N, on pose

F,={reX: su?q(ﬂ(x)) <n}= ﬂTi_l (B4(0,n)).
e il
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Par continuité des opérateurs T;, il est clair que F;, est un fermé de X. De plus, par hypothése,

X:UFn.

neN

on a

Puisque X est un espace de Baire, on en tire qu’il existe n € N pour lequel 'intérieur de F;, est
non-vide (sinon X serait d’intérieur vide). Ainsi, il existe p € P, zp € X et £ > 0 tels que

Bp(:L‘(],E) C Fn
Puisque By (zo,¢) = zo + By(e), on a

sup ¢(T;(z — z9)) <n
i€l

pour tout = € By(¢), et donc
4(Ti(2)) < a(Ti(x — 20)) + a(Ti(x0)) < 2n
pour tout ¢ € I. Puisque pour tout x € X tel que p(x) # 0, on a ﬁx € By(e), on obtient

2n

q(Ti(z)) = Mq <72(p(6x)x)> < —p()

e

pour tout i € I. Il reste & traiter le cas ot p(z) = 0. On remarque que pour tout 6 > 0, § € By(¢)
et donc il vient

1
q(ﬂ(m)) =0q <Tz(6$)> < 2né.
Comme § > 0 est arbitraire, il vient ¢(T;(z)) = 0, ce qui suffit. |

Présentons a présent quelques applications du théoréme de Banach-Steinhaus.

Corollaire 3.4.3 Soient (X,P) un espace de Fréchet, (Y, Q) un espace localement convexe
séparé et (T, )nen une suite d’opérateurs de L(X,Y). Supposons que la suite (T,)nen est
simplement convergente, c’est-a-dire que pour tout x € X, la suite (T,,(x))nen converge dans
Y vers un élément que I'on note T'(z). Alors I'application

T:X—>Y:z—T(x)= lim T,(z)

n——+oo

est un opérateur linéaire continu.

Démonstration : 1l est clair que 'opérateur T est linéaire. De plus, comme la suite (7, (x))nen
converge, on a

sup q(Tn(az)) < 400
neN

pour tout ¢ € Q. Le Théoréme [3.4.2] implique qu’il existe p € P et C > 0 tels que

supgo T, <Cp.
neN

En passant & la limite, il vient go T < Cp et T est donc continu par la Proposition [1.6.1 |
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Corollaire 3.4.4 Soient (X, P) un espace de Fréchet, (Y, T) un espace vectoriel métrisable,
(Z, Q) un espace localement convexe et B : X xY — Z une application bilinéaire. Supposons
que les applications

By:Y—Z:y— B(z,y) et BY:X—Z:x— B(x,y)

sont continues pour tout x € X et tout y € Y. Alors B est continu.

Démonstration :  Soit (z,,),en une suite de X qui converge vers xq et soit (y,)nen une suite de
Y qui converge vers yo. Comme l'espace X X Y est métrisable, il suffit de montrer que B(zy, y»)
converge vers B(xg,yp). Soient ¢ € Q et € > 0. Pour tout € X, comme Papplication B, est
continue, on sait que la suite (Bx(yn))n cn converge vers By (yo). On en tire que

sup q(B(x, yn)) < 400
neN

pour tout z € X. Par le Théoréme la famille (BY"),en est équicontinue et il existe p € P
et C' > 0 tels que
sup q o BY» < Chp.

neN
Puisque (zy)nen converge vers xg et (on (yn))neN converge vers By (yo) par continuité, on
trouve N € N tel que
€ €
plan —a0) < 55 et 4(Bao(yn — 10)) < 3

pour tout n > N. Il vient alors

Q(B(mna yn) - B(:L'Oy yO)) < Q(B(:Un — Zo, yn)) + CI(B(CUO, Yn — yO))
< Cp(zn — z0) + q(B(z0, yn — ¥0))
< ¢
pour tout n > N, ce qui suffit. ]

Comme derniére application, nous donnons un complément & ’étude de la convergence des séries
de Fourier. Rappelons que si f € L%(]0,27]), on peut définir ses coefficients de Fourier par la

relation
1 27

f(n) = — —nYdy,
fn) =5 ; f(y)e y
La série de Fourier N

converge vers f dans L%([0,2n]). Néanmoins, 'étude de la convergence ponctuelle est plus com-
plexe. Pour les fonctions de classe C', on sait qu’on a la convergence ponctuelle. Nous allons
démontrer un résultat négatif concernant la convergence ponctuelle dans le cas des fonctions
continues. Notons Sy f(x) les sommes partielles de la série de Fourier, c’est-a-dire

N ~ .
Snf(x)= > f(n)em.
n=—N
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Reéintroduisons également le noyau de Dirichlet, défini par

N
DN(JZ) — Z ein:r
n=—N
On vérifie directement que la relation
1 2
Snfe) =5 | fy)Dn(z —y)dy
T Jo

est satisfaite pour tout NV € N.

Corollaire 3.4.5 Il existe une fonction continue 27-périodique f : R — C pour laquelle la
suite des sommes partielles (Sn f(0))ven en 0 diverge.

Démonstration : Considérons 'espace Cor(R) des fonctions continues 27-périodiques muni
de la norme || f|| := supyer |f(2)| = sup,epooq [f(2)]. I est clair qu'il s’agit d'un espace de
Banachlﬂ Considérons 'application linéaire

Ty : Cor(R) = C: f— Sy f(0).

Comme Dy est une fonction paire et 2w-périodique, on a

1 2

2
v < 5= [ 1@IDx@ldy <171 5= [ 1Dty

- 27

=Cn

et en appliquant la Proposition dans le cas d’espaces normés, on obtient que T\ est continu.
Procédons par I'absurde et supposons que pour tout f € Cyr(R), la suite des sommes partielles
(Snf(0))nen en O converge. En particulier, par définition de T, on a supyey |Inf| < +00
pour tout f € Car(R). Le Théoréme de Banach-Steinhaus nous donne l’existence d’une
constante C' > 0 telle que

sup [T (f)| < C| /]
NeN

pour tout f € Car(R). Considérons une suite (fi)ren de fonctions continues et 2m-périodiques
telles que || fx|| < 1 pour tout k£ € N et limy_, 1o fi(t) = sign(Dn(t)) pour tout ¢ € [0, 27]. D’une
part, on a

sup |Tn (fe)| < Cllfell < C

NeN

pour tout k£ € N. En utilisant le Théoréme de la convergence dominée,

27 27 2
Tl =5 | [ AewDxnan| = 5 [T Inlan= oo [T iDvlas
T Jo 0

2 2

0

lorsque k — +o00, et donc

27
/ Di(y)|dy < 22C
0

1. On peut le voir comme le sous-espace fermé de C°([0, 2]) formé des fonctions f telles que f(0) = f(27).



CHAPITRE 3. ESPACES LOCALEMENT CONVEXES COMPLETS 49

pour tout NV € N. D’autre part, remarquons que

2N . ) » ‘
Doy} = eV s _ iyt L SV 0 i (Y + )
N ~ e — 1 et — 1 sin (%)

si y €10, 2w[. Ainsi, puisque |sin(¢)| < ¢ pour tout t > 0, on a

2m - 27 | gin ((N+ l)y)
/0 ]DN(y)]dy = /0 sm—(%)z dy
2T | gin ((N+ %)y)
> 2/0 — dy

(N+1)2m |
_ / 27 [sin(z)]
0 X

Au total, on obtient

——Zdz < nC
T

/ (V22T [sin(a)
0

pour tout N € N, ce qui est impossible puisque la fonction z — SIn@) 1 est pas intégrable. Par

conséquent, il existe f € Ca(R) tel que supyey |Inf| = 400, et donc la suite (Syf(0))ven
diverge. [

3.5 Théorémes de 'opérateur ouvert et du graphe fermé

Dans cette section, nous présentons deux théorémes trés classiques d’analyse fonctionnelle. Nous
commencons par le Théoréme de 'opérateur ouvert, appelé également le Théoréme de Banach-
Schauder (dans le cas de deux espaces de Banach), ou open mapping theorem.

Théoréme 3.5.1 (Opérateur ouvert) Soient (X, P) et (Y, Q) deux espaces de Fréchet et
T e L(X,Y). Si T est surjectif, alors T est ouvert.

La preuve de ce résultat est basée sur un lemme que nous énoncons ci-dessous.

Lemme 3.5.2 Soient X un espace de Fréchet, Y un espace séparé a semi-normes dénom-
brables et T' € L(X,Y). Supposons que pour tout € > 0, il existe 6. > 0 tel que

by (0,0:) C T'(bx(0,¢))

otl les boules sont définies a partir des distances dx et dy sur X et Y respectivement données
par le Théoréme|l.4.10, Alors

by (0,6:) € T(bX (0, 5,))

pour tout & > e.
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Démonstration : Fixons € > 0 et considérons le 6 > 0 correspondant. Soient &’ > ¢ et
(€n)nen une suite telle que eg = € et Y yen < €. Soit (0n)nen la suite donnée par 'hypothése,
avec dp = 0. On peut bien str supposer que la suite (J,)nen converge vers 0. Fixons a présent
Yo € by (0,00). Alors yg € T(bX(O,so)) et donc il existe y1 € by (yo,01) ﬂT(bX(Ojeo)). Ainsi, on
trouve 21 € bx(0,eq) tel que y; = T'(z1) satisfait d'(0,y0 —y1) = d'(y1,y0) < 01. Par conséquent,
Yo —y1 € by(0,01) C T (bX (0,61)) et donc by (yo — y1,02) rencontre T’ (bX (0,51)) . On en tire
Pexistence de x2 € bx (0,e1) tel que yo = T'(x2) satisfait d’'(0, yo—y1 —y2)) < d2. En continuant de
la sorte, on construit une suite (zx)ren, telle que d(0, zx) < ex—1 et d'(0,yo—y1—y2— - - —yk) < O
si yr = T(zk). En particulier, la suite T'(z1 + -+ + xx) = y1 + -+ - + yx converge vers y. Par
construction, on a aussi

N N N
dx <Z SUk,O) < Z dx(zy,0) < Z Ek—1
k=M k=M k=M

et la série Z;ﬁ‘{ x) est donc de Cauchy. Comme X est complet pour la distance d par la Pro-
position [3.2.11} on obtient que la série converge dans X vers un élément xg. Par continuité, on
trouve yo = T'(x0). De plus, on a clairement que z € bx (0,e’) par choix de la suite (&, )nen. On
a donc montré que by (0,d) C T'(bx(0,€’)), ce qui permet de conclure. |

Démonstration du Théoréme [3.5.1] : Soient d et d' les distances définies sur X et Y
respectivement par le Théoréme et soit € > 0. Comme bx (0, §) est un voisinage de 0 dans
I’espace vectoriel topologique X, le Lemme permet d’affirmer qu’il est absorbant et donc
d’écrire X = {J,,cxynbx (0, 5). Comme T est surjectif et linéaire, on a

Y ={JnT(x(0,5) = JnT(bx(0,5)).

neN neN

L’espace Y est de Fréchet et donc est un espace de Baire. Par conséquent, il existe n € N pour
multiplication par le scalaire n est un homéomorphisme, T(bX(O, %)) est également d’intérieur
non-vide. Il existe donc y € Y et r > 0 tels que by (y,r) C T(bX (0, %)) On en tire que

lequel lintérieur de n T (bx(0,5)) est non-vide (sinon l'intérieur de Y serait vide). Puisque la

by (0,7) = by (y,r) —y € T(bx(0,5)) —y € T(bx(0,5)) — T(bx(0,5)) € T(bx(0,¢))
en utilisant la linéarité de T'. On conclut en utilisant le Lemme [3.5.2] et 1a Remarque [1.6.8 |

En particulier, on obtient directement les résultats importants suivants.

Corollaire 3.5.3 Toute bijection linéaire continue entre espaces de Fréchet est un homéo-
morphisme.

Corollaire 3.5.4 Soient P et Q deux systémes dénombrables de semi-normes sur X pour
lesquels (X, P) et (X, Q) sont des espaces de Fréchet. Si Q < P, alors P =~ Q.

Démonstration : I suffit d’appliquer le Théoréme a application surjective et continue
id: (X,P) = (X, Q). ]
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Proposition 3.5.5 Soient X et Y deux espaces de Banach. Si T € L(X,Y), alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est injectif et im T est fermé.

2. Il existe C' > 0 tel que |T(z)|y > C||z|x pour tout z € X.

Démonstration : 1= 2. Par hypothése, im T est un sous-espace fermé de ’espace de Banach
Y et est donc un espace de Banach. On en tire que T : X — im T est une bijection linéaire
continue entre espaces de Banach, et donc T~ est continu sur im T' par le Corollaire [3.5.3} Cela
donne la condition 2.

2 = 1. L’hypothése implique immédiatement que T est injectif. De plus, supposons (T'(zy,))neN
est une suite de imT" qui converge vers y. Puisque

1T (2p) = T(2q)lly = Cllzp — 4]l x,

la suite (2, )nen est de Cauchy. Elle converge donc vers un élément x € X. Par continuité de T,
on a T(x) =y et donc y € im T, ce qui suffit. |

Présentons a présent une application dans le contexte de la transformée de Fourier.

Corollaire 3.5.6 La transformée de Fourier de L'(R) dans

CoR) ={f € C°'(R): lim f(z)=0}

r—+oo

n’est pas surjective.

Démonstration : On sait que la transformée de Fourier d’une fonction intégrable est conti-
nue et tend vers 0 & I'infini. De plus, si f € LY(R), on a || F~ f|lo < ||f]l1. Ainsi, opérateur
F~ : LY(R) — CJ(R) est un opérateur lindaire continu entre les espaces de Banach (L'(R), |- ||1)
et (CO(R), || - |loo)- De plus, il est injectif car F~f = 0 implique que f = 0. Procédons par
labsurde et supposons F~ est surjectif. Alors par le Théoréme [3.5.1) F~ est une application ou-
verte. La Proposition dans le cas d’espaces normés implique 'existence d’un r > 0 tel que
byj-flo (1) € F~ (b)), (1)). On va montrer que c’est impossible en construisant une suite de fonc-
tions (fi)ren de L1(R) telles que || F~ fi|lo < 7 pour tout k suffisamment grand et || fx||1 — oo.
Pour tout k& € Ny, posons hy, = X|-1 1 et fr = FT(hgxhy) = FThg FThy. Alors, on a

-~ 2 47
17 koo = Tt Paloe < - < 7

pour k suffisamment grand. De plus,

_ B sin(§/k) sin(§)
||fk\|1—/R‘fghkfgh1‘d€—4A e ¢ ‘dg-
Comme sin(u) > 2u si u € [0, 3], on trouve
ki sin(¢/k) sin(ﬁ)‘ 8 5 sin(ﬁ)’
[ flly = 4/0 : ¢ dg > 77/0 & dg

qui tend vers l'infini lorsque k& — 400, puisque la fonction £ — % n’est pas intégrable sur R.

On obtient donc une contradiction, d’ou la conclusion. [
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La preuve du Théoréme de I'opérateur ouvert permet également de donner une caractérisation
de la surjectivité d’un opérateur linéaire continu dans le cas d’espaces de Banach.

Corollaire 3.5.7 Soient X etY des espaces de Banach et T € L(X,Y). Alors T est surjectif
si et seulement si il existe R > 0 tel que

by (1) € T (bx(R)).

Démonstration : Supposons que T est surjectif. Alors, en imitant la preuve du Théoréme
, on trouve qu’il existe r > 0 tel que by (r) C T(bX(l)). On en tire que

by (1) C 1T (bx (1)) = T(bx (1)),

ce qui suffit.

Pour la réciproque, remarquons que les hypothéses du Lemme sont satisfaites. On en tire
que
by (1) C T(bx(R))

pour tout R’ > R. Soit y € Y. Alors il existe r > 0 tel que y € rby (1). Donc y = rT'(x) = T(rz)
pour un z € bx(R'), ce qui suffit.

Pour conclure les applications du théoréme de 'opérateur ouvert, on va utiliser le résultat pré-
cédent pour montrer que tout espace de Banach séparable peut étre identifié & un quotientE] de
I'espace ¢1. L’espace ¢! est donc “universel” parmi les espaces de Banach séparables.

Corollaire 3.5.8 Si X est un espace de Banach séparable, alors il existe une surjection
linéaire continue de ¢' sur X.

Démonstration : Soit {x, : n € N} une partie dense dans la boule unité de X. Pour toute
suite (An)nen € 01, 1a série Z;ﬁ% ATy est absolument convergente dans X puisque

+oo +o0
Z [Anznl| < Z [Anl.
n=0 n=0
Comme X est un espace de Banach, la série est également convergente dans X. On peut donc
considérer I'application
“+o0o
T:0' = X (An)nen = Y Ann.
n=0

Cette application est clairement linéaire et continue. De plus, pour tout n € N, on a x,, = T'(ey,).
Par conséquent, pour R > 1, on a

{zn :n e N} CT(by,, (R)),

d’ou
bx (1) C T(b”.”Zl (R)).
Le Corollaire donne alors la surjectivité de T'. [ |

2. Tl faut considérer le quotient de ¢! par le noyau de la surjection obtenue dans le Corollaire.
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Intéressons-nous & présent au théoréeme du graphe fermé. Pour cela, rappelons que le graphe
d’une application T : X — Y est I’ensemble défini par

G(T)={(z,T(z)) ;2 € X} C X xY.

Proposition 3.5.9 Soient (X,T) et (Y,T’) deux espaces topologiques et T : X — Y une
application. Si T est continu et si (Y,T") est séparé, alors G(T) est fermé.

Démonstration : Si (z,y) ¢ G(T), alors y # T(x) et comme (Y, T’) est séparé, il existe des
ouverts disjoints Q1, Qs € T tels que T(z) € Q; et y € Q. Par continuité de T, T~1(Q4) est un
ouvert de (X, 7)) qui contient z. On obtient donc que T-1(£21) x 5 est un ouvert de X x Y qui
contient (z,y) et tel que (T71(Q1) x Q2) NG(T) = 0. [ |

Pour les opérateurs linéaires entre espaces de Fréchet, on a la réciproque suivante.

Théoréme 3.5.10 (Graphe fermé) Soient (X, P) et (Y,Q) deux espaces de Fréchet et
T : X — Y un opérateur linéaire. Si G(T') est fermé, alors T' est continu.

Démonstration : Par la Proposition on sait que X x Y muni de la famille de semi-
normes P x Q est un espace de Fréchet. Comme G(7T') est un sous-espace fermé de X x Y, il s’agit
également d’un espace de Fréchet. Considérons la projection 7x : X XY — X : (x,y) — x. Par
définition de la topologie produit, il s’agit d’une application continue. Sa restriction 7Tx|g(T) a
G(T) est injective, et donne donc une bijection continue de G(T') dans X. Par le Corollaire 3.5.3]

(mx|g(r)) " est continu. Pour conclure, il suffit de remarquer que ' = 7y oo (WX\Q(T))_l ol
i:G(T) - X xY est 'inclusion et my : X XY — X : (z,y) — y.
G(T)— > X xY
(Trxlg(T))_lT O lﬂy
X Y
T
|

Remarque 3.5.11 Puisqu’on travaille avec des espaces métrisables, afin de vérifier que G(T')
est fermé, il suffit de montrer que si (zy)nen converge vers z dans X et (T'(zy))
vers y dans Y, alors T'(x) = y.

neN converge

Terminons ce chapitre par une application de ce théoréme. Rappelons qu’'un espace de Hilbert est
un espace de Banach dont la norme provient d’un produit scalaire, ||z| = \/(z, x). Un opérateur
linéaire T' d’un espace de Hilbert dans lui-méme est autoadjoint si (T'(x),y) = (x,T(y)) pour
tous x,%y. Nous allons voir que cette condition algébrique implique la continuité de T'. De méme,
si I'espace est réel, la condition algébrique (T'(x),z) > 0 pour tout x implique la continuité de 7.

Corollaire 3.5.12 (Théorémes de Hellinger-Toeplitz) Soit H un espace de Hilbert.
1. Soient S, T : H — H deux applications linéaires telles que

(S(2),y) = (x, T(y))
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pour tous x,y € H. Alors S et T sont continus.

2. Si H est réel et si T : H — H est une application linéaire telle que (T'(x),z) > 0 pour
tout x € H, alors T est continu.

Démonstration : 1. Soit (xy,)nen une suite de H telle que (x,)nen converge vers un point x
et (T(mn))neN converge vers un point y. Pour z € H, on a

(29) = Jim (2 T(a) = Tim (S(z),a) = (S(2),2) = (=, T(a)
d’ou (z,y — T(x)) = 0. En prenant z = y — T'(x), on trouve ||y — T'(z)|| = 0 et donc y = T'(z).
Par conséquent, G(T') est fermé et le Théoréme [3.5.10] implique que T' est continu. On fait de
méme pour S.

2. Soit (xy,)nen une suite de H telle que (xy,)nen converge vers un point x et (T(wn))neN
vers un point y. Quitte & remplacer x,, par x, — x et y par y — T'(z), on peut supposons que
tend vers 0. Montrons que y = 0, ce qui suffit pour assurer la continuité de T par le Théoréme
[B:5.10] Pour tout h € H et tout A € R, on a

converge

0 < (T(xp + M),y + AR) = (T(), 2n) + MT (), h) + MT(h), z,) + N(T(h), h).
En faisant tendre n vers l'infini, il vient alors
Ay, h) + A2(T(h), h) > 0.

Comme cette relation est valide pour tout A € R, on trouve que (y, h) = 0 pour tout h € H, et
donc y = 0. [ |

3.6 Exercices

Exercice 3.6.1 Soit f: X — Y une application et soit F un filtre sur X. Montrer que le filtre
image de F par f est le filtre engendré par {f(F): F € F}.

Exercice 3.6.2 1. Soient || - ||; et || - |2 deux normes sur un méme espace vectoriel X qui
définissent la méme topologie. Montrer qu’elles définissent les mémes suites de Cauchy.

2. Soit X =10, 1]. Sur X, on considére la distance euclidienne d; et la distance dy définie par

dQ(may): T y .

11‘

(a) Montrer que (X,d;) n’est pas complet.
(b) Montrer que dy définit bien une distance sur X et que l'espace (X, d2) est complet.

(c) Montrer que les topologies induites sur X par d; et ds sont équivalentes.

Exercice 3.6.3 Montrer que I'image d’une suite de Cauchy par une application continue n’est
pas nécessairement une suite de Cauchy.

Exercice 3.6.4 Démontrer que les espaces de I’Exemple sont des espaces de Banach.

Exercice 3.6.5 Démontrer que les espaces de I’Exemple sont des espaces de Fréchet.
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Exercice 3.6.6 En utilisant le Corollaire [3.3.10, montrer que I'espace L'(X, A, i) est complet
pour tout espace mesuré (X, A, 11).

Exercice 3.6.7 Soient (X,P) et (Y, Q) deux espaces localement convexes. Montrer qu’une fa-
mille (T;);e; d’opérateurs de L(X,Y") est équicontinue si et seulement si pour tout voisinage W
de 0 dans Y, il existe un voisinage V de 0 dans X tel que V' C T, *(W) pour tout i € I.

Exercice 3.6.8 Soit (a,)nen une suite de C telle que Z;ﬁ% anb, < 400 pour toute suite (b, )nen
de ¢2. Pour tout N € N, considérons I’application linéaire

N
Ty : 02 = C: (bp)nen — Y _ anbn.
n=0

1. Montrer queE|
N
> lan|? =nf {C > 0: [Ty (b)] < C|[bl|,2 Vb € £7}

n=0

2. En utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus, en déduire que (a,)nen € £2.

Exercice 3.6.9 Considérons I'espace L'(T) constitué des fonctions 2m-périodiques intégrables
sur [0,27]. Si f € L'(T), on note f(n) son né™¢ coefficient de Fourier.

1. Montrer que 'application linéaire

T:LYT) = co(Z) : f (f(n))nEZ

est continue.

2. En utilisant linjectivité de T (admis ou vu dans un autre cours) et en procédant par
Pabsurde, montrer que T n’est pas surjectif.

Exercice 3.6.10 Soit || - || une norme sur C°([0,1]) pour laquelle C°([0,1]) est un espace de
Banach. Supposons que la convergence pour la norme || - || implique la convergence ponctuelle.
Montrer que les normes | - || et || - [|jo,1] sont équivalentes.

Exercice 3.6.11 Fixons a = (ay,)nen une suite de C et posons

400
|z]la = Z |ann|
n=0
pour tout x € £*°.
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la suite a pour que || - ||q Soit une norme
sur .
2. Dans ce cas, démontrer que || - ||q n’est as équivalent a la norme usuelle || - ||oo de £>°.
3. En déduire que ({*°, || - |[a) n’est pas complet.

3. On calcule ce que 'on appellera la norme de 'opérateur T .
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Exercice 3.6.12 1. Soient (X, ||-||x) et (Y, | -|ly) deux espaces de Banach. Supposons qu’ils
sont inclus dans un méme espace vectoriel. On peut donc considérer leur somme X + Y.
Pour tout z € X +Y, on pose

lzllxsy =inf {[lz]lx + lylly : z=2+y,z€ X, yeY}.

A laide du Corollaire montrer que 'espace X + Y muni de cette norme est un
espace de Banach.

2. Soit (X,|| -||) un espace de Banach et soient A et B deux sous-espaces vectoriels fermés
de X tels que X = A+ B. En utilisant le point précédent et le théoréme du graphe fermé,
montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout ¢ € X, il existe a € A et
b € B avec

z=a+b et [af+ bl <Cfz.

Exercice 3.6.13 Soit g € L*([0,1]) tel que fg € L?([0,1]) pour tout f € L?([0,1]). Considérons
Papplication
M, L2([0,1]) — L*([0,1]) : f — fg.
Montrer que M, est une application continue
1. en utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus,

2. en utilisant le théoréme du graphe fermé.



Chapitre 4

Ensembles bornés, précompacts et compacts

Dans ce chapitre, nous étudions certains sous-ensembles particuliers d’espaces localement convexes.
Nous présentons leurs propriétés et les liens existant entre eux.

4.1 Parties bornées

Définition 4.1.1 Une partie B de Iespace localement convexe (X, P) est bornée si

supp(z) < o0 Vp € P.
zeEB

En d’autres termes, une partie B est bornée si et seulement si pour tout p € P, il existe C' > 0
tel que B C b,(C). On dit que B est absorbé par les semi-boules centrées en 0. Il est clair que
deux systémes de semi-normes équivalents définissent les mémes ensembles bornés.

Exemples 4.1.2 On vérifie immédiatement les assertions suivantes.
— Toute partie finie de X est bornée.
— Toute union finie d’ensembles bornés est bornée.
— Tout sous-ensemble d’un ensemble borné est borné.
— Toute combinaison linéaire de bornés est bornée.
— Toute suite de Cauchy définit un ensemble borné.
— L’adhérence d’un ensemble borné est bornée.
— L’enveloppe absolument convexe d’un ensemble borné est bornée.
— L’image linéaire continue d’un ensemble borné est bornée.

Proposition 4.1.3 Soit (X, P) un espace localement convexe et soit (A, )nen une suite de
K\ {0} qui tend vers 0. Une partie B de X est bornée si et seulement si pour toute suite
(zn)nen de B, la suite (A\,2y,)nen converge vers 0 dans X.

Démonstration : Supposons que B est borné. Fixons (zy,),cn une suite de B, p € P et € > 0.
Comme B est borné, il existe C' > 0 tel que B C b,(C). Ainsi

POnn) < [An|C < &

si n est suffisamment grand.

Réciproquement, supposons que B n’est pas borné. Alors il existe p € P tel que pour tout n € N,
on peut trouver x,, € B tel que p(x,) > ﬁ Alors la suite (Apzy)nen ne converge pas vers 0

dans X puisque p(A,zy) > 1 pour tout n € N. [

o7
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Proposition 4.1.4 Soient (X, P) un espace localement convexe et p € P. Si une semi-boule
associée a p est bornée dans X, alors P ~ {p}. Si de plus (X, P) est séparé, alors p est une
norme.

Démonstration : Supposons qu’il existe une semi-boule b,(x,e) bornée. Par translation et
dilatation, il est clair que la semi-boule by,(1) est également bornée. On en tire que pour tout
q € P, il existe donc C' > 0 tel que by(1) € by(C). D’ou la conclusion par la Proposition |

Définition 4.1.5 Soient (X, P) et (Y, Q) des espaces localement convexes. Un opérateur
linéaire T': X — Y est borné si T(B) est borné dans Y pour tout borné B de X.

Bien siir, tout opérateur linéaire continu est borné. On a la réciproque partielle suivante.

Proposition 4.1.6 Soient (X, P) et (Y, Q) des espaces localement convexes. Si (X,P) est
a semi-normes dénombrables et si T : X — Y est un opérateur linéaire borné, alors T est
continu.

Démonstration : Supposons que P =~ {p, : n € N} ou la suite de semi-normes (p,)nen est
croissante. Supposons que 7' n’est pas continu. Alors, par la Proposition il existe g € Q tel
que pour tout n € N, on peut trouver z,, € X satisfaisant p,(x,) = 1 et ¢(T(z,)) > n. Comme
la suite (py,)nen est croissante, il est facile de vérifier que 'ensemble {x,, : n € N} est borné dans
X. Par hypothése, on sait que 7" est un opérateur borné et on en tire que {T'(zy) : n € N} est
borné dans Y, ce qui contredit ¢(7'(xy,)) > n. ]

En particulier, lorsque ’on travaille avec des opérateurs linéaires entre espaces normés, les notions
d’opérateur borné et continu coincident.

4.2 Parties précompactes

Définition 4.2.1 Une partie K d’un espace localement convexe (X, P) est précompacte pour
p € P si pour tout € > 0, il existe x1,...,z, € X tels que

K C U bp(xj,€).
j=1

On dit que K est précompact si K est précompact pour tout p € P.

Ainsi, une partie est précompacte si on peut la recouvrir par un nombre fini de translatés de
la boule by(e), quels que soient p € P et ¢ > 0. De maniére équivalente, on écrit que K est
précompact si pour tout p € P et tout € > 0, il existe une partie finie A de X telle que

K CA+by(e).

Bien str, toute partie précompacte est bornée puisque si K C U?:l by(xj,€), alors

supp(z) < sup p(zj) +e < 4oo.
zeK je{l,...,n}

On vérifie facilement que deux systémes de semi-normes équivalents définissent les mémes en-
sembles précompacts.
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Exemples 4.2.2 On vérifie immédiatement les assertions suivantes.
— Toute partie finie de X est précompacte.
— Toute union finie d’ensembles précompacts est précompacte.
— Tout sous-ensemble d’un ensemble précompact est précompact.
— Toute combinaison linéaire de précompacts est précompacte.
— Toute suite de Cauchy définit un ensemble précompact.
— L’adhérence d’un ensemble précompact est précompacte.
— L’enveloppe absolument convexe d’un ensemble précompact est précompact.

Le résultat suivant donne une caractérisation utile des précompacts via les suites.

Proposition 4.2.3 Une partie K de X est précompacte si et seulement si pour tout p € P
et pour toute suite (zp)men de K, il existe une sous-suite (zp, )xen de Cauchy pour p.

Démonstration : Supposons que K est précompact. Soit p € P et soit (Z,)men une suite
de K. Il existe alors une partie finie Ay de X telle que K C Ag + b,(1). Il existe donc yg € Ag

pour lequel yo + b,(1) contient une infinité d’éléments (:;;S,ll))meN de la suite (Zy,)men. De méme,
Kn (yo + bp(l)) est précompact et peut étre recouvert par un nombre fini de translatés de la
boule b,(3). Il existe donc A; € X fini tel que K N (yo + by(1)) € Ay + by(3). On peut trouver
y1 € Ay tel que y; + by(3) contient une infinité d’éléments de la suite (CE%?)meN. Soit (:cg))meN
cette sous-suite. On itére la construction et pour tout k € N, on trouve y; € X et une sous-suite

( (k)

T’ )men de (:C,(q]f,_l))meN telle que

xgi) €Yk + b/p(gik)

pour tout m € N. Pour tout k¥ € N, on pose z,,, = :U,(Ck). Alors la suite (2, )ken est de Cauchy
car

P(Tm, — Tm,) < p(al” —ys) +plys — 2{)) <
(r)

si T > s, puisque T, ’ est un élément de la suite (xﬁ,i))meN.

[y

25—

Supposons & présent que K n’est pas précompact. Alors il existe p € P et € > 0 tel que K ne
peut pas étre recouvert par un nombre fini de translatés de la semi-boule by(g). Soit z; € K.
Alors K € xq + bp(e) et il existe 22 € K \ (21 + bp(€)). On construit ainsi de proche en proche
une suite (2, )men telle que

Tmi1 € K\ ({21, .., 2m} + by(e)).
La suite ainsi construite ne posséde pas de sous-suite de Cauchy pour p puisque
p(‘rr - xs) > €

sir > s. []

Corollaire 4.2.4 Soit (X,P) un espace a semi-normes dénombrables. Une partie K de X
est précompacte si et seulement si de toute suite de K, on peut extraire une sous-suite de
Cauchy.
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Démonstration : Supposons que K est précompact. Soit (pm)men une suite croissante de
semi-normes définissant la topologie de X. Soit (zy,)men une suite de K. Par la Proposition

il existe une sous-suite (a:,(n,ll))meN de Cauchy pour p;. De méme, on construit ensuite une sous-
(2) (1)

suite (2 )men de (Zm’ )men de Cauchy pour pe. En itérant, on construit pour tout & € N une
sous-suite (x,(jiﬂ))meN de (ng))meN de Cauchy pour pgi1. Considérons la sous-suite (xlgk))keN.

Elle est de Cauchy pour tout p; puisque c¢’est une sous-suite de chaque ($£r1§))meN- |

Les ensembles précompacts fournissent une caractérisation des espaces de dimension finie.

Théoréme 4.2.5 (Riesz) Soit (X,P) un espace localement convexe séparé. Alors X est
de dimension finie si et seulement si une semi-boule de X est précompacte.

Démonstration : Si X est de dimension finie, alors par la Proposition on sait que X
est homéomorphe a K™ et toute boule est clairement précompacte.

Réciproquement, supposons qu'il existe une semi-boule by,(z, €) précompacte. Par translation et
dilatation, il est clair que by(1) est également précompact. On en tire que by(1) est borné et
par la Proposition P ~ {p}. Puisque I'espace est séparé, on obtient que p est une norme.
Fixons € €]0, 1[. Par précompacité, il existe une partie finie A = {z1,...,z,} de X telle que

by(1) € A+ by(e).

Montrons que A engendre X. Comme by (1) est absorbant, il suffit de montrer que tout élément
de by(1) peut s’écrire comme une combinaison linéaire des éléments de A. Soit « € b,(1). Alors
il existe j1 € {1,...,n} tel que

Tr = l’jl + EY1

ot y1 € by(1). De méme, il existe jo € {1,...,n} tel que
Y1 = Tj, + €y2

ol y2 € by(1). Donc
T = 2y + ET 4y + 52y2.

En itérant, on construit une suite (j;)ien, de {1,...,n} et une suite (y;)ien, de by(1) telles que

m
-1 m
T = ijls +E€Ym
I=1

l

pour tout m € N. On en tire que z = Z;;Of Zj€ ~1 puisque

m
p (m - ijzel_1> =e"p(ym) <™ =0
=1

si m tend vers I'infini. On conclut en remarquant que par unicité de la limite, on a également

n

“+o00

§:,l—l_§: 2: -1 .
T4, = e Z;.

=1

J=1 \l:51=j



CHAPITRE 4. ENSEMBLES BORNES, PRECOMPACTS ET COMPACTS 61

4.3 Parties compactes et extractables

Rappelons qu’un espace topologique est compact si de tout recouvrement ouvert de X, on peut
extraire un recouvrement fini. De maniére équivalente, toute famille de fermés de X dont toutes
les sous-familles finies sont d’intersection non vide est d’intersection non vide. La compacité peut
se traduire a ’aide de la notion de filtre.

Définition 4.3.1 Soit F un filtre sur un espace topologique (X, 7). Un point z € X est
adhérent & F si x est adhérent & tous les éléments de F.

L’ensemble des points adhérents & F est donc donné par (\per F.

Remarque 4.3.2 1l est clair que si un filtre F converge vers z dans un espace séparé, alors x
est I'unique point adhérent a F.

Proposition 4.3.3 Un espace topologique (X, T) est compact si et seulement si tout filtre
F sur X a un point d’adhérence.

Démonstration : Supposons tout d’abord que (X,7T) est compact. Soit F un filtre sur X.
Alors (¢ 7 F' est une intersection de fermés de X dont toute intersection finie est non-vide par
(F2) et (F3). En utilisant la définition de la compacité via les fermés, on trouve que [\pcr F
est non vide, et tout point de cette intersection est un point d’adhérence au filtre.

Réciproquement, considérons une famille (F;);cr de fermés de X telle que pour tout J C I fini,
Pensemble F/ := (N, F; est non-vide. Alors la famille définie par B:= {F” : J C I fini } est la
base d’un filtre F. Par hypothése, F admet un point d’adhérence. On obtient donc

0+ (N F<()Fs
FeF iel

ce qui suffit. [ |

Définition 4.3.4 Un espace topologique (X, T) est extractable s'il est séparé et si de toute
suite de X, on peut extraire une sous-suite qui converge.

Bien str, en utilisant la topologie induite, on peut étendre directement ces notions pour définir
des ensembles compacts et extractables.

Proposition 4.3.5 Soit (X,P) un espace localement convexe et soit K un ensemble com-
pact (resp. extractable) de X. Alors

1. K est sq-complet,
2. K est précompact,
3. K est borné.

Démonstration : 1. Soit (z,,)men une suite de Cauchy dans K. Traitons tout d’abord le cas
ou K est compact. Si (Zy,)men prend un nombre fini de valeurs distinctes, alors elle converge
puisqu’elle est ultimement constante. On peut donc supposer qu’elle prend une infinité de valeurs
distinctes. Supposons que pour tout z € K, il existe p, € P et g, > 0 tel que x + by, (e;) ne
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contient qu'un nombre fini d’éléments de la suite. Comme K est compact et puisque

KC | z+bp(e),
reK

on peut en extraire un recouvrement fini. On en tire que (z,)men ne prend qu'un nombre fini
de valeurs distinctes, ce qui est impossible. Ainsi, il existe x € K tel que pour tout p € P et tout
e > 0, la semi-boule z + by (e) contient une infinité d’éléments de la suite (2, )men. Fixons p € P
et ¢ > 0. Puisque la suite est de Cauchy, il existe N € N tel que

€
p(x, —xs) < 5

sir,s > N. De plus, par construction de z, il existe n > N tel que z,, € x + by(5). Alors

p(x — xm) < plx— ) + p(xn —Tm) <€

si m > N, ce qui montre que (Z,)men converge vers .

Supposons a présent que K est extractable. Alors (z,,)men est une suite de Cauchy qui admet
une sous-suite convergente dans K et elle converge donc dans K.

2. Il est clair que tout compact K est précompact en utilisant le recouvrement de K par les
boules by(z,¢), v € K.

Si K est extractable, alors toute suite de K posséde une sous-suite convergente, qui est donc de
Cauchy pour p quel que soit p € P. Cela suffit par la Proposition

3. C’est immeédiat par le point 2 puisque tout précompact est borné. [

Dans R™, on sait qu'un ensemble est compact si et seulement si il est extractable. Nous allons
montrer que ce résultat reste valide dans le cas d’espaces & semi-normes dénombrables.

Théoréme 4.3.6 Soient (X,P) un espace séparé a semi-normes dénombrables et K une
partie de X. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. K est compact,
2. K est extractable,

3. K est précompact et complet.

Démonstration : Comme l'espace est a semi-normes dénombrables, on sait par le Théoréme
que tout ensemble est complet si et seulement si il est sq-complet. Ainsi, par la Proposition
4.3.5, on a 1 = 3 et 2 = 3. On vérifie facilement que 3 = 2. En effet, si (z,,)men est une suite
de K, alors comme K est précompact, le Corollaire donne une sous-suite de Cauchy, qui
converge donc vers un élément de K puisque K est complet.

Il reste a& montrer que 3 = 1. Procédons par ’absurde et supposons que K n’est pas compact.
Alors il existe un recouvrement ouvert €2;, ¢ € I, de K dont on ne peut extraire un recouvrement
fini. Supposons que P = {p,, : m € N} ou la suite (pm)nen est croissante. Comme K est
précompact, il existe Ag C K fini tel que

K C Ao + bpo(l)-
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Alors il existe yg € Ag tel que K N (yo + bpo(l)) ne peut étre recouvert par un nombre fini
d’ensembles €;, i € I. ’ensemble K N (yo —i—bpo(l)) est précompact et par le méme raisonnement,
il existe donc y1 € KN (yo+bp, (1)) tel que KN (yo+bp (1)) N (y1+bp, (3)) ne peut étre recouvert
par un nombre fini d’ensembles €2;, i € I. On construit ainsi une suite (y,,)men de K telle que
Ym+1 € KN (yO +bpo(1)) n---N (ym +bpm(2Lm)) et KN (yO +bpo(1)) AN (ym—H +bpm+1(2m%))
ne peut étre recouvert par un nombre fini d’ensembes €2;, i € I. La suite (Y, )men est de Cauchy
car si 8,7 > m, on a

1

puisque yr, ys € ym—i—bpm(%). Comme K est complet, la suite (Y, )men converge vers un élément
y € K. Comme les ensembles €;, i € I, forment un recouvrement ouvert de K, il existe i € I,
p € Pete>0tels que y+by(e) C ;. Sim € N est suffisamment grand, on a y, € y+ bp(5/2)
et by, (55) C by(§), ce qui implique que ym + by, (55) € y + by(e) C ;. Ceci est impossible
puisque yp, + bpm(Qim) serait alors recouvert par €2;. On en tire la conclusion. ]
En combinant le résultat précédent avec la Proposition on obtient le corollaire suivant.
Rappelons qu’un ensemble est relativement compact si son adhérence est compacte.

Corollaire 4.3.7 Dans un espace de Fréchet, un ensemble est précompact si et seulement
si il est relativement compact.

Démonstration : Supposons que K est précompact dans un espace complet. Alors K est
précompact et complet par la Proposition On en tire que K est compact. Réciproquement,
si K est compact, il est précompact et donc K l’est également. [ |

4.4 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Le Théoréme d’Arzela-Ascoli permet de caractériser les compacts de I’espace de Banach C?(X),
lorsque X est un compact. Commencons par un lemme, qui est basé sur un procédé d’extraction
diagonale.

Lemme 4.4.1 Soit D un ensemble dénombrable et ( fn,)men une suite de fonctions définies
sur D et a valeurs dans K. Supposons que la suite (fm)men est simplement bornée sur D,
c’est-a-dire

sup | fm(x)| < +o00  Vx € D.
meN

Alors il existe une sous-suite de (fum)men qui converge simplement sur D.

Démonstration :  Supposons que D = {z(™ : n € N}. La suite de scalaires (fn(2(9))nen est
(0)

bornée et il existe donc une sous-suite ( fm (x(o)))m oy dui converge dans K. De méme, la suite
(fé?) (zM)),en est bornée et on peut en extraire une sous-suite convergente (fr(nl)(:x(l)))meN. En
continuant de la sorte, on construit pour tout k¥ € N, une sous-suite (f7gf+1))m€N de (fgﬂ))meN

telle que (f,ngrl) (.%‘(k+1)))m€N converge. Alors, la suite (fy(nm))meN est une sous-suite de (fim)men
qui converge en tout point de D. [
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Afin d’énoncer le théoréme suivant, il est nécessaire de considérer la notion d’équicontinuité dans
le cas d’'une famille d’applications F définies sur un espace métrique X et a valeurs dans K.
On dit que F est équicontinu si pour tout € > 0 et pour tout x € X, il existe n > 0 tel que

|f(x) — f(y)| < e pour tout f € F sid(z,y) <n.

Théoréme 4.4.2 (Arzela-Ascoli) Soit X un espace métrique compact. Une partie K de
C%(X) est précompacte si et seulement si elle est simplement bornée et équicontinue.

Démonstration : Supposons que K est précompact. Alors I est borné et donc il existe C' > 0
tel que

sup sup |f(z)| < C.

fekzeX
En particulier, pour tout € X, sup¢ic [ f(z)| < +00 et K est donc simplement borné. Montrons
& présent que K est une partie équicontinue. Soit z € X et ¢ > 0. Comme K est précompact, il
existe f1,..., fn € C°(X) tels que

K< Jo )
j=1

ol les boules sont définies a partir de la norme uniforme sur X. Comme les fonctions fi,..., fn
sont continues, il existe n > 0 tel que

|fi(x) = fi(y)| <

Wl ™

pour tout y € X tel que d(z,y) < n et pour tout j € {1,...,n}. Soit f € K. Alors il existe
Jje€{l,...,n} tel que f € b(f;,5). On obtient alors que

|f(@) = W < |f(@) = fi(@)] + [fi(z) = ()] +1fiw) = fy) < e
pour tout y € X tel que d(x,y) <, ce qui suffit.

Supposons a présent que K est simplement borné et équicontinu. Pour tout n € Ny et tout z € X,
I’ensemble

Uns = {y € X:1f(x) ~ ()] < 5] € zc}

est un voisinage ouvert de x par équicontinuité. Pour tout n € Np, on a X = J,cx Una et
comme X est compact, il existe un sous-ensemble fini X,, C X tel que

X=J Une-

zeXy

Considérons ’ensemble dénombrable Xoo = (J,,c y Xn- Soit (fim)men une suite de K. Comme K
est simplement borné, le Lemmedonne Iexistence d'une sous-suite (fi(m))men qui converge
simplement dans X,. Soient y € X et n € Ny. Alors il existe z € X,, C X tel que y € Uy, ;.
On a alors

| feem) W) = @ < o) (¥) = Frm) @)+ [ frm) (@) = froy (@) + [fr@y (@) = fray ()]
2
< 3 + [ frm) () = fr@) (@)]
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pour tous m,! € N. Comme y € X est arbitraire, on en tire que

2
su m — < —+ su m) (&) — x
yeg\fk( )(y) fk(l)(y)\ 3n xe)?n‘fk( )( ) fk(l)( )|

pour tous m,l € N. Comme X, est fini et comme la suite (fy(m))men converge simplement, il
existe N € N tel que

1
_ <
xselia | feem) () — froay ()] < 3

sim,l > N. Ainsi

SEE

sup | frm) () — fe@y ()] <
yeX

pour tous [,m > N et la suite (fi(m))men est donc uniformément de Cauchy sur X. Cela suffit
par le Corollaire [£.2.4] m

Remarque 4.4.3 L’espace C%(X) est un espace de Banach. Par conséquent, par le Corollaire
[4:3.7] le Théoréme fournit également une description des ensembles relativement compacts
de CO(X).

4.5 Exercices

Exercice 4.5.1 Soit (X, P) un espace localement convexe. Montrer que
1. toute partie finie de X est bornée,

toute union finie d’ensembles bornés est bornée,

tout sous-ensemble d’un ensemble borné est borné,

toute combinaison linéaire de bornés est bornée,

toute suite de Cauchy définit un ensemble borné,

Iadhérence d’un ensemble borné est bornée,

Penveloppe absolument convexe d’un ensemble borné est bornée,

N S vk N

l'image linéaire continue d’un ensemble borné est bornée.

Exercice 4.5.2 Soit (X,P) un espace localement convexe. Montrer que
1. toute partie finie de X est précompacte,

toute union finie d’ensembles précompacts est précompacte,

tout sous-ensemble d’un ensemble précompact est précompact,

toute combinaison linéaire de précompacts est précompacte,

toute suite de Cauchy définit un ensemble précompact,

Iadhérence d’un ensemble précompact est précompacte,

NS kR N

Penveloppe absolument convexe d’un ensemble précompact est précompact.

Exercice 4.5.3 Dans un espace a semi-normes dénombrables, montrer que tout ensemble pré-
compact est séparable.
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Exercice 4.5.4 Soient o €]0,1] et C%([0, 1]) I'espace de Hélder formé des fonctions f définies
sur [0, 1] telles que
[f(z) = f(y)]

[fla == sup "= < +oo.
z,y€(0,1] ‘x - y‘

1. Montrer que
[fllce oy = 1o, + [ fla
définit une norme sur C*([0, 1]).
2. Montrer que (C*([0,1]), ]| - |ce(po,1))) est un espace de Banach.

3. Montrer que la boule unité de C*([0,1]) est un compact de C°([0,1]) muni de sa norme
usuelle.

Exercice 4.5.5 Soit X un espace métrique compact et F une famille équicontinue d’applications
définies sur X et a valeurs complexes. Pour tout x € X, on pose

Flz) = {f(:r) : fEF}.

1. Montrer que I'ensemble
A={z € X : F(z) est borné}
est ouvert et fermé dans X.

2. En déduire que si X est connexe et A # (), alors F est une partie relativement compacte

de CY(X).

Exercice 4.5.6 Soit X un sous-espace fermé de C°([0,1]). Supposons que toute fonction f de
X est de classe C! (c’est-a-dire est la restriction a [0, 1] d’une fonction dérivable sur un voisinage
de [0, 1]).
1. Considérons ’application
D:X —C%0,1)): frs f

ot X est muni de la norme || f||c1 = max{| flljo,1], |/ ljo,1}- En appliquant le théoréme du
graphe fermé a D, montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

11017 < Cllfllo,1-

2. Utiliser le Théoréme d’Arzela-Ascoli pour en déduire que X est de dimension finie.

Exercice 4.5.7 Soit K : [0,1] x [0,1] — C une application continue. On définit I"application
Tk : C°([0,1]) — C°(]0,1]) en posant

Tl f)(o) = [ " K () (y)dy.

1. Montrer que Tk est une application linéaire continue.
2. Montrer que la famille {Txk (f) : ||f|ljo1) < 1} est équicontinue.

3. En utilisant le Théoréme d’Arzela-Ascoli, en déduire que 'ensemble

{Tr(f) = 1 flljoy <7}

est relativement compact pour tout r > 0.
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Exercice 4.5.8 Fixons ¢ € (2. Montrer que I'ensemble {x € (2 : |z,| < |c,| pour tout n € N}
est un compact de (2.

Exercice 4.5.9 Soient X et Y deux espaces normés. On dit qu’un opérateur T : X — Y est
compact si T'(Bx) est relativement compact, ou Bx = {z € X : ||z| < 1}.

1. Si X est de dimension infinie, montrer que l'identité de X dans lui-méme n’est pas un
opérateur compact.

2. Soient K un compact deR et k € C°(K x K). Montrer que l'opérateur T : C°(K) — CY(K)
défini par

T(f)(x) = /K £ ()k(z, y)dy

est un opérateur compact de C°(K).
3. Montrer que l'opérateur de Volterra V : L?([0,1]) — C°([0, 1]) défini par

V(f)(z) = / " ft)dt

est un opérateur compact.
4. Soit (A\p)nen une suite bornée de nombres complexes qui ne converge pas vers 0. On définit
lopérateur T : £> — ¢? par
T((zn)nen) = (AnZn)nen.
(a) Montrer que T est un opérateur linéaire continu.

(b) Montrer que T' n’est pas compact.



Chapitre 5

Dual topologique

Le dual topologique d’un espace vectoriel topologique est le sous-espace du dual algébrique formé
des formes linéaires continues. Dans ce chapitre, nous étudions le dual topologique dans le cas
particulier d’espaces localement convexes et nous montrons que celui-ci n’est jamais trivial. Nous
étudions ensuite le cas particulier d’espaces normés et nous munissons le dual topologique d’une
norme naturellement associée. Nous étudions le cas particulier des espaces de suites /P. Enfin,
nous introduisons deux topologies liées & la donnée d’un espace localement convexe et de son
dual topologique : ’espace faible et le dual simple.

5.1 Définition et Théoréme de Hahn-Banach

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’étude de I'espace dual associé & un espace localement
convexe.

Définition 5.1.1 Si (X, P) est un espace localement convexe et si 'espace K est muni de
la valeur absolue ||, alors 'espace L(X,K) est appelé le dual (topologique) de X . On le note
X'
La Proposition permet d’affirmer que le dual de (X, P) est formé des applications linéaires
T : X — K pour lesquelles il existe p € P et C > 0 tels que
|T(z)] < Cp(z) VzelX.

Ainsi, il existe un voisinage U de 0 dans (X, P) tel que T'(U) est borné dans K.

Exemples 5.1.2
— Si X = CY%K) ot K est un compact de R", alors T € X’ si et seulement si T est une
application linéaire définie sur CO(K) et a valeurs dans C pour laquelle il existe une
constante C' > 0 telle que

IT(f)] < Csup|f(z)]
zeK

pour tout f € CY(K). Par exemple, I'application d, : f + f(a) appartient & X’ pour tout
ac K.

— Si X =D(0) ou Q est un ouvert de R, alors X’ = D'() est I'espace des distributions sur
Q. Par le Corollaire et par définition de la topologie de D(€2) comme limite inductive
des espaces DX (), une application linéaire T : D(2) — C est une distribution si pour
tout compact K de €, il existe une constante C' > 0 et un entier k£ € N tels que

T(p)| < C sup sup [0%p(z)|
la|<kzeK

68
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pour tout ¢ € DE(Q).

Remarque 5.1.3 Le dual topologique X’ de X est un sous-espace vectoriel du dual algébrique
X* de X. Dans le cas ou X est séparé et de dimension finie, le Corollaire implique que
X' = X*. Cette égalité est néanmoins fausse en toute généralité.

Remarque 5.1.4 On peut définir une application bilinéaire sur X’ x X a valeurs dans K en
posant
(«, ) X'x X >K:(T,z) — T(x).

Dans la littérature, on trouve souvent les notations (7',-), (-,z) et (T,x).
Le résultat suivant donne une condition équivalente pour obtenir la continuité d’'une forme li-

néaire. En particulier, on obtient qu'une forme linéaire est continue si et seulement si son noyau
est fermé.

Proposition 5.1.5 Soit (X,P) est un espace localement convexe. Si T : X — K est une
forme linéaire non-nulle sur X, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est continu,
2. ker(T) est fermé,
3. il existe une semi-boule by(z,r) de X telle que T (by(z,7)) C K.

Démonstration : 1= 2. Si T est continu, alors ker(7) = T~1({0}) est fermé.

2 = 3. Soit z un élément de l'ouvert X \ ker(7"). Il existe donc p € P et r > 0 tel que
bp(z,7) Nker(T) = 0. Ainsi T (by(z, 7)) # K.

3 = 1. Soit A € K\ T'(by(x,r)). Par linéarité de T, on a alors A — T'(z) ¢ T (by(r)). Montrons
que

A= T(x)]
O ()

pour tout y € X, ce qui suffit par la Proposition Considérons y € X tel que p(y) < r.
Alors py € by(r) pour tout p € [0,1], et donc T'(puy) = pT(y) # A — T(z). On en tire que
T (y)| # w pour tout p € [0,1] et par conséquent, |T(y)| < |A — T(x)|. Siy € X est
quelconque, on se raméne au cas précédent en considérant (r — 5)% et en faisant tendre ensuite
e vers 0. n

Nous allons montrer que le dual topologique d’un espace non-trivial X n’est jamais réduit a {0}.
Il s’agira d’une conséquence du Théoréme de Hahn-Banach énoncé ci-dessous. Commencons par
le cas d’un espace vectoriel sur R.

Lemme 5.1.6 (Hahn-Banach réel) Soient X un espace vectoriel réel, p une semi-norme
sur X et Y un sous-espace vectoriel de X . Supposons que T : Y — R est une forme R-linéaire
telle que

|T(x)] < p(x) VreY.
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Alors il existe une forme R-linéaire T : X — R telle que f]y =T et

IT(2)| < p(z) VzeX.

Démonstration : Soit £ 'ensemble des couples (T, Z) ou Z est un sous-espace vectoriel de X
qui contient Y et o T* : Z — R est une forme linéaire qui prolonge T et telle que |T%(x)| < p(x)
pour tout z € Z. Remarquons que (7,Y) € € et donc € # (). On munit € de la relation d’ordre
définie par

(Tl*aZl) < (T;,Zg) <~ 741 C Zy et T2*|Z1 :Tl*

Montrons que & est inductif. Soit C une chaine de £. Alors,
Zv= |J 2
(T*,Z)eC
est un sous-espace vectoriel de X. De plus, I"application T{; définie par
Ty (x) = T"(x)

ou (T*,Z) € C est tel que z € Z, est bien définie, linéaire et majorée par p sur Z puisque les
éléments de C sont totalement ordonnés. On en tire que (7§, Zp) € £ majore C. En appliquant le
Lemme de Zorn, on obtient donc l'existence d’un élément maximal (T, Z) dans €. Pour conclure,
il suffit de montrer que Z = X.

Supposons qu'il existe z9 € X \ Z. Nous allons alors construire un couple (7, Z+)zo() apparte-
nant a £ tel que T*|z = T. Cela contradira alors le caractére maximal de (7', Z). Si x € Z+)xo(,
alors z admet une décomposition unique sous la forme

r=z+Aryg ou z€Z XeER.

Pour tout s € R, on pose alors _
Ts(x) =T(z) + As.
Il est clair que T} est une extension linéaire de T' sur Z +)zo(. Il reste a trouver s € R tel que
|Ts(z)| < p(z) pour tout x € Z+)xo(. Remarquons que
T(z1) + T(z2) = T(21 + 22) < plz1 + 22) < p(z1 — x0) + (22 + 20)

pour tous z1,29 € Z, d’olt

T(zl) - p(zl - 1'0) < p(z2 + 1‘0) — T(Zg).
En particulier, on obtient
§0 := Sup {f<21) —p(z1 —x0) 1 21 € Z} < p(z2 + o) — T(ZQ) < 400

pour tout zo € Z. On en tire que pour tout z; € Z, on a

T'(21) — s0 < p(21 — 20)

et

T'(21) + so < p(z1 + 7o)
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ou la deuxiéme relation est obtenue en prenant zo = z1. Ainsi, si A > 0, on a
Ty (2 + Amo)| = A|T(%) + s0| < Ap( + z0) = p(z + Azo),
siA<0,ona
| T (2 + Awo)| = —A|T(5E) — s0| < —Ap(F — o) = p(z + Azo)

et si A =0, on a |Ts,(z)| < p(z), ce qui suffit. |

Théoréme 5.1.7 (Hahn-Banach) Soient X un espace vectoriel, p une semi-norme sur X
et Y un sous-espace vectoriel de X. Supposons que T' :' Y — K est une forme linéaire telle
que

|T(x)] <plx) VzreY.

Alors il existe une forme linéaire T : X — K telle que Tv|y =T et

IT(z)| < p(z) Vze X.

Démonstration : Si K = R, il s’agit du résultat démontré dans le Lemme [5.1.6] Si K = C,
considérons 'application
RT: Y — R:z— RT(x).

Il est clair que RT est une forme R-linéaire sur 'espace Y muni d’une structure de R-vectoriel.
Clairement, on a également |RT(z)| < p(z) pour tout x € Y. Par le Lemme il existe donc

une forme R-linéaire N7 : X — R qui prolonge N7 et telle que |/§R\’f(l‘)’ < p(x) pour tout z € X.
Remarquons que

T(y) = RT(y) +1ST(y) = RT(y) — iRGT (y)) = RT(y) — iRT (iy)
pour tout y € Y. Ainsi, 'application
T:X = C:a— RT(z) — iRT (iz)

est une extension de 7' & X. Vérifions qu’elle convient. Il s’agit d’une forme linéaire puisque pour
tous x,y € X et A€C, on a

T(\x) = RT(\z) —iRT (i\x)
= RART(z) + SART (iz) — iRART (iz) + iSART (z)
= RAT(z) +iSAT(x)
= M(2)

et

T(x+y) = RT(z+y)—iRT(ix + iy)

= RT(z) — iRT (iz) + RT(y) — iRT (iy)
T(z) + T(y).

De plus, T est majorée par p puisque si x € X est tel que Tv(:c) #0,0n a

|T(a:)] _ e—iarg(f(a:))f(x) _ f(e—iarg(f(x))x)
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et puisqu’il s’agit d’un nombre réel, on a
|f((L’)| _ %(T(efz arg(f(x))x)) _ /g)fe\rf(efi arg(f(x))w) < p<67i arg(f(az))x> _ p(m)
Cela conclut la preuve. [

Présentons & présent quelques conséquences du théoréme de Hahn-Banach. Commencgons par
montrer qu’il permet de prouver existence de nombreuses formes linéaires continues sur un
espace localement convexe séparé donné.

Corollaire 5.1.8 Soient (X, P) un espace localement convexe et Y un sous-espace vectoriel
de X. Toute forme linéaire continue sur Y admet un prolongement linéaire continu sur X.
En particulier, si X # {0} est séparé, alors X' # {0}.

Démonstration : Si T : Y — K est une forme linéaire continue sur Y, alors il existe p € P
et C' > 0 tels que |T(y)| < Cp(y) pour tout y € Y. En considérant la semi-norme p’ = Cp, le
Théoréme de Hahn-Banach permet de construire le prolongement recherché.

De plus, on sait par le Corollaire que si X # {0} est séparé, il existe des formes linéaires
continues sur tout sous-espace Y de dimension finie de X. Vu ce qu’on vient de montrer, on peut
donc affirmer que X’ # {0}. |

Le corollaire suivant montre que si ’espace X est séparé, on peut également séparer les points
de X via une forme linéaire continue. On obtient également une formule de représentation des
semi-normes.

Corollaire 5.1.9 Soit (X,P) un espace localement convexe.
1. Size X etsipe P, alors il existe T € X' tel que |T| < p et T(x) = p(x).

2. Si (X, P) est séparé, alors X' sépare les points : pour tous z,y € X, x # vy, il existe
T € X' tel que T'(z) # T(y).

3. Si (X, P) est séparé, alors pour tout x € X et tout p € P, on a

p(x) =sup{|T(z)| : T € X', |T| < p}.

Démonstration : 1. Si p(xz) = 0, il suffit de poser ' = 0. Sinon, considérons l’application
linéaire continue
T Ha(—K: Az — Ap(z).

Remarquons que |T'(Az)| = [A|[p(x) = p(Az) pour tout A € K. Par le Théoréme de Hahn-
Banach, on peut étendre T sur X en une forme linéaire continue T telle que |T'(y)| < p(y) pour
tout y € X.

2. Si z # y, alors x — y # 0 et puisque l'espace est séparé, il existe p € P tel que p(z —y) # 0
par la Proposition [1.4.1] Le point 1 donne alors I'existence d'une forme linéaire 7' € X" telle que
T(x)—T(y) =T(x —y) =plxr —y) # 0, ce qui suffit.

3. D’une part, il est clair que sup{|T(z)| : T € X',|T| < p} < p(x). De plus, par le point
1, on sait quil existe Ty € X' tel que |Ty| < p et To(z) = p(x). En particulier, on a donc
p(x) < sup{|T(z)|: T € X',|T| < p}, d’ou la conclusion. ]
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Remarque 5.1.10 Grace au point 2, dans le cas ol X est un espace séparé, nous avons obtenu
I'injectivité de 'application linéaire

X=X 2 (,2)
définie par (T, z) = T'(x). Ainsi, X peut étre identifié & un sous-espace de (X')*.

Présentons une derniére conséquence du Théoréme de Hahn-Banach, qui nous permettra d’ob-
tenir un critére de densité.

Corollaire 5.1.11 Soit Y un sous-espace fermé de ’espace localement convexe (X, P). Pour
tout x € X \'Y, il existe T € X' tel que T(x) =1 et T|y = 0.

Démonstration : Posons Yy = Y+)x( et considérons I'application T': Yy — K : y + Az — A.
Alors T est une application linéaire telle que T'|y = 0 et T'(z) = 1. Elle est de plus continue par
la Proposition car kerT'=Y est fermé. ]

Corollaire 5.1.12 Soient (X, P) un espace localement convexe et Y un sous-espace vectoriel
de X. Le sous-espace Y est dense dans X si et seulement si 0 est I'unique forme de X' qui
s’annule sur'Y .

Démonstration : Il est clair que si Y est dense dans X, alors toute forme continue qui s’annule
sur Y s’annule sur X. Réciproquement, on vérifie facilement que ’adhérence d’un sous-espace
vectoriel d’un espace vectoriel topologique est encore un sous-espace vectoriel Ainsi, Y est un
sous-espace vectoriel de X et par le Corollaire , siY # X, alors il existe T € X', T # 0,
tel que T'l3 = 0. |

Remarque 5.1.13 Si A C X, on pose
At ={T e X :T(z)=0Vz e A}.

C’est 'orthogonal de A dans le dual X’. Le résultat précédent se réécrit de la maniére suivante :
un sous-espace vectoriel Y est dense dans X si et seulement si Y+ = {0}.

Exemple 5.1.14 Pour tout a € C tel que |a| > 1, on définit la fonction f, : [-1,1] — C par

Si (an)nen est une suite de complexes telle que lim, 4 |an| = +00, montrons que espace
vectoriel engendré par les fonctions f,, est dense dans Cp([—1,1]). Nous allons appliquer le
critére donné par le Corollaire Soit T': Cy([—1,1]) — C une forme linéaire continue telle
que T'(fa,) = 0 pour tout n € N. Remarquons que si |a| > 1, on a

11 X4k

f) = o5 =2 am

a n=0

1. Laissé en exercice.
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ot la série converge uniformément sur [—1, 1], ¢’est-a-dire au sens de la norme |||/ de Co([—1, 1]).
Par continuité et linéarité de T, on en tire que

> 1
T(fa) = Z)‘nﬁ =@ <a> )
n=0

ol A, est égal & T évalué en la fonction ¢t — t", et ou p(z) = Z:ﬁ% A 2" Remarquons que

Anl < ||TIE = t"]|oo = ||T|| et donc la série définissant ¢ définit une fonction holomorphe sur
la boule unité {z € C : |z| < 1}. De plus, par hypothése sur T, on a 0 = T'(f,,,) = ¢ (i) En

utilisant le principe des zéros isolés, on en tire que ¢ = 0, d’ou A, = 0 pour tout n € N. Ainsi,
T s’annule sur chaque fonction ¢t — t", et donc par linéarité de T sur chaque polynéme. Comme
les polynémes forment un ensemble dense de Cy([—1, 1]), la continuité de T' permet d’affirmer
que T'=0.

5.2 Dual d’un espace normé et norme opérateur

Dans cette section, nous étudions le cas particulier du dual d’un espace normé (X, || - ||). Nous
commencons par montrer que l'on peut munir le dual X’ d’une topologie naturelle, qui en fait
un espace complet. Nous nous intéressons ensuite au bidual de I'espace X.

Soit T' € X’. Comme T est une forme continue, on sait qu’il existe une constante C' > 0 telle que
T(x)| < C|z|| VzrelX.

La définition suivante est donc légitime.

Définition 5.2.1 Soient (X, ||-||) un espace normé et T' € X'. On définit la norme opérateur
de T par

|T|| :==inf {C > 0: [T (z)| < C|lz| Vz € X }.

En général, on utilise la notation || - || pour la norme sur X et la norme opérateur. Le contexte
permet de les distinguer.

Proposition 5.2.2 Soit (X, || - ||) un espace normé.
1. La norme opérateur définit une norme sur X'.

2. Pour tout T € X', on a
T = sup{\T(:E)| cx e X, x| < 1} = sup{]T(x)\ cx e X, |z|| = 1}.

3. Pour tout T € X' et tout x € X, on a

T()| < 17| {|]]-

Démonstration : 1. Soient T, S € X' et C1,Cy > 0 tels que |T(z)| < Cyljz]|| et |S(z)| < Coflz||
pour tout x € X. Alors
IT(x) + S(2)| < (C1+ Co)|z],

d'otu C1 4+ Co > ||T' + S||. I s’ensuit que ||T|| + ||S]| > |+ S|
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En procédant de la méme maniére, on vérifie directement que ||AT'|| < |A|||T]] si A € K. De plus,
si A#0, on a

1 1
T|| = [|=AT|| < |=|||A\T
Il = 15371 < 5| T

drou AT < [IATY].
Enfin, il est clair que ||T'|| = 0 implique 7" = 0.

2. Soit C' > 0 tel que |T'(z)| < C||z|| pour tout z € X. Si ||z|| < 1, on a en particulier |T'(z)| < C
et il s’ensuit que
sup {|T(z)| : z € X, ||z[| <1} < |7

Pour conclure, il reste & montrer que
|7 < sup {|T(z)| : = € X, [l«]| = 1}.

Si x #£ 0, alors HHT;EHH =1let
T (z)| = H!T(H II)‘ < |lzllsup {|T(y)| : y € X, [lyll = 1}.

La définition de la norme opérateur permet d’obtenir le résultat.

3. 1l suffit de remarquer que
T(x)] = HxH\T( )\ < [l ) 17
en utilisant le point 2. ]
En pratique, pour démontrer qu'une forme linéaire T : X — K est continue, on montre que
sup {|T(z)| : z € X, ||| <1} < +oo.

Le résultat suivant montre que le dual d’un espace normé est toujours complet.

Proposition 5.2.3 Soit (X, ||-||) un espace normé. Muni de la norme opérateur, le dual X'
de X est un espace de Banach.

Démonstration : Soit (7},),en une suite de Cauchy de X’. Par la Proposition on sait
que
Ty(x) = Tp(z)| < (|15 — Tp|| |||

pour tout z € X. On en tire que pour tout x € X fixé, la suite (T, (z))nen est de Cauchy dans
K. Elle converge donc. Notons T'(x) sa limite. Par linéarité des applications T}, il est clair que
I’application 1" ainsi définie est linéaire.

Montrons que T est continue et que la suite (7,),en converge vers T au sens de la norme
opérateur. Comme la suite (T},)nen est de Cauchy dans X', elle est bornée dans X’. Soit C' > 0
tel que ||T},|| < C pour tout n € N. On en tire que pour tout z € X tel que ||z|| < 1, on a

7@ = lim |T,(@)] < C
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et T est donc continu. Enfin, on sait que
Tn(2) = Ty(2)] < enll]

pour tous z € X et p > n, si e, = sup,>, [T, — Ty||. En faisant tendre p vers linfini, il vient
alors
Tn(z) = T(2)| < enllz||

pour tout n € N et tout z € X. On en tire que ||T,, — T'|| < &, pour tout n € N. Comme la suite
(T)nen est de Cauchy, on sait que lim, 4+~ €, = 0, ce qui permet de conclure. [

Le résultat suivant est une réécriture du Corollaire dans le cas d'un espace normé.

Proposition 5.2.4 Soit (X, | - ||) un espace normé. Pour tout x € X, on a

||l = sup{|T'(z)| : T € X", || T < 1}.

Démonstration : 1l suffit de remarquer que
T(@)| < |zl VeeX
est équivalent a ||T']| < 1, et ensuite d’utiliser le Corollaire |

On sait par la Remarque [5.1.10] qu’a tout * € X peut étre associé naturellement une forme
linéaire sur X', définie par
(o) : X' - K:Tw T(x).
Cette forme linéaire est continue sur X’ muni de la norme opérateur puisque par la Proposition
0.2.2)
T(x)| < C|IT|

pour tout 7' € X/, ot C' = ||z||. Ainsi, elle appartient au dual topologique X” de X’. On appelle
cet espace 'espace bidual de X. La proposition précédente peut s’interpréter de la maniére
suivante : le plongement linéaire canonique

() : X=Xz (- 2)
préserve la norme, c’est-a-dire ||z|| = ||(-,x )| puisque par la Proposition on sait que

sup{|T(z)| : T € X', ||IT|| <1} = ||{-,2)||- En particulier, X peut étre identifié & un sous-espace
fermé de X”.

Définition 5.2.5 Un espace normé (X, || - ||) est réflexif si le plongement canonique
() : X —=X"2— (-,2)

est surjectif. Il s’agit alors d’une isométrie.

Par la Proposition tout espace réflexif est un espace de Banach.

Exemples 5.2.6
— 1l est facile de vérifier que tout espace normé de dimension finie est réflexif.
— On verra que tout espace de Hilbert est réflexif.
— On verra que les espaces /P, 1 < p < +oo sont réflexifs et que les espaces £, (> et ¢y ne
le sont pas.
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Proposition 5.2.7 Soit (X, ||-||) un espace normé. Si X' est séparable, alors X est séparable.

Démonstration : Soit D = {7}, : n € N} une partie dense de X’. Par la Proposition
pour tout n € N, il existe z, € X tel que |[2,] = 1 et [T (zn)| > 3[|Tn]|. Soit Y le sous-
espace vectoriel de X engendré par {z, : n € N}. Montrons que Y est dense dans X. Pour cela,
considérons T' € X’ tel que T'|y = 0 et montrons que T' = 0, ce qui suffit par le Corollaire
Soit (nk)ken une sous-suite telle que (77, )xen converge vers T' dans X’. Remarquons que, vu le
choix de x,,, on a

1
T = Tl 2 Ty () = T(@ny )| = [Ty (@, )] 2 51Tl

Puisque |1, — T'|| tend vers 0, on en tire que limy_, 4 || Ty, || = 0. Cela implique que T' = 0.

Pour conclure que X est séparable, il suffit alors de remarquer que les éléments de Y peuvent
étre approchés par des combinaisons linéaires a coefficients dans Q si K = R, dans Q + iQ si
K = C, des éléments de {z,, : n € N}. Cet ensemble dénombrable est donc dense dans X. ]

Remarque 5.2.8 La réciproque de ce résultat est fausse. En effet, considérons ’espace normé
Co([0,1]). Puisque les polynéomes a coefficients rationnels sont denses dans Cy([0,1]) par le
Théoréme de Weierstrass, ’espace est séparable. On vérifie facilement que les formes linéaires
0z 1 f € Cp([0,1]) — f(x) sont continues pour tout z € [0,1] et que

16 — &yll = sup {[f(z) — f(y)| : f € Co([0, 1]),;%19” fO) <1} =2

si x # y. Comme [0, 1] n’est pas dénombrable, on ne peut pas approcher les formes d,, x € [0, 1],
par une famille dénombrable. Il s’ensuit que le dual de Cy([0, 1]) n’est pas séparable.

Un autre exemple est donné par I’espace ¢! dont on montrera que le dual est £>°, qui n’est pas
séparable.

Proposition 5.2.9 Un espace normé X est réflexif si et seulement si son espace dual X’
est réflexif.

Démonstration : = Si X est réflexif, alors X = X” et donc X' = X"

< Supposons que X’ est réflexif. Comme X est identifié & un sous-espace vectoriel fermé de X",
on va montrer que X = X” en utilisant le Corollaire [5.1.12] Supposons donc que z” € X" est
tel que 2”|x = 0. Comme X' est réflexif, il existe 2’ € X' tel que z”(T) = T(2’) pour tout
T € X”. Comme 2’ s’annule sur X, on a

0=2a"((-,2)) = (2, 2) = 2/(x)

pour tout x € X, et donc la forme z’ est nulle. On en tire que 2™ (T') = 0 pour tout T € X" ¢’est-
a-dire " = 0. Le Corollaire [5.1.12 permet d’affirmer que X est dense dans X", d’'ou X = X"
puisque X est fermé. [

Pour tout espace normé X, on obtient les inclusions suivantes

Xcx"cxWcx®c. ..
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et
X cx”cx®cx®c. ..

La Proposition implique que ces suites sont soit constantes, soit strictement croissantes.

5.3 Dual d’un espace de Hilbert

Dans le cas d’un espace de Hilbert, on peut avoir une description compléte des formes linéaires
continues. Commengons par montrer que le produit scalaire permet de définir toute une famille
de H'. Nous montrerons ensuite que cette famille donne le dual topologique H' tout entier.

Lemme 5.3.1 Soient H un espace de Hilbert et a € H. L’application ®, : H — K définie
par ®,(x) = (x,a) appartient a H' et ||®,]| = ||a]|.

Démonstration : On peut bien siir supposer que a # 0. Il est facile de vérifier que ®, est
linéaire. De plus, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|Pa(2)| = [(z,0)] < |[z|l[la] V2 e H,

ce qui montre que ®, est continu et satisfait | ®,|| < ||al|. Enfin, si z = Ta> On & lz]| = 1 et
| Do (z)] = |lal|, d’ou ||Pq4]| > ||a|| par la Proposition |

Théoréme 5.3.2 (Représentation de Riesz) Soient H un espace de Hilbert et T € H'.
Alors il existe a € H tel que T = ®,.

Démonstration : Soit 7€ H'. Si T = 0, alors T = ®y. Si T # 0, alors ker(7T") est un sous-
espace vectoriel propre fermé de Hﬂ Soit z ¢ ker(T) et & = 2 — Prey(r)(2). Alors x L y pour
tout y € ker(T). Par linéarité, on peut supposer que ||z|| = 1. Remarquons que

T(x)y —T(y)x € ker T

pour tout y € H. Par conséquent, on a

0= (T(x)y — T(y)z,z) = T(x){y, ) — T(y)l|lz|* = T(x){y,z) — T(y)

et on en tire que T(y) = (y, T(x)z) pour tout y € H. Ainsi, a = T(x)x convient. |

Proposition 5.3.3 Tout espace de Hilbert est réflexif.

Démonstration : Soient H un espace de Hilbert et S € H”. On vérifie directement que
Papplication Ty : H — K : x — S(®,) est une forme linéaire sur H. Elle est également continue
comme composée d’applications continues. Par le Théoréme il existe a € H tel que Ty = ®,,.
Pour conclure, il suffit de montrer que S(T") = T'(a) pour tout T' € H'. Si T € H’, alors le
Théoréme donne & nouveau b € H tel que T = &y, d’or

S(T) = S(q)b) = (I)a(b) = <b7 a’> = <a7 b> = q)b(a) = T(a)‘
|

La théoréme de représentation de Riesz permet également de définir la notion d’opérateur adjoint.

2. On peut donc considérer la projection orthogonale sur ker(T).
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Définition 5.3.4 Soient H un espace de Hilbert et T' € H’. Alors il existe un unique
opérateur T* € H' tel que
(T'(x),y) = (x, T"(y))

pour tous z,y € H. On dit que T™* est 'adjoint de T

Démonstration : Si x € H, lapplication y € H — (T'(z),y) est une forme linéaire continue.
Par le Théoréme de représentation de Riesz, il existe donc un unique vecteur z tel que
(T'(x),y) = (y, z) pour tout y € H. Il suffit alors de poser T*(z) = z et d’utiliser le Théoréme
[3.5.12]de Hellinger-Toeplitz pour obtenir la continuité de 7*. La preuve de I'unicité est immédiate.

|

5.4 Dual des espaces ¢

Dans cette section, nous nous intéressons aux espaces /P et nous donnons une caractérisation
compléte de leur dual. Commengons par rappeler que si p € |1, +o00], alors % €10,1] et il existe

un nombre réel ¢ tel que
1 1

-+ -=1

P q
Les nombres p et ¢ sont appelés des exposants conjugués. On étend cette définition en imposant
que les nombres 1 et +00 sont des exposants conjugués. Rappelons également les inégalités de

Holder.

Proposition 5.4.1 Sip,q € [1,+00] sont des exposants conjugués, alors pour tout x € P
et tout y € £, on a (Tpyn)nen € 1 et

+oo
> lenyal < lalpllyllq.
n=0

Il est donc légitime de considérer, pour y € ¢4, 'application linéaire

+o0
Tyzfp%K:xHZmnyn.

n=0

Les inégalités de Holder impliquent que T}, est continu et tel que [|Ty|| < [ly|l;. Dans le cas
ot p = ¢ = 2, l'espace % est de Hilbert et on a Ty, = ®5. On sait par le Théoreme de
représentation de Riesz que ces formes linéaires permettent d’obtenir une description compléte
de 'espace dual. Montrons que c’est également le cas pour les espaces /P.

Lemme 5.4.2 Soit p € [1,+00[ et soit q son exposant conjugué.

Pour tout y € ¢4, on a

+o0
Iylly = sup {) S aun| i € @,z < 1},
n=0

c’est-a-dire ||yllq = [|T,]-
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Démonstration : Par les inégalités de Holder, on sait déja que ||y|lq > [|T}|. Il suffit donc de
montrer que [y, < |IT,

Supposons tout d’abord que p = 1. Pour tout n € N, soit e, la suite canonique définie par
enm = Onm- On a |leylt = 1 et [T(ey)| = |yn|. Ainsi, ||Ty]] > |yn| pour tout n € N, d’ou
1Tyll = Nlylloo-

Supposons a présent que p > 1. On peut bien str supposer que y # 0. Pour tout n € N, fixons
An € C tel que [\y| = 1 et \yyn = |yn|- Si N est suffissamment grand, on peut considérer

—1/p
Ay = (Zﬁlzo |yn|q) . On définit la suite (x,)nen en posant x, = AN)\n|yn\q/p sin <N, et
Z, = 0sin > N. On obtient alors

N 1/p N 1/p
], = (Z A?vl/\n!plynq> = Ay (Z Iyn!q> =1
n=0 n=0

Puisque ¢ =1+ 1%, il vient

N N N 1=1/p N 1/q
q
= AN |l TP = AN lynl? = (Z \yn!q> = (Z Iyn!q> ,
n=0 n=0 n=0 n=0

“+oo
§ TnlYn
n=0

d’olt
400 N 1/q
sup{’Z:vnyn :xeﬁp,\|x||p<l} > (Z ]yn|q) :
n=0 n=0
Comme N peut étre choisi arbitrairement grand, on obtient la conclusion. [

Remarque 5.4.3 Dans la deuxiéme partie de la preuve précédente, on a montré que

+o0 1/q +oo
(Z Iynlq) < sup {’ > nyn
n=0 n=0

quelle que soit la suite y. Ainsi, y € 9 si et seulement si

+oo
Sup{‘ anyn rx el |z, < 1} < +o0.
n=0

cx el |z, < 1}

On a construit une injection continue naturelle
00— (PY y =T,

qui préserve la norme. Le résultat suivant montre que cette injection est également surjective et
par conséquent, il s’agit d’une isométrie entre le dual de I'espace P et I'espace £9.

Proposition 5.4.4 Soit p € [1,+400[ et soit ¢ son exposant conjugué. Pour tout T' € (¢F)',
il existe y € 7 tel que T' = T,,. En particulier, (¢?)" ~ {7 topologiquement.
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Démonstration :  Supposons que p = 1. Vu ce qui précéde, il suffit de montrer que si T' € (£1)’,
alors il existe y € > tel que T' = T,. Considérons la suite y définie par y, = T'(e,). On a
lyn| < ||T|| et donc y € £°. Puisque = = limy 40 Zivzo Tpe, pour tout z € £, ot la limite a
lieu dans ¢!, la linéarité et la continuité de T permettent d’obtenir le résultat.

Supposons & présent que p > 1. Soit T € (¢P)" et pour tout n € N, soit e, la suite définie par
en,m = Op,m. Pour tout z € 7, on a x = limy 4 Zivzo Tpen, ol la limite a lieu dans /P. Par
continuité et linéarité de T, on a donc

N—+o00 N—+o0

n=

N N 400
T(x)= lim T (Z xnen> = lim znT(en) = anT(en).
n=0 =0 n=0
En utilisant la Remarque on en tire que la suite (T'(ey))nen appartient a ¢7 car
+oo
sup {‘ Z xn T (en)
n=0

Ainsi, T' = T, si y est la suite définie par y, = T'(e,) pour tout n € N. L’égalité (¢P) ~ (1
provient alors du Lemme [5.4.2]

rw €l zllp < 1} = |17 < +oo.

Par le Corollaire [3.5.3 du théoréme de 'opérateur ouvert, la bijection linéaire continue
1 — (P) :y =T,
entre espaces de Banach est un homéomorphisme. [

Le résultat suivant est immédiat.

Corollaire 5.4.5 Sip €1, +o0|, alors I'espace (P est réflexif.

Terminons cette section par le calcul du dual de 'espace cg.

Proposition 5.4.6 On a (cy) ~ ¢! topologiquement.

Démonstration : Siy € ¢!, on peut considérer I'application linéaire

“+00
Ty:co—>K:xr—>Z:cnyn.

n=0

Elle est continue puisque
Ty(@)| < [lylhllzllee Vo €co

et en particulier, ||7y|| < [|y[/1. Pour tout n € N, fixons A, € C tel que [A,| =1 et \pyn = |ynl.
Soit N € N et soit x la suite définie par x,, = A, pour tout n < N et x,, = 0 pour n > N. Alors,
x E€cyetonalr]eo=1 dou

1Tyl = [Ty (x)] =

N N
n=0 n=0

Comme N € N est arbitraire, on en tire que ||Ty]| > ||ly||1.
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Enfin, si T € (cp)’, vérifions comme précédemment que la suite (T(e,))nen appartient a £1.
Pour tout n € N, soit A\, € C tel que |\,| = 1 et N\, T(e,) = |T(e,)|. Pour tout N € N, on a

Zﬁ;o Anén € o et
N
T( Z )\nen)
n=0

En utilisant la continuité de T, il vient

N
> AT (en)
n=0

N
= |7 (el
n=0

N N
DT () < ITID  Anenlloo = ITI-

Comme N € N est arbitraire, on en tire que (T'(e,))nen € £ et ||[(T(en))nen||1 < ||T||. Comme

T satisfait T' = T}, on obtient la conclusion. [

Remarque 5.4.7 Le cas de I’espace £°° est plus délicat a traiter. En effet, la suite ( Zflv:o xnen)NeN
ne converge pas vers (p )nen dans £°°. Les arguments précédents ne peuvent donc plus s’appliquer
dans cette situation.

Corollaire 5.4.8 Les espaces (1, (> et ¢y ne sont pas réflexifs.

Démonstration : Puisque (cp) ~ ¢! et (£!)" ~ £, I'espace cg n’est pas réflexif. On obtient
alors que ¢! et £>° ne sont pas réflexifs en utilisant la Proposition [5.2.9 ]

5.5 L’espace faible et le dual simple

Dans cette section, nous introduisons deux topologies liées & la paire (X, X’), étant donné un
espace localement convexe (X, P). Notons que ces topologies proviennent de considérations plus
générales dans le contexte de la donnée d’une paire duale, ¢’est-a-dire un triplet (X,Y, B) ou X
et Y sont deux espaces vectoriels et B : X X Y — K est une forme bilinéaire non-dégénérée.

Commengons par remarquer que pour tout 7' € X', 'application |T| définit une semi-norme sur
X. On peut donc considérer le systéme filtrant de semi-normes sur X défini par

Py = {max{|T\ TeA}: ACX #A < +oo}.

Définition 5.5.1 L’espace localement convexe (X, P,) est appelé I'espace faible et est noté
X,. Sa topologie est notée o(X, X') et appelée la topologie faible.

Remarquons que si A" = {T1,...,T,} € X', alors pour tout k € {1,...,n}, il existe py € P tel
que |T| = px par la Proposition . Comme P est filtrant, il existe p € P tel que pp < p pour
tout k € {1,...,n}, dou |T| < p. Ainsi, P, = P i.e. la topologie faible est plus faible que la
topologie associée & P. La topologie faible (X, X’) est donc moins fine que la topologie de X.

Une base de voisinages de 0 de la topologie faible est donnée par les intersections finies du type

() T7'(v(0, 1)

TeA’
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ou A" C X' est fini, 7 > 0 et b(0,7) est la boule ouverte centrée en 0 de rayon r dans K. On en
tire que la topologie faible sur X est la topologie initiale relative aux applications de X’. C’est
donc la topologie la moins fine pour laquelle toutes les applications de X’ sont continues. En
particulier, une application S : (Y,7) — X, est continue si et seulement si T o S : Y — K est
continue pour tout T' € X'.

Remarquons également que si X est séparé, I'espace X, est séparé par le Corollaire Nous
allons montrer que le dual de I’espace faible est le méme que le dual de X. Commencons par un
lemme algébrique.

Lemme 5.5.2 Soient T, 11,...,T, € X*. Si
n
ﬂ kerT,, C ker T,
k=1

alors il existe Ai,..., A\, € K tels que T =Y ;| ATy

Démonstration :  Considérons I'application linéaire S : X — K" : & — (T1(z),...,T,(x)).
Remarquons que si S(z) = S(y), alors x —y € (;_; ker T}, et donc T'(z — y) = 0 par hypothése.
Par linéarité, on en tire que T'(z) = T'(y) et 'application

f:imS —K:S(z)—T(x)

est bien définie. Il est clair que f est linéaire et on peut I’étendre en une application linéaire
f : K" — K en considérant un supplémentaire de im .S dans K". Si A\ = f(eg), on a

T(x) = £(S(@)) = F(S() = F(Ti(@),.... Tu(@)) = T (Z Tkmek) =3 MTi(@).
k=1 k=1

Ceci permet de conclure que T'= Y7 A\pTk. [

Proposition 5.5.3 On a (X,) = X'.

Démonstration : On sait que X’ C (X,)" car chaque T € X’ est continu pour la topologie
faible. Soit & présent T € (X,)". Alors il existe n € Ng, T1,...,T, € X' et C > 0 tels que

T <C T;
T(@)| <C max [Ty(a)

)

pour tout z € X. En particulier, ();_; ker 7}, C ker T et le Lemme implique que 7" est une
combinaison linéaire de T, ..., T),. Cela implique que T' € X', d’ou la conclusion. [ |

Néanmoins, en général, les topologies Tp et (X, X') sont différentes comme le montre ’exemple
suivant.

Exemple 5.5.4 Soit (X, || - ||) un espace normé. On sait que la topologie faible est moins fine
que la topologie donnée par la norme de X, c’est-a-dire P, < || - ||. Montrons que les topologies
sont équivalentes si et seulement si X est de dimension finie. Si || - || <X P,, alors il existe n € N,

T,...,T, € X' et C > 0 tels que
zl| < C max |Ti(x Ve € X.
H H— kell }| k( )‘

[ARR)
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Comme || - || est une norme, on en tire que

([ ker Ty C {z € X : ||z = 0} = {0}.
k=1

Par conséquent, 'application
S:X 5Kz (Th(2),...,Ta(z))

est linéaire et injective. Par conséquent, X est de dimension finie. La réciproque découle de la
Proposition [I.4.7], puisque la topologie faible sur X est séparée.

La notion de convergence liée a la topologie de ’espace faible est appelée la convergence faible :
une suite (z,)pen converge faiblement vers x si et seulement si (T(xn))n cy converge vers T'(z)
pour tout 7' € X’. La convergence en norme et la convergence faible coincident donc dans les
espaces normés de dimension finie. Dans les espaces normés de dimension infinie, la convergence
en norme (on parle de convergence forte) implique la convergence faible, mais la réciproque est
fausse en général, comme illustré dans I’exemple ci-dessous.

Exemple 5.5.5 Placons-nous dans l'espace £2 et considérons pour tout n € N la suite canonique
en définie par e, = 0p . SIT € (£%)', on sait par la Proposition qu'il existe = € £2 tel que

+oo

T(y) = zryr Yy €L’
k=0

Ainsi, on a
T(en) =xp — 0

lorsque n — 400, et on en tire que la suite (ey),en converge faiblement vers 0. D’autre part, on
a |len|l2 = 1 pour tout n € N et la suite (e,,)nen ne converge donc pas en norme vers 0 dans £2.

Remarque 5.5.6 Il existe néanmoins des espaces normés de dimension infinie pour lesquels les
deux notions de convergence coincident : c’est le cas par exemple de 'espace £

Le résultat suivant montre que toute application linéaire continue donne une application linéaire
continue entre les espaces faibles correspondants.

Proposition 5.5.7 Soient (X, P) et (Y, Q) des espaces localement convexes. Si une appli-
cation linéaire T : X — Y est continue, alors T : X, — Y, est continue. La réciproque est
vraie si X et Y sont des espaces de Fréchet.

Démonstration : Soient n € N et T1,...,T, € Y'. On cherche m € N, Sy,...,5,, € X et
C > 0 tels que

To(T(x))| < X.
ker{rllfffn}l K(T(2)) <C keglffm}lSk(x)! Vz €

11 suffit de remarquer que C =1, m =n et S, = T o T € X’ conviennent.

Réciproquement, si T : X, — Y, est continue, alors son graphe (vu comme sous-ensemble de
X, x Y,) est fermé puisque les topologies faibles sont séparées. Comme la topologie produit
X, x Yy, est plus faible que la topologie produit de X x Y, le graphe de T est également fermé

dans X x Y. Par conséquent, si X et Y sont des espaces de Fréchet, le Théoréme[3.5.10|du graphe
fermé permet de conclure. u
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Intéressons-nous a présent a ’espace dual X’. Dans le cas ou X est un espace normé, nous ’avons
muni d’une norme naturellement associée. Nous avons donc deux topologies sur X', a savoir

— la topologie forte associée a la norme de X',

— la topologie faible o(X', X").
Nous savons que la topologie faible sur X’ est strictement moins fine que la topologie forte sur
X' si X est de dimension infinie. Nous allons a présent munir X’ d’une topologie suffisamment
faible pour que la boule unité bx/(0,1) associée a la norme de X’ soit relativement compacte,
méme si 'espace est de dimension infinie. Il s’agit de la topologie simple ou faible-*.

Nous allons nous placer dans le cas général d'un espace localement convexe. Pour tout x € X,
lapplication [(-,z)| : T € X' — |T(x)| € K définit une semi-norme sur X’. Remarquons qu’une
suite (T, )nen de X' converge pour cette semi-norme vers 7T si et seulement si la suite (T}, (2))nen
converge vers T'(z). Afin d’obtenir un ensemble filtrant de semi-normes qui traduiront cette
convergence ponctuelle, on considére I’ensemble

Ps :z{max{](-,xﬂ :xGA}:AQX,#A<+oo}.

Définition 5.5.8 L’espace localement convexe (X', Py) est appelé le dual topologique simple
et est noté X.. Sa topologie est notée o(X’, X) et appelée la topologie simple (ou faible-x)
sur X'.

Exemple 5.5.9 La notion de convergence introduite sur 'espace D'(£2) des distributions est la
convergence liée & la topologie simple.

Par définition, la topologie simple est séparéeﬂ En transposant ce qui a été fait pour la topologie
faible, on montre qu’il s’agit de la topologie la moins fine pour laquelle toutes les applications
T € X' — T(z) sont continues. En particulier, une application S : (Y,7T) — X/ est continue si
et seulement si (-, z) oS :Y = K:y— (S(y))(x) est continue pour tout = € X.

Bien stir, X’ peut étre identifié & un sous-espace du produit KX via Iapplication
TeX = (T(x).ex € KX,

La topologie de X! est alors la topologie induite par KX sur X' : en effet, la topologie de KX
est la topologie la moins fine telle que les projections (A;)zex +— A, sont continues.

Dans le résultat suivant, on montre que seules les formes linéaires du type (-, z) : T € X' — T(x)
sont continues pour la topologie simple.

Proposition 5.5.10 Soit (X, P) un espace localement convexe. Alors

(XD ={(-,z) : 2 € X}.

Démonstration : Bien sir, il suffit de montrer que (X.) C {(-,z) : x € X}. Soit ¢ : X' - K
une forme linéaire continue pour la topologie simple. Alors, il existe n € Ny, z1,..., 2, € X et
C > 0 tels que

(T < C T
|®(T)| < kel{"fllf}fn}l (z)]

3. 1l suffit de vérifier que si T'(x) # T'(y), alors il existe un scalaire A pour lequel |T'(Az)| # |T(Ay)].
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pour tout 7' € X'. Le Lemme [5.5.2] (appliqué avec X') implique qu’il existe A1,..., A, € K tels
que

o = ZAk<"xk> = <'7Z>‘kxk>a
k=1 k=1

ce qui suffit. [

Remarque 5.5.11 En fait, nous pourrions déduire toutes les propriétés du dual simple en consi-
dérant la topologie faible associée a la paire duale (X', §(X),d), o0 0 =(-,-): X — X".

Remarque 5.5.12 La topologie simple o(X’, X) est moins fine que la topologie faible o (X', X")
de X' puisque X peut étre identifi¢ & un sous-espace de X”. En général, ces deux topologies sont
différentes. Néanmoins, si I'espace X est normé et réflexif, les topologies coincident. En fait, il
s’agit méme d’une caractérisation des espaces réflexifs.

Remarque 5.5.13 Si X est un espace normé, nous avons & présent trois topologies sur X', a
savoir

— la topologie forte associée a la norme de X',

— la topologie faible o(X', X"),

— la topologie simple ou faible-x o(X', X).
Comme dans le cas de la topologie faible, on montre que la topologie forte coincide avec la
topologie simple (et donc avec la topologie faible) si et seulement si dim X < +o0.

La notion de convergence associée a la topologie simple est la convergence simple (ou ponctuelle
ou faible-x) : une suite (T),)nen de X' converge simplement si (7, (z))nen converge vers T'(z)
pour tout =z € X.

Remarque 5.5.14 Dans X', la convergence faible implique la convergence simple. En particu-
lier, les limites sont alors identiques. Par contre, la réciproque est fausse en général. Par exemple,
considérons X = cg. Alors, on sait que X’ s’identifie & £ et X” & £>°. La suite canonique (e, )nen
de ¢! (en fait, les formes T, de co associées) définie par enk = Op k converge vers 0 simplement
dans ¢! puisque pour tout € cg, on a

+o00

T, () =) enpwr = zn — 0
k=1

lorsque n tend vers l'infini. Néanmoins, pour la suite x € £°° définie par x; = 1 pour tout k, on
a

+00
T.(en) = kaen,k =z,=1
k=0
qui ne converge pas vers 0. Ainsi, la suite (ey,),en ne converge pas faiblement.

Comme elle est moins fine que les autres topologies considérées sur X', on peut espérer que
la topologie simple nous fournisse plus d’ensembles compacts. C’est effectivement ce que nous
obtenons dans le résultat suivant.
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Théoréme 5.5.15 (Alaoglu) Soient (X,P) un espace localement convexe et U un voisi-
nage de 0. Alors le polaire

US={T e X':|T(z) <1Vz e U}

est simplement compact, c¢’est-a-dire compact dans (X', o(X', X)).

Démonstration : Soit p une semi-norme sur X telle que B,(1) € U (on peut prendre un
rayon égal & 1 quitte & multiplier p € P par une constante). On a alors

US C (By(1))" = {T € X" : |T(x)| < p(a)Vx € X}.

De plus, on a
{TeX':|T(2)| < pla) Vo € X} = (H [p(wxp(:c)]) nx
zeX

ot l'on identifie X* avec un sous-espace du produit KX. Le produit est compact dans KX par le
Théoréme de Tychonoff (tout produit de compacts est compact). De plus, le dual algébrique X*
est fermé pour la topologie produit puisque

z,ye X \,ueK

et les noyaux d’applications continues sont fermés. Ainsi, (Bp(l))A est compact dans K¥X. Pour
conclure, il suffit donc de montrer que U® est fermé pour la topologie simple. Cest évident
puisque si T ¢ U2, il existe 2 € U et € > 0 tel que |T(x)| > 1+ . Alors

{Se X :|T(x) - S(z)| <&}
est un ouvert de o(X’, X) qui ne rencontre pas U, |
Dans le cas d’'un espace normé X, le polaire de la boule unité fermée B est donné par
BA={TecX :|T(x)|<1Vx e B} ={T € X":|T| <1}.

Il s’agit donc de la boule unité fermée dans X’. On sait par le Théoréme de Riesz que si
X (et donc X') est de dimension infinie, cette boule n’est jamais compacte dans 1’espace normé
X'. Le Théoréeme d’Alaoglu implique qu’elle est néanmoins simplement compacte. C’est un des
intéréts majeurs de la topologie simple sur X'.

5.6 Exercices

Exercice 5.6.1 Montrer que la topologie faible o(X, X') est métrisable si et seulement si X est
de dimension finie.

Exercice 5.6.2 Soient (X,P) un espace localement convexe et Y un sous-espace de (X, P). On
pose

Yt={TeX :T(y)=0V¥yeY}
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1. Montrer que le dual topologique de'Y est isomorphe au quotient X'/Y .

2. Montrer que le dual topologique de I'espace quotient X/Y est isomorphe au sous-espace
vectoriel Y.

Exercice 5.6.3 Soit (X;,P;), i € I, une famille d’espaces localement convexes.

1. Montrer que le dual topologique du produit [[;,.; X; est isomorphe a la somme directe
@.c; X| (cfr Liste 2).

2. Montrer que le dual topologique de la somme directe @, ; X; est isomorphe au produit
[Licr X3

Exercice 5.6.4 Soit (X, || - ||) un espace normé et soient xi,...,x, des éléments linéairement
indépendants de X. Si cy, ..., ¢, € K, montrer qu’il existe f € X' tel que f(xy) = ¢ pour tout
kEe{l,...,n}.

Exercice 5.6.5 Soient (X, | -|x) et (Y,|-|y) deux espaces normés. Soit L(X,Y') I'espace des
opérateurs linéaires continus de X dans Y. On définit la norme opérateur de T par

IT|| :==inf {C > 0: |T(z)|y < Cllz|x V& € X}.

Montrer que
1. la norme opérateur définit une norme sur L(X,Y),
2. pour tout T' € L(X,Y), on a

7)) = sup {IT(2)]ly : @ € X, ||zllx <1} =sup {|T(2)]ly : 2 € X, ||z x =1},
3. pour tout T' € X' et tout x € X, on a
1T (@) ly < TN [l x-

Exercice 5.6.6 On munit I'espace L'/?([0,1]) de la distance définie par

1
d(f.g) = /0 |f(z) — g(x)|ds.

Montrer que la seule forme linéaire continue sur LY/2([0,1]) est la forme linéaire nulle.

Exercice 5.6.7 On munit 'espace C[x] des polynémes & coefficients complexes de la norme
| Plloc = supyejoqy [P(2)]. Sia € R, on considére la forme linéaire

T, : Clz] - C: P — P(a).

1. A quelle(s) condition(s) sur a la forme T, est-elle continue ?

2. Dans ce cas, calculer ||T,]|.
Exercice 5.6.8 Soit ¢ € CY([0, 7], R). Considérons I'application

T:C%0,7],R) = R: f — /7T o(z) f(z)dx.
0

4. On sait que cet espace n’est pas localement convexe (cfr Liste 1).
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1. Montrer que T appartient au dual de C°([0,1],R).
2. Sip >0, calculer ||T.
3. Si p(z) = cos(x), calculer ||T|.

Exercice 5.6.9 Soit (a,)nen une suite formant une partie dense de [0,1]. On considére ’appli-

cation
n

T:C%0,1,R) = R: f io (_if(an).
n=1 2n

1. Montrer que T appartient au dual de C°([0,1],R).
2. Montrer que |T|| = 1.
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