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Avant propos

Ces notes de cours ont été principalement rédigées durant I’année académique 2022-2023 et sont
destinées aux étudiants du cours de Probabilités dispensé dans le bloc 3 du cursus en Sciences
Mathématiques.

L’objectif de ce cours est de fournir aux étudiants une compréhension approfondie des concepts
fondamentaux de la théorie des probabilités. Cette solide base en théorie des probabilités consti-
tuera une compétence précieuse, préparant les étudiants a aborder des domaines tels que la
statistique et ’analyse stochastique.

Le premier chapitre est destiné & introduire la notion de variable aléatoire et de loi. Nous montrons
que la loi d’une variable aléatoire est une mesure de probabilité sur R et que réciproquement, toute
mesure de probabilité sur R définit une variable aléatoire. Cela permet d’étudier les variables
aléatoires via les mesures de probabilités. Nous montrons également que les lois sont entiérement
caractérisées par leur fonction de répartition, ce qui fournit une troisiéme maniére équivalente
de travailler avec un méme objet. Nous passons également en revue les lois classiques.

Le chapitre 2 est centré autour de la notion d’espérance. L’espérance d’une variable aléatoire
n’est rien d’autre que l'intégrale de cette fonction dans la mesure de probabilité de ’espace sur
lequel elle est définie. Bien que la notion d’intégrale ait été intensivement étudiée dans le cours de
Calcul Intégral, cette notion étant au coeur de la théorie des probabilités, nous y consacrons un
chapitre dans lequel nous introduisons le vocabulaire des probabilités et traduisons les résultats
de la théorie de la mesure dans ce langage.

Dans le chapitre 3, nous revenons sur la notion d’indépendance, en étendant la définition d’indé-
pendance d’événements au cas des o-algébres. Cela permet d’étudier I'indépendance de variables
aléatoires et de démontrer la loi du 0-1 de Kolmogorov. Nous montrons ensuite comment ’espé-
rance permet de caractériser I'indépendance.

L’objectif du chapitre 4 est d’étudier 'espérance conditionnelle. La définition de celle-ci étant
peu intuitive, nous commencons par une approche intuitive sur des exemples discrets ou continus.
Aprés avoir défini proprement I'espérance conditionnelle, nous étudions ensuite les propriétés qui
découlent immédiatement de sa définition. La derniére section propose une trés bréve introduction
a la théorie des martingales.

Le chapitre 5 est dédié a I’étude de la convergence d’une suite de variables aléatoires. Nous
commengons par étudier la convergence presque stire et ses liens avec la convergence en norme L
et en probabilité. Nous démontrons ensuite la loi des grands nombres et I'une de ses applications
importantes qui permet de justifier I'approche fréquentiste des probabilités. Dans un second
temps, nous introduisons la convergence en loi et ses caractérisations équivalentes. Cela nous
permet de démontrer I'un des théorémes les plus importants de la théorie des probabilités, le
théoréme central limite.

v
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Dans les chapitres repris en annexe, nous rappelons I’approche naive de la notion de probabilité
et nous motivons l'intérét de la théorie de la mesure dans ’étude des probabilités. Ce chapitre
contient de nombreux rappels du cours de Calcul Intégral qui seront utilisés de maniére récurrente
dans le cours. La deuxiéme annexe rappelle une étude élémentaire des probabilités, en rappelant
le vocabulaire approprié introduit dans le cours de Statistique Descriptive. Par rapport au cours
de Calcul Intégral, nous rappelons la notion d’indépendance d’événtamants, qui est indispensable
et centrale en théorie des probabilités. Enfin, dans la troisiéme annexe, nous proposons une preuve
du Théoréme de Radon-Nikodym, non-vue dans le cours de Calcul Intégral mais indispensable
dans le cadre de la théorie des probabilités.

Ces notes de cours ont été rédigées sur la base de nombreux échanges avec Yvik Swan ainsi que de
son cours donné a 'ULB. Je ’en remercie chaleureusement. Je remercie également les étudiants
du bloc 3 en Sciences Mathématiques de I'année académique 2022-2023 qui m’ont signalé de
nombreuses coquilles présentes dans la premiére version des notes.



Chapitre 1

Variables aléatoires

Les variables aléatoires permettent de modéliser de maniére rigoureuse et systématique des phé-
nomeénes aléatoires en associant a chaque issue possible d’une expérience un nombre réel. Elles
offrent un cadre mathématique unifié pour I’étude d’expériences variées, facilitant le calcul des
probabilités associées & divers événements d’intérét.

1.1 Deéfinition

Considérons une expérience aléatoire et I’espace probabilisé (€2, F,P) associé. L’outil de base que
nous allons utiliser et étudier est la variable aléatoire qui associe aux issues w de ’expérience
(qui, pour rappel, peuvent étre de toute nature) des nombres réels.

Définition 1.1.1 Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Une application mesurable

X:0O—=R

est appelée une variable aléatoire (réelle).

Ainsi, une variable aléatoire est une application X : Q@ — R : w — X (w) telle que, pour tout
Borélien B € B, on a
{XeB}eF (1.1)

ot la notation {X € B} est une convention usuelle pour représenter 1'ensemble X ~(B), i.e.
{(XeB}=X"'B)={weQ: X(w) e B}.

L’événement {X € B} aura donc une probabilité. On omet généralement les accolades dans
I’écriture de sa probabilité :

P(X € B)=P{X € B}) =P{w e Q: X(w). € B})
Il est d’usage de représenter les variables aléatoires par les lettres X, Y, Z, ...
Remarque 1.1.2 Si F = P(Q) alors toute fonction réelle sur (2 est une variable aléatoire.

Remarque 1.1.3 Ce n’est pas la fonction qui est aléatoire : quand w est observé on sait quelle
valeur prendra X. Toutefois, w étant lui méme choisi de fagon aléatoire (avec probabilité dictée
par P), on ne sait pas quelle valeur prendra X ; la valeur de X est donc malgré tout aléatoire.
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FIGURE 1.1 — Une variable aléatoire transforme des w en nombres réels ; tout intervalle provient
d’un événement de F.

Exemple 1.1.4 Considérons l'expérience du lancer de dé de exemple B.I.3] Pour étudier la
parité du résultat, on considére la fonction donnée par

X:Q—)R:iHX(i):i—2BJ.

Puisque F = P(12), la condition (I.1) est satisfaite et X est une variable aléatoire. L’événement
{X =0} correspond a l'ensemble A = {2,4,6}.

Exemple 1.1.5 Considérons 'expérience du lancé de deux dés distinguables dont I’espace asso-
cié est (Q,F) = ({(3,4) : 4,5 € {1,...,6}},P()). Soit X la somme des résultats de chaque dé,
i.e.

X:Q—>R:(i,5)— X(i,5) =1+ ]

Puisque A = P(Q2), la condition (|1.1)) est satisfaite et X est une variable aléatoire. L’événement
{X > 11} correspond a I'ensemble A = {(5,6),(6,5), (6,6)}.

Exemple 1.1.6 Considérons I'expérience qui consiste & lancer une piéce de monnaie autant de
fois que nécessaire pour obtenir pile. L’espace associé est (2, F) = ({p, (f,p), (f, f,p0),-..},P(Q)).
Soit X le nombre de lancers avant observation d’un pile, i.e.

X:Q—-R:wm X(w) =#f.

Puisque F = P(2), la condition (1.1]) est satisfaite et X est une variable aléatoire.

Le résultat suivant est une conséquence directe de la Proposition

Théoréme 1.1.7 Soit (2, F) un espace mesurable. Alors X : 8 — R est une variable
aléatoire si et seulement si X ~!(]—oc, x]) € F pour tout z € R.

Corollaire 1.1.8 Soit (2, F) un espace mesurable et soit X : ! — R une application telle
que X () est dénombrable. Alors X est une variable aléatoire si et seulement si pour tout
r€X(Q),onaX ({x})€eF.
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Démonstration : Il suffit de remarquer que X ~1(] — oo, 2]) = Uyex @) y<z X 1{y}). ]

Exemple 1.1.9 Considérons I'expérience qui consiste & mesurer le temps d’attente du 48 & un
arrét de bus. L’espace probabilisé associé est (Q, F) = (RT, B(RT)).
— Soit X l'indicateur de retard donné par

1 stiw>1

X:Q—>R:wb—>X(w):{O sinom

On remarque que
X1({1}) =]1, ool et X1({0}) =]0, 1]

Les deux ensembles sont des boréliens, ce qui suffit pour que la condition (|1.1)) soit vérifiée.
Ainsi, X est bien une variable aléatoire.
— Soit X le temps d’attente, i.e.

X:Q-R:w- X(w) =w.

On a X 1(] —o0,7]) =] —00,z] € B(RT) pour tout z. Ainsi, X est une variable aléatoire.
— Soit X le nombre de minutes d’attente; X (2) = N. A nouveau on vérifie aisément qu’il
s’agit d’une variable aléatoire puisque X ~'({n}) = [n,n + 1[.

Remarque 1.1.10 Parfois, on contourne ces questions de mesurabilité en travaillant avec la
o-algebre engendrée par X. En général, il est compliqué de construire o(X) explicitement. On
se contentera donc de son existence, et on ne la spécifiera pas.

On pourrait également considérer des variables aléatoires a valeurs dans R?, ou plus généralement
dans un espace F. La définition s’étend comme suit.

Définition 1.1.11 Soient (2, F,P) un espace probabilisé et (E,E) un espace mesurable.
Une application mesurable X : Q — FE est appelée une variable aléatoire & valeurs dans F.

L’espace d’arrivée (E, £) est l'espace d’états. Si (E,E) = (R, B) alors X est une variable aléatoire
réelle, si (E, &) = (RY, B(R?)) alors X est un vecteur aléatoire. On y reviendra a la fin du chapitre.

Remarque 1.1.12 Il est parfois utile ou nécessaire de considérer des variables aléatoires a
valeurs dans (R,B(R)). Dans ce cas, on peut avoir P(X = +o0) > 0. En revanche on a
P(—o0 < X < +o0) = 1.

1.2 Loi d’une variable aléatoire

Comme toute variable aléatoire est une fonction mesurable, on peut s’intéresser a la mesure
qu’elle définit sur (R, B).

Définition 1.2.1 Soit (€2, F,P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire. La
loi de X est la mesure image Py de P par X. C’est donc la mesure de probabilité sur (R, B)
définie par

Px(B) =P(X € B)

pour tout ensemble B € B. On 'appelle également la distribution de la variable aléatoire X.
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On utilise la notation X ~ u pour exprimer que Px = pu.

Intuitivement, la loi de X est une description de toutes les probabilités des événements liés & X.
En pratique, espace (£, F,P) est un peu “mythique”. Si on se donne une mesure de probabilité
u sur R, on peut toujours I’écrire comme la loi image d’une application mesurable : il suffit de
prendre Q =R, F = B, P = i et de considérer la variable aléatoire X = id. Ainsi, toute mesure
de probabilité sur R est la loi d'une variable aléatoire. En général, on s’intéresse uniquement a
la mesure image et on explicite rarement l'espace (2, F,PP). Par exemple, on écrit “soit X une
variable aléatoire de loi " pour dire “soit X une variable aléatoire définie sur (€2, F,P) telle que
Px =p".

Définition 1.2.2 Soit X une variable aléatoire sur (2, F,P) et Y une variable aléatoire sur

(Q, F,P). On dit que X et Y sont de méme loi si Px(B) = Py (B) pour tout B € B. On dit

également que X et Y sont identiquement distribuées et on note X £y,

Remarquons que I’énoncé de la définition ne fait pas mention des espaces fondamentaux
ou des o-algébres sous-jacentes et seules comptent les activités dans R. En particulier, deux
variables aléatoires peuvent étre égales en loi sans étre définies sur le méme espace : X est défini
implicitement sur “son” (Qx,Fx) et Y sur “son” (y,Fy), ot on a donc que Fx D o(X) et
Fy Do (Y)

Exemple 1.2.3 Soit X la variable aléatoire qui rend 1 si on répond correctement a un QCM
avec 3 distracteurs et 0 sinon. Alors, les valeurs prises par X sont données par l’ensemble {0, 1}
etonaP(X =0)=2=1-—P(X =1). Soit Y la variable aléatoire qui rend 1 si on tire un coeur
d’un jeu de cartes classique et 0 sinon. Alors, les valeurs prises par Y sont données par {0,1} et
onaP(Y =0) = 3=1- P(Y = 1). 1l est clair que X £Y sans pour autant qu’ils ne vivent sur
le méme espace. On peut aussi définir une troisiéme variable aléatoire de méme loi vivant sur
un espace probabilisé continu : on prend I'espace ([0, 1], B([0, 1]), Alj,1]) et la variable aléatoire
Z = Ly, 1.

Remarquons également que, méme si elles sont définies sur le méme espace probabilisé, 1’égalité
en loi des variables aléatoires n’implique pas leur égalité P-presque partout.

Exemple 1.2.4 Soit X le nombre de “pile” observés lors de 5 lancers consécutifs indépendants
d’une piéce de monnaie. Soit Y le nombre de “face” observés lors des mémes 5 lancers. Alors X
et Y sont identiquement distribuées, alors que P(X =Y) = 0.

Bien souvent, on met en évidence deux classes de variables aléatoires : les variables aléatoires dont
la loi est discréte (combinaison linéaire finie ou dénombrable de masses de Dirac) et les variables
aléatoires dont la loi est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Comme
signalé dans la décomposition de Lebesgue donnée dans le Théoréme cette classification
n’est pas dichotomique : il existe des lois qui ne sont ni discrétes, ni absolument continues par
rapport a la mesure de Lebesgue (ni des combinaisons des deux).

Définition 1.2.5 (Lois discrétes) Une variable aléatoire X est discréte si sa loi Px est
discréte, c’est-a-dire s’il existe une suite (py, )nen de réels positifs ou nuls et une suite (2, )nen
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de réels tels que

IP>X - Z pn(sxn .

neN

Le résultat suivant est immeédiat.

Proposition 1.2.6 Soit X une variable aléatoire discréte de loi Px = Enean(an. Alors
e 0 <p, <1 pourtoutn €N,
® DnenPn=1,
e p, = P(X = x,) pour tout n € N.
On appelle la fonction
Px:zeR—P(X =2x)

la fonction de masse de X.

Il suffit bien str de connaitre la fonction de masse sur D pour connaitre la loi de X. Plus
précisément, si Px = Y _yPndz,, on calcule toutes les probabilités liées & X de la manicre
suivante : si B € B, on a

PXEB)= > pu= » PX=uz,).

n:xpn€B n:xn€B

Spécifier une loi discréte peut donc se faire en spécifiant la suite des réels (x,,)nen ainsi que leurs
poids (pn)nen associés. Par métonymie, la donnée des (2, pp)nen est également appelée la loi

de X.

Proposition 1.2.7 Une variable aléatoire X est discréte si et seulement si il existe un
ensemble dénombrable D C R tel que Px (D) = 1.

Démonstration : Si X est discréte de loi Px = Y Pnbz,, alors I'ensemble dénombrable
D = {z,, : n € N} est tel que P(X € D) =Px(D) = 1. Remarquons qu’on aurait pu prendre plus
précisément D = {x,, : p, > 0}. Pour la réciproque, comme D est dénombrable et Px (D) = 0,
on a successivement

Px(A) =Px(AND)+Px(ANDY) =) Px(An{xz}) =Y Px({z})d(A)
reD xeD

pour tout A € B. [ |

Définition 1.2.8 (Lois continues) Une variable aléatoire X est continue si sa loi Px est
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, c¢’est-a-dire s’il existe une appli-
cation mesurable f: R — [0, 4o00] telle que

Py (B) = P(X € B) = /B f(z)dz

pour tout ensemble B € B(R). Dans ce cas, la fonction f est unique & un ensemble \-
négligeable prés et est appelée la densité de X.

/Rf(x)dx 1

En particulier, on a
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et donc f est intégrable. On peut donc supposer qu’elle est a valeurs dans [0, +oo[ puisque cette
propriété est vérifiée A-pp. De plus, pour tous réels a < b,

b
IP’(a<X<b)—IP’(a§X§b)—/ f(z)dx.

On remarque également que P(X = a) = 0 pour tout a € R.

Nous verrons dans la Section des exemples classiques de lois discrétes ou continues.
1.3 Fonction de répartition

Nous avons vu que la loi d’une variable aléatoire discréte est entiérement déterminée par sa
fonction de masse, tandis que la loi d’une variable aléatoire continue est entiérement déterminée
par sa fonction de densité. En général, les variables aléatoires ne sont ni discrétes, ni continues.
On ne peut donc pas spécifier leur loi via les fonctions de masse ou de densité. Dans cette section
nous associons a toute variable aléatoire, quelle que soit sa nature, une nouvelle fonction qui
caractérise sa loi.

Définition 1.3.1 Soit X une variable aléatoire. La fonction Fx : R — [0, 1] définie par
Fx(z) = P(X <) = Px(]-00,2])

pour tout x € R est appelée la fonction de répartition de X.

Puisque les demi-droites engendrent la o-algébre de Borel, le fait que la fonction de répartition
d’une variable aléatoire caractérise entiérement sa loi est une conséquence directe du Lemme de
la classe monotone rappelé dans la Proposition

Théoréme 1.3.2 Deux variables aléatoires X et Y sont identiquement distribuées si et
seulement si F'x = Fy.

Par conséquent, on écrira souvent X ~ F pour dire qu’on considére une variable aléatoire dont
la fonction de répartition est F.

Exemple 1.3.3 Si X est une variable aléatoire qui prend presque stirement la valeur a (i.e.
Px = 64), alors Fix(z) = L{g 4oo-

Exemple 1.3.4 Si X est une variable aléatoire discréte et si D est un ensemble dénombrable
tel que Px (D) = 1, alors

Fx(x)= Y B(X=t),

teD:t<z

avec la convention que la somme est nulle si 'ensemble {t € D : ¢t < z} est vide.
Exemple 1.3.5 Si X est une variable aléatoire continue de densité f, alors
x
Fe()= [ s
—o0

pour tout x € R. En particulier, on remarque que si la densité f est continue, alors la fonction
Fx est de classe C! et Fi = f.

Les propriétés des fonctions de répartition sont rassemblées dans la proposition suivante.
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FIGURE 1.2 — Fonction de répartition d’une variable aléatoire géométrique pour p = 0.2,0.4 et
0.6

Proposition 1.3.6 Soit X une variable aléatoire. Alors
e F'x est croissante,
e Fx est continue a droite,

o lim, , o Fx(z) =0 et limy_, o Fx(x) = 1.

Démonstration : Cela découle directement des propriétés des mesures rappelées dans la Pro-
position puisque Fx(z) = P(X < &) = lim, oo P(X <+ 1). »

Remarque 1.3.7 Si on travaille avec une variable aléatoire sur R, alors il est possible d’avoir
limg 400 Fix () < 1 (ce qui arrive lorsque P(X = 4o00) > 0) ou encore limg_,_o Fx(z) > 0
(lorsque P(X = —o00) > 0) .

Inversement, si on se donne une fonction F' : R — [0, 1] satisfaisant les conditions de la Proposi-
tion [1.3.6] alors il existe une unique mesure de probabilité y telle que p(] — oo, z]) = F(x) pour
tout € R : c’est la mesure de Lebesgue-Stieltje rappelée dans le Théoréme [A74.6] Ainsi, on
peut interpréter F' comme la fonction de répartition d’une variable aléatoire et on dit donc que
F est une fonction de répartition.

Exemple 1.3.8 La fonction F' = (1 — p)ljg 1| + L[ o0 est la fonction de répartition de la
variable aléatoire qui prend les valeurs 0 et 1 avec probabilités 1 — p et p respectivement.

Exemple 1.3.9 La fonction F illustrée en Figure[I.2]est la fonction de répartition d’une variable
de loi géométrique, c’est-a-dire une variable dont la fonction de masse est donnée par

P(X =n)=p(l-p)"',neN.

. _ 1
Exemple 1.3.10 Les fonctions Fx(z) = 1= - Gz>0
14e—2 —

sont des fonctions de répartition, cfr Figure [[.3] La premiére correspond a une expérience dite
logistique ; 1la seconde pourrait étre une expérience logistique avec un probléme en 0.

1—e¢ :
= <0
z e R et Fy(m):{mz L

Les probabilités classiques liées a X peuvent se lire sur sa fonction de répartition, comme illustré
sur la Figure
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FIGURE 1.3 — Fonction de répartition de X (& gauche) et de Y avec € = 0.2 (& droite)

||Pla< X <b]

FIGURE 1.4 — Fonction de répartition d’une v.a. X et lecture des probabilités
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Théoréme 1.3.11 Soit X une variable aléatoire. Pour tous réels a < b, on a
Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a)

e P(X >a)=1-Fx(a)

e P(X <a)=Fx(a™)

o P(X =a)=Fx(a) — Fx(a™)

ou Fx(a™) = lim,_,,— Fx(x). En particulier, Fx est continue en un point a € R si et
seulement si P(X = a) = 0.

Démonstration : Les deux premiers points sont évidents. Etant donné que la fonction Fx
est croissante et bornée, elle admet une limite a gauche en tout point. Soit (xg)ren une suite
strictement croissante qui converge vers x. Alors Ugen{X <z} = {X <z} et

Fx(a7) = lim Fx(w) = lim P(X <ap) =P (kg]{x < xk}> = P(X < x),

ce qui démontre le troisiéme point. Pour le quatriéme, il suffit de remarquer qu’on peut écrire
{X <z} ={X <z} U{X = z} et d’appliquer ensuite les régles des probabilités ainsi que
I’égalité que nous venons de démontrer. [ |

Remarque 1.3.12 Ainsi, une fonction de répartition n’est pas nécessairement continue & gauche ;
les points xg en lesquels P(X = z() > 0 sont appelés atomes de la loi. La fonction de répartition
Fx d’une variable aléatoire est continue sur R si et seulement si P(X = x) = 0 pour tout x € R.
Dans ce cas, on dit que Px est une mesure diffuse (qui ne posséde pas d’atome). Attention, cela
n’implique pas nécessairement que X est une variable aléatoire continue : la loi de Cantor, dont
la fonction de répartition est donnée par ’escalier du diable, en est un exemple.

Le résultat suivant montre que ’ensemble des atomes est au plus dénombrable.

Proposition 1.3.13 Si F' est une fonction de répartition, alors F' admet au plus un nombre
dénombrable de points de discontinuité. En particulier, si X est une variable aléatoire, il
existe au plus un nombre dénombrable de points x € R tels que P(X = x) > 0.

Démonstration : Pour tout n € Ny, on considére ’ensemble

Dn_{:peR:F(x)—F(m_)zi}.

Puisque F' est croissante et a valeurs dans [0, 1], on doit avoir #D,, < n. L’ensemble des points
de discontinuité ( J,,cy, Dn de F' est donc dénombrable. ]

Corollaire 1.3.14 Soit X une variable aléatoire.

e Si X est discréte, alors Fx est une fonction en escalier possédant un nombre fini ou
dénombrable de sauts. Ces sauts ont lieu en les points = € R tels que P(X =) > 0 et
la taille du saut y est donnée par P(X = x).
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e Si X est continue de densité f, alors F'x est une fonction continue sur R. De plus, si f
est continue en z, alors Fx est dérivable en x et F' (x) = f(x).

Démonstration : Le premier point est évident vu les résultats précédents. Pour le deuxiéme,
il suffit de démontrer la seconde partie. Supposons donc que f est continue en x. Par conséquent,
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

f(y) = flx)| <e si [y—a[ <o

SioO<h<§,ona

F h) — F 1 z+h z+h
DI oy =g [ sy - s =5 [ 0w - @)y
d’ou . . n
— 1 x
=B g < g [ 100 - Sy <
On procéde de méme lorsque —d < h < 0 et on obtient la conclusion. [ |

Remarque 1.3.15 Une variable aléatoire est continue si et seulement si sa fonction de réparti-
tion est absolument continue sur R. Une fonction F est absolument continue sur [a,b] s’il existe
une fonction intégrable f sur [a,b] telle que F(z) = F(a) + [ f(t) dt pour tout z € [a,b]. La
notion d’absolue continuité est quelque part entre la notion de continuité uniforme et celle de
différentiabilité, I’exemple archétypal étant celui de la fonction valeur absolue. Toute fonction
absolument continue est dérivable presque partout. Si la fonction F' est absolument continue, on
dit que f est sa dérivée. Remarquons que si F' n’est pas dérivable partout alors f n’est pas définie
de maniére unique : en les points x € R ot F’ n’existe pas, on attribue une valeur arbitraire a f
et ceci n’aura aucune influence sur le calcul des intégrales.

Une application intéressante des fonctions de répartition est donnée par le résultat suivant, qui
permet de simuler numériquement une variable aléatoire de fonction de répartition F' & partir
de la simulation d’une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Cela donne également une preuve
alternative a la réciproque de la Proposition m (sans passer par les mesures de Lebesgue-
Stieltjes).

La plupart des logiciels de calcul disposent d’un générateur de nombres aléatoirement distribués
sur [0,1]. Le théoréme de Skorokhod permet de générer des nombres aléatoirement distribués
selon n’importe quelle loi & partir de la loi uniforme.

Proposition 1.3.16 Soit F' une fonction de répartition strictement croissante continue et
U une v.a. de loi uniforme U ~ Unif([0,1]). Alors F~Y(U) ~ F.

Démonstration : Si F est strictement croissante et continue alors elle est bijective et donc
inversible. On calcule

P(F~'(U) < 2) =P(U < F(z)) = F(x)

donc la variable aléatoire Y = F~1(U) admet F' comme fonction de répartition. ]
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La proposition nous enseigne que pour toute fonction de répartition F' strictement crois-
sante continue, il est possible de construire une expérience aléatoire et une variable aléatoire
explicitement de facon a ce que F' en soit la fonction de répartition. Cette vérité ne se limite pas
au cas strictement croissant continu.

Théoréme 1.3.17 (Représentation de Skorokhod) Soit F': R — [0, 1] une fonction de
répartition. Pour tout w € [0, 1], on pose

XT(w) =inf{z: F(2) > w} (=sup{y: F(y) <w}) (1.2)

et
X (w)=:inf{z: F(z) > w}(=sup{y: F(y) < w}). (1.3)

Alors, les fonctions X~ et X sont des variables aléatoires réelles définies sur I’espace pro-

babilisé (2, F,P) = ([0, 1], B[O, 1],)\][071]) de loi F et telles que

P(XT=X")=1. (1.4)

Démonstration : Par définition de X, on a
{w< Flo)} C{X (w) <c}. (1.5)

De méme

{2> X (W)} C{F(z) > w)

donc, par continuité a droite de F', on a F(X ™ (w)) > w et
{(X7(w) <¢f SH{w S F(X™(w)) < Fo)}- (1.6)

Donc, par (1.5 et (1.6) on déduit
{w<Fo)} C{X (w) <}, (1.7)

de sorte que
P(X™ <c¢) = F(c).

Par définition de X+, on a
{0 < F(0)) € {X*(w) < o},

de sorte que F(c) <P(Xt < ¢). Puisque X~ < X il est clair que

{x=#Xx} = J{X <e<Xt}.
ceQ

Mais, pour tout ¢ € R,
PIX~ <e< XN =P{X <c}\{Xt <c}) <F(c)-F(c)=0.

Etant donné que Q est dénombrable, le résultat suit. [
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X*w) X~(F())

1
I
|
1
1

H fe——— ]

X*H(F(=))
FIGURE 1.5 — Illustration des inverses généralisés X ™ et X .

Remarque 1.3.18 Le théoréme de représentation 7?7 nous permet de modéliser les expériences
aléatoires directement en travaillant sur les fonctions de répartition sans avoir a gérer le pro-
bleme complexe de construction d’une mesure. Nous dirons simplement “Soit X de fonction de
répartition F” (et on écrit X ~ F') sans jamais préciser 'espace sur lequel X est défini.

Terminons cette section en introduisant la fonction quantile.

Définition 1.3.19 Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F'.

e On définit sa fonction quantile
F71[0,1] 5 R:a— F ' (a) :=inf{z €R: F(z) > a}.

C’est l'inverse généralisé de F'.

e Le quantile d’ordre v de X est le nombre

e La médiane de X est le quantile d’ordre %

e Les quartiles sont les quantiles d’ordre % et %.

1.4 Lois usuelles

Gréace aux résultats précédemment obtenus, nous savons que toute suite de nombres positifs som-
mant & 1, toute fonction positive intégrable d’intégrale 1, toute fonction de répartition peuvent
étre représentés comme étant la loi d’une variable aléatoire. Il y a donc une diversité infinie dans
les lois de probabilité que I'on peut ainsi obtenir. Seules certaines — les plus utiles — se voient
attribuer un nom ; cela nous fait encore une faune gigantesque a explorer (cf Figure . Nous
en parcourons les plus célébres.

1.4.1 Distributions univariées discrétes
Loi uniforme discréte

Une variable aléatoire X est de loi uniforme sur {1,...,n} si X(2) ={1,...,n} avec

1
P(X:k):ﬁ pour tout k€ {1,...,n}
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special cases, dashed lines represent limits. Adapted from Leemis (1986).

FIGURE 1.6 — Capture d’écran du livre de [3]
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c’est-a-dire
"1
Py = — 0.
=315,
k=1
On note

X ~ Unif {1,...,n}.

Cette loi permet de modéliser des expériences dont les issues sont équiprobables. On peut définir
une loi uniforme discréte sur n’importe quel ensemble fini mais il est évidemment impossible de
définir une expérience uniforme sur un ensemble infini.

Exemple 1.4.1
— Résultat d'un dé : X ~ Unif({1,...,6}).
— Nombre choisi au hasard entre 1 et 100 : X ~ Unif({1,...,100}).

Loi de Bernoulli
Une variable aléatoire X est de loi Bernoulli de paramétre p €0, 1] si X (2) = {0, 1} avec
PX=1)=p e PX=0=1-p
ce qu'on écrit P(X = ) = p®(1 — p)'~*. On a donc
Px =pd1 + (1 —p)do

et on note
X ~ Bern(p).

Cette loi permet de modéliser des expériences n’ayant que deux issues possibles : le succés avec
une probabilité p et I’échec avec une probabilité 1 — p. On code le succes par 1 et I’échec par 0.

Exemple 1.4.2
— Lancer d’une pi¢ce : X =1 si “pile” et X = 0 si “face”. Alors X ~ Bern(1/2).
— On veut faire 6 lors du lancer d’un dé : X = 1 si le résultat est 6, X = 0 sinon. Alors
X ~ Bern(1/6).

Loi Binomiale

Une variable aléatoire X est de loi binomiale de paramétres (n,p) € Nx]0,1[si X(2) = {0,1,...,n}
avec
P(X =k) = CFp*F(1 —p)"* pour tout ke {0,...,n}.

On a donc .
Px =Y Chp*(1—p)" o,
k=0
et on note

X ~ Bin(n, p).

Cette loi permet de modéliser le nombre de succés lors de n répétitions indépendantes d’une
méme expérience de type Bernoulli.
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Loi binomiale Loi binomiale
n= 30 n= 30

0.25 0.25

0.20 0.20

0.15 — 0.15 —
= =
n n
X X
O O

0.10 0.10

0.05 — ‘ ‘ 0.05 — ‘ ‘

0.00 - _II III ,,,,,,,,,,,,,,,,,, 0004 ———c == III‘ ‘III ,,,,,

0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
k k

FIGURE 1.7 — Diagrammes en batons de lois binomiales de paramétres (30,0.2) et (30,0.6).

Exemple 1.4.3
— Nombre de “pile” obtenus lors du lancer de 10 piéces : X ~ Bin(10,1/2).
— Nombre d’étudiants malades dans un amphi de 100 étudiants avec la probabilité d’étre
malade égale & 0.6 : X ~ Bin(100,0.6).
Loi Géométrique

Une variable aléatoire X est de loi géométrique de paramétre p €]0,1[ si X(2) = Ny avec

P(X =k)=(1—p)*1p pourtout ke Ny.

On a donc
Px = > (1-p)"'ps
keNp
et on note
X ~ Geom(p).

La loi géométrique permet de modéliser le nombre d’essais nécessaires avant un premier succes
lors de répétitions indépendantes d’une méme expérience de type Bernoulli.

Exemple 1.4.4 Nombre de lancers nécessaires pour obtenir “pile” : X ~ Geom(1/2).

Remarque 1.4.5 Il existe deux paramétrisations classiques de la loi géométrique. La seconde
prend ses valeurs dans N et sa fonction de masse est P(X = k) = (1 — p)*p. Elle modélise le
temps du dernier échec.
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Proposition 1.4.6 Soit X une variable aléatoire.
1. X ~ Geom(p) si et seulement si P(X > k) = (1 — p)* pour tout k € N.

2. La distribution géométrique est “sans mémoire” : si X ~ Geom(p), alors pour tous
Jk =1,
PIX>k+j|X >k =P(X >j).

Démonstration : Pour le premier point, il suffit de remarquer que si X ~ Geom(p), alors

+o0 T
PX>k)= ) PBX=j= ) (1-p/ 'p=010-p"
j=k+1 j=k+1

La réciproque est immédiate puisque la fonction de répartition caractérise la loi. Pour le second
point, on utilise la définition des probabilités conditionnelles pour écrire
PX>k+45,X>k) PX>k+j)

P(X>k+j|X>k)= P(X > k) T P(X > k)

puisque {X > j + k} C {X > k}. Par le premier point et puisque X est a valeurs entiéres, on
trouve que

P(X>k+j) PX>k+j—1) (1—p)hkti-l

P(X > k) P(X > k) A_pr ~ (1P
En appliquant & nouveau le premier point, on obtient
1-p) ' =P(X>j—-1)=PX =),
ce qui donne le résultat attendu. [

Loi binomiale négative (distribution de Pascal)

Une variable aléatoire X est de loi binomiale négative de paramétres (r,p) € Ny x [0,1] si
X(Q)={r,r+1,...} avec

P(X =k)= C,’jMfl(l —p)"p* pourtout ke {rr+1,...}

c’est-a-dire
+oo
Px =Y Cfi1(1—p)p"s.
k=r

On note
X ~ NB(r,p).

La loi binomiale négative permet de modéliser le nombre de succés avant r échecs lors de répé-
titions d’une expérience de type Bernoulli avec probabilité de succés p. Le cas » = 1 correspond
a la loi géométrique (ou les roles de succes et d’échec sont inversés).
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Loi Géométrique

0.25 4

0.20 4

0.15 4

=k)

P(X

0.10 +

N “‘
0.00 & - ‘llllllllllll- ___________________
1"

0 2 46 8

14 17 20 23 26 29 32 35 38

k

F1GURE 1.8 — Diagramme en batons d’une loi géométrique de paramétre (0.2.

Loi de Poisson

Une variable aléatoire X est de loi Poisson de paramétre A > 0 si X (Q2) = N avec

)\k
P(X =k)= e_)‘ﬁ pour tout k€ N.
On a donc
) AE
keN
et on note
X ~ Poi(A).

La loi de Poisson permet de modéliser le nombre de réalisations d’événements rares.

Exemple 1.4.7
— Nombre d’accidents sur la route par jour.
— Nombre de clients par heure dans un supermarché.
— Nombre de visites sur Wikipedia par unité de temps.

1.4.2 Distributions univariées continues

Loi uniforme

17

Une variable aléatoire X est de loi uniforme sur l'intervalle [a, b] si elle est continue de densité

1
= — 1.
F=y—7tuy
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Loi de Poisson

0.25 4

0.20 4

0.15 o

0.10 4

0.05 I

0.00 - I I I - - - . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15

P(X = k)

k
FIGURE 1.9 — Diagramme en batons d’une loi de Poisson de paramétre 3.

On note
X ~ Unif(a,b).

Cette loi permet de modéliser un choix parfaitement aléatoire d’un réel entre deux bornes a et b.
Loi exponentielle

Une variable aléatoire X est de loi exponentielle de paramétre A > 0 si elle est continue de
densité

f(@) = Xe Mg 4 oo(2)

pour tout x € R. On note
X ~ Exp()).

Cette loi permet de modéliser une durée de vie ou un temps d’attente.

Proposition 1.4.8 Soit X une variable aléatoire.
e X ~ Exp()\) si et seulement si P(X >t) = P(X > t) = e~ pour tout t > 0.

e la distribution exponentielle est “sans mémoire” : si X ~ Exp()), alors
PX>t+s|X>t)=P(X >s)

pour tous t,s > 0.

Démonstration : Pour le premier point, on calcule directement que si X ~ Exp(A), alors

+oo
PX>t)=P(X >t) = / e Mdx = [—e A0 = e
t
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Pour le deuxiéme point, on a

PIX>t+s,X>t)  P(X>t+s)
P(X >t)  P(X >

e~ A(t+s)

T

P(X >t+s|X >t)=

(&
ef)\s

P(X > s).
|

Cette propriété nous informe que la probabilité qu’un composant survive ¢ unités de temps
supplémentaires ne dépend pas de I’age du composant. La loi exponentielle et la loi géométrique
sont des versions continue et discréte d’'un méme probléme de modélisation.

Proposition 1.4.9 Si X ~ Exp(p) et Y = [X] alors Y est de loi géométrique de paramétre
1—e

Démonstration : Bien entendu, Y est a valeurs dans Ny. De plus, pour tout &£ > 1, on a

k
P(Y = k) =P(X €]k — 1,k]) = e M dg
k-1
= (e 1 —e,
ce qui suffit par la Proposition n

Loi gamma

Une variable aléatoire X est de loi gamma de paramétres (o, 3) € RT x RT si elle est continue
de densité go

a—1_-—pfz
maf e’ ]1[0,+oo[(95)

flz) =

pour tout z € R, ou I'(¢) = f0+oo ez 1dz. On note

X ~ T, B).

Si a € Ny alors on parle de loi Erlang.

La loi gamma permet de modéliser une durée de vie (ou un temps d’attente) d’un composant
composé de plusieurs éléments indépendants.

Loi Gaussienne standard

Une variable aléatoire X est de distribution normale standard (ou Gaussienne standard) si elle
est continue de densité

M)

1 «

p(r) = Woral

pour tout x € R. On note
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Table of the Normal Distribution

y Probability Content
/. _from -o0toZ
Z | 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179% 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6B79
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749% 0.8770 0.8790 0.8810 0.BB30
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.92251 0.9265 0.927% 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952

FIGURE 1.10 — Table de la fonction de répartition de la loi N'(0,1)

Cette loi apparait partout (la plus importante de toutes les lois!); elle permet notamment de
modéliser les erreurs de mesure.

La fonction de répartition n’admet pas de forme fermée ; on la note
x
O(x) = / o(u)du. (1.8)
—00

Cette fonction n’est calculable que par intégration numérique. On utilisera les tables de la loi
normale (cf Figure [1.10]) ou un logiciel de calcul.

On utilise énormément les propriétés de symétrie des lois normales, qui découlent toutes de
I'identité ¢(z) = ¢p(—x) pour tout z € R.

Proposition 1.4.10 Si X ~ N(0,1) alors
e P(X < —2) =P(X > z) (et en particulier P(X > 0) =P(X < 0) = 3).
e &(—x) =1— ®(x) (et donc on ne tabule que ®(z),x > 0).
o P(|X|>x)=2P(X > x).

Loi Gaussienne

Une variable aléatoire X est de distribution normale de paramétres y € R et 02 € Rar si X
admet la représentation en loi

XéaZ—i—,u avec Z ~ N(0,1).

On vérifie que X est continue de densité

f(m)z;w(xgu) =t
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FIGURE 1.11 — Quelques représentations de densités de lois normales pour des paramétres diffé-
rents. On a une courbe en “cloche”; symétrique par rapport a 'axe x = u. Plus ¢ est grand, plus
la courbe est “aplatie”.

pour tout z € R. On note
X ~ N(p,0?).

Définition 1.4.11 Centrer-réduire une variable X ~ N (u, 0?) est équivalent a la remplacer
par la variable aléatoire Z = (X — p)/o qui, par définition, est de loi A/(0,1). On dit aussi
parfois qu’on standardise X.

Deux lois dérivées de la Gaussienne

Les deux lois présentées ci-dessous font intervenir la notion d’indépendance de variables aléa-
toires. Nous y reviendons plus tard.

1. Loi x? a v degrés de liberté : X ~ \2 si

X = XV:ZE
i=1

ou les Z; sont des N (0,1) indépendantesﬂ Dans ce cas, on peut montrer que

1 _z
@) = gng e e o)
2. Loi de Student a v degrés de liberté : X ~ ¢, si
Z

B VY/v
avec Z ~ N(0,1) indépendant de Y ~ x2. Dans ce cas, on peut montrer que
(o) = LT ED2) () 22\ "I
N I'(v/2) v '

1. Nous introduirons cette notion plus tard.
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Ces deux lois sont — méme si cela peut sembler étrange — trés naturelles. Vous y reviendrez dans
votre cours de statistiques.

1.5 Vecteurs aléatoires

Focalisons-nous maintenant sur les variables aléatoires & image dans (R?, B%) pour un entier d
supérieur ou égal a 1.

Définition 1.5.1 Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Un vecteur aléatoire est une appli-
cation mesurable X : Q — R?, i.e. telle que

X~Y(B) € F pour tout B € B2

Un vecteur aléatoire de R? n’est rien d’autre qu’un d-uple de variables aléatoires réelles puisque
B =Bx---xB. Ainsi, X : Q@ — R est un vecteur aléatoire si et seulement si ses composantes
sont des variables aléatoires.

Remarque 1.5.2 La convention veut que, lorsque c’est pertinent, on prend le vecteur en colonne
plutot qu’en ligne. Cette convention jouera un role dans votre cours de statistique multivariée.

Comme dans le cas univarié, on écrira “soit X un vecteur aléatoire ” sans spécifier I'espace de

départ (2, F,P) . Comme précédemment, ce ne sont pas tant les valeurs spécifiques prises par X
qui nous intéressent, mais plutot la fréquence potentielle des occurrences de X dans les différentes
parties de I'espace.

Remarque 1.5.3 Pour toute mesure de probabilité p sur (Rd,B(Rd)) il existe un espace de
probabilité (92, F,P) et une variable aléatoire X : Q@ — R? telle que Px = p : il suffit comme
dans le cas univarié de prendre Q = R? F = B4, P = pu et de considérer la variable aléatoire
X =id. Cela justifie le fait que ’on parle de vecteur aléatoire X ayant une loi de probabilité Px
donnée sans spécifier I'espace de probabilité (€2, A, P) sur lequel X est défini. En revanche, il est
clair qu’il n’y a pas d’unique vecteur aléatoire X vérifiant Px = u : comme pour les variables
aléatoires, un vecteur aléatoire n’est donc pas déterminé par sa loi.

Définition 1.5.4 Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur aléatoire. La loi de X est la mesure
image Px de P par X, i.e. c’est la mesure de probabilité sur (R?, B%) définie par

Px(B) = P(X € B)

pour tout B € B4. Sij € {1,...,d}, laloi de X est appelée la 3¢ loi marginale du vecteur
X. La loi Px est également appelée distribution jointe des variables aléatoires X1i,..., Xg.

Si deux vecteurs aléatoires X et Y ont la méme loi, on dit qu’ils sont identiquement distribués et

on note X =Y. Comme dans le cas univarié, on peut introduire la fonction de répartition d’un
vecteur aléatoire.

Définition 1.5.5 Soit X un vecteur aléatoire. La fonction de répartition Fx de X est définie
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par

Fx : Rd—>[071]:t:(tl,...,td)'—)Fx(t) = ]P’X(]—oo,tl]x...x]—oo,td})
= P(X; <t1,...,Xq<ty).

Pour les mémes raisons qu’en dimension 1, puisque les demi-plans engendrent la o-algébre de
Borel, la donnée de la distribution jointe d’un vecteur aléatoire est parfaitement équivalente a la
donnée de sa fonction de répartition.

Proposition 1.5.6 Deux vecteurs aléatoires X et Y sont identiquement distribués si et
seulement si F'x = Fy.

Par continuité des mesures de probabilité, les fonctions de répartition marginales s’obtiennent
en passant a la limite :

Fx.

k3

(ti) :P(XZ' Sti): lim Fx(tl,...,ti_l,ti,ti+1,...,td).
tj—>+007j7$7:

La donnée de la loi du vecteur permet de déduire celle des marginales; la réciproque est généra-
lement fausse.

Exemple 1.5.7 Considérons 'expérience consistant a lancer deux dés (distinguables). Alors

Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)} et A =P(Q). Le vecteur aléatoire (X1, X2) rendant
compte du résultat obtenu est

(X1, X2) : Q= R?: (i,§) — (X1, X2)(4,7) = (i, 5)

et a une loi jointe triviale a calculer donnée dans la table [I.2] Les lois marginales s’obtiennent

1 2 3 4 5 6
L LT LT T T I]I
36 36 36 36 36 36 6
ol 1 1 1 1 1 11
36 36 36 36 36 36 6
3L 1 1 1 1 1|1
36 36 36 36 36 36 6
4L 1 1 11 11
36 36 36 36 36 36 6
sl 1 1 1 1 11
36 36 36 36 36 36 6
6l L 1 1 1 1 1|1
36 36 36 36 36 36 6
T I I T T I3
6 6 6 6 6 6

TABLE 1.1 — Loi jointe et lois marginales des résultats du lancer de deux dés distinguables

en sommant les probabilités en ligne ou en colonne de la table de la loi jointe. On notera que les
entrées de la loi jointe s’obtiennent en prenant le produit des entrées marginales. On peut écrire
la loi sous la forme P(x, x,) = % Z?j:l d(;,j)- On peut aisément construire un autre vecteur
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aléatoire bivarié possédant les mémes entrées marginales. Par exemple, soit X le résultat obtenu
en langant un dé une seule fois. On prend X; = X et Xo =7 — Xj. Alors le couple (X7, X2) a
la loi jointe donnée dans le tableau

1 2 3 45 6
1 0000 §|g
2/0 000 % 0%
3]0 00 ¢ 0 0%
410 0 £ 0 0 0|3
1 1
50 £ 000 0%
1 1
6|2 0000 0%
T 1T T I I I[7

6 6 6 6 6 6

TABLE 1.2 — Loi jointe et lois marginales du couple (X,7 — X) pour X le résultat d’un lancer

Exemple 1.5.8 Dans la suite de ’exemple précédent, notons maintenant X; la somme des
résultats de chaque dé et X la différence des résultats de chaque dé (en valeur absolue) :

(X1, X2): Q —R*: (i,)) — (X1, X2)(i, §) = (i + 4, i — jI).

Séparément, X et Xo définissent chacun une variable aléatoire ; ensemble ils forment un vecteur
aléatoire. La loi jointe et les lois marginales sont résumées dans le tableau Les lois marginales

36 3 36 36 36
2 2 2 6
30 00 2 0 2 0 2 0 0 0%

36

TABLE 1.3 — Loi jointe et lois marginales de la somme et la différence des résultats du lancer de
deux dés distinguables

s’obtiennent toujours en sommant les probabilités en ligne ou en colonne de la table de la loi
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jointe, mais la loi jointe ne s’obtient pas comme produit des entrées marginales correspondantes.
On peut écrire la loi sous la forme

12

5
Px,x) = D 2 Pijdig)
=2 j=0

ou p;; est I'entrée (i, 7) du tableau de la loi jointe.

Les exemples précédents sont tous discrets. Comme dans le cas univarié, on distingue deux cas
particuliers de vecteurs aléatoires.

Définition 1.5.9 Soit X un vecteur aléatoire dans R%, d > 1. On dit que

e le vecteur aléatoire X est discret si sa loi est discréte, c’est-a-dire s’il existe une suite
(Piv,oosiq)i,....ig de réels positifs ou nuls et une suite (1, ..., %d,,)i,...i, de vecteurs de

R? tels que
PX = E e zpilv"wid&(xl,il7---7$d,z’d)'
i1 iq

e le vecteur aléatoire X est continu si sa loi est absolument continue par rapport & la me-
sure de Lebesgue dans R?, c’est-a-dire s'il existe une fonction mesurable f : R — [0, +oc]
telle que

Pyx(B) =P(X € B) = /B F(w)du

pour tout B € BY. La fonction f est appelée fonction de densité de X.

Evidemment, comme dans le cas univarié, un vecteur aléatoire n’est pas discret ou continu; il
existe une palette d’options intermédiaires qu’on ne peut négliger.

Intéressons-nous dans un premier temps aux vecteurs aléatoires discrets. Clairement, puisque

Px(R?) =1, 0n a
E E Dir,..ig = 1.
21 ’id

On va se placer dans le cas bivarié (d = 2) pour simplifier les notations. Tout se généralise
aisément aux dimensions supérieures. Les distributions marginales s’obtiennent par projection.

Proposition 1.5.10 Soit (X1, X2) un vecteur aléatoire discret de loi

P = 3 X pubinons

il jeJ

Alors, les variables aléatoires sont discrétes et de loi

PXl = Z Zpij 51’1,1‘ et ]P)XQ = Z (ZPU) 5:(:2_,1-

iel \jeJ jeJ \iel

respectivement.
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Démonstration : Traitons le cas de la loi X7. Pour tout sous-ensemble borélien B de R, on a
Px,(B) =P(X; € B)=P(X; € B, X2 € R)
= Z Dij 6("[171@2,]’)(‘8 X R)

iel,jel
= Z Zpij 6961;(3)
iel \jeJ
puisque 0z, ; oz, (B X R) = 64, ,(B). ]

Soit (X7, X2) un vecteur aléatoire bivarié discret. On appelle fonction de masse de X la fonction

Pix, xy) ¢ (21, m2) € R? = P((X1, X2) = (w1, 22)).

P(X1,X2) €B) = Y P, x,)(@1i 725)

4,J:(x1,4,22,5)€EB

pour tout B € B?. Le résultat précédent montre que les fonctions de masse marginales s’ob-
tiennent par projection, c¢’est-a-dire

Px, (z1,;) = Z Pix, x») (71,4, 72,5) pour tout i € [
jeJ

Px,(x2,5) = ZP(XLXQ)(CL'LZ‘,Z'QJ) pour tout j € J.
i€l

Dans le cas continu, on remarque que la fonction de répartition F{y, x,) s’obtient a partir de la
fonction de densité f via la relation

X1 x9
Fix, x,)(x1,22) = / / f(u,v)dvdu

et réciproquement
o d d
" dxy dry (X1,X2)

en tout point de dérivabilité de la fonction de répartition. On remarque aussi que f est nécessai-
rement une fonction positive telle que

) f(xla $2)d$1d$2 =1.
R

Notons que f n’est pas nécessairement une fonction bornée. Les distributions marginales s’ob-
tiennent, exactement comme dans le cas discret, par projection.

Proposition 1.5.11 Soit X = (X3, X2) un vecteur aléatoire continu de densité f. Alors X;
et X9 sont des variables aléatoires continues de densité

fxl(ﬂﬁl):/Rf(fﬂl,SU2)dﬂ?2 et fXQ(SJQ)Z/Rf(ﬂfl,xz)dJUl




CHAPITRE 1. VARIABLES ALEATOIRES 27
respectivement.
Démonstration : Pour tout ensemble borélien B de R, on remarque que
PXl (B) = P(Xl € B) = P(Xl € B, X, € R)
= f(l‘l,l‘g)dxgdxl
BxR
= / (/ f(xl,x2)dx2) dxl
B \JR
par le théoréme de Tonelli-Fubini, d’ott la conclusion. [

Exemple 1.5.12 Une chaine de restauration rapide vend des hamburgers selon deux modalités
distinctes : un comptoir traditionnel et un drive-in. Soit X la proportion du temps ot le comptoir
traditionnel est occupé le jeudi et Xs la proportion du temps ou le drive-in est occupé le jeudi.

Supposons que (X7, X2) admette la fonction de densité

flz,y) = g(x+y2) si (z,y) € [0,1] x [0,1]

0 sinon.

Notez bien qu’il s’agit 1a d’un choix arbitraire de modélisation, contrairement a 1’exemple du
lancer de dés ou la loi sous-jacente était dictée par l'expérience. Le manager est satisfait si le
comptoir traditionnel est occupé au moins la moitié du temps et le drive-in au moins un quart

du temps, ce qui arrive avec la probabilité P(1/2 < X; < 1,1/4 < X9 < 1), laquelle vaut

11 1 1 g - R
/ f(w,y)dydxz/ (/ (x+y2)dy> dx:/ [(:chr)} da
1/2/1/4 1/2 1/45 1/2 ) 3 y=1/4

/1 <9x 63 [9x2 63:vr 171
= ——’—7 d"L‘: 7—{—7 :7’
12 \10 " 160 20 T 160],, 320
Oou encore

1 1 1 1 6 1 6 2 =1
/ f(:v,y)dfcdyZ/ </ (:v+y?)dl‘> dy:/ {(x+y2w)] dy
1/4J1/2 1/4 \J1/2 9 1/4 O\ 2 z=1/2
L /9 32 9 371 171
:/ <+y dy:[uy} _
a\20 5 20 5|y, 320

En procédant de la méme fagon, on obtient

0 sixr<Oouy<O0
1
soy(3z+2y%) st (2,y) €10,1] x [0,1]
1
Fix, xo) (2, y) = 5:c(:agc +2) size0,1]ety>1

1
gy(?) +2y%)  siz>1letyelo,l]

1 sinon.
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Pour les marginales, on a

6 6 2311 62 2
Ix,(w / fxydy—/ 5(x+y2)dy=[”§y+§} 2L Gio<z<i1
0

2 271 2
Ix,(y fa:yda:— 6x+y2 dr = 3i+6:cy =§+6— si0<y<1
2 5 5
0

et ces fonctions prennent la valeur 0 ailleurs.

Nous insistons sur le fait que les lois marginales ne donnent de 'information que sur le compor-
tement univarié des marginales, et n’apportent aucune information sur le comportement joint !
Etant données deux lois marginales X1, X5, on peut imaginer de nombreuses facons de les « cou-
pler » pour former une loi jointe.

Si X est un vecteur aléatoire de dimension d et si h : R — R est une fonction mesurable,
alors h(X) est un vecteur aléatoire de dimension d. Le résultat suivant montre que si h est un
changement de variables et si X est continu, alors on peut calculer facilement la loi de h(X).

Proposition 1.5.13 Soit X un vecteur aléatoire de dimension d continu de densité fx et
soit ® : R? — R? un difféomorphisme. Alors, le vecteur aléatoire Y = ®(X) est continu de
densité

fr@) = fxo® My Jp-1(y), yeR?

ou J est le Jacobien du changement de variables.

Démonstration : En utilisant la formule du changement de variables dans R¢ pour ®~!, on a
P(Y € B) = P(X €' (B) = | o 0 = | 5@ @)l
ce qui suffit. [ |

Remarque 1.5.14 Ce résultat est évidemment valide lorsque 'on travaille avec des variables
aléatoires et des changements de variables dans R.

Remarque 1.5.15 On peut également appliquer ce résultat dans le cas d’un difféomorphisme
® : U — V si la variable aléatoire X est a valeurs dans U.

1.6 Lois multivariées usuelles

La situation est exactement la méme qu’en dimension 1 : toute fonction positive et intégrable
sur R? d’intégrale égale a 1, toute suite positive dont la somme est égale & 1, donnent naissance
a une loi de probabilité.
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1.6.1 Loi multinomiale
Soient k,n € Ny et p1,...,px € [0, 1] tels que Zif:lpg = 1. Un vecteur aléatoire X = (X1,..., Xx)
est de distribution multinomiale de paramétres n,py,...,pg si

n!

]P)(Xl :nl,,Xk:nk):mp?lka

deés que (ni,...,nk) sont tels que tels que Z?:l ng = n. On écrit X ~ Multin(n, p1,...,pk).

Elle permet de modéliser des expériences aléatoires a k résultats possibles, avec P(résultat £) = py.

Exemple 1.6.1 Au premier tour de la derniére élection présidentielle francaise, on interroge
n personnes en leur demandant pour lequel des k candidats elles ont l'intention de voter. En
notant Xy le nombre de sondés déclarant vouloir voter pour le candidat ¢,

(Xq,... ,Xk)T ~ Multin(n, p1,...,pk),

ou py est la proportion des Francais en faveur du candidat £.

Proposition 1.6.2 (Lois marginales) Soit X ~ Multin(n,p1,...,pg). Alors
g XZ ~ Bin(napﬁ)a
e X+ X, ~ Bin(n,pr+ pm) si £ #m.

1.6.2 Loi normale multivariée

L’extension de la loi gaussienne univariée au cas multivarié se fait typiquement de la fagon
suivante.

Définition 1.6.3 Un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xy) a valeurs dans R? est gaussien si
toute combinaison linéaire de ses composantes est gaussienne.

Si X est un vecteur aléatoire gaussien, alors ses marginales sont également gaussiennes comme
le montre le résultat suivant.

Proposition 1.6.4 Si X = (Xi,...,Xy) est un vecteur aléatoire gaussien, alors X; suit
une loi gaussienne pour tout i € {1,...,d}.

Démonstration : Si on fixe ¢ € {1,...,d}, il suffit de considérer la combinaison linéaire
2?21 a;X; ot a; =1 et oj = 0 pour tout j # . |
Remarque 1.6.5 L’affirmation réciproque n’est pas vraie : il est possible de construire un vec-
teur dont toutes les marginales sont gaussiennes sans pour autant qu’elles soient conjointement
gaussiennes. En effet, si Z ~ N(0,1) et si on pose

s _fz sz
—7Z si|Z|>1

alors 7’ est également gaussien standard. Mais étant donné que |Z + Z'| < 2 et Z + Z' n’est pas
constante, Z 4+ Z' n’est pas gaussien et donc (Z, Z’) n’est pas un vecteur gaussien. La définition
requiert donc strictement plus que la seule normalité des marginales.
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La loi normale multivariée est une loi trés importante. Nous reviendrons sur ses propriétés plus
tard. Signalons néanmoins déja qu’un vecteur aléatoire gaussien n’a pas une loi discréte mais
n’a pas nécessairement une loi continue non plus. Par exemple le vecteur X = (N, N) avec
N ~ N(0,1) est gaussien mais si D est la premiére bissectrice, alors P(X € D) = 1 alors que
A(D) =0.



Chapitre 2

Espérance mathématique

La notion d’espérance mathématique joue un roéle central lorsque 1’on travaille avec des variables
aléatoires ; elle est le coeur méme de ’essence de la théorie des probabilités et des statistiques.
On pourrait néanmoins résumer I'introduction de cette notion en une phrase : puisque X est une
fonction mesurable sur (Q, F,P), espérance de X n’est rien d’autre que l'intégrale de cette fonc-
tion dans la mesure PP, si celle-ci existe. Toutefois, 'importance de cette notion justifie qu’on s’y
attarde un petit peu en introduisant les définitions et le vocabulaire spécifiques aux probabilités
et aux statistiques.

2.1 Espérance d’une variable aléatoire

Définition 2.1.1 Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, F,P).
L’espérance de X est

E[X] = / XdP
Q
qui est bien définie quand
e X est positif (auquel cas E[X] € [0, +0o0]),
e X est intégrable, i.e. X € L' = LY(Q, F,P).

On dit que la variable aléatoire X est centrée si elle est intégrable et E[X] = 0.

Rappelons que X est intégrable si
E[| X]] :/ | X|dP < 400,
Q
ce que l'on notera en général (si le contexte est clair)
XelL.

Remarque 2.1.2 Puisque P est une mesure de probabilité, toute variable aléatoire bornée ap-
partient & L. En particulier, si X prend (presque stirement) seulement un nombre fini de valeurs,
alors son espérance existe et est finie.

Remarque 2.1.3 Si o € R, alors « définit une variable aléatoire constante alg. Comme cette
variable aléatoire est bornée, elle appartient 4 L!. Par abus de notation, on écrira E[a] := E[alg)]
et on a bien str E[a] = a.

31
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Remarque 2.1.4 On interpréte en général 'espérance comme la valeur moyenne prise par la
variable aléatoire X : lorsque €2 est fini et P associe la méme probabilité a tous les singletons,
alors E[X] est bien la moyenne au sens usuel. En effet, si Q@ = {w1,...,w,} et P = %Z}l:l Ow;s
alors

E[X] = /QXdIP’: %ZX(%-).
j=1

Les propriétés de I’espérance découlent directement des propriétés des intégrales.

Théoréme 2.1.5 Soient X,Y € L' et a € R. Alors

e Si B e F, alors E[1p] =P(B).
Monotonicité : Si X <Y presque siirement, alors E[X] < E[Y].
Linéarité : aX € L' et X +Y € L'. De plus,

ElaX] = aE[X] et E[X+Y]=E[X]+E[Y].

Contraction : |E[X]| < E[|X]].

Inégalité de Markov : Si X est une variable aléatoire positive, alors

E[X]

P(X > a) < —— pour tout a > 0.

En particulier si X est positive et E[X] = 0, alors X = 0 presque stirement.

Démonstration : Cela découle de la Proposition Pour l'inégalité de Markov, on re-
marque que L{y>,) < X/a. Donc par monotonicité P (X > a) = E [L{x>qy] <E[X/d]. ]

Remarque 2.1.6 On peut décliner 'inégalité de Markov pour des variables aléatoires pas né-
cessairement positives de la maniére suivante : pour tout a,p,t > 0
e si|X|P € L, alors
E[X1"]

P(IX| > a) = (X > a?) <~ 1,
a

o siefX € L1, alors
P(X > a) =P(e"* > €') < e K [¢]
et si e € L', alors

P(X <a)=Pe ™ > 1) <R [e_tX] :

Puisque l'espérance est un cas particulier d’intégrale par rapport a une mesure finie, on peut
aussi lui appliquer les théorémes de convergence rappelés dans le Chapitre [4] :

e Convergence monotone : si (X,,)nen est une suite croissante de variables aléatoires positives
qui converge (presque siirement) vers X, alors lim,,_, . E[X,,] = E[X].

e Lemme de Fatou : si (X, )nen est une suite de variables aléatoires positives, alors

E[liminf X,,] < liminf E[X,,].

n—-+o00 n—-+o00
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e Convergence dominée : si (X, )nen est une suite de variables aléatoires qui converge (presque
stirement) vers X et pour laquelle il existe une variable aléatoire Z € L! telle que | X,| < Z
presque stirement, alors lim,,, ~ E[X,,] = E[X].

La plupart des quantités d’intérét associées & une variable aléatoire s’obtiennent par calcul d’une
espérance du type E [h(X)]. Pour cela, on impose que h : R — R soit une application mesurable
(pour assurer h(X) soit bien une variable aléatoire). Par définition de ’espérance de la variable
aléatoire h(X) : 2 — R, on a

E[h(X)] = / h(X)dP.

Q

En appliquant le Théoréme de transfert, on peut calculer cette espérance sans connaitre
la loi de h(X), comme le montre le résultat suivant.

Théoréme 2.1.7 Soit X une variable aléatoire et soit h : R — R une application mesurable.

e Sih:R —[0,+0c], alors

E[h(X)] = /R hdPy.

e Onah(X) € L' si et seulement si h est Py -intégrable et dans ce cas, 1'égalité précédente
est vérifiée.

Le théoréme de transfert nous est précieux car il permet de définir 'espérance d’une (fonction
d’une) variable aléatoire sans passer par I'espace probabilisé sous-jacent, en intégrant “simple-
ment” sur ’espace réel. Il montre en particulier que ’espérance ne dépend que de la loi de la
variable aléatoire.

Corollaire 2.1.8 Une variable aléatoire X est intégrable si et seulement si id : R — R est
PX-intégrable et dans ce cas,

E[X] —/RiddIP’X —/RdeP’X(a:).

Notons les faits importants suivants. Premiérement, si X est une variable aléatoire discréte, alors
si elle existe, son espérance est la moyenne pondérée de ses valeurs, ol le poids est donné par la
probabilité que X soit égal & la valeur considérée.

Proposition 2.1.9 (LOTUS) Soit h : R — R une application mesurable et soit X une
variable aléatoire discréte prenant presque siirement ses valeurs dans un ensemble A. Alors,
h(X) € L' si et seulement si

> (@) [P(X = 1) < +o0.
TzEA

Dans ce cas, on a

ER(X)] = hx)P(X =),

TEN
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Démonstration : Par le Théoréme , on sait que h(X) € L' si et seulement si h est
Px-intégrable. Or, comme X est discret, on sait que

Px =Y P(X =1)d,

TzEA

et donc si elle existe,
/ hdPx =Y h(z)P(X = z).
R zEA

La définition de I'intégrale des fonctions non-positives permet de conclure. ]

Remarque 2.1.10 Supposons que X est une variable aléatoire qui prend un nombre fini de
valeurs différentes. Alors h(X(Q2)) est évidemment fini. Si on écrit X () = {x1,...,z,} et
(X () = {y1,y2,---,Ym} (avec m < n), on a X(Q) = U h~ ({y;}) et par o-additivite, il
vient

P(h(X) = yi) =P U &X=z3|= > PX=u)
jas€h 1 ({wi) Fies€h = ({y:)

et en utilisant la Proposition [2.1.9] on obtient
Yi > P(X =g
jiwjeh~ ({yi})i

Y h@)P(X =) = > h(a)P(X = ),

Ljaseh=({yi}) J=1

E[h(X)] = ZinP’(h(X) =yi) =

M 1M

%

ce qui redémontre le résultat. Etant assez intuitif, ce résultat est souvent pris comme définition
plutot que pour conséquence du théoréme de transfert, d’ot son nom “ |[Law Of The Unconscious
Statistician/’.

Corollaire 2.1.11 Si X € L' est une variable aléatoire discréte prenant presque siirement
ses valeurs dans un ensemble A, alors

E[X] =) aP(X =uz).

zeA

Exemple 2.1.12 Si X ~ Bern(p), on a Px = pd1 + (1 — p)do et donc
EX]=pl+(1—-p)0=np.

Exemple 2.1.13 Si X ~ Unif{1,...,n}, alors Px = %2?21 d; et donc

n
1. 1nn+1) n+1
EX]=) i=n= 5 =3
J=1


https://en.wikipedia.org/wiki/Law_of_the_unconscious_statistician
https://en.wikipedia.org/wiki/Law_of_the_unconscious_statistician
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Exemple 2.1.14 Si X ~ Poi()), alors Py =}, - e"”k—’;&k et
)\ 400 )\k’ 1
T M= T

keN

Le deuxiéme fait important est le calcul de ’espérance de variables aléatoires continues.

Proposition 2.1.15 (LOTUS) Soit h : R — R une application mesurable et soit X une
variable aléatoire continue de densité f. Alors, h(X) € L' si et seulement si hf est intégrable
sur R. Dans ce cas,

Démonstration : Le Théoréme implique que

E[h(X)]:/Qhon]P’:/thIP’X.

On applique ensuite la Proposition pour écrire
- /hdIP’X _ /hd(f ) = /hfdA _ / h(z) f(z)dz
R

Corollaire 2.1.16 Supposons que X est une variable aléatoire continue de densité f. Alors,
X € L' si et seulement si la fonction z +— xf(z) est intégrable sur R. Dans ce cas, on a

E[X]:/Rxf(x)dw

Exemple 2.1.17 Si X ~ Unif(a,b), alors f = %ﬂ[a p et donc

1 I 1 ¥—d®> a+b
E[X]:/Rx a]l ,}(x)dx:b_a/:vd:c:b 5 = g

—a

_(m—mw)?
e 22 et donc

—_

Exemple 2.1.18 Si X ~ N (u,0?), alors f(z) = Mot

1 _(@-w)? 1 u?
E[X :/x e 22 dx = / ou+ p)e” 2 du
1] R V2mo? v 2T R( 2
1
= —— [ oue” 2du+/ _Zdu—
\/ZW/R

en effectuant le changement de variable u = *=£ et en utilisant I'intégrale de Poisson.

Exemple 2.1.19 (LOTUS mixte) Considérons un exemple de loi mixte ni discréte ni conti-
nue, en prenant N ~ N(0,1) et

X = Nlny<iy + Lnsay
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qui correspond & une gaussienne tronquée en 1. Ce qui rend cette loi mixte est le fait qu’elle
prend ses valeurs & la fois dans un intervalle et elle a un point de probabilité non nulle. Plus
précisément, si nous notons ® la fonction de répartition gaussienne standard, alors

F(z) = ®(2)1)—co 1 + L1 4oo[-

Cette fonction est discontinue au point x = 1, constante sur |1, 400 et strictement croissante
ailleurs. Il y a un point de discontinuité de la fonction de répartition au point z = 1, avec un
saut F(1)— F(17) = 1—®(1) ce qui indique que P(X = 1) = 1—®(1) (qui n’est donc pas nulle).
En notant ¢ la densité gaussienne standard, on calcule

1
E[rh(X)] = /_ h(z)p(x)dx + h(1)(1 — ®(1)).

oo

De fagon générale, les espérances de lois mixtes ce calculent de la méme fagon, grosso modo en
intégrant partout ot la cdf est continue et en sommant 1a ou la loi a des sauts.

Terminons cette section par une généralisation du LOTUS au cas de vecteurs aléatoires. En effet,
si X est un vecteur aléatoire et si h : R? — R est mesurable, alors h(X) définit une variable
aléatoire. On peut s’intéresser au calcul de son espérance. On retrouve & nouveau la formule de
calcul suivante.

Théoréme 2.1.20 (LOTUS) Soit (X1,...,X4) un vecteur aléatoire et h : R — R une
application mesurable.

e Sih:R?— [0;+o0], alors
E[h(X1,. .., Xq)] = /Rd hdP(x, .. x.)-

e Onah(Xi,...,Xy) € L' si et seulement si h est Px,,.. x, -intégrable et dans ce cas,
I’égalité précédente est vérifiée.

En particulier,

e si le vecteur aléatoire (X1,...,X,) est discret et si pour tout j € {1,...,d}, X; prend
presque stirement ses valeurs dans un ensemble A;, alors

ER(X1, .. Xa)l = Y o D> g2, P(X =2y, Xa = 35,);
J1€AL Ja€Ng

e si le vecteur aléatoire (X,. .., Xy) est continu et admet la fonction de densité f, alors

E[h(Xy,...,Xq)] = dh(:nl,...,acd)f(:z:l,...,:rd) doy...dzg.
R

2.2 Moments et variance

Un exemple important d’application h : R — R est la fonction h(x) = zP. Cela nous améne a
considérer les moments d’une variable aléatoire et les espaces LP(Q2, F,IP). Notons que puisque
la mesure P est finie, on a

LP(Q,F,P) C LY(Q,F,P) pour tout p> 1.
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En effet, si X € LP(Q, F,P), alors les inégalités de Holder donnent
E[IX|) = E[|X1]] < E[|X]P]/E[[1[]7 = E[|X]"]»
si p et q sont des exposants conjugués. De méme, on trouve que
L*(Q, F,P) C L"(Q,F,P) pour tous p>r>1.
Dans le cas particulier ou p = 2, on trouve la formule trés utile
E[|X|1? < E[X?]

De maniére générale, on s’intéresse aux moments de la variable aléatoire considérée (souvent
pour les valeurs de p entiéres).

Définition 2.2.1 Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, F,P)
et soit p € Ny. On dit que X admet un moment d’ordre p si X € LP = LP(2, F,P). Dans ce
cas, le moment d’ordre p de X est défini par

E[X?] = /Q XPdP.

En particulier, le moment d’ordre 1 est I’espérance de X.

Définition 2.2.2 Soient p > 1 et X € LP. Le moment centré de X d’ordre p de X est défini
par

1y = E[(X — E[X])”].

Remarquons que si X € LP, alors X — E[X]| € L? puisque la mesure de probabilité est finie. Le
moment centré d’ordre p est donc bien défini.

Remarque 2.2.3 Si X € L! alors u; = 0. A ce titre, on appelle 'opération X +— X — E[X] un
centrage de la variable aléatoire.

Un cas particulier important est p = 2.

Définition 2.2.4 Soit X € L?. Le moment centré d’ordre 2 de X est appelé la variance de
X et est noté Var[X]. L’écart-type est ox = +/Var[X].

Attention, la notation ox n’a rien a voir avec la o-algébre engendrée par X. Les propriétés de
la variance sont rassemblées dans les résultats suivants.

Proposition 2.2.5 (Propriétés de la variance) Soit X € L? et soit a € R. Alors

e Var[X] >0,
e Var[X] = E[X?] — E[X]? et, en particulier, E[X?] > E[X]?,
o Var[X + a] = Var[X],
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L

Démonstration : Tout est évident. Par exemple, par linéarité de ’espérance, on a

Var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] — 2E[XE[X]] + (E[X])? = E[X?] — E[X]?.

Exemple 2.2.6 Si X ~ Bern(p), on sait que E[X] = p. On a aussi que X = X2 et donc
E[X?] = p. Il s’ensuit que
Var[X] = p —p* = p(1 - p).

Exemple 2.2.7 Si X ~ Unif {1,...,n}, on a E[X] = "T‘H On calcule alors

EX* =% %jz _ in(n+ 1)3(2n+ ) _(n+D@n+1)
j=1

Ainsi,

n n n 2 n2—
Var[X]:( +1)é2 +1) —Zl) _ 121.

Exemple 2.2.8 Si X ~ Poi()), alors on sait que E[X] = A. De méme, on calcule

)\ )\k‘ 1
EX% =) e *Ak K = )\Z *Ak:
keN
= A Mk 1A
= Ze (k+ )g
k=0

(Z )
= A e /-c—

k=
OMEX A1) =AM+

d’ott
Var[X] = AA+1) = A% = \.

Exemple 2.2.9 Si X ~ Unif(a,b), alors on sait que E[X] = ‘H'b . De plus, on calcule

1 1 1 »®—a® a®+ab+b?
E[X?] = 2_~ q — 2de = =
X7 /Rx b—a ) ()42 b—a/a vde b—a 3 3

d'ott 2 b b2 ( b)2 (b )2
a” +ab+ a-+ —a

-\/ X = — g .
ar|X] 3 4 12
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Exemple 2.2.10 Si X ~ N (u,0?), alors on a E[X] = u. Montrons que Var[X] = ¢2. On a

Var[X] = E[(X — p)*] = /R(w —p)? ¢;T76_ et

2

= 02/u26_u2du
V2r Jr
0’2 2 u2

_ Ut /21400 -

= ue Tt | e 2du
v 2T <[ ] /R >

= 0'2

en effectuant le changement de variable v = ”377“, une intégration par parties et en utilisant

I’intégrale de Poisson.

L’espérance E[X] d’une variable aléatoire X nous renseigne sur la valeur “moyenne” ou “attendue”
de X. Ceci se voit trés clairement dans le cas d’une variable aléatoire discréte comme déja signalé.
On le voit de fagon générale grace au théoréme suivant.

Théoréme 2.2.11 (Décomposition de Kénig-Huygens) Si X € L?, alors
E[(X — a)?] = Var[X] + (E[X] — a)? pour tout a € R.

En particulier,
E[X] = argmin,zE[(X — a)?]

c’est-a-dire 'espérance de X est la meilleure approximation de X en norme L? par une
constante. De plus, sa variance est ’écart minimal qu’on peut obtenir.

Démonstration :  On utilise les propriétés de 'espérance pour écrire
E[(X - 0)*] = E (X - E[X]) + (B[X] - a))’
=E |(X - E[X])*| + E[2(X — E[X])(E[X] - a)] + E[(E[X] — a)?
—E |(X —E[X])’| +0+ (E[X] - a).
La conclusion suit. ]

Le résultat suivant montre que la variance est une mesure de la dispersion de X autour de son
espérance.

Théoréme 2.2.12 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Si X € L? et a > 0, alors

(2.1)

Démonstration : Cela découle directement de I'inégalité de Markov appliquée a la variable
aléatoire positive (X — E[X])2. |

Ainsi, seule une grande variance peut permettre & une variable X de différer significativement de
son espérance puisque dans ce cas, le risque de voir une valeur extréme de X augmente. On peut
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interpréter cette inégalité de la maniére suivante : la variable aléatoire X prend ses valeurs dans

Vintervalle [E[X] — acx,E[X] + acx] avec une probabilité plus grande ou égale & (1 — 2). Pour

a = 2, on trouve une probabilité d’au moins 2 d’étre dans l'intervalle [E[X] — 20x,E[X] + 20x].
Pour a = 3, la probabilité d’étre dans l'intervalle [E[X]| — 30x, E[X] 4 30x] est supérieure ou
égale a 8/9 ~ 0, 888.

2.3 Covariance et corrélation
Si X et Y sont deux variables aléatoires de L', on sait par linéarité de 1’espérance que
E[X +Y]=E[X]+E[Y].

Si X et Y appartiennent & L?, on sait que X +Y € L? (puisque L? est un espace vectoriel, cela
découle de 'inégalité de Minkowski). Par contre, en général, on a

Var[X + Y] # Var[X] + Var[Y].
11 suffit de prendre X =Y puisque Var[2X] = 4Var[X]. Un second exemple est donné ci-dessous.

Exemple 2.3.1 Supposons que X ~ Bern(p) et posons Y =1 — X. Alors X +Y est la variable
aléatoire constante égale a 1 et donc Var[X + Y] = 0. Or, on sait que Var[X] = p(1 — p) et
Var[Y] = p(1 — p), d’ont Var[X] + Var[Y] # Var[X + Y.

En fait, les propriétés de la variance montrent que l’application Var est une forme quadratique
sur L?; la forme bilinéaire associée est donnée par

(X,Y) = E[(X - E[X])(Y — E[Y])].

Définition 2.3.2 Si X,Y € L?, la covariance de X et Y est définie par

Cov[X,Y] =E[(X — E[X])(Y —E[Y])].

Remarque 2.3.3 L’interprétation de la covariance est illustrée dans les Figures et 2.2

En pratique, on utilise le résultat suivant pour calculer des covariances : celui-ci montre en
)
particulier que I'espérance d’'un produit n’est en général pas égal au produit des espérances.

Proposition 2.3.4 Si X,Y € L?, alors

Cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y].

Démonstration : Il suffit de développer le produit (X — E[X])(Y — E[Y]) et d’utiliser la
linéarité de I’espérance. [

La covariance est une forme bilinéaire symétrique semi-définie positive sur L?. La formule de
polarisation des formes bilinéaires (qui généralise 1'égalité 2ab = (a + b)? — a? — b?) donne
directement le résultat suivant.
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ElY]

E[Y]

E[X] X E[X]

FIGURE 2.1 — A gauche, (X,Y) se réalise dans la zone ou (X — E[X])(Y — E[Y]) > 0. A
droite, (X,Y) se réalise dans la zone ou (X — E[X])(Y — E[Y]) < 0. Si (X,Y) se réalise plus
souvent dans les zones "+" (ou de fagon plus extréme), Cov[X,Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]

sera positif, et inversément.
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Prix de I'actif 2 (Y)
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Prix de I'actif 1 (X) Prix de I'actif 1 (X)

FIGURE 2.2 — A gauche, Cov[X,Y] > 0; on parlera de dépendance positive (dans ce cas, on a
Var[X + Y] > Var[X]| + Var[Y]). A droite, Cov[X,Y] < 0; on parlera de dépendance négative
(dans ce cas, Var[X + Y] < Var[X] + Var[Y]).
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Proposition 2.3.5 Si X,Y € L?, alors

Var[X + Y| = Var[X] + Var[Y] 4+ 2Cov[X, Y.

Démonstration : La formule de polarisation donne
1
Cov[X,Y] = 3 (Var[X + Y] — Var[X] — Var[Y])
d’ot le résultat. ]

Les résultats suivants proviennent directement de la bilinéarité de la covariance.

Proposition 2.3.6 Soient X,Y,Z € L? et ¢ € R. Alors
e Cov]X, X] = Var[X]
o COV[ Y] = Cov[Y, X]
o Cov[cX,Y] =cCov[X,Y]
o Cov[X +Y,Z] =Cov[X, Z] + Cov]Y, Z]
[
ov|

e Cov[X,c]=0
X +¢Y] =Cov[X,Y].

Si on travaille sur le sous-espace de L? formé des variables aléatoires centrées quotienté par
la relation d’équivalence donnée par 1'égalité presque siire, alors la covariance y est une forme
bilinéaire définie positive. On retrouve donc l'inégalité de Cauchy-Schwarz

[EXY]| < VE[X?E[Y?]

si X,Y € L? sont tels que E[X] = E[Y] = 0. De plus, on a 1’égalité si et seulement si X et YV
sont linéairement dépendants. Notons qu’on peut toujours se ramener & des variables aléatoires
centrées en remplagant X par X — E[X]. Nous en rappelons néanmoins la preuve.

Proposition 2.3.7 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient X,Y € L2. Alors

|Cov]X,Y]| < +/Var[X|Var[Y]

avec égalité si et seulement siY = aX + 8 ou X = oY + 8 presque stirement pour certains
a, € R et sign(a) = sign(Cov[X, Y]).

Démonstration : Si X,Y sont centrées, alors
0 <E[(X +\Y)? = E[X?] + 2)E[XY] + N\’ E[Y?]
pour tout A € R. On a donc un polynéme de degré 2 en A qui est toujours positif ou nul et donc
AE[XY]? —4E[X?|E[Y?] <0
c’est-a-dire
E[XY]? < E[X?|E[Y?].
On a I’égalité si et seulement si le polyndéme admet une racine, c’est-a-dire il existe A € R tel

que E[(X + AY)?] = 0. On en tire que X + \Y = 0 presque stirement. On obtient la conclusion
générale appliquant le résultat aux versions centrées de X et Y. [
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Remarque 2.3.8 On montre directement que si Y = aX + 5, on a

_ Cov[X,Y]

Vo] o f=ElY) - aElX)

Ceci améne naturellement & introduire la notion suivante.

Définition 2.3.9 Soient X,Y € L2. La corrélation entre X et Y est la quantité

Cov[X,Y]
Var[X|Var[Y]

Corr[X,Y] =

On prend la convention que la corrélation est nulle si Var[X] = 0 ou Var[Y] = 0, ce qui revient
a dire qu'une des deux variables aléatoires est presque-stirement constante. Vu l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, la corrélation rend compte de la dépendance linéaire.

Définition 2.3.10 Soient X,Y € L2. Si Corr[X,Y] = 0, on dit que X et Y sont non-
corrélées.

Corr{X,Y]=0.5 Corr[X,Y]=0.8 Corr[X,Y]=1

83
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FIGURE 2.3 — Plus |Corr[X, Y]| est proche de 1, plus la relation linéaire entre X et Y est forte.

Il est & noter que les signes de Corr[X, Y] et de Cov[X, Y] coincident. La corrélation satisfait les
propriétés suivantes.

Proposition 2.3.11 Soient X,Y, X1, Xs, Y1, Y5 des variables aléatoires et c1,co,d1,ds € R.
Alors

o Corr[e1 X + d1, c2Y + dg] = Corr[X, Y]
e Corr[X,Y] = Corr[Y, X]
e Corr[X,c]=0
Corr[ X, X]| =1

|Corr[X,Y]| <1, et Iégalité a lieu si et seulement siY = aX + 3 p.s.ou X =aY + 3
p.s. pour certains a € Rg, § € R.
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2.4 Moments de vecteurs aléatoires

On généralise la définition de 'espérance au cas des vecteurs aléatoires comme suit. On prend la
convention que nos vecteurs sont des vecteurs colonnes.

Définition 2.4.1 Si X = (X1,...,X4)7 est un vecteur aléatoire, on définit 1’espérance ou

le vecteur moyen de X par
E[X] = (E[X1],...,E[X4)T

si chacune de ces espérances est bien définie. On dit que X est intégrable, ce que 'on note
X e L', si Xj € L! pour tout j € {1,...,d}.

Comme 'espérance d’un vecteur aléatoire est donnée par les espérances de chacune de ses compo-
santes, les propriétés du vecteur moyen découlent de celles de I’espérance d’une variable aléatoire.
De méme, on peut définir 'espérance d’une matrice formée de variables aléatoires en prenant
I’espérance composante & composante.

Intéressons-nous maintenant aux propriétés de covariance entre les variables aléatoires d’un vec-
teur aléatoire colonne X = (X1,..., Xy)7T.

Définition 2.4.2 Si X = (X1,...,Xy)T est un vecteur aléatoire de L? (i.e. chaque compo-
sante appartient a L?), on définit la variance de X (aussi appelée la matrice de variance-
covariance) par

Var[X] = E [(X — E[X])(X —E[X])"].

La variance de X est donc une matrice carrée d x d. En développant le produit matriciel, il vient

Var[X] = E[(X — E[X])(X — E[X])"]

X1 — E[X1]
_ E[ X2 __E[X2] <X1 CE[X], Xo —E[Xo] ..., X4 ]E[Xd])]
X4 — E[X,]
Var[Xﬂ e COV[XI, Xd]
COV[Xd, Xl] ce Var[Xd]

c’est-a-dire

Var[X]ij = COV[XZ',X]'].
Cela justifie le nom donné & cette matrice. Le résultat suivant s’obtient également par simple
manipulation matricielle.

Les propriétés de 'espérance et du produit matriciel nous aménent les résultats utiles suivants.

Proposition 2.4.3 Soit X € L? un vecteur aléatoire de R%. Soient A, B des matrices de
dimensions compatibles. Alors

E[AX + B] = AE[X] + B et Var[AX + B] = AVar[X]AT.
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En particulier, pour tout b € R, on a
b Var[X]b = Var[p? X] > 0,

donc une matrice de variance-covariance est toujours semi-définie positive.

Remarque 2.4.4 Soit X un vecteur aléatoire de dimension d. Si elle existe, la matrice Var[X]
est symétrique et semi-définie positive. On peut donc la représenter sous la forme Var[X] = AAT
avec A une matrice carrée (on dit que A est une racine carrée de Var[X])[[]

e (Centrer la loi de X revient a considérer le vecteur Y = X — E[X] qui, par construction, est
d’espérance E[Y] = 0. Cette opération est permise dés que X est intégrable.

e Réduire la loi de X revient a considérer le vecteur Z = A~!X qui, par construction, est de
variance Var[Z] = Id. Cette opération est permise dés que X est de carré intégrable et que
Var[X] est définie positive.

2.5 Formules et inégalités liées a ’espérance

Nous avons déja démontré 'inégalité de Markov et ses conséquences. L’objectif de cette section
est de démontrer quelques autres (in)égalités utiles.

Proposition 2.5.1 Soit X une variable aléatoire positive et soit h : [0, +o00[— [0, +-00[ une
fonction croissante contintiment dérivable. Alors

+oo +oo
E[h(X)] = h(0) +/0 P(X > t)h'(t)dt = h(0) +/0 P(X > t)h'(t)dt.

Démonstration : Comme la variable aléatoire h(X) est positive, son espérance existe. De
plus, on a

h(x) = h(0) + /Ox B (t)dt

pour tout z > 0 puisque h est contintiment dérivable. Il s’ensuit que

X(w)
E[h(X)] = /ﬂ WX)dP = /Q (h(0)+ /0 h’(t)dt) dP(w)

— h0) + /Q < /0 o ]l{X>t}(w)h’(t)dt> dP(w)
— h0) + /0 o ( /Q 1{X>t}(w)dIP’(w)> dt
= h(0)+/0+oo B ()P(X > t)dt

puisque P(Q2) = 1 et en utilisant le théoréme de Fubini (pour les fonctions positives puisque h
est croissant). La preuve de la deuxiéme égalité est identique puisque P(X > t) = P(X > t) pour
A-presque tout ¢ > 0 par la Proposition [1.3.13 |

1. Comme Var[X] est symétrique, on peut la diagonaliser par une matrice orthogonale P. Ainsi, on peut écrire
Var[X] = PTdiag(\i1,...,\q)P. De plus, comme la matrice Var[X] est semi-défini positive, ses valeurs propres
A1, ..., Ag sont positives ou nulles. Tl suffit alors de poser A = PTdiag(v/A1,- .., vV ).
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Corollaire 2.5.2 Soit X une variable aléatoire. Pour tout p > 1, on a
+o0 +0o0
E[|X]?] :p/ P-UP(|X| > 1)dt :p/ P-UP(|X| > t)d.
0 0

En particulier,

+oo +o0
E[|X|]:/O ]P’(|X|>t)dt:/0 P(|X| > £)dt

Démonstration : Il suffit d’appliquer la Proposition avec la fonction h(z) = 2P et la
variable aléatoire | X|. ]

Ce résultat permet d’exprimer l'intégrabilité d’une variable aléatoire positive X a partir de sa
fonction de répartition puisque

E[X] = /0 T e,

Ainsi X € L'(Q, F,P) si et seulement si 1 — Fix| € LY([0, +00[). On peut également ré-exprimer
cette condition sous la forme suivante :

+00
Xel'«< > P(X|>n) < +oo (2.2)
n=0
puisque
+00  pt1 +o00
E[|X]] = Z/ B(X| > Hdt > 3 P(IX] > n+1)
n=0"" n=0
et
+00  p41 00
E[|X|] = Z/ P(IX| > t)dt <Y P(X] > n).
n=0"" n=0

Dans le cas d’une variable aléatoires a valeurs dans N, cette série nous donne exactement 1’espé-
rance de X.

Corollaire 2.5.3 Soit ng € N. Si X est une variable aléatoire a valeurs dans I’ensemble
{n € N:n >ng}, alors

E[X] =no + Z P(X > n).

Démonstration : Comme X est positive, on peut calculer son espérance. Par le Corollaire

E53 on o
E[X]:/+OOIP>(]X\>t)dt _ /n Ldt + Z / P(|X| > £)dt
0 0

puisque {X >t} = {X > j} pour tout ¢t €]j,7 + 1]. [
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Passons a présent a l'inégalité de Jensen. Rappelons que si I est un intervalle, une fonction
®: ] — R est convexe sur [ si

P((1—=Nz+Ay) < (1=N)P(z) + A®(y)

pour tous z,y € I et tout A € [0, 1].

En particulier, si ® est une fonction convexe sur I et si X est une variable aléatoire qui prend
les valeurs x,y € I avec une probabilité A et 1 — A respectivement, la convexité de ® permet
d’écrire ®(E[X]) < E[®(X)]. L’inégalité de Jensen que nous démontrons ci-dessous permet de
généraliser ce résultat & une variable aléatoire de L' quelconque.

Rappelons que toute fonction convexe sur un intervalle y est continue. En particulier, elle est
mesurable. L’inégalité des pentes permet également de montrer que si ® est convexe, elle admet
des dérivées & gauche et a droite en chaque point. En particulier, pour tout x € I°, on a

P(y) > (x) +Bly—x), Vyel

en prenant 5 égal a la dérivée a gauche ou a droite de ® en x (ou n’importe quelle valeur entre
les deux).

Proposition 2.5.4 (Inégalité de Jensen) Soit X € L! a valeurs dans un intervalle I de
R et soit ® : I — R une fonction convexe telle que ®(X) > 0 ou ®(X) € L. Alors, on a

»(B[X]) < E[2(X)].

Démonstration : Notons I = [a,b] et commengons par remarquer que par monotonie de
I'espérance, on doit avoir E[X] € [a, b]. De plus, comme X —a > 0, on a E[X] = a si et seulement
si X = a presque stirement. De méme, E[X] = b si et seulement si X = b presque stirement. Dans
le cas ou la variable aléatoire X est presque slirement constante, l’'inégalité de Jensen devient
alors une égalité triviale. Supposons donc que X n’est pas presque siirement constant et donc
que E[X] € I°. Par conséquent, il existe un nombre réel g tel que

®(y) = ®(E[X]) + B(y — E[X])
pour tout y € I. En particulier, on a
(X) = (E[X]) + B(X - E[X])
et par monotonie de I'espérance, on obtient
E[®(X)] > E[®(E[X]) + B(X — E[X])] = ®(E[X]) + SE[X — E[X]].

On conclut en remarquant que E[X — E[X]] = E[X] — E[X] = 0. ]

Remarque 2.5.5 On retrouve en particulier que |[E[X]| < E[|X|] pour toute variable aléatoire
XelLl
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Remarque 2.5.6 On peut également retrouver l'inégalité de Jensen discréte : si @ est une
fonction convexe sur un intervalle I de R, alors pour tout n € Ny, tous z1,...,z, € I et tous
Ay ..oy Ap € ]0,1] tels que Z;‘:l Aj=1,ona

0] Z)\jl’j S Z)\JCI)(HTJ)
=1 i=1

11 suffit pour cela d’appliquer I'inégalité de Jensen & une variable aléatoire X prenant les valeurs
xi,..., Ty avec probabilité A\q,..., A, respectivement.

1
Corollaire 2.5.7 Sip > r > 1 et si X est une variable aléatoire, alors E[|X|T]% < E[|X|P]».
En particulier, on a

LP(Q, F,P) C L"(Q, F, P).

Démonstration : Puisque p > 7, il est clair que la fonction ® définie sur R par ®(x) = zP/"
est convexe sur [0, 4+oo[. Par conséquent, l'inégalité de Jensen appliquée a la variable aléatoire
| X|" donne

(EIXT)"" <E[IXP]

ce qui suffit. ]

2.6 Fonction caractéristique

Comme nous l'avons vu, étant donnée une variable aléatoire X, on peut calculer E[h(X)] pour
n’importe quelle fonction mesurable h telle que h(X) € L', et certaines fonctions apportent
plus d’information que d’autres. Remarquons également que si h = 1j_,, pour ¢ € R alors
E[h(X)] = E[l)_o 4(X)] = P(X €] — 00,t]) = Fx(t). Il existe donc des classes de fonctions G
telles que

X £Y si et seulement si E[h(X)] = E[h(Y)] pour tout h € G.

Il est parfois plus simple d’étudier la loi par 'intermédiaire de son espérance sur une classe de
fonctions.

Définition 2.6.1 Soit X un vecteur aléatoire dans R%. Sa fonction caractéristique est la
fonction X définie par
@X:Rd%C:tHE[eitTX}.

Remarquons que puisque |t ¥| = 1, la variable aléatoire e’ X est bien dans L! pour tout t € R?
et I'espérance apparaissant dans la définition de ¢~ existe bien.

Proposition 2.6.2 Si X est un vecteur aléatoire dans R?, alors
e sa fonction caractéristique ch est continue sur Rd,
o X(0)=1,
e |0 ()| <1 pour tout t € RY.
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» . . . . . T T N
Démonstration : Pour la continuité, on sait que si t,, — t alors e'n® — €’ et donc, grace
au théoréme de la convergence dominée, X (t,) — ¢~ (t). La deuxiéme affirmation est évidente,
tandis que la derniére découle immédiatement de I'inégalité de Jensen. [

Exemple 2.6.3 Soit X ~ A(u,0?) une v.a.r. de loi normale de moyenne y et de variance o2.

Alors X (t) = exp(ity — o%t?/2).

En écrivant ¢~ (t) = [a et e Py (z) = Px(t), on constate que la fonction caractéristique n’est
rien d’autre que la transformée de Fourier de la loi de X. Cette fonction est trés utile car elle
détermine entiérement la loi de X. Nous vous renvoyons vers le cours d’analyse harmonique pour
plus de détails.

Théoréme 2.6.4 L’application Py — ¢~ définie dans I'espace des mesures de probabilité
sur R? est injective.

Corollaire 2.6.5 Deux vecteurs aléatoires sur R% sont de méme loi si et seulement si ils ont
la méme fonction caractéristique.

Remarque 2.6.6 Les faits suivants sont utiles.

e Si X =a p.s., alors ¢~ (t) = exp(it’a).
e Si X est un vecteur aléatoire dans R%, si A est une matrice agissant sur R? et si m € RY,

alors
X — exp(itTm) X (ATt).

Proposition 2.6.7 Soit X = (X1,...,X4)" un vecteur aléatoire dans R?,
e Si X € L', alors X est de classe C' et VX (0) = iE[X]T.
e Si X € L? alors ™ est de classe C? et Hess,x (0) = —E[XXT]. De plus

d d
= S ) HBEX;XR] + o)

j=1k=1

M\H

d
X(t)=141) 4E[X]]
j=1

quand t = (ty,...,tq) tend vers 0.

Démonstration : Pour le premier point, en dérivant sous le signe intégrale, on trouve

9™ itT X
() =iE [Xjelt ] :
ot;
lopération étant permise puisque |iX jeitTX| =|Xj| et X; € L'. Pour le deuxiéme point, puisque
E[|X;Xk|] < E[X?]1/2E[X,§]1/2 < 400 par Cauchy-Schwarz, on peut dériver une seconde fois et
trouver que
52 SDX
at]’atk

(1) = —E [XijeitTX] .
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De plus le théoréme de continuité sous le signe intégrale nous assure que cette fonction est
continue. Enfin la derniére affirmation est simplement le développement de Taylor a 'ordre 2. m

En dimension d = 1 on peut pousser 'argument précédent a n’importe quel ordre en utilisant &
nouveau le théoréme de dérivation des intégrales paramétriques.

Proposition 2.6.8 Soit X une variable aléatoire de fonction caractéristique p. Si X € L™,
alors ¢ est de classe C" et

SO(k) (t) = R [Xk:eitX}

pour tout k < n. En particulier, p*) (0) = i*E[X¥].

Il est commun d’introduire une fonction qui ressemble fort & la fonction caractéristique, a savoir
la fonction génératrice des moments.

Définition 2.6.9 Soit X un vecteur aléatoire dans R?. Sa fonction génératrice des moments
(aka transformée de Laplace) est la fonction

LX) =E [etTX }

définie en les valeurs de t en lesquelles et' X e L.

Il s’agit ici de la transformée de Laplace de la loi de X. Contrairement a la fonction caracté-
ristique, la fonction génératrice des moments n’est pas nécessairement définie; afin de pouvoir
I'utiliser il faut supposer que la fonction et" X est intégrable dans un voisinage de 0. Bien entendu,
Lx(0) = 1. On peut dire beaucoup plus. Supposons que X est une variable aléatoire réelle qui
admet une fonction génératrice des moments pour ¢ > 0, et supposons de plus que nous pouvons
échanger dérivées et espérance. Alors

1 1
Ele®] =E[1 +tX + SEX+ §t3X3 +...]
1

1
=1+ tE[X] + §t2E[X2] + 3't3E[X3] +...

De cette réécriture (formelle), on a le résultat suivant qui justifie la terminologie.

Proposition 2.6.10 Soit X une variable aléatoire telle que !X est intégrable pour t dans
un intervalle ouvert contenant 0. Alors, la fonction génératrice des moments L~ de X est
définie et analytique sur un intervalle ouvert contenant 0. On a

1X(t)= Y CEIX")

pour tout t dans ce voisinage. En particulier, pour tout n € N,

(L¥)™(0) = E[X").
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Remarque 2.6.11 Si la fonction génératrice des moments de X existe, elle caractérise une
infinité de moments de X. Ceci ne suffit toutefois pas a caractériser la loi de X : on peut
construire X; et Xy qui ont deux lois différentes mais telles que E[X]| = E[XZ] pour tout n.
C’est le cas des variables aléatoires continues X7 et X5 de densités

1 —(logx
fil@) = ——e (og2)*/2q ) 1 op(2)

2rx
folw) = () [1+ sin(2r10g )] Lo (2)
respectivement. On peut montrer que E[XT| = E[X7] = e"*/2 mais toutefois X; et Xy n’ont pas
la méme loi. Néanmoins, dans le cas ot X est une variable aléatoire bornée, sa loi est entiérement

déterminée par ses moments. Ce résultat s’appelle le théoréme des moments.

On admettra toutefois le résultat suivant.

Proposition 2.6.12 Soient X,Y deux variables aléatoires telles qu’il existe un voisinage I
de 0 sur lequel Lx et Ly sont définies. Alors, X £ Y si et seulement si Lx = Ly sur 1.




Chapitre 3

Indépendance

3.1 Indépendance d’événements

C’est avec la notion d’indépendance que la théorie des probabilités prend son autonomie par
rapport a la théorie de la mesure. Nous rappelons la définition de I'indépendance d’événements.

Définition 3.1.1 Soient Ay,..., A, € F. On dit que des événements A1,..., A, sont indé-
pendants si pour toute partie finie non-vide J de {1,...,n}, on a

P| (4| =[P

jed jeJ

Le résultat suivant montre que si des événements Aq,..., A, sont indépendants, alors on peut
remplacer des événements par leur complémentaire et garder une famille d’événements indépen-
dants. De maniére générale, on 1’écrit en termes de la o-algébre engendrée par un événement.
Cette propriété permettra d’étendre la définition a l'indépendance de o-algébres.

Lemme 3.1.2 Si Ay,..., A, € F sont indépendants, alors A{, Ag, ..., A, sont également
indépendants.

Démonstration : On peut bien stir considérer une partie J telle que 1 € J. On remarque alors
que

N 4=4n () 4|u4
jeJj#1 jeJj#1 JjeJ
et puisque cette union est disjointe, il vient

PlAasn () 4] =P () 4|-P|()4

jeJj#1 jeJj#1 JjeJ
= II P@y-1]P“)

JeJj#1 jeJ
= (1-PA) [] P4y

jET A1

= P9 [ Py

J€J3#1

52
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Proposition 3.1.3 Soient Ai,..., A, € F. Les événements A1, ..., A, sont indépendants
si et seulement si

j
ou pour tout j € {1,...,n} on a Bj € o(A;) = {0, A;, AS

Démonstration : 1l est clair que la condition donnée est plus forte que la définition : il suffit
de prendre B; = A; si j € J et Bj = Q sinon. Pour vérifier la réciproque, on peut bien str
supposer que B; # () pour tout j. Si a présent {j : B; # Q} = {j1,...,Jp}, il suffit de montrer
que

P(Bj, N---NBj,) =P(Bj) ... P(Bj,).

Pour cela, il suffit de procéder de proche en proche en appliquant au plus p fois le lemme
précédent. [ |

Terminons cette courte section par le lemme de Borel-Cantelli qui permet de calculer la probabi-
lité d’événements limites. Il s’agit d’un résultat général de théorie de la mesure (cfr Proposition
A.3.9). Néanmoins, la notion d’indépendance permet d’obtenir une réciproque a ce résultat.
Rappelons que si (A, )nen est une suite d’ensembles, alors

limsup A4,, = ﬂ U A, et lﬁglngn— U ﬂ A,

n—+00 neENm>n neNm>n

Proposition 3.1.4 (Lemme de Borel-Cantelli) Soit (A,,)nen une suite de F.

1. Si
Z P(A4,) < +o0,
neN
alors
P (lim sup An) =0
n—-+o0o
2. Si

> P4

neN

et si les événements A,, n € N, sont indépendants, alors

P <lim sup An> =1
n—+oo

Démonstration : 1. Pour tout n € N, on pose B, = >, Ak. Alors (By,)nen est une suite
décroissante d’élements de F. La continuité & droite de la mesure P donne

IP’(limsupAn>:]P’<ﬂ Bn>: lim P(By) < lim ZIP’Ak =0.

n——+00 neN
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2. Comme dans le point précédent, la continuité & droite de la mesure P implique qu’il suffit de
montrer que

lim P UAk =1,

n—-+4o0o
k>n
ou de maniére équivalente, que

lim P | () Af] =0.

n—-+o0o
k>n

Fixons n € N et remarquons que par indépendance des événements, on a

m m m
P (ﬂ Ai) =[] P(a5) = [T — P(aw)
k=n k=n k=n
si m > n. La continuité a droite de P implique que
m
c _ : _
Pl 4;] = tim [0 -Pay).
k>n k=n
Or, pour tout z € [0,1], on a (1 — z) < e~ et donc
m m
H(1 —P(Ay)) < H e P(AR) — o= 2010 P(AR) — o= 2008, P(Ag)
k=n k=n
qui, par hypothése, tend vers 0 lorsque m tend vers I'infini. [

La lemme de Borel-Cantelli signifie donc que
1. sila série ), P(A,) converge, alors il est presque stir qu’a partir d'un certain rang, I’évé-
nement A, n’a pas lieu,

2. silasérie ), P(A,) diverge et si les événements sont indépendants, alors il est presque str
que I’événement A,, a lieu pour une infinité de n.

Exemple 3.1.5 On considére I'expérience qui consiste & lancer une infinité de fois une piéce
de monnaie. On note A,, 'événement “Le n®™° lancé est Pile”. Comme P(A,,) = 1/2 et que les
variables aléatoires A,, n > 1 sont indépendantes, la réciproque du lemme de Borel-Cantelli
implique que P (lim SUD;, s 400 An) = 1. Autrement dit, presque stirement, on aura une infinité
de fois Pile.

Remarque 3.1.6 On ne peut pas se passer de 'hypothése d’indépendance. Par exemple, si on
se place sur l'espace 2 = [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue P = )\|[0’1}, et si on considére les

événements A, = [0,1/n], n € Ny, alorson a ) P(A4,) =), = = 400 mais limsup,, A,, = {0}.

1
nn

3.2 Indépendance de o-algébres

Dans cette section, nous généralisons la notion d’indépendance d’événements aux cas de collec-
tions d’événements, et en particulier de sous-o-algébres.
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Définition 3.2.1

e Une famille A;, ¢ € I, d’événements de F est indépendante si toute sous-famille finie
est formée d’événements indépendants. On dit également que les événements A;, i € I,
sont indépendants.

e Une famille quelconque de collections d’événements C; C F, i € I, est indépendante si
toute famille d’événements A; € C;, i € I, est indépendante. On dit également que les
collections C;, ¢ € I, sont indépendantes.

Dans le cas ou les collections C; sont des sous-o-algébres de F, on a le critére pratique suivant.

Proposition 3.2.2 Soient Fi,...,F, des sous-c-algébres de F. Les collections Fi,...,Fn
sont indépendantes si et seulement si

]P’(Al N---N An) = P(Al) .. P(An)

pour tous A € Fi,..., A, € Fn.

Démonstration : Il est clair que la relation est vérifiée si les sous-o-algébres sont indépen-

dantes. Réciproquement, si on a cette propriété et si J est une partie de {1,...,n}, il suffit de
prendre A; = ) si j ¢ J pour obtenir 'égalité de la Définition [ ]

Remarquons donc que la Proposition signifie exactement que des événements Aq,..., A,
sont indépendants si et seulement si les o-algébres o (A1), ...,0(A4,) sont indépendantes.

Le résultat suivant permet de montrer que pour vérifier I'indépendance de o-algébres, il suffit
de le vérifier sur des classes stables par intersection finie qui les engendrent : ce résultat est
semblable au lemme de la classe monotone et se démontre facilement & partir de celui-ci.

Proposition 3.2.3 Soit C;, ¢ € I, des collections d’événements de F. Si chaque C; est stable
par intersection finie, alors les collections C;, i € I, sont indépendantes si et seulement si les
o-algébres o(C;), 1 € I, sont indépendantes.

Démonstration : Evidemment, si les o-algébres o(C;), ¢ € I, sont indépendantes, alors les
collections C;, 7 € I, le sont également. Supposons donc que les C;, ¢ € I, sont indépendants. Soit
J C I de cardinalité finie n. Sans perte de généralité, on suppose que J = {1,...,n}. Pour tout
Jj€1{2,...,n}, soit Aj € C;. Notons 1 et po les mesures finies définies par

p1:o(Cy) = [0,1]: Ay —»P(A1NAyN---NA,)

et
M2 - O'(Cl) — [0, 1] : A1 — P(Al)P(Az) .. P(An)

Par hypothése, les mesures 11 et ps sont égales sur C; et le lemme de la classe monotone implique
donc que py = pg sur o(Cy). On a donc P(A1 NAsN---NA,) = P(A4;)P(Ay)...P(4,) pour
tout A; € 0(Cy) et tous Ay € Co,..., A, € Cy. On recommence ensuite en fixant A; € o(Cy) et
As €Cs,..., A, €C, pour montrer que P(A;NAsN---NA,) =P(A;)P(Az)...P(A,) pour tout
Ay € 0(C1), Ay € 0(C2) et tous Az € Cs, ..., A, € C,. On continue ainsi de suite pour obtenir la
conclusion. [ |
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Le résultat suivant, trés intuitif, montre qu’en réunissant des o-algébres indépendantes, on
construit des collections indépendantes.

Théoréme 3.2.4 (Indépendance par paquets) Soit F;, ¢ € I, une collection indépen-
dante de sous-o-algébres de F. Si I, j € J, sont des sous-ensembles deux a deux disjoints
de I, alors les o-algébres U(Uielj Fi), j € J, sont indépendantes.

Démonstration : Pour tout j € J, on note
Ci=SAin-NA,:neNA,... A, e |7
i€l

Clairement, C; est stable par intersection finie. De plus, il est facile de voir que C; C o (Uze I J—"Z)
D’autre part, comme F; C C; pour tout ¢ € I}, on a également 'autre inclusion, d’ol

oC)=0o|J7F

iGIj

La conclusion résultera du Théoréme si on montre que les collections C;, j € J, sont

indépendantes. Soient donc ji,...,j, des indices différents de J et considérons Bj, € C;, pour
tout k € {1,...,r}. Alors, pour tout k € {1,...,7}, on peut écrire By, sous la forme
Be= (] Am
meKy

ou Ky, C I, est fini et Ay, € Fpp,. Alors, les ensembles Ky, k € {1,...,r} sont disjoints et on a
f(m)=# (A 0] =TT I e =TT
k=1 k=1

k=1meKy k=1meK}

ce qui suffit. [

Exemple 3.2.5 Si (4, )nen est une suite d’événements indépendants, alors les événements Ay,
Ay U Az, Ay N Ag, AE,U,,>10 An sont également indépendants.

Nous terminons cette section par un résultat trés surprenant mais également trés important
concernant les événements “limites”.

Définition 3.2.6 Soit (F,,)nen une suite de sous-o-algébres de F. La o-algebre

Fo=eo|UF

neN j>n

est appelée la o-algébre asymptotique de la suite (Fp,)pen-
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Etant une intersection de o-algébres, il est clair que Fo, est également une o-algébre. Intuitive-
ment, les événements de F, décrivent ce qui se passe a l'infini, relativement a la suite (F,)nen-

Exemple 3.2.7 Si A,, € F, pour tout n € N, alors limsup,, A, € Foo et liminf, A4, € F.

Fixons n € N et montrons que liminf, A, € o (U]>n]:]) En effet, pour tout m > n, on a

Nesm Ak €0 (UjZn ]:]> et comme la suite (ﬂkZm Ak) e est croissante, on a

lim inf A,, = U N4a=U NA4ree|JF

meN k>m m>n k>m i>n

Le résultat pour la limite supérieure s’en déduit par passage au complémentaire.

Nous savons que si les événements A,, n € N, sont indépendants, alors ’ensemble lim sup,, A,
est de probabilité 1 ou 0 selon que la série de terme principal P(A,,) converge ou diverge : c’est le
lemme de Borel-Cantelli. La loi du 0-1 de Kolmogorov montre que le résultat est vrai pour tout
événement de la o-algébre asymptotique.

Théoréme 3.2.8 (Loi du 0-1 de Kolmogorov) Si les sous-o-algébres (Fy, )nen de F sont
indépendantes, alors pour tout A € F4,, on a

P(A)=0 ou P(A)=1.

Démonstration : Nous allons montrer que la o-algébre F est indépendant d’elle-méme.
Ainsi, si A € Fop, alors A 1l A et donc P(A) = P(AN A) = P(A)? d’oi1 la conclusion.

Comme les sous-o-algébres (F,)nen sont indépendantes, le Théoréme implique que pour
tout n € No, les o-algebres o(U;,, Fj) et o(U;5, F;) sont indépendantes. Puisque Foo C
0(Ujs, Fj): on en tire que pour tout n € No, les o-algébres o(lJ;., F;j) et Foo sont indé-

pendantes. Ainsi, pour tout n € Ny, tout A € O’(Uj<n ;) et tout B € F, on a

P(AN B) = P(A)P(B).

On en tire que les collections C = {J,,en, 0(U;<,, Fj) €t Foo sont indépendantes. Comme C est une
union de g-algébres croissantes, C est stable par intersection finie. Dés lors, la Proposition [3.2.3
implique que les o-algébres o(C) et Foo, sont indépendantes. Pour conclure, il suffit maintenant
de remarquer que Foo C o(C) : en effet, F; C C pour tout j € N, d’'ou U]EN Fj; € C et donc
o(Ujen Fj) € o(C), ce qui suffit puisque Foo € 0(U ey F5)- ]

3.3 Indépendance de variables aléatoires

L’indépendance des variables aléatoires se définit & partir des o-algébres associées. Rappelons
que si X : Q — R, il existe une plus petite g-algébre sur 2 qui rend X mesurable. C’est la
o-algébre engendrée par X, que l'on note o(X). La Proposition permet d’écrire

o(X)={X"YB):BeB}.

C’est donc la g-algébre qui porte toute I'information nécessaire a la connaissance de X . Rappelons
que si X est une variable aléatoire, alors o(X) C F.
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Définition 3.3.1 Soit X;, ¢ € I, une famille de variables aléatoires définies sur (€2, F,P).
On dit que les variables aléatoires X;, i € I, sont indépendantes si les sous-o-algebres o(X;),
1 € I, sont indépendantes.

La description de o(X) méne directement a la caractérisation pratique suivante.

Proposition 3.3.2 Des variables aléatoires X;, © € I, sont indépendantes si et seulement si
pour tout n € Ny, tous By,...,B, € B et tous ji,...,j, € I distincts, on a

P(X, € Bi,...,X;, € B)) =P(X;, € B))...P(X;, € By).

Exemple 3.3.3 On lance n fois une piéce. Pour tout j € {1,...,n}, on considére la variable aléa-
toire X; qui vaut 1 si le 5me Jancer est “pile” et 0 sinon. Alors, les variables aléatoires X1, ..., X,
sont indépendantes. Intuitivement, c’est clair. Mathématiquement, on le démontre comme suit.
Soit 2 = {0,1}" muni de la mesure de probabilité uniforme P (chaque issue est équiprobable).
Les variables aléatoires X; sont définies par X;(wi,...,w,) = wj. Soient Ay,..., A4, C {0,1}.
On a

#(A1XXAn)_#A1#An_#A1 #An
#0Q B 2" o2 T2

et d’autre part, {X; € A;} ={0,1} x --- x 4; x --- x {0,1} d’out

#{0, 1} x - x Ay x - x {0,1}) 2 IHA;  H#A;
#0 oo 2

P(X; € Ay,...,. X, €4, =

]P)(Xj S AJ) =

La conclusion s’ensuit.

Exemple 3.3.4 Soit = [0,1] x [0,1] muni de la mesure de Lebesgue P = Ag sur €. Soient
X et Y les variables aléatoires définies sur Q2 par X (z,y) = z et Y (z,y) = y. Alors, pour tous
boréliens A,B € B,ona {X € A,Y € B} = Ax B d’ou

P(X € A,Y € B) = M(AxB) = M\ (A)A1(B) = \(Ax[0,1])A2([0, 1]xB) = P(X € A)P(Y € B).

Les variables aléatoires X et Y sont donc indépendantes.

Proposition 3.3.5 Des variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement
si la loi du vecteur aléatoire (X1,...,X,) se factorise en le produit des lois des marginales,
ie.

P(Xl,...,Xn) = IPXI X+ X ]PXn.

Démonstration : Remarquons que si By,..., B, € B, alors d’une part on a
Pixy,.x)(B1 X -+ X Bp) =P(X1 € By,..., X, € By)
et d’autre part
Px, x -+ xPx, (B1 X+ x By) =Px,(B1)...Px,(Bn) =P(X;1 € By)...P(X,, € By)

par définition de la mesure produit. La Proposition implique que les mesures P(x, . x,)
et Px, X --- x Px, sont égales sur les rectangles mesurables si et seulement si les variables
aléatoires X1,..., X, sont indépendantes. Le lemme de la classe monotone permet d’affirmer
que les mesures sont alors égales sur B". ]
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Remarque 3.3.6 Le résultat précédent montre également comment construire des variables
aléatoires indépendantes : soient u1,..., i, des mesures de probabilités sur R. Alors, on peut
considérer la mesure produit p; X - -+ X p, sur R™ et définir un vecteur aléatoire dont la loi est
donnée par g = p1 X - -+ X pp. Il suffit de prendre Q@ = R", F = B" P = puj X -+ X iy, et de poser
X(w) =w. Laloi de X est u et les composantes de X sont des variables aléatoires indépendantes
de loi pq, . .., b, respectivement.

Regardons & présent ce que la Proposition [3.3.2] implique sur les fonctions de répartitions, sur
les fonctions de masse dans le cas discret et fonctions de densité dans le cas continu.

Proposition 3.3.7 Des variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement
si
Fix, . x) (@1, m0) = Fx, (71) ... Fx, (75)

pour tous x1,...,x, € R.

Démonstration : D’une part, on a

Fix,.x)(@1, . zn) =P(X1 <m1,.., X <2) = Py, x,) (] — 00, 1] X - X] — 00, 2])
et d’autre part
Fx,(xz1)...Fx, (zn) =P(X1 < 21)...P(X,, <zp) =Px, X+ - xPx, (] —00,21] X+ -+ X]| =00, x4]).

Si les variables aléatoires sont indépendantes, la conclusion provient alors de la Proposition [3.3.2]
Réciproquement, le lemme de la classe monotone donne la conclusion puisque par hypothése, les
mesures P(x,  x,) et Px, x--- xPx, coincident sur les demi-espaces. ]

Dans le cas ou les variables aléatoires sont discrétes, il suffit de vérifier que la fonction de masse
de la distribution jointe est égale au produit des fonctions de masse marginales.

Proposition 3.3.8 Soient X1, ..., X, des variables aléatoires discrétes. Les variables aléa-
toires X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement si pour tous x1,...,T, € R, on a

]P)(Xl :xl,...,XnZZL‘n) :P(Xl :ml)P(Xn:acn)

Démonstration : Si les variables aléatoires sont indépendantes, la conclusion découle directe-

ment de la Proposition [3.3.2] Réciproquement, si les valeurs prises par X1, ..., X, sont données
par les ensembles Ay, ..., A, respectivement, I’hypothése implique que
P(X; <a1,..., X, <) = oo ) PXa=y, X =ya)

y1€A1:y1 <x1 Yn€AnYn<Tn

= Z Z P(X1=y1)..-P(Xn=yn)

y1€A1:y1 <1 Yn€Anyn <z
= Fx,(z1)...Fx,(z,),

ce qui suffit par la Proposition [3.3. |

Dans le cas continu, on a naturellement que I'indépendance des variables aléatoires est équivalente
a la factorisation de la densité de la distribution jointe en le produit des densités marginales.
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Proposition 3.3.9 Soient X1, ..., X, des variables aléatoires continues. Si le vecteur aléa-
toire (X1,...,X,) est continu, alors les variables aléatoires X, ..., X, sont indépendantes
si et seulement si

fxxn) (@15 mn) = fxy (71) - fx, (20)

pour presque tout (z1,...,x,) € R™.

Démonstration :  Si fx, .x,) = fx;---[x,,ona

1 Tn
Fix,, . x) (@1, Tn) :/ / fxt,x) Wiy yn)dyr - . dyy

1 Tn
= / Ixi@) - fx, (yn)dyr - . dyy

- /Z Fx,(y)dy . .. /Z Ix (Yn)dyn

= Fx,(y1) .- Fx, (yn)

ce qui suffit par a Proposition [3.3.7 Réciproquement, si les variables aléatoires sont indépen-
dantes, alors Py, . x,) = Px, X --- X Px, par la Proposition Par unicité de la densité

associée a une mesure, on en tire que f(x, . x,) = [x; ... [fx, presque partout. [ |
Remarque 3.3.10 Le résultat précédent montre méme que si les variables aléatoires X1, ..., X,
sont continues et indépendantes, alors le vecteur aléatoire (X7,...,X,,) est également continu

(ce qui est en général faux).

Bien souvent, on ne démontre pas que des variables aléatoires sont indépendantes mais on prend
ce fait comme hypothése. Le résultat ci-dessous en est un exemple et montre que, sous 'hypothése
d’indépendance des variables aléatoires, le minimum de deux variables aléatoires suivant une loi
géométrique suit encore une loi géométrique.

Proposition 3.3.11 (Stabilité par les extrémes) SiX etY sont des variables aléatoires
indépendantes de loi géométrique de paramétres p et p’ respectivement, alors min(X,Y) est
une variable aléatoire de loi géométrique de paramétre 1 — (1 — p)(1 — p').

Démonstration : Il est clair que min(X,Y') est a valeurs dans Ny. De plus, pour tout k € Ny,
on a

P(min(X,Y) > k) =P(X > k,Y > k)
=P(X > k)P(Y > k)
=(1-p"Q - =(1-pa-p)"
en utilisant la Proposition et I'indépendance. La conclusion suit. n

Dans les sections suivantes, nous verrons des propriétés de stabilité de loi par rapport a la somme
de variables aléatoires indépendantes.
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3.4 Loi du 0-1 de Kolmogorov

Dans cette section, nous donnons quelques conséquences de la loi du 0-1 de Kolmogorov dans le
langage des variables aléatoires.

Si on considére une suite (X,)nen de variables aléatoires, on peut naturellement lui associer un
suite (Fy,)nen de sous-o-algébres de F telle que X, est F,-mesurable pour tout n € N : il suffit de
poser F,, = 0(X,,). De plus, rappelons que les variables aléatoires X,,, n € N sont indépendantes
si les o-algebres o(X,,), n € N le sont. La o-algébre asymptotique des o(X,,), n € N contient
tous les événements qu’on peut définir a partir de la suite (X,),en en ignorant n’importe quelle
sous-collection finie de variables. Ce sont des événements que l'on rencontre trés réguliérement.

Proposition 3.4.1 Soit (F,)nen une suite de sous-o-algebres de F et soit (X, )nen une suite
de variables aléatoires. Si X,, est Fp-mesurable pour tout n € N, alors limsup,, ,, ., X, et
liminf, 400 Xy, est Foo-mesurable.

Démonstration : Il suffit de montrer le résultat pour liminf, . X,. On remarque que la
variable aléatoire Y, := infy>, X} est o(Jy>,, Fr)-mesurable. Par conséquent, sup,,,, Y, est
0(U,;>m Fn)-mesurable. Or, pour tout m € N, on a liminf, 400 X, = sup,>,, Y,, et donc
liminf,_, o X, est 0(U,;>s, Fn)-mesurable pour tout m € N, et donc Foo-mesurable. [
Remarque 3.4.2 On considére ici les variables aléatoires limsup,, ,, . X, et liminf, o X,
a valeurs dans R.

Corollaire 3.4.3 Soit (F,)nen une suite de sous-o-algébres de F et soit (X, )nen une suite
de variables aléatoires. Si X,, est JF,-mesurable pour tout n € N, alors I’ensemble

{weQ: lim X,(w) existe}

n—-+o0o

appartient a Foo.

Démonstration : C’est immédiat par le résultat précédent puisque
{weQ: lim X,(w)existe} = {w € Q: liminf X,,(w) = limsup X,,(w)}.
n——+o00 n—+00 n—+00

On sait que les variables aléatoires X,,, n € N sont indépendantes si les o-algébres 0(X,,), n € N
le sont. La loi du 0-1 (aussi appelée la loi du tout ou du rien) dans le contexte des variables
aléatoires (c’est-a-dire pour les o-algébres engendrées par les X,,) donne le résultat suivant.

Corollaire 3.4.4 Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes. Alors, les
variables aléatoires limsup,, ., . X, et liminf, o X, sont presque stirement constantes.

Démonstration : On considére les o-algébres indépendantes F,, = o(X,), n € N. On sait
déja que X := liminf, ;. X, est Foo-mesurable. Si P(X = —o0) = 1 ou P(X = +o0) = 1,
alors X = —oo ou X = 400 respectivement presque stirement. Sinon, la loi du 0-1 implique que
P(X = —o0) = P(X = +00) = 0 et donc X est presque siirement a valeurs réelles. De plus, pour
tout € R, on a

Fx(z) =P(X <z) € {0,1}
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et donc si on pose a = sup{z € R: Fx(xz) =0} € R, on a X = a presque siirement. |

Remarque 3.4.5 On peut généraliser le résultat précédent comme suit : Soit (X, ),en une suite
de variables aléatoires indépendantes et X une variable aléatoire o(|J,,~.,,, 0(Xn))-mesurable pour
tout m € N. Alors X est presque stirement constant.

Exemple 3.4.6 Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires indépendantes. Alors, les événe-
ments

1 n
{ E X, Converge} et lim — g X}, existe
n—+oo n
neN j=1

sont de probabilité 0 ou 1. Remarquons que les variables aléatoires S;, = X1 +---+ X,, n € N ne
sont pas indépendantes mais qu’on peut travailler avec les o-algébres indépendantes F,, = o(X,,),
n € N.

3.5 Indépendance et espérance

Le théoréme de Fubini permet de gérer I'intégrale d’un produit de variables aléatoires indépen-
dantes.

Proposition 3.5.1 Une famille X;, © € I, de variables aléatoires est indépendante si et
seulement si pour tout ensemble fini d’indices J C I et tout ensemble d’applications mesu-
rables hj : R — [0, +o00[, j € J, on a

E[[]rXx0)| =[]ERi (X))

JjEJ Jj€J
Démonstration :  Si les variables aléatoires X; ¢ € I, sont indépendantes et si J = {j1,...,jp},
il est clair que les variables aléatoires Xj,,..., X; le sont également. On utilise alors le LOTUS

et le théoréme de Fubini-Tonelli pour écrire

E

p p
1T % (Xjk)] = / I P @i dPx, (2, - dPx; (a,)
k=1 RP k=1

= 11 [ m(an)ap, (o)

1

e
Il

Elh, (Xj,)]-

I
1~

e
Il
—

Pour la réciproque, il suffit de prendre pour applications h; = 1p; et d’appliquer la Proposition
3.3.2 puisque E[h;(X;)] = P(X; € Bj). ]

Remarque 3.5.2 Si les variables aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes et si les applications
hj : R — R satisfont hj(X;) € L' pour tout j € {1,...,n}, alors l'utilisation du théoréme de
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Tonelli-Fubini comme précédemment permet également d’écrire
n

E T[] ri(x5) | =[] Ehi(X5)].
j=1

Pour obtenir la réciproque du théoréme précédent, il suffit en fait d’avoir 1’égalité pour toutes
les fonctions h; du type h; = 1p;. Souvent, on demande donc que 'égalité des espérances soit
valide pour toute fonction mesurable bornée h;.

Dans le cas particulier ou h; = id, le résultat précédent montre que le produit de variables
aléatoires indépendantes de L' reste dans L! et que I'espérance du produit est égal au produit
des espérances. Notons que cette derniére propriété ne garantit pas I'indépendance. De plus, ces
deux propriétés sont fausses si on enléve I’hypothése d’indépendance.

Corollaire 3.5.3 Si Xi,...,X,, € L' sont des variables aléatoires indépendantes, alors
Xi...X,eLl et
E[X;... X, =E[X4]...E[X,].

Corollaire 3.5.4 Si X1,..., X, € L? sont des variables aléatoires indépendantes, alors
Var[X; + -+ + X,,] = Var[X;] + - - - + Var[X,,].

Par conséquent, on a I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

1 n
P ( > a,) < e ZVar[Xi]
i=1

Démonstration : Il suffit de le montrer pour deux variables aléatoires X et Y de L? (et ensuite
de procéder de proche en proche). On peut également supposer que les variables aléatoires X et
Y sont centrées puisque la variance est indépendante par translation. On a alors, en utilisant le

Corollaire [3.5.3]
Var[X + Y] =E[(X +Y)?] = E[X?] +2E[XY]+E[Y?]
= E[X? 4+ 2E[X]E[Y] + E[Y?]
= E[X?] +E[Y?] = Var[X] 4 Var[V].

n

Z(Xi - E[Xi])

i=1

pour tout a > 0.

Le résultat suivant est immédiat.

Corollaire 3.5.5 Si X,Y € L? sont des variables aléatoires indépendantes, alors elles sont
non-corrélées.

Remarque 3.5.6 La réciproque de ce résultat est fausse : la non-corrélation n’implique pas
I'indépendance. La corrélation donne juste une information concernant la dépendance linéaire
entre les variables. Par exemple, si X ~ N(0,1) et si Y = X2, alors E[X] = 0, E[Y] = 1 et
E[XY] =E[X?] =0, dott Cov[X,Y] =0. Or X et Y ne sont clairement pas indépendants.
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Remarque 3.5.7 Comme Var[X] = [|X||3, lorsque X est centré, le résultat précédent nous
dit que si X et Y sont des variables aléatoires de L? centrées et indépendantes, alors elles sont
orthogonales dans I'espace de Hilbert L?. Ainsi, dans L?, pour des variables aléatoires centrées,

on a
XU1Y=X1Y.

Terminons cette section par une remarque trés utile sur la fonction caractéristique.

Corollaire 3.5.8 Une famille quelconque de variables aléatoires réelles (Xi,...,X,) est
indépendante si et seulement si

@(le”qxn)(tla oo 7t7’b) = SDXI (tl) e SDX” (tn)

pour tout (t1,...,t,) € R™

Démonstration : Si les variables aléatoires X7, ..., X, sont indépendantes, le résultat est une
application de la Proposition avec les fonctions h; définies par h;(t) = el™i . La réciproque
s’obtient comme conséquence du Corollaire et de la Proposition [3.3.5] ]

3.6 Sommes de variables aléatoires indépendantes

Les sommes de variables aléatoires indépendantes jouent un réle important en théorie des pro-
babilités. Nous y reviendrons dans le chapitre [5} Dans cette section, nous mentionnons quelques
résultats concernant la somme de deux variables aléatoires indépendantes. Afin de pouvoir tra-
vailler dans un contexte général, il faut tout d’abord introduire le produit de convolution de
mesures. Ensuite, nous étudierons ce qui se passe dans les cas continus et discrets.

Définition 3.6.1 Soient p et v deux mesures de probabilité sur (R, B). On définit le produit
de convolution p * v de p et v comme étant la mesure image de pu x v par 'application
+:(z,y) — z+y.

Le théoréme de transfert nous permet d’écrire que

/gdu*vz /g(w+y)du x v(z,y)

pour toute application g : R — R mesurable positive ou intégrable.

Proposition 3.6.2 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Alors
e Ja loi de X +Y est donnée par Pxy = Px x Py,

e Ja fonction de répartition de X +Y est donnée par
Py (®) = [ Fx(t=n)dPy(y) = [ Fr(t - a)dBx(a),
R R
e si X est continu de densité fx, alors X +Y est continu de densité

fxty Z/fx(t—y)dPY(y)-
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Démonstration : Puisque X et Y sont indépendants, on a P(xy) =Px X Py et donc

/ 9+ 9)dB oy (2.y) = / o(z + y)dPx x Py (z,y) = / gdPx + Py

pour toute fonction g mesurable et positive. En particulier, pour g = 1p avec B € B, on a

P(X-f-y € B) = /]IB(:C+y)dIP’(X7y)(3:,y) = /]leIP’X *Py = PX *Py(B),

ce qui montre que la loi de X +Y est bien donnée par Px *Py. De plus, pour ¢ fixé, si on prend
B={z€R:z<t},il vient

PX+Y <t)= /]lB(x—i-y)d]P’(X,y)(x,y) = /]lB(a:+y)d]IDX x Py (z,y)

_ / < / 1 {w:w<t_y}(x)dpx(l’)> dPy (y)
- / Fx(t - y)dPy (),

ce qui donne le résultat pour la fonction de répartition. Enfin, si X est continu, on a

/9($+y)dP(X,Y)($,y) = //g(ery)dPX(x)dPY(y)
_ / / g(@ +y) fx (z)dzdPy (y)
— //g(t)fx(t—y)dthy(y)

= [o ([ st - narv) a

par Tonelli-Fubini. [ |

Remarque 3.6.3 Remarquons qu’il suffit donc que 'un des deux vecteurs ait une densité pour
que la somme en ait une.

Remarque 3.6.4 On peut ré-écrire chacune des intégrales ci-dessus comme une espérance, donc
Fxyy(t) =E[Fy(t - X)| =E[Fx(t—Y)] et fx1y(t) =E[fx({-Y)].

Remarque 3.6.5 Le produit de convolution vérifie un certain nombre de propriétés algébriques
qui se justifient facilement grace a la description en terme de variables aléatoires :

e Pxy =P puisque X +0 = X.

e Commutativité : P+ P =P « P puisque X +Y =Y + X.

o Associativité : (P*P') « P’ =P x (P « P”) puisque (X +Y)+Z =X+ (Y + 2).

e Distributivité : Px* (o’ + (1 — «)P”) = (P« P') + (1 — «)(P « P”) pour tout « € [0,1]. En
effet on utilise les propriétés de ’espérance pour montrer que si g est mesurable et bornée

/gd(IP’ * (aP' + (1 — )« P") = /gd(a(IP’ *P') + (1 — ) (P xP")).

Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition précédente. Nous le redémon-
trons pour en avoir une preuve indépendante.
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Proposition 3.6.6 Soient X et Y deux variables aléatoires continues. Si X et Y sont in-
dépendantes, alors X +Y est une variable aléatoire continue dont la densité est donnée par
Ix+y = [x * fy ou

fx# fy (@) = /R fx( — ) fy (t)dt = /R P (t) fy( — t)dt.

Démonstration : Considérons I'application h : R? — R : (z,y) — = + y. Pour tout B € B,
I'indépendance des variables aléatoires X et Y permet d’écrire

P(X+Y €B) = E[l,15(X,Y)]
- // gy fix,y) (@, y)dzdy
_ / / L1 () fx (@) fy (y)dady
- //{(:L",y)ieryeB} Pl ey

En effectuant le changement de variables (x,y) — (¢,8) = (x + y,y) de jacobien égal & 1, on
trouve

P(X+YGB)=/B(/fo(t—s)fy(s)ds> dt:/BfX*fy(t)dt.

Remarque 3.6.7 La fonction f = fx x fy s’appelle le produit de convolution de fx et fy.

Proposition 3.6.8 Si X ~ N (u1,0?) et Y ~ N (ug,03) sont indépendantes, alors

X +Y ~N(u + pa, 07 + 03).

Démonstration : Supposons dans un premier temps que p; = ps = 0. Alors, la variable
aléatoire continue X + Y admet comme fonction de densité la fonction

_(@—t)? +2

1 _ 2
(@) = fx * fy(z) = / A p
2roi09 Jp
1 / *ﬂ%(aﬁ(wft)%a%t?)dt
— o105
2mo109 Re

2
[op 2.
En posant 02 = 0% + 03 et 7 = —3x, on vérifie que

2 2 2,2 ‘7%02 2 2
oy(x —t)" +oit*=——=40(t—71)
g

d’ou 9

1 7& _Ui(t_ )2 1 7& u 1 ,ﬁ

flx) = e 202 / e 29173 ! dt = ——¢ 202 e 2dt= e 207
209 R 2mo R 2mo

o
o102

X — pg ~ N(0,03), ce qui précéde implique que X +Y — g — pa ~ N(0,0? + 02). Cela suffit
pour obtenir X + Y ~ N (u1 + pg, 0% + 03). ]

en posant u = (t — 7). Pour le cas général, puisqu'on sait que X — u3 ~ N(0,0%) et que



CHAPITRE 3. INDEPENDANCE 67

Nous verrons a la fin de cette section un résultat permettant d’obtenir cette propriété de stabilité
de maniére bien plus efficace.

Dans le cas discret, on obtient que la fonction de masse de la somme de variables aléatoires
indépendantes est égale au produit de convolution discret des fonctions de masse. En effet, si X
et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes, alors X +Y est une variable aléatoire
discréte telle que

P(X+Y =k) = ZIP =k—DPY =1).

Proposition 3.6.9 Si X ~ Poi(\) et Y ~ Poi(p) sont indépendantes, alors

X +Y ~ Poi(A + p).

Démonstration : Clairement, la variable aléatoire X + Y prend ses valeurs dans N. De plus,
pour tout £ € N, on a

P(X+Y=k) = ZP =k —j)P(Y = j)

n

AR 7;4]
= 2e /\(k'*J) i

1
j=0 I

—(A+p) 2
_ ¢ J\k—i
= T O

j=0
e~ (A w) \
= T et
ce qui suffit. [ |
Proposition 3.6.10 Soient X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes qui suivent

une loi de Bernoulli de paramétre p. Alors, la variable aléatoire X = X1 + - - -+ X, suit une
loi binomiale Bin(n, p).

Démonstration : Comme chaque variable aléatoire X; prend ses valeurs dans {0, 1}, la va-
riable aléatoire X est a valeurs dans {0,...,n}. Pour tout k € {0,...,n}, on a

P(X =k) = > P(X) = x1)...P(X, = ).
(z1,eeyzn)€{0,1} 21+ Fan=Fk

Remarquons que si (z1,...,2,) € {0,1}" est tel que z1 + -+ + x,, = k, alors
P(X; =x)...P(X, =z,) =p"(1 —p)'F
De plus, #{(x1,...,2,) € {0,1}" : 21 + - + 2, = k} = C¥ et donc

P(X = k) = CkpF(1 —p)*F.
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Corollaire 3.6.11
e Si X ~ Bin(n,p), alors Var[X]| = np(1 — p).
e Si X ~ Bin(ni,p) et Y ~ Bin(ne, p) sont indépendantes, alors X +Y ~ Bin(ni +na2,p).

Toutes les lois qui ont la propriété de “stabilité par sommation indépendante” sont appelées des
lois stables. Terminons cette section par un résultat général et trés pratique.

Proposition 3.6.12 Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes. Alors, on a

¥ ¥

Démonstration : On a

S0X1-1—~--—i-Xn (t) _ E[eit(X1+--~+Xn)] _ E[eitXl o eitXn] _ E[eitXl] N .E[eitX"]

par la Proposition n

Revenons 4 la somme de deux lois normales indépendantes X ~ N(p1,02) et Y ~ N(p2,03).
On sait que X (t) = e1=91°/2 et @Y () = €H2=031"/2 En utilisant le résultat précédent, il
vient

LPX+Y(t) _ SOX(t)QOY(t) _ eit,ul—U%tQ/Qeitug—agtz/Q _ eit(u1+u2)—(0%+0§)t2/2
qui est la fonction caractéristique d'une loi N'(uu1 + 2, 0% + 03).
3.7 Vecteurs aléatoires gaussiens

Dans cette section, nous revenons sur quelques propriétés des vecteurs aléatoires gaussiens pré-
cédemment introduits. Commencons par étudier un cas trés particulier mais trés important.

Proposition 3.7.1 (Exemple fondamental) Soient X;,...,X,, des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) selon une loi N'(0,1). Alors, le vecteur
aléatoire X = (X1,...,X,,) est gaussien. De plus,

e son vecteur moyen est le vecteur nul,
e sa matrice de variance-covariance est la matrice Id,

e il admet la densité .

- ~llzl1/2

f(xlv"'awn)_ (27T)n/2€ :
Démonstration : Il suffit de montrer que toute combinaison linéaire des variables X1,..., X,
suit une loi normale. C’est évident car si aq,...,qa, € R, 'indépendance des variables aléatoires

X1,...,X,, et la Proposition assurent que

n n
ZO&ij NN O,ZO@'
=1 i=1

Il est évident que son vecteur moyen est nul et la matrice de variance-covariance est 'identité
par le Corollaire Enfin, le dernier point est une conséquence immédiate de la Proposition
3.3.91 ]
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Proposition 3.7.2 Si X = (Xy1,...,X,) et Y = (Y1,...,Y,,) sont des vecteurs aléatoires
gaussiens et si X est indépendant de Y, alors W = (X,Y) est un vecteur aléatoire gaussien.

Démonstration : C’est immédiat car si aq,...,an,B1,-..,Bm € R, on sait que Z?:l a; X; et
> req BrYy sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois normales. On utilise
alors la Proposition pour conclure. [ |

Proposition 3.7.3 Si X = (X1,...,X,)T est un vecteur aléatoire gaussien de vecteur
moyen u et de matrice de variance-covariance Y3, alors AX est un vecteur gaussien de vecteur
moyen Ay et de matrice de variance-covariance AX AT, pour toute matrice réelle A de
dimension m X n.

Démonstration : On a (AX); = >}, a; ;X et donc toute combinaison linéaire des com-
posantes de AX peut se réécrire comme combinaison linéaire des composantes de X. Pour la
deuxiéme partie, on utilise la Proposition [2.4.3] [ |

Proposition 3.7.4 Si X est un vecteur gaussien de vecteur moyen p et de matrice de
variance-covariance Y, alors sa fonction caractéristique est donnée par

) 1
X (t) = exp <thu - 2tTEt) , teR™
En particulier, la loi d’un vecteur gaussien est entiérement déterminée par son vecteur moyen

u et sa matrice de variance-covariance 3. On note X ~ N(u,X). Si p = 0, on dit que le
vecteur gaussien est centré.

Démonstration : On a ¢X(t) = E[¢!" X] = E[e!(1 X1+ +nXn] Or comme X est un vecteur
gaussien, on sait que t1 X7 + - - - + ¢, X, suit une loi normale. De plus, on calcule directement que
E[ti X1 4 -+t Xn] = tippr + - + tupin = tT et Var[t Xy + - + t,X,,] = Var[tT X] = t7%¢.
La conclusion s’obtient par calcul de la fonction caractéristique d’une loi univariée normale. m

Proposition 3.7.5 Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,)T est gaussien si et seulement si
il existe une matrice carrée réelle D de dimension n et un vecteur m € R" tels que

X £ DN +m,

ou N ~ N(0,1d).

Démonstration : Si X est gaussien, alors on pose m = E[X] et on choisit une matrice D
telle que DDT = Var[X] (ceci est possible puisque Var[X] est une matrice réelle symétrique
semi-définie positive). Alors DN + m a le méme vecteur moyen et la méme matrice de variance-
covariance que X, ce qui suffit. La réciproque est immeédiate. [

Corollaire 3.7.6 Pour tout u € R" et toute matrice carrée ¥ de dimension n, symétrique
et semi-définie positive, il existe un vecteur gaussien de vecteur moyen p et de matrice de
variance-covariance X..

Les vecteurs gaussiens jouissent d’une propriété trés importante liée a I'indépendance.
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Proposition 3.7.7 Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire gaussien. Alors, les variables
aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement si la matrice de variance-covariance
de X est diagonale, i.e. pour tous i,j € {1,...,n} tels que i # j, Cov [Xl-,Xj] =0.

Démonstration : Si les composantes de X sont indépendantes, on sait par le Corollaire [3.5.5
que sa matrice de variance-covariance est diagonale. Réciproquement, si la matrice de variance-
covariance de X est diagonale, alors la fonction caractéristique de X est donnée par

n

©X(t) = exp (itTu — ;tTEt> = exp Z (itjE[Xj] — ;Var[Xj]tjz> = H O3 (t5).
j=1 j=1

Cela suffit par le Corollaire [3.5.8 [ |

Bien entendu, en général une corrélation nulle n’implique en aucune maniére 'indépendance.
Méme dans le cas de vecteurs & marginales gaussiennes, il faut bien veiller & considérer le com-
portement conjoint des composantes !

Exemple 3.7.8 Considérons N ~ A (0, 1) et € une variable aléatoire de loi de Rademacher, ¢’est-
a-dire € ~ Unif({—1,1}). Alors X; = N et X2 = N sont deux variables aléatoires gaussiennes
standard, de covariance nulle mais pas indépendantes. Le couple (X7, X2) n’est toutefois pas
multivarié gaussien.

/////

est inversible.

Proposition 3.7.10 Soit X ~ N(u,X) un vecteur gaussien de dimension n. Alors, X est
continu si et seulement si X est non-dégénéré. Dans ce cas, on a

o RV
1x0) = s e (3 - e )

pour tout x € R™.

Démonstration : Supposons d’abord que X est non-dégénéré. Soit D une matrice telle que
DDT = 3. Comme det(X) = (detD)?, on sait que D est inversible. Alors, il est clair que

D™YX — p) ~ N(0,1d).
11 suffit alors d’appliquer la formule du changement de variables donnée & la Proposition [1.5.13]
On a

1 1 1

Ix(@) = (D7 =) g = @m)/2 fdet(s) <_2(D_1($ —H) D - u))

= T 1 ) exp (—;(x — IO HT'D (z — ,u))

oit N ~ N(0,1d). On conclut en utilisant le fait que (D~1)7 D=1 = (DDT)~! = %1
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Supposons & présent que X n’est pas inversible. Comme le résultat ne concerne que la loi de X,
on peut travailler avec le vecteur aléatoire DN + p ot N ~ N(0,1d) et DDT = ¥. De plus, on
peut sans perte de généralité supposer que p = 0. On sait que D n’est pas inversible et si r < n
est le rang de D, DN est a valeurs dans un sous-espace de R™ de dimension r. Ainsi, DN ne
peut avoir de densité puisque cet espace est de mesure de Lebesgue nulle, alors que pour Ppy,
il est de mesure 1. [ |



Chapitre 4

Espérances conditionnelles et martingales

4.1 Introduction et motivation

Soient (2, F,P) un espace probabilisé et A, B deux événements de A. Si B est de probabilité non
nulle, on définit la probabilité conditionnelle de A sachant B comme P(A|B) = P(AN B)/P(B),
a savoir la réévaluation de la mesure de A parmi les w € B. Nous savons que 'application

P(-|B): A—[0,1]: A — P(A|B)

nous donne une nouvelle mesure de probabilité sur (£2,.4); on peut donc définir des variables
aléatoires dans cette nouvelle mesure et considérer toutes les notions étudiées telles que I'espé-
rance ou la variance. En désignant par M I’ensemble des mesures de probabilité sur (2, F), nous
allons également considérer

P(-]:): F—>M:B~—P(-|B)
qui assigne a un événement B choisi au hasard selon la loi P la loi de probabilité conditionnelle
étant donné B. On peut également définir des variables aléatoires dans ces lois aléatoires.

De telles lois conditionnelles sont omniprésentes dans toutes les applications des probabilités et
statistiques. L’objectif de ce chapitre est de les définir et d’en étudier les propriétés les plus im-
portantes. Nous commencons en attaquant les cas “ faciles”, i.e. ceux dans lesquels une définition
intuitive s’offre directement.

4.1.1 Lois conditionnelles discrétes

Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes sur (€2, A,IP). Notons {z; : i € I} etles {y; : j € J}
les ensembles des valeurs prises avec une probabilité 1 par X et Y respectivement, avec I, J C N.
Supposons donnée la distribution jointe du vecteur aléatoire bivarié (X,Y) :

Pxyy(wi,y;) =P(X =2;,Y = y;) =pij, i€l,je€J

pour p;; € [0, 1] tels que ) ., jegPij = 1. Les lois marginales sont alors données par les fonctions
de masse

Px(z;) =P(X = ;) =pie = Y _pij, 1€,
Jj€J
Py(y;) =P(Y =y;) =pej = Y _pijs JE€J.

el

72
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Pour chaque ¢ € I, la distribution de Y conditionnellement a I’événement {X = z;} est donnée
par P(Y = y;|X = ;) = P(X = 2;,Y = y;)/P(X = 2;)= pij/Pie. Ceci nous définit, pour chaque
i € I, une variable aléatoire discréte Y | X = z; de fonction de masse

— — _ _ pij :
PY|X::):¢(yj> =PY =y;|X =2;) = —, Jjed

1@
Comme a toute distribution discréte univariée, on y associe une espérance
pz
E[h(Y)|X = x4 E h(y;) =L,
jeJ

pour autant que la somme soit absolument convergente et que h soit mesurable. On appelle
cette espérance une “espérance conditionnelle”. En particulier ceci nous définit une variance
conditionnelle :

VarlY[X = ai] = 3 (y; — EIYIX = wi])?
jeJ e
=D ()" (EYIX = i)
JjeJ

=E[Y?| X = o] - (E[Y | X = ;)%

pour autant que les sommes soient finies. A nouveau, ces quantités sont définies pour chaque
1el.

Remarque 4.1.1 Bien entendu on peut échanger les roles de Y et de X ci-dessus pour définir
pour chaque j € J la variable aléatoire discréte X |Y = y; de fonction de masse Px|y—y, sur
{z;,1 € I}, ainsi que les espérances E[X |Y = y;] et variances Var[X |Y = y;] conditionnelles
correspondantes.

Exemple 4.1.2 Considérons I'expérience de 'Exemple qui consiste a lancer deux dés équi-
librés (distinguables), d’espace fondamental 2 = {(1,1), (1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)} équipé
de la o-algébre des parties F = P(2), avec X la somme des résultats de chaque dé et Y leur
différence en valeur absolue. La distribution jointe est donnée dans la table I1 est facile d’ob-
tenir les distributions conditionnelles de Y sachant les diverses valeurs de X. Les espérances et
variances correspondantes sont alors faciles & déterminer. Le tout est résumé dans la table
On pourrait également faire le travail pour calculer les lois de X étant données les différentes
valeurs de Y.

Si h est une fonction a valeurs réelles telle que E[A(Y)|X = ;] est définie pour chaque x;, la
construction ci-dessus meéne a la nouvelle fonction a valeurs réelles

En rendant & X son caractére aléatoire, on introduit alors une nouvelle variable aléatoire discréte :
la variable aléatoire moyenne conditionnelle E[h(Y)|X] qui, lorsque X = z; (c’est-a-dire lorsque
w € Qest tel que X (w) = x;), prend la valeur E[h(Y)|X = z;]. Plus précisément, comme fonction
de w, la variable aléatoire E[h(Y") | X] est définie par

w = E[A(Y) | X](w) = E[h(Y) [ X (w)].
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0TI T T T T T T 5
36 36 36 36 36 36 | 36
2 2 2 2 2 10
1 36 36 36 36 36 3 | E[Y] | Var[Y]
D) 2 2 2 2 8 35 — 665
36 36 36 36 36 | ~ 18 = 324
2 2 2 6 | ~ ~
3 2 2 2 51 ~1.94 | ~205
4 2 2 4
36 36 36
5 2 2
36 36
T 2z 3 1 5 & 5 L 3 Z L]
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
E[X] =7
Var[X] = & ~ 5.83

74

TABLE 4.1 — Loi jointe et lois marginales de la somme et la différence des résultats du lancer de

deux dés distinguables.

2[3] 4 [5] 6 7 8 [of 10 [11]12
0 1 3 5 5 3 1
1 1 1 3 i 1
3 3 3 3
4 2 2
5 3
11 [1] 1 1 1 [1] 1 11
EY[X=2] [0][1][133]2] 24 3 24 [ 21133 0
Var[Y | X =2;] [ 00| 089 | 1]224|267|224(1/[08 |00

TABLE 4.2 — Lois conditionnelles de Y | X = z; pour les différentes valeurs de z;, ainsi que les
espérances et variances correspondantes.
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Remarquons que la loi de la variable Z = E[h(Y") | X] est donnée par
P(Z =E[rY)| X = z;]) =P(X = ;) pour tout i € I.

Par extension, on définit également la variable aléatoire variance conditionnelle Var[Y'|X] qui,
lorsque X = z;, prend la valeur Var[Y|X = ;] :

w = Var[Y | X|(w) = Var[Y' | X (w)] = E[Y?| X (w)] — (E[Y | X (w)])?.
Exemple 4.1.3 A la suite de 'exemple précédent, les deux derniéres lignes de la table nous

définissent les variables E[Y | X| et Var[Y | X] qui prennent les différentes valeurs E[Y | X = k]
et Var[Y | X = k] ,k =2,...12 avec probabilité P[X = k],k =2,...,12.

Théoréme 4.1.4 (Loi des espérances totales) Soit X,Y des variables aléatoires dis-
crétes et h une application mesurable. Si h(Y) € L', alors

E[E[A(Y)[X]] = E[r(Y)]. (4.1)

Démonstration : Par définition, on a

E[ER(Y)IX]] = Y ER(Y)|X = ] pie

i€l
Y (S h) )
iel  jeJ Pie
=3 Y py
i€l jed
=> ) (3 v
jedJ i€l
= h(y;) pej = E[h(Y)]
jeJ

ou l'on peut changer 'ordre de sommation vu que les différentes séries convergent absolument
par hypothése. ]

Exemple 4.1.5 On peut vérifier ce résultat sur I’Exemple : on calcule que 'espérance de
la variable aléatoire E[Y | X] est donnée par

E[E[Y | X]] = 0P(X = 2) + IP(X = 3) + 1.33P(X = 4) + --- IP(X = 11) + 0P(X = 12),

ce qui donne bien E[Y] = 22.

Remarque 4.1.6 La loi des probabilités totales “habituelle” s’obtient en corollaire du Théoréme
: si on prend la fonction 1 4 pour un ensemble borélien A, on applique I'identité pour déduire

B(Y € A) = E[L4(Y)] = E[E[La(Y)| X] = SB(Y € A| X = 2)P(X = ).
iel

Notons qu’il est en général faux que E[Var[Y|X]] = Var[Y]. On a en revanche le résultat suivant.
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Théoréme 4.1.7 (Décomposition de la variance) Soient X,Y des variables aléatoires
discrétes. Si' Y € L?, alors

Var[Y] = E[Var[Y| X]] 4+ Var[E[Y| X]].

Démonstration : Puisque Var[Y'|X] = E[Y?|X] — (E[Y|X])?, on a successivement
E[Var[Y|X]] = E[E[Y?|X]] - E[(E[Y]X])*]
= E[Y?] - E[(E[Y|X])’]
= Var[Y] + (E[Y])? — E[(E[Y|X])’]
= Var[Y] + (E[E[Y|X]])* - E[(E[Y |X])’]
= Var[Y] — Var[E[Y | X]]

ou l'on a appliqué deux fois la loi des espérances totales. ]

Remarque 4.1.8 L’identité du théoréme précédent, qui est vraie de facon totalement générale
dés qu’on a la loi des espéranes totales, donne une décomposition de la variance qui s’avére trés
utile dans une variété de domaines plus appliqués (économie, finance, ...).

4.1.2 Lois conditionnelles continues

Soit (X, Y) un vecteur aléatoire bivarié¢ continu de densité jointe f et de densités marginales fx
et fy respectivement. On a alors

fx(x):/Rf(x,y)dy et fY(y):/Rf(x,y)dx.

Par analogie au cas discret, on adopte la définition suivante.

Définition 4.1.9 Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire bivarié¢ continu de densité jointe f et de
densités marginales fx et fy, respectivement. Les densités conditionnelles de Y|X = x et
de X|Y = y sont définies sur R par

f(xvy) i f(w,y) .
fY|X:x(y) = fX(J;) S fX(x) 7& 0 et fX\Y:y(fE) _ fY(y) S fY(y) 7é 0
0 sinon 0 sinon.

Remarque 4.1.10 Nous remarquons que, contrairement au cas discret, la définition de den-
sité conditionnelle continue ne découle pas de la définition de probabilité conditionnelle, étant
donné que les différents événements sont maintenant de probabilité nulle. La définition choisie
est toutefois la seule raisonnable.

On vérifie aisément que, pour chaque x tel que fx(xz) > 0, la fonction y +— fy‘X:gc(y) est la
densité d’une variable aléatoire; nous la noterons Y | X = x. Comme pour toute distribution
continue univariée, on peut définir une espérance

E[h(Y)|X = 2] = /R h(y) Fy s (y) dy.
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pour autant que l'intégrale existe. On appelle cette espérance une “espérance conditionnelle”. En
particulier, ceci nous définit une “variance conditionnelle” :

Var[V|X = z] = /R(y ~E[Y|X = 2])? fyix==(y) dy

B /Ry2fYX:x(y) dy — (E[Y]X = x])?
—E[Y2|X =] — (B[Y | X = 2])%.

Remarquons que toutes ces espérances se définissent en inversant les roles de X et Y, donc on a
également la loi de X conditionnellement & Y = y, bien sir.

Exemple 4.1.11 Supposons que (X,Y) admette la fonction de densité

flz,y) = g(lﬁ + y2) si (z,y) €[0,1] x [0,1]

0 sinon.
Ceci donne en particulier (pour chaque z € [0, 1])
3(z + y? .
f(z.9) {(y) sy e

fY|X:x(y) = = 3r+1
Ix () 0 sinon,

ce qui livre

fe’e) 1 2
3(z+y7) 6x + 3
E[Y|X =z]| = _(y)dy = dy =
[Y] ] /OonyXa;(y) y /Oy 521 Y= Toard

et

o

anX:ﬂz/ Y Fyx—a(y) dy — (B[Y|X = ])?

—0o0

:/1y23(:c+y2)dy_ 6z +3 >
0 3r+1 122 + 4
_ 602% + 44z + 3

~ 80(3x + 1)2

Si h est une fonction telle que E[h(Y) | X = z] est définie pour chaque z, la construction ci-dessus
méne a la nouvelle fonction

x> ER(Y)| X = a].

En rendant & X son caractére aléatoire, on introduit alors une nouvelle variable aléatoire conti-
nue : la moyenne conditionnelle E[h(Y') | X] qui, lorsque X = x (i.e. pour tout w € Q tel que
X (w) = z), prend la valeur E[h(Y) | X = z|. Plus précisément, comme fonction de w, la variable
aléatoire E[h(Y") | X] est définie par

w i E[h(Y)] X)) = E[(Y)] X (w)).

Par extension on définit également la v.a. variance conditionnelle Var[Y| X].
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Exemple 4.1.12 En reprenant ’exemple précédent, on a

6X +3 60X2 +44X + 3
EYIX] = oy o VeV X = =i e

Alors, comme dans le cas discret, on a le résultat suivant.

Théoréme 4.1.13 (Loi des espérances totales) Soient X,Y des variables aléatoires conti
nues. SiY € L?, alors

e E[E[Y]X]] =E[Y],
e Var[Y] = E[Var[Y|X]] + Var[E[Y|X]].

Etant donné le premier point, la preuve du second s’applique tant au cas continu qu’au cas
discret car on n’y fait pas usage de la nature de I’espérance considérée. Formellement, la preuve
du premier point est identique & celle du cas discret (on remplace seulement les sommes par des
intégrales et on utilise Fubini pour le changement d’ordre d’intégration) et est laissée en exercice.

Exemple 4.1.14 A titre d’illustration, dans le cas de ’exemple précédent, on a

BEY|X) = [ EIYIX = fx(a)do

—00

L/ 6x+3 2
- 2 1) d
/0 <12x—|—4> (5(3317+ )> v
| 3
— | —(6zx+3)dx="
/0 10(1:—1— ) dx 5

ce qui coincide bien avec E[Y] précédemment calculé.

Nous concluons cette section en remarquant qu’on obtient, comme corollaire immeédiat des diffé-
rentes définitions, I’équivalent continu de la régle de Bayes et de la loi des probabilités totales.

Corollaire 4.1.15 Soient X,Y des variables aléatoires de loi jointe continue.

o Régle de Bayes :

Py mel) = F45 F (0 (1.2

en tout point (x,y) tel que fx(x) #0 et fy(y) #0;
e Loi des probabilités totales :

(o) = | " fx v (@) fr (4)dy. (4.3)

4.1.3 Autres exemples

Evidemment, rien n’impose que toutes les composantes d’un vecteur soient de méme nature. Nous
verrons plus tard une définition qui s’adapte a tous les cas. Nous traitons néanmoins quelques
exemples, histoire de se faire la main.
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Exemple 4.1.16 Soit (X,Y) un vecteur avec X ~ Exp(1) un temps d’attente (en heures) et
Y = 1(x>1) qui marque si l'on a di attendre plus d’'une heure ou non. Alors les lois marginales
sont faciles a déterminer :

X ~ Exp(l) (par définition) et Y ~ Bern(p)
avecp=P(X >1) = floo e *dx = 1/e. La loi jointe s’obtient grace a
0 sizx <0
PX<z,Y=0))=<1-¢e7% si0<z<1 et IF’(X§$,Y:1):{

1—el siz>1

0 six<l1

el—e™ siz>1

On déduit la densité jointe

f(X,Y) (:C, 0) = e_m]l[071[(56) et f(X,Y) (fL‘, 1) = e_x]l[L_‘_oo] (SC)

On obtient les densités conditionnelles

fX|Y=0(5U) = — -

e
Ligqy(w) et fX\Y:l(l'):efl]l[l,Jroo](x)

1—e!

de méme que
P(Y=0[X=x)=1p (z) et PY =1|X=21) =1} 4o (7).
On calcule

e—2

[~041 et EX|Y =1]=2

E[X|Y =0] =

ainsi que
EY [ X =a] = 1j1 4o (2).

On remarquera que E[X | Y] est une variable aléatoire discréte (binaire); on remarquera égale-
ment que E[Y | X] =Y.

Exemple 4.1.17 Considérons une variable aléatoire X de loi de Poisson de paramétre A, avec
A lui-méme aléatoire de loi exponentielle de moyenne r > 0. Alors, la variable aléatoire X | A = A
est Poisson de paramétre A; la loi de X est donc une loi “hiérarchique” dont le paramétre est
lui-méme aléatoire. En utilisant (une version intuitive — justifiée dans la section suivante — de)
la loi des probabilités totales, on calcule

E[X] = /O TEX A = Al ()dA = /0 Cakeray =y

E[X] = E[E[X |A]] = E[A] = 7,

ce qui montre donc que le résultat est en fait valable quelle que soit la loi de A.

Exemple 4.1.18 Considérons X7, X, X3 des variables aléatoires indépendantes de loi Bernoulli
de paramétre % Définissons S3 = X1 + X9 + X3. Alors (X1, 53) a une loi jointe non triviale;
S3| X1 =z a une loi (et donc une moyenne et une variance) qui dépend de x

— si x = 0 alors S3 | X1 = 0 est nécessairement égal & Xy + X3

— siz =1, alors S3| X7 =1 est égal a 1 + Xo + X3.
Par conséquent, on vient d’obtenir que E[S3|X; = 0] = 1 et E[S3| X1 = 1] = 2. Remarquons
donc qu'on a E[S3| X1] = X1 + 1 et Var[S3| X;1] = Var[Xs + X3].
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4.1.4 Espérance et projection

Les sections précédentes nous permettent de définir I'espérance conditionnelle au cas par cas
de facon intuitive. Il existe toutefois une autre facon intuitive de définir cette quantité, en se
rappelant du Théoréme [2.2.11] qui montre que si X € L?, alors

E[X] = argmin,E [(X — a)?], (4.4)

ce qui signifie que la quantité E[X] s’interpréte donc comme notre meilleure approximation
(dans L?) de la quantité aléatoire X quand on ne dispose d’aucune information supplémentaire
sur l'expérience aléatoire qui génére le nombre X. Ce raisonnement nous encourage & définir
'espérance conditionnelle comme la fonction de Y approchant au mieux X dans L?, i.e.

E[X |Y] = argmin E [(X — g(Y))?] (4.5)

oil le minimum est pris sur toutes les fonctions mesurables g pour lesquelles g(Y) € L?. En
exprimant les choses en termes de la géométrie de ’espace des variables aléatoires de carré
intégrable, c’est la projection orthogonale dans L? de X sur le sous-espace des variables aléatoires
o(Y)-mesurables qui va atteindre le minimum dans (4.5)). En effet, si X = go(Y) + Y+ avec Y+
tel que E[Y1g(Y)] = 0|I| pour toute fonction mesurable g telle que g(Y) € L?, alors

E[(X —g(V)’] =E[(X = go(Y) + go(Y) — 9(Y))?]

(X = g0(Y))?] +2E[(X — go(Y))(90(Y) = g(Y)] +E [(90(Y) — 9(Y))?]
(X = go(Y))?] -+ 2E [w go(Y) 9(V))] +E [(90(Y) — g(¥))?]

(X = g90(Y))?] +E [(90(Y) — g(¥))?]

d’ott 'on tire que la projection orthogonale de X sur I’ensemble des variables aléatoires Y me-
surables “fait le job”.

4.2 L’espérance conditionnelle

Dans cette section, nous définissons I’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire de L' par
rapport & une o-algébre G. Intuitivement, cette espérance conditionnelle est la variable aléatoire
G-mesurable qui est “la plus proche” de la variable aléatoire donnée. Pour cela, nous vérifierons
que la définition adoptée donne dans le cas L? la projection orthogonale de ’égalité Nous
montrerons également que le cas général proposé ici permet de récupérer les définitions données

dans les sous-sections [.1.1] et .13
4.2.1 o-algébre et information

Soit (2, F,P) un espace probabilisé et soit G C F une autre o-algébre. Ici et dans la suite nous
allons considérer I’analogie “o-algébre = information” pour introduire une notion beaucoup plus
générale d’espérance conditionnelle & une o-algébre plutdét qu’a une simple variable aléatoire.

Exemple 4.2.1 Soient Q = {a,b,c,d, e} et les variables

1. Cest le produit scalaire entre Y et g(Y') dans L.
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‘a b cde‘
X|1 1 1 2 2
Y|1 2 2 3 4
Z |1 2 2 2 3

Alorso(X) = o {{a,b,c},{d,e}}, o(Y
En se focalisant sur X, on lit plusieurs choses dans les observations ci-dessus :

~—

e tous les événements de o(X) sont de la forme X € B pour un B € B. Un événement
A € 0(X) est donc une union d’événements de la forme X = x; la connaissance de w € A
est donc une connaissance sur le comportement de X.

e 0(X) Co(Y), ce qui s’interpréte en disant qu'il suffit de connaitre Y pour savoir la valeur

de X.

e 0(X) Z o(Z) : il ne suffit pas de connaitre Z pour connaitre X (si Z = 2, X peut valoir 1
ou 2).

Définition 4.2.2 Soient X,Y deux variables aléatoires et G une o-algébre. On dit que
e X est G-mesurable si o(X) C G, i.e. X~ (B) € G pour tout B € B,
o X est Y-mesurable si X est o(Y)-mesurable,
e X est indépendante de G (et on écrit X I G) lorsque o(X) I G.

Exemple 4.2.3 Dans les notations de 'exemple précédent, X est o(Y)-mesurable, Y n’est pas
o(X)-mesurable et X n’est pas o(Z)-mesurable.

Le lemme suivant montre que les variables aléatoires Y-mesurables sont les fonctions boréliennes

de Y.

Lemme 4.2.4 (de Doob) Soit Y : ? — R et soit X : @ — R. Alors X est Y-mesurable si
et seulement s’il existe une application h : R — R Borel-mesurable telle que X = h(Y).

Démonstration : Supposons que X = h(Y) ot b : R — R est Borel-mesurable. Alors, pour
tout ensemble borélien B de R, on a

X'B)={XeB}={nY)eB}={Y eh }(B)}=Y Y h }(B)) € a(Y)
puisque h™1(B) € Bet o(Y) = {Y1(A): A € B}.

Pour montrer la réciproque, on commence par étudier le cas ou X est une variable aléatoire
positive simple Y-mesurable, c’est-a-dire telle que

N
X = aply,
k=1

ou N € Ny, ar, > 0et A € o(Y) pour tout k € {1,...,N}. Comme Ay € o(Y), il existe B, € B
tel que Ay = Y 1(By). Alors, on a X = h(Y) ou

N
h = Z ak]lBk
k=1

=0 {{a} ) {bv C} ) {d} ) {6}} et U(Z) =0 {{a} ) {b7 Gy d} ) {6}}
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est une application Borel-mesurable.

Si X est une variable aléatoire positive Y-mesurable, alors il existe une suite croissante (X, )nen
de variables aléatoires positives simples Y -mesurables qui converge ponctuellement vers X. Pour
chaque n € N, il existe une application positive h,, Borel-mesurable telle que X,, = h,(Y). On a
donc que la suite de fonctions (h,(Y'))nen converge en tout point vers X. En particulier, pour
tout w € Q, la limite lim,,_, y o hyn (Y (w)) existe. On pose alors

h = limsup h,,.

n—-+o0o

Alors h est Borel-mesurable et X = h(Y).

Enfin, dans le cas général, on écrit X = X — X . Par le second cas, il existe des fonctions h*, h™
Borel-mesurables telles que X T = h*(Y) et X~ = h~(Y). I suffit alors de poser h =hT —h™. &

4.2.2 Espérance conditionnelle & une o-algébre

En guise d’illustration, supposons que X et Y sont des variables aléatoires discrétes avec X € L.
Notons {x;,7 € I} et les {y;,j € J} les ensembles des valeurs prises avec une probabilité 1 par X
et Y respectivement, avec I, J C N, et considérons la variable aléatoire Z := E[X | Y] qui prend
la valeur z; = E[X | Y = y;] lorsque Y = y; pour j € J.

On remarque que

e Z =E[X |Y] est constante sur les ensembles {Y = y;} et on peut donc écrire
Z = EIX|Y =yllyy_y);
jedJ
en particulier, Z est Y-mesurable;

e pour tout jo € J, on a

E[Z1gy—y, ] =E | D EX|Y = yliy—y 3T ivoy, )
Jj€J

on en tire que pour tout G € o(Y) et par linéarité de I’espérance, on a
E[Z1¢] = E[X1g]

étant donné que tout G € o(Y') s’écrit comme union d’événements de la forme {Y = y;}.

Etonnamment, ces deux propriétés sont exactement ce qu’il faut demander pour obtenir la défi-
nition correcte d’une espérance conditionnelle générale.
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Théoréme 4.2.5 (Définition de ’espérance conditionnelle) Soient (2, F,P) un espace
probabilisé, X une variable aléatoire de L' et G C F une o-algébre. Alors, il existe une va-
riable aléatoire G-mesurable Z telle que

E[Z1¢] =E[X1g] pour tout G € G. (4.6)

Si de plus Z est une autre variable aléatoire G-mesurable intégrable satisfaisant (4.6 ., alors
Z = 7 P-presque sirement. On appelle Z (une version de) I'espérance conditionnelle de X
étant donnée G et on la note

E[X|4G].

La condition (4.6]) se réécrit donc

/ZdP:/Xd]P’ pour tout G € G.
G G

Démonstration : Commengons par démontrer 'unicité P-presque stire de I'espérance condi-
tionnelle. Si Z est une autre variable aléatoire G-mesurable qu1 vérifie , alors on a évidemment
E[Z1¢] = E[Z1¢] pour tout G € G. Montrons que P(Z > Z) = 0. Par le méme argument, on
aura P(Z > Z) = 0 d'oa P(Z # Z) = 0.

Soit A, = {Z —Z>1 /n}. Clairement A,, € G car Z et Z sont G-mesurables, donc (4.6) s’applique
et

. ~ 1
0=E[Z14,] —E[Z14,| =E[(Z — Z)14,] > —P(A4,)
n
ce qui nous apprend que P(A,) = 0. La suite d’événements A,, étant croissante, on en tire que

P(Z>2Z)=P| |J 4| = lim P(4,) =0,

n—-+00
n€Ng

ce qui suffit.

Pour l'existence, supposons dans un premier temps que X > 0 et définissons pour tout G € G
v(G) =E[X1¢g| = / XdP.
G

Alors v est une mesure sur (£2,G) qui est absolument continue par rapport a P. Le théoréme
de Radon-Nikodym donne l'existence d’une application G-mesurable Z : Q — [0, 4o00|
P-presque stirement unique telle que v(G) = [ ZdP pour tout G € G. On a donc

E[X1¢] = E[Z14]

pour tout G € G et donc Z = E[X|G] convient. Si X n’est pas positive, on prend X = X+ — X~
et on définit Z =E[XT |G] — E[X~|g]. [ |

Démonstration alternative : On peut également prouver le théoréme sans faire appel
au théoréme de Radon-Nikodym. Cette preuve est intéressante a développer, méme si nous
n’irons pas tout & fait jusqu’au bout du raisonnement car nous ne prouverons l’existence que
sous I'hypothése plus forte X € L? (alors que I'’énoncé ne prévoit I'existence que d’un moment
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d’ordre 1) et faisons appel a certains résultats de la théorie des espaces de Hilbert que nous ne
re-prouvons pas ici (ils sont développés a la Section I1.6 de [1] ou encore a la section 6.9 de [11]).

Considérons I'espace L?(€, F,P) de toutes les variables aléatoires de carré intégrable et munissons-
le du produit scalaire (X,Y) = E[XY]. On peut montrer que l’espace est maintenant un espace
de Hilbert (lorsqu’on a pris le quotient par les variables aléatoires égales presque strement) et
que L?(2,G,P) est un sous-espace fermé de L?(€2, F,P). On peut donc parler de la projection
orthogonale P+(X) de X sur L?(€2,G,P) qui est une fonction G-mesurable vérifiant

<X ~ PLix), U> —E [(X - PL(X))U} = 0 pour tout U € L2(Q, G, P).

En appliquant cette derniére relation a U = 1 avec G € G, il suit que E[X1g] =E [Pl(X )]lg]
pour tout G € G, donc la projection orthogonale P(X) — qui est unique & des ensembles de
P-mesure nulle prés — remplit les conditions demandées par la définition. On prend donc P+ (X)
comme version de ’espérance conditionnelle.

Dans le cas ou X n’est supposée qu’intégrable, on la suppose positive et on définit pour tout
n € N la variable aléatoire X,, = min{X,n} qui est bornée donc dans L?. On définit alors
E[X,, | G] a l'aide de "argument précédent, et il reste & montrer la convergence vers une variable
aléatoire satisfaisant les hypotheéses. Le cas ol X est quelconque se résout en prenant les parties
positives et négatives. Nous ne détaillons pas ici. [

La définition d’espérance conditionnelle a une variable aléatoire se déduit immédiatement.

Définition 4.2.6 (Espérance conditionnelle & une variable aléatoire) Soient X et Y
des variables aléatoires sur (2, F,P) et supposons que X € L!. L’espérance conditionnelle
de X élant donnée Y est la variable aléatoire

EX|Y]:=E[X|o(Y)].
Plus généralement, si Y7, ...,Y, sont des variables aléatoires, on définit

E[X |Vi,...,Y,] :=E[X|o(Y1,...,Y,)l.

Le lemme de Doob nous offre la caractérisation suivante.

Définition 4.2.7 Si X € L!, alors E[X | Y] est I'unique (P-pp) variable aléatoire h(Y') telle
que E [XT1 4] = E[h(Y)14] pour tout A € o(Y).

4.3 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Dans cette section, nous présentons les propriétés de ’espérance conditionnelle. Nous fixons un
espace probabilisé (2, F,P) et une sous-c-algébre G C F. Comme l'espérance conditionnelle
est définie P-presque partout (i.e. presque srement), toutes les relations données sont valides
presque stirement.

Proposition 4.3.1 (Intégrabilité et loi des espérances totales) Si X € L', alors
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E[X |G € LY,
e EX]=E[E[X|]]].

Démonstration : Notons Z = E[X |G| et remarquons que
E[|Z]) = E[Z14+] — E[Z1 4-]
avec AT ={Z >0} et A~ ={Z < 0}. Alors, AT € Get A~ € G, et donc

Ef|Z]]

E[Z14+] — E[Z14-]
E[X14+] — E[XT14-]
<E[X[14+] + E[|X[14-]
E[| X|] < +o0,

ou le passage de la premicre a la deuxiéme ligne suit directement de (4.6). La deuxiéme partie
suit en prenant A = Q dans (4.6). |

Proposition 4.3.2 (Mesurabilité et indépendance) Soit X € L.
e Si X est G-mesurable alors E[X |G] =
e Si X est indépendante de G, alors E [X |G| = E[X].

Démonstration : La premiére affirmation suit par unicité de I'espérance conditionnelle (et du
fait que est trivialement satisfait pour Z = X). Pour la seconde affirmation, on remarque que
la variable aléatoire constante E[ X ]| est trivialement G-mesurable. De plus, si G € G, E [E[X]1g] =
E[1¢|E[X] = E [1X] par indépendance. |

Proposition 4.3.3 (Linéarité) Soient X,Y € L'. Sia,b € R alors

E[aX +bY |G] = aE [X |G] + DE[Y | G].

Démonstration : La variable aléatoire aE [X |G| + bE [Y | G] est la somme de deux fonctions
G-mesurables donc également G-mesurable. De plus, si G € G, alors

E[(aE[X|G] +E[Y|G]) 1g] = aE[E[X [G]1¢] + bE[E[Y|G] 1¢]
— aE [X1¢] + bE [Y1g]
= E[(aX +bY)1g)

ou la premiére et la derniére égalité utilisent la linéarité des espérances et la deuxiéme égalité
utilise par deux fois (4.6]). Le résultat suit par unicité. [ ]

Proposition 4.3.4 (Monotonie) Soit X € L'. Si X > 0, alors E[X | G] > 0. En particu-
lier,

e si X >V alors E[X|G] > E[Y |g],
o [E[X[G]| <E[IX]|G].
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Démonstration : Notons Z = E[X | G] et définissons A, = {Z < —1/n} € G.SiP(Z < 0) > 0,
alors il existe n tel que P(A;,) > 0 puisque {Z > 0} = |J,,cy, An- Etant donné que A, € G, on a

1
0<E[X14,]=E[Z14,] < —P(4,) <0,

ce qui méne & une contradiction. La deuxiéme conclusion suit en appliquant la positivité a la
variable (X —Y') qui est positive.

Enfin,on a |[X|+X >0et | X| - X >0douE[|X]||G] > -E[X|F] et E[|X]||G] > E[X |G], ce
qui suffit pour conclure. [ ]

Proposition 4.3.5 (Théoréme de la convergence monotone conditionnel) Si(X,,),el
est une suite croissante de variables aléatoires positives de L' qui converge P—p.s. vers
X € L', alors

lim E[X,|G] = E[X ]

n—-+00

P—p.s.

Démonstration : Par monotonie de l'espérance conditionnelle, la suite (E[X,, |G])nen est
croissante et majorée par E[X |G]. Elle converge donc vers une variable aléatoire Z G-mesurable.
Montrons que Z = E[X |G]. Si G € G, on a

E[Z1g)=E | lm E[Xn!g]llc} = lim E[E[X,|G]1¢]

n—-+4o0o

= lim E[X,1¢]

n—-+o0o
:E[ lim Xn]lg]
n—-+o00

=E[X1g]

ol on a utilisé deux fois le théoréme de la convergence monotone classique et la définition de
I’espérance conditionnelle de X, étant donnée G. []

Remarque 4.3.6 L’hypothése X € L! peut étre levée en élargissant la définition de I'espérance
conditionnelle au cas des variables aléatoires positives. Si X est une variable aléatoire positive,
on définit ’espérance conditionnelle de X étant donnée G par

E[X |G| := 113_1 E[min{X,n}|G].

Des arguments semblables & ceux développés dans la preuve du Théoréme de la convergence
monotone conditionnel permettent de montrer que cette variable aléatoire est 'unique (P-p.s.)
variable aléatoire G-mesurable telle que

E[E[X |G|lg] = E[X1g] pour tout G € G.

La méme remarque s’applique pour le Lemme de Fatou ci-dessous.
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Proposition 4.3.7 (Lemme de Fatou conditionnel) Si (X,,),en est une suite de va-
riables aléatoires positives de L' telle que lim inf, 400 Xpn € L', alors

E[liminf X,, | G] < liminf E[X,, | G]
n——+00 n—-+o0o

P—p.s.

Démonstration : En utilisant le Théoréme de convergence monotone conditionnel pour la
suite (inf,>x Xp)ren, on a

E[lliminf X, | G] = E[ lim inf X,,|G] = lim E[lnf Xn 9]
n——+o0o k—+oon>k k—+oc0 n>
< lim inf E[X | G]
k—+ocon>

= liminf E[X,, | G]
k—+o0

par monotonie de I’espérance conditionnelle. [

Proposition 4.3.8 (On sort ce qu’on connait) Soient X,Y € L! tels que XY € L'. Si
Y est G-mesurable, alors
EXY |G =YE[X|G].

Démonstration : Clairement YE [X | G] est G-mesurable car c¢’est le produit de deux variables
aléatoires G-mesurables. Il reste & montrer que pour tout G € G

E[YE[X|G]1¢] =E[XYV1g].

Commengons par le cas ot Y est simple. Dans ce cas, on a

N
Y = Z ak]lgk,
k=1

avec N € Ng, a, € Ret G, = Y~ !(ax) € G pour tout k € {1,...,N}. Alors, pour tout G € G
fixé, il vient

N
E[YE[X |Glg] =Y axE[l¢,E[X|G]14]
k=1
N
=Y aE[E[X|G]1ong,]
k=1
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ou on a utilisé la définition de E [X |G| puisque G NGy € G.

SiY >0, on considére une suite croissante (Y;,)nen de variables aléatoires G-mesurables simples
qui converge vers Y. Par la premiére partie, on sait que E[XY,, | G] = Y, E[X | G] pour tout n € N.
Par le théoréeme de la convergence monotone conditionnel, on a

E[XY, |G =E[X"Y,|G] —E[X Y, |G] — E[XTY|G] -E[X Y |G =E[XY|G]
si n tend vers l'infini. D’autre part, on a aussi
E[XY,|G] = YLE[X |G] — YE[X |G],

ce qui permet de conclure le deuxiéme cas. Pour le cas général, il suffit d’écrire Y = YT —Y ™ et
de se ramener au cas précédent. [

Proposition 4.3.9 (Théoréme de la convergence dominée conditionnel) Soit (X,,)ne
est une suite de variables aléatoires de L' qui converge P—p.s. vers X . S’il existe une variable
aléatoire positive Z € L' telle que | X,,| < Z pour tout n € N, alors

4

lim E[X,|G] =E[X|d]

n—-+00

P—p.s.

Démonstration : Par le théoréme de la convergence dominée classique, on sait que X € L.
Posons Y,, = 27 — | X — X,,|. Alors (Y, )nen est une suite de variables aléatoires positives qui
converge presque stirement vers 27. Le Lemme de Fatou conditionnel implique que

E[27|G) <liminf E[2Z — |X — X,||G] = E[2Z|G] ~ limsup E[|X — X,,| |G]

n—-+00

On a donc
lim E[|X, - X||] =0
et par monotonie, on obtient

lim [E[X, 6]~ E[X|g)| < lim E[X, - X||g] =0.

n—-+o0o

Remarque 4.3.10 Comme d’habitude, on peut supposer que les relations | X,,| < Z n’ont lieu
que presque slrement.

Proposition 4.3.11 (Transitivité — Tower Property) SiH C G C F sont des o-algébres
et si X € L', alors on a

EX|H] =EEX[G]|#H].
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Démonstration : Posons Z = E [X |H] et montrons que Z = E[E[X |G]|H]. Par définition
de l'espérance conditionnelle, on sait que Z est H-mesurable. Si H € H, il reste & montrer que
E[Z1y] = E[E[X | G]1H].
En appliquant la définition de ’espérance conditionnelle et en utilisant le fait que H € G, on a
E[Z14) = E[E[X | #] 14] = E[X14] = E[E[X | G]14]

et la conclusion suit. ]

Proposition 4.3.12 (Inégalité de Jensen conditionnelle) Soit X € L' et soit ® : R —
R une fonction convexe telle que ®(X) € L. Alors

E[®(X)[G] > @ (E[X |F]).

Démonstration : On reprend la méme preuve que I'inégalité de Jensen classique. On sait que
pour tout ¢ € R, il existe un nombre réel § = B(t) tel que

P(y) > () + By —t)

pour tout y € R. Remarquons que comme [(¢) peut étre choisi comme étant la dérivée a gauche
(par exemple) de ® en ¢, la fonction 5 : R — R est croissante (puisque ® est convexe) et donc
Borel-mesurable. En particulier, on a

B(X) > B(E[X|G)) + B(X ~E[X|G]) P-p.s.

ou f = B(E[X | G]) est une variable aléatoire G-mesurable. En prenant ’espérance conditionnelle
de chaque coté et en utilisant la monotonie de celle-ci, on obtient

E[®(X)[G] > ®(E[X [F]) + E[B(X - E[X |G])[4]
= ®(E[X[9]) + BE[(X —E[X[G])|F]
= ®(E[X |G]) + BE[X | G] - BE[E[X |F]| ]
= ®(E[X |g])
ol le passage de la premiére a la seconde ligne est dit au Lemme ]

Remarque 4.3.13 On retrouve en particulier que |E[X | G]| < E[|X| |G| pour toute variable
aléatoire X € L.

Proposition 4.3.14 (Projection orthogonale) Si X € L?, alors E[X | G] est la projec-
tion orthogonale de X sur le sous-espace de L*(Q, G,P) dans Iespace de Hilbert L*(Q, F,P)
équipé du produit scalaire (X,Y) = E[XY]. En d’autres termes,

E[X | G] = argmin {IE[(X — W)Q]}

ol le minimum est pris sur I’ensemble des variables aléatoires W € L? G-mesurables.
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Démonstration : Commencons par remarquer que si on note Z = E[X |G], alors Z € L?. En
effet, par I'inégalité de Jensen conditionnelle, on sait que

Z? = (E[X|G])? <E[X?|G] e L.
Soit W € L? une variable G-mesurable. Alors, on a

E[(X-W)? =E[(X -2 +E[(Z-W))] +2E[(X - Z)(Z - W)]

et de plus,
E[(X — Z)(Z - W) =E[E[(X - 2)(Z - W)|]]]
=E[(Z - W)E[(X - Z)|G]]
—E[(Z-W)(E[X|G] - E[Z]|G])]
—E[(Z-W)(E[X|G] - 2)]
=0

en utilisant la loi des espérances totales et le fait que Z — W et Z = E[X | G] sont G-mesurables.
Par conséquent, on déduit que

E[(X-W)} =E[(X-2)?]+E[Z-W)?]

d’ou il ressort que l'approximation est minimale lorsque W = Z = E[X |G]. Ceci définit la
projection orthogonale, comme demandé. [ |

Terminons cette section par quelques remarques supplémentaires.

Remarque 4.3.15 Si X € L?, alors on définit la variance conditionnelle
Var[X |G] = E[X?|G] - (E[X |G))* = E [(X —E[X |G])*|g].
On a
E[Var[X |G]] = E [(X — E[X | G])?] = MMSE(X, G)[}
On a aussi

E[Var[X|G]] = Var[X] — Var[E[X|G]].

Remarque 4.3.16 Pour tout A € F et par analogie avec la relation P(A) = E[1 4], on écrit
souvent

P(A|G) :=E[14]G].

Il faut étre prudent car 'objet P(A|G) est & présent une variable aléatoire.
4.4 Calcul d’espérances conditionnelles

4.4.1 Accord avec les définitions intuitives

Montrons maintenant que cette définition permet de récupérer les définitions intuitives d’espé-
rance conditionnelle développées a la Section [4.1] Rappelons que si Y est une variable aléatoire,
I'espérance conditionnelle de X par rapport a Y est E[X | o(Y')]. C’est donc une variable aléatoire
o(Y)-mesurable et donc par le Lemme de Doob, une fonction borélienne de Y.

2. Minimum mean square error.



CHAPITRE 4. ESPERANCES CONDITIONNELLES ET MARTINGALES 91

Proposition 4.4.1 (Cas discret) Soient X,Y deux variables aléatoires discrétes sur (2, A, P)
et soient {x; :i € I} et {y; : j € J} les ensembles des valeurs prises avec une probabilité 1
par X et Y respectivement, avec I,J C N. Si X € L', on pose

hy) =E[X|Y =y] =Y aP(X =a;|Y =y;), VjelJ

el
et h = 0 en dehors de {y;,j € J}. Alors,

WMY)=E[X|Y].

Démonstration : Comme X € L', alors E[X |Y = y,] est fini pour tout j € J. De plus,
remarquons que

jes jed il

et donc la variable aléatoire h(Y) est mesurable par rapport a Y grace au Lemme de Doob. Il
reste donc a montrer que E [h(Y)1 4] = E[X1 4] pour tout A € o(Y). Remarquons d’abord que

E [h(Y)]l{Y:yj}} = h(y;)P(Y = y;) pour tout j € J

car h(Y) est constante si Y = y;. Soit A € o(Y). Alors A = Upeg {Y = yx} pour un choix
d’indices K C J, ce qui implique que 14 =) ; Liy—y,) et

=S E[M)Ly—yy] = Y EX|Y =] P(Y = ).
keK keK

En utilisant la définition de ’espérance, on tire que

ER(Y)1al =Y Y aP(X =2 |Y = yu)P (Y = )

keK i€l

- szz —xu —yk)

keK el

_szz —JJ@, —yk)

i€l keK

—Z!TZZHJ) =ux;,Y —yz)

el keK

=Y oP(X =2;,Y € {yp, k € K})
el
= E[X1,4],

ce qui suffit. [
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Exemple 4.4.2 Soient X ~ Pois(\) et Y = 2| X/2]|. On a directement que E[Y | X] =Y car Y
est o(X)-mesurable. Pour calculer E[X | Y], on remarque que Y ne prend que des valeurs paires
et que Y = 2n si et seulement si X = 2n ou X = 2n + 1. Par conséquent, on a

EX|Y =2n] =) kP(X =k|Y =2n)
keN
=2nP(X =2n|Y =2n)+ 2n+ 1DP(X =2n+1|Y = 2n)
P(X =2n,Y = 2n) P(X =2n+1,Y = 2n)

=9 2 1
"By oy Tt P(Y = 2n)
P(X = 2n) P(X =2n+1)
=2 2 1
X =) 1 PX =D TR S s P =2t 1)
)\2716)\ )\2n+1e/\
T @nr1)T
= 2n A2neA n)\2n+1e/\ + (2n + 1) A2neA s A2n+1gA
Tt T Gyl 1 @nrin
N
1 PR N
=2n——-—+(2n+ 1)2717“/\
1 + 2n+1 + 2n+1
_ (@2n+1)2n+N)
21+
et donc Y L 1Y 42
IE[X\Y]:( + DY +A)

Y+1+A

Dans le cas continu, on retrouve également les densités que 1'on avait posées par analogie avec
le cas discret. Rappelons que

fley)
s1 0
Fxyey(@) =4 I ) fy(y) #
0 sinon

vu la Définition E.1.91

Proposition 4.4.3 (Cas continu) Soit (X,Y') un vecteur aléatoire bivarié continu tel que
X € L'. Définissons

h(y) = E[X |Y =] = /R £ x|y (@),

Alors, on a

hY)=E[X|Y].
Démonstration : On peut réécrire
_ G 1
L el R

ott By = {y € R: fy(y) # 0}, avec f : R> — R Borel-mesurable. Par le Théoréme de Tonelli-
Fubini, on sait que les deux intégrales apparaissant dans la définition de h sont Borel-mesurables,
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et donc h l'est également. Par le Lemme de Doob, on en tire que h(Y) est o(Y')-mesurable. De
plus, tout G € o(Y) est de la forme G = {Y € B} pour B € B(R). Donc, on a

E[h(Y)16] = Eh(Y)Lycs) = /B h(y) fy (y)dy = /B /R £ Fx | y—y () fy (v)dy

- / / of (2, y)dzdy
//]IB ) f(z,y)dxdy

= E X]I{YGB}]
=E[X1¢],

d’ou la conclusion. []

4.4.2 Cas d’une o-algébre discréte

Supposons que G = o({A; : j € J}) out (A;)jes est une partition dénombrable de €. Alors, on
vérifie directement que G est la collection de toutes les unions dénombrable d’événements A;
(puisque les complémentaires des ensembles A; sont également des unions dénombrables de tels
événements).

Exemple 4.4.4 Supposons que G = o({A1, Ag, A3, As}) avec Q = AjUAUA3UA, et A;NA; =10
pour tout ¢ # j. Alors, Af = Ay U Az U Ay.

Proposition 4.4.5 Supposons que G = o({A; : j € J}) ou (Aj)jes est une partition
dénombrable de Q2. Si X € L', alors

1
jeJ:P(A;)7£0 J

Démonstration : Posons Z = > pa )0 F(A )IE[X]IA J14,. Puisque A; € G pour tout
j € J, il est clair que Z est G-mesurable. De plus, pour tout k£ € J, on a

E[Zla)= >

E[XT4,]E[14,14,]

JEJP(A;)#0 P(45)
1 .
_ ME[X]]‘Ak]P(Ak) si P(Ag) # 0
0 sinon
= E[X]lAk]

puisque si P(Ay) = 0, alors X1 4, = 0 presque stirement. Par conséquent, si G = (¢ i Ar avec
K C J est un événement quelconque de G, on a

23 ﬂAk] =Y E[Z14]=) E[X14]=

keK keK keK

E[Z1¢] =

XZ]lAk

keK

E[X1¢]




CHAPITRE 4. ESPERANCES CONDITIONNELLES ET MARTINGALES 94

ce qui permet de conclure. Remarquons que 1’échange entre espérance et série peut se faire en
utilisant le théoréme de la convergence dominée en majorant par |Z| puisque

1
Elz|< ) P(A,)EHX!MJ-]E[MJ-F > E[X[1a,]) =E[X]] < +o0.
FEJP(A;)#0 J JEJP(A;)#0

Exemple 4.4.6 Si G = {0, A, A°,Q} = 0({A, A°}) avec P(A) €]0, 1], alors pour tout B € F on
calcule directement

[ B’g] E[]IB]IA]]IA‘F E[ﬂBﬂAc]ﬂAc

1
P(4) P(A°)
_PANB),  BANB)
T TPRA) AT TR
= P(B|A)14 + P(B|A°)1 4.

]lAc

Exemple 4.4.7 (Loi des espérances totales) Si Y est une variable aléatoire discréte a va-
leurs dans {y; : j € J}, alors o(Y) = o({Y 1 ({y;}) : 5 € J}). Pour tout X € L', on a alors

1
EX|Y]= ), WE[X]I{YZ?M}]]HY:%}'

JETP(Y =y;)#0 J

En particulier, par la loi des espérances totales, on sait que E[X]| = E[E[X | Y]] et donc
1
EXl= > pyoy B Lo Bl =yl = D EXLy—y)
FEJP(Y=y;)#0 J jeJ

puisque X1y—, 3 = 0 presque sirement si P(Y = y;) = 0. Si X est discret a valeurs presque
strement dans {x; : i € I}, on a

X]l{y y} sz =z, Y _yj)

el

et donc

=3 N wP(X =2 Y =) = DD aP(X = 3]V = y)P(Y =)

jeJ iel jeJ iel

—ZP =y EX Y =y;]
JjeJ

et on retrouve le Théoréme [4.1.4]

4.4.3 Conditionnement gaussien

Nous concluons la section en nous concentrant sur le cas particulier des vecteurs gaussiens, dont
les propriétés simplificatrices rendent les calculs relativement explicites.
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Théoréme 4.4.8 Si(X,Y1,...,Y,) est un vecteur gaussien centré, alors il existe des constantes
ai,...,ay € R telles que

E[X‘Ylavyn]:al}/l‘}"i'anyn

En particulier, E[X | Y1,...,Y,] est gaussien.

Démonstration : Soit E le sous-espace vectoriel de L? de dimension finie engendré par
Yi1,...,Y,. Sur cet espace, on peut considérer le produit scalaire défini par

(74, 25) = B[ 21 Zs].

On sait alors qu’on peut trouver une base orthonormée 21, ..., Z,, de E avec m < n. Posons
m
T =) E[XZZ;.
j=1

En particulier, T' € E et donc T peut s’écrire comme combinaison linéaire des variables aléatoires
Y1,...,Y,. Montrons que T'— X € E* (en fait, T est la projection orthogonale de X sur E). En
effet, pour tout k € {1,...,m}, on a

(T = X),Z) =E[(T — X)Z,] =E iE[XZj]ZjZk — X7

ou on a utilisé le fait que la base Z1, . . ., Z,, est orthonormée. En particulier, on a E[(T—X)Y;] = 0
pour tout j € {1,...,n} et donc les variables aléatoires T'— X et Y; sont non-corrélées. Comme
le vecteur (X,Y1,...,Y),) est gaussien, il en est de méme pour le vecteur (T — X, Y1,...,Y,) et

on en tire que T'— X est indépendant de Y7,...,Y,.

Montrons que 7' = E[X | Y1,...,Y,]. En utilisant les propriétés de l'espérance conditionnelles
vis-a-vis de l'indépendance et de la mesurabilité, on trouve

E[X|Yi,...,Y,| =E[X —T|V1,...,Y, |+ E[T|V1,...,Y,]
—E[X —T|+T =E[X]-E[T]+T
=T

puisque X et T sont des variables centrées. [

Exemple 4.4.9 Soit (X,Y, Z) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

YX=10 5 3
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Pour calculer E[Y | X, Z] nous utilisons ce qui précéde pour déduire que E[Y | X, Z] = aX + 572
et donc

XE[Y | X,Z] = aX? + BXZ

ZE)Y | X, Z] = aXZ + pZ?

. En prenant les espérances de chaque coté et en utilisant les régles de calcul, on obtient

E[XY] = aE[X?] + SE[X Z]
E[ZY] = aE[X Z] + BE[Z?]

d’ot ressort le systéme

0 =a—20
3 =—a+14p.
HNvient a=pF=1et EY |X,Z] =X+ Z.

Remarque 4.4.10

e On a donc obtenu que E[X | Y7,...,Y,] est une fonction linéaire de Yi,...,Y,, alors qu’en
toute généralité, on peut seulement dire qu’il s’agit d’une fonction Borel-mesurable.

e SiY7,..., Y, nesont pas linéairement indépendantes, alors la décomposition de E[X | Y7,...,Y}]
comme combinaison linéaire de Y7i,...,Y, n’est pas unique.

e Si le vecteur gaussien n’est pas centré, on peut s’y ramener en posant X' = X — E[X] et
Y/ = Y; — E[Yj]. Pour le vecteur gaussien (X',Y{,...,Y}), le résultat précédent implique
I’existence de constantes aq,...,a, telles que

E[X'|Y],....Y]=aY{ + - +anY,.

rtn

Par conséquent, puisque o(Y{ + E[Y1],...,Y, + E[Y,]) = o(Y{,...,Y])), on a

E[X|Yi,...,Y.] = E[X’ + E[X]|Y{ +E[Vi],.... Y] + E[\,]

E[X'|Y{,.... Y]+ E[X]

> a;Y] +E[X]
j=1

=S ¥+ | EX] - Y aEY]
j=1 j=1

et donc E[X |Y1,...,Y,] est une fonction affine de Yi,...,Y,.
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4.5 Martingales

Nous ne présentons ici qu’'une trés bréve introduction a la théorie des martingales. Il s’agit d’une
notion fondamentale de la théorie des probabilités qui tire son origine en théorie des jeux et
introduit la notion d’évolution dans le temps. Au fur et & mesure que le temps passe, nous avons
a notre disposition de plus en plus d’information. On est ainsi amené a considérer des sous-o-
algébres croissantes d’événements et & chaque instant, on aura une variable aléatoire avec de
I'information sur elle “dans le passé”. Nous nous contentons ici d’aborder le cas des martingales
a temps discret, c’est-a-dire pour lesquelles le temps est indexé par les entiers. Cela revient a
regarder une évolution & intervalles réguliers. Si on veut modéliser ce qui se passe a tout instant,
il faut alors introduire des martingales a temps continu, c’est-a-dire indexées par [0, +0o0l.

Définition 4.5.1 Soit (€2, F) un espace mesurable. Une suite de sous-o-algébres (Fy,)nen,
de F est appelée une filtration si F,, C Fp41 pour tout n € Ny.

Intuitivement, F,, contient les événements qui peuvent survenir jusqu’a I'instant n. Il faut donc
comprendre F,, comme l'information dont on dispose au temps n : plus le temps passe, plus
nous disposons d’information. Par exemple, considérons un jeu de hasard qui est répété un grand
nombre de fois : F;, est I'information dont nous disposons aprés n parties et la suite de sous-o-
algebres est bien croissante si nous gagnons (ou & tout le moins ne perdons pas) des informations
avec le temps.

Définition 4.5.2 Soient (€2, F,P) un espace probabilisé et (F,)nen, une filtration. Une suite
de variables aléatoires (Zy,)nen, est adaptée a la filtration (Fp)nen, Si Zn est Fp-mesurable
pour tout n € Np.

On a typiquement F,, = o(Wi,...,W,) ou les W; sont des variables aléatoires, et la suite
(Zn)nen, adaptée a la filtration (F,)nen, est de la forme

Zn = fu(Wi,...,Wy)

pour une fonction f, Borel-mesurable.

Introduisons a présent la notion de martingale. Une martingale peut se voir comme la géné-
ralisation du jeu équitable (i.e. un pari dont 'espérance de gain est nulle) : (Z,)nen, est une
martingale pour (Fy)nen, si quels que soient les résultats des m premiéres parties, la fortune
attendue aprés le n+ 1°™€ jeu est exactement ce qu’elle était avant. En d’autres termes, quel que
soit I’historique du jeu le gain du joueur est, en moyenne, nul.

Dans la suite, nous considérons un espace probabilisé (2, F,P) fixé.

Définition 4.5.3 Une suite (Z,)nen, de variables aléatoires est une martingale pour la
filtration (Fy,)nen, si

1. (Zn)nen, est adapté a (Fp)nen,,
2. Z, € L' pour tout n € Ny,
3. E[Zns1| Fn] = Zn pour tout n € Ny.

Remarquons que les deux premiers points permettent de donner du sens au troisiéme.

En prenant Pespérance de part et d’autre de la derniére condition de la Définition [£.5.3] on déduit
E[Zns1] = E[Z,]



CHAPITRE 4. ESPERANCES CONDITIONNELLES ET MARTINGALES 98

et donc, en particulier, E[Z,| = E[Z;] pour tout n € Ny. On appelle E[Z;] la moyenne de la
martingale. Notons qu’on a également

E[Zn+2 |~7'—n] = E[E [Zn+2‘]:n+1] ’}—n] - E[Zn—i-l ‘]:n] =Zn
et donc, en répétant,
E[Zy | Fnl =2, Vm>n.

Les martingales sont donc en particulier des suites de variables aléatoires constantes en espérance.

Remarque 4.5.4 On peut également définir la notion de martingale sans filtration préalable. A
toute suite de variables aléatoires Z = (Zy,)nen,, on peut associer sa filtration naturelle, donnée
par

Fl=0(2Z4,....,2,).

On dit que (Zp)nen, est une martingale si elle est une martingale pour sa filtration naturelle,
c’est-a-dire si

1. Z, € L' pour tout n € Ny,

2. ]E[ZnH | Z1,.. .,Zn] = Z, pour tout n € Ny.

Soit (Gp)nen, une filtration. Notons que si (Z,)nen, est une martingale pour (G, )nen,, alors c’est
nécessairement une martingale pour .7-“5 . en effet, on a

FZ Cg,

puisque (Zp)nen, est adapté a (Gp)nen, (la filtration naturelle est la plus petite filtration adap-
tée). De plus, en utilisant la propriété d’emboitement de I’espérance conditionnelle, 'hypothése
que (Zp)nen, est une martingale pour (G, )nen, et la mesurabilité de Z,, par rapport & FZ, on a

E[Zy1|FZ] = E[E[Zn+1\gn] \]—“nZ] - E[anfﬂ = Z,.

Présentons & présent quelques exemples simples de martingales.

Exemple 4.5.5

1. Soit (X, )nen, une suite de variables aléatoires indépendantes de L' d’espérance nulle.
Alors

Zn:iXi, n € Ny

est une martingale.
2. Soit (X,)nen, une suite de variables aléatoires indépendantes de L' d’espérance 1. Alors

Zn:HXi n e Ny

est une martingale.
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3. Soit (Xp)nen, une suite de variables aléatoires i.i.d. de L? d’espérance nulle et de variance

2. Alors
n 2
Ly = <ZXZ> - n02, n € Ny
i=1

est une martingale pour la filtration naturelle de (X,,)nen,-

4. Soit (Xp)nen, une suite de variables aléatoires indépendantes de L' d’espérance nulle et
(Fn)nen, leur filtration naturelle. Pour chaque n € Ny, considérons une variable aléatoire
B,, bornée et mesurable pour F,_1; on peut voir B,, comme un pari sur X,. La fortune
totale & l'instant n est Wy = 0 et

n
Wn=>_ B;X;.
j=1
Alors, la suite (W,,)nen, est une martingale pour la filtration naturelle de (X,,)nen,-

Exemple 4.5.6 (Martingale de Doob) Soit Y une variable aléatoire telle que E [|Y|] < +oc.
Soit F,, une filtration et
Zy =E[Y | Fpl.

Alors (Zy)nen est une martingale dans la filtration (F;,)nen. En effet, les deux premiers points
sont immeédiats et pour le troisiéme, il suffit de remarquer que

E[Zn-i-l’]:n] :E[E{Y|fn+l] ‘fn] :E[Y’Fn] = Zn
car F,, C Fpy1. On dit que (Z,)nen est une martingale de Doob.

A la place de considérer un jeu équitable, on peut aussi s’intéresser a des jeux qui sont favorables
au joueur, ou au contraire défavorables.

Définition 4.5.7 Une suite de variables aléatoires (Z, )nen, forme une sous-martingale pour
la filtration (F,)nen, si

1. (Zn)nen, est adapté a (Fp)nen,
2. Z, € L' pour tout n € Ny,
3. E[Zn+1 \fn] > Zy.

Si I'inégalité > dans le dernier point est remplacée par <, on parle de sur-martingale.

Bien entendu, (Zy)nen, est une sous-martingale si et seulement si (—Z,)nen, est une sur-
martingale. De plus, un processus adapté a la filtration (F,)nen, est une martingale si et
seulement si c’est & la fois un sous-martingale et une sur-martingale. Pour cette raison, nous
nous intéresserons parfois uniquement & des propriétés sur les sous-martingales, les propriétés
correspondantes des sur-martingales et des martingales pourront alors s’en déduire aisément.

Une sous-martingale (resp. sur-martingale) est donc un processus croissant (resp. décroissant) en
moyenne conditionnelle et donc en moyenne. En effet, il suit de la tower property des espérances
conditionnelles que

E[Zn1] =2 E[Zy]
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pour une sous-martingale, et de maniére plus générale,

E[Zn | Ful = Zn, VYm >n.

De méme, si (Z),)nen, st une sur-martingale, alors

E[Zy | Fn] < Zn, Ym >n.

Comme pour les martingales, on peut parler de sous-martingale (resp. de sur-martingale) sans
spécifier une filtration : il s’agit alors d’une sous-martingale (resp. une sur-martingale) pour la
filtration naturelle.

Exemple 4.5.8 (Marche aléatoire) Soit x € R et soit (X, )nen, une suite de variables aléa-
toires i.i.d. de L'. On pose

et Fp, = o(Xi,...,X,) pour tout n € Ny. Alors, la suite (Zy,)nen, est
e une martingale si E[X;] = 0,
e une sous-martingale si E[X;] > 0,

e une sur-martingale si E[X;] < 0.

Le résultat suivant est trés utilisé et permet de construire facilement des sous-martingales & partir
de (sous-)martingales.

Proposition 4.5.9

1. Soient (Zy)nen, une martingale pour la filtration (F,)nen, €t f une fonction convexe.
Si f(Z,) € L' pour tout n € Ny, alors (f(Zy))nen, est une sous-martingale pour la
filtration (Fy,)nen,-

2. Soient (Zp)nen, une sous-martingale pour la filtration (Fy)nen, €t f une fonction
convexe croissante. Si f(Z,) € L' pour tout n € Ny, alors (f(Zy))nen, €st une sous-
martingale pour la filtration (Fp)nen, -

Démonstration : Remarquons que pour tout ensemble borélien B C R, on a
-1 _
(f(Zn)) (B)={weQ:Z,(w) e fY(B)}eF,

puisque f~1(B) est un ensemble borélien de R. De plus, dans le premier cas, on applique I'inégalité
de Jensen pour les espérances conditionnelles et il vient

E[f(zn-i-l)’]:d > f(E [Zn-l—l’]'—ND = f(Zn)a
ce qui suffit. La derniére égalité devient une inégalité dans le deuxiéme cas. ]

En considérant différents choix de fonctions f, on obtient le corollaire suivant.
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Corollaire 4.5.10
1. Si (Zn)nen, est une martingale, alors (|Zy|)nen, une sous-martingale.

2. Sip>1 et si (Zn)nen, est une martingale telle que E|[|Z,|P] < +o0, alors (|Z,|P)
est une sous-martingale.

neNg

Les inégalités de Doob ont de nombreuses applications et permettent notamment d’étudier le
supremum d’une suite de variables aléatoires. Nous les présentons ici sous leur forme la plus
directe, mais signalons qu’il existe également des inégalités de Doob pour la norme LP.

Lemme 4.5.11 Soit (Zy,)nen, une sous-martingale. Alors,
E[Znla] > E[Z,14]

pour tout m > n et tout A € F,.

Démonstration : On sait que E [Z,, | F,] > Z,, pour tout m > n. Par conséquent, pour tout
Ae Fy,onal[Zla|Fn] =1AE[Z, | Fn] > Zn14. On en tire alors

E[Znla] =E[E[Zpla| F]| > E[Z,14].

Proposition 4.5.12 (Inégalités de Doob) Soit (Z,,)nen, une sous-martingale. Alors, pour
tout a > 0, on a

ap(kEI{Ill?.}.(,n} 2 2 a) < E[Z”]l{maxkeu ..... n} ZkZa}]

pour tout n € Ng. Si de plus la suite (Zy)nen, est positive, on en tire que

E|Z,
]P’( max Jj > a) < [Zn]
ke{l,...,n} a

pour tout n € Ny.

Démonstration : Considérons la variable aléatoire T' définie par
T =min{n € Ny : Z,, > a}.

Remarquons que

k
{T<k}={Z>aeF
et donc
{T=k}={T <k}\{T <k-1} € Fp.
Alors,

P(ke?ll?.).(,n} Zy>a)=P(T <n)= ;]P’(T =k).
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De plus, on a
aP(T = k) = aE[Lir—y] < E[Z1r—py] < E[ZnT (7))

par le Lemme [4.5.11] 11 s’ensuit que

CLP(I]?&XZ}C >c ZCLP ZE Z nlr= k}
k=1

Z]l{T K}

La deuxiéme inégalité est évidente. ]

=E[Znl{r<ny]-

L’intérét de cette inégalité est qu’elle permet de majorer une quantité faisant intervenir tout le
processus jusqu’au temps n par une quantité ne dépendant que de Z,.

Remarque 4.5.13 En particulier, si (Z,)nen, est une martingale, alors pour tout a > 0, on a

E||Z,
P(sup|Z| > a) < 20l
k<n a

Les inégalités de Doob permettent de retrouver l'inégalité de Kolmogorov présentée dans le
Théoréme [5.4.5]

Proposition 4.5.14 (Inégalité de Kolmogorov) Soit (X, )nen, une suite de variables
aléatoires indépendantes et centrées de L?. Pour tout a > 0, on a

1 =X
sup ZXk a S?ZE[XI?]
n€No |} -
Démonstration : Pour tout n € Ny, on pose

n
Z = Zxk.
k=1

On sait que la suite (Z,)nen, définit une martingale. Par conséquent, (Z2),en, est une sous-
martingale. En utilisant I'inégalité de Doob, on obtient

1 1 &
P Zj|>a) <P Zi|>a) =P 7> < SE[Z22] = 5 ) E[X?
(s 71> ) <2 (s 112 ) =2 (g, 2 2 ) < mlet] = Do mind
pour tout n € Ng. On en tire que

+o00

1
lim P Zil>a) <=y E[X2.
Jim <je?11?.}fn}’ il a) =< a2kZ:1 (X3

N P . 9 2 P .
Remarquons & présent que la suite d’événements ({maxje{lv_’n} |Zj| > a})neN est croissante et
donc

lim IP’< max |Zj|>a>:IP’ U{ max |Z|>a} :P<5up\Z|>a>,

n——+o00 Jje{1,...,n} neNo je{1,.. neNy

ce qui permet de conclure. [ |
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4.6 Temps d’arrét et martingales arrétées

Une martingale (Z,)nen, sert principalement a décrire I'évolution d’'un processus au cours du
temps (7, est alors I’état du systéme a l'instant n). A tout processus évolutif, on associe la
définition suivante.

Définition 4.6.1 Soit (F,)nen, une filtration. Une variable aléatoire T" est un temps d’arrét
pour la filtration (Fy,)nen, si

1. T est a valeurs dans N U {+o0},
2. {T < n} € F, pour tout n € No.

Un temps d’arrét est donc un temps aléatoire qui suit I’évolution aléatoire sous-jacente. Dans
notre exemple d’un jeu aléatoire répété, T' peut étre vu comme le temps auquel le joueur décide
de quitter le jeu : cette décision de quitter le jeu directement aprés le temps n ne dépend que
des résultats obtenus avant le temps n (inclus).

Remarque 4.6.2 La condition {T" < n} € F, pour tout n € Ny est équivalente a {T' = n} € F,.
En effet, d’une part, on a
[T =n} = {T <n}\{T <n—1}

et d’autre part
{T <n}=|J{T =k}
k=0

Notons que cette définition ne se généralise pas au cas continu que nous aborderons par la suite.

Exemple 4.6.3 Soit (X,,)nen, une suite de variables aléatoires réelles adaptées a la filtration
(Fn)nen,- Pour tout a > 0, le temps aléatoire

T, =inf{n € Ny : X, > a},

appelé temps de premier passage au seuil a, est un temps d’arrét. En effet, on a

{To <n}={3m<n:X, >a} = O{Xm>a}6]:n.

m=1
D’une maniére générale, le temps de premiére entrée dans un borélien B, défini par
Tp =inf{n € Ny : X, € B},
est un temps d’arrét. Par contre, le temps de dernier passage au seuil a, défini par
T, = sup{n € Ny : X, > a},

n’est pas un temps d’arrét.

Le théoréme suivant sera la base de cette section. On note T'A n = min{T, n}.
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Théoréme 4.6.4 Soit (Z,)nen, une martingale (resp. sous-martingale, sur-martingale) pour
une filtration (Fp)nen,- Si T un temps d’arrét pour (Fp)nen,, alors

ZT/\'rL7 n e NO

est une martingale (resp. sous-martingale, sur-martingale) pour (Fy)nen,. En particulier,
pour tout n € Ny, on a
E[Zran] =E[Z4]

(resp. E[ZT/\n] 2 E[Zl], E[ZT/\n] S E[Zl})

Reprenons notre exemple du jeu de hasard répété. On peut décider d’arréter le jeu lorsqu’on
a gagné un certain montant A ou lorsqu’on aura joué 10 parties (n = 10). On considére donc
le temps d’arrét T = inf{n € Ny : Z,, = A} (on montrera par la suite qu’il est fini presque
stirement) et le gain espéré est alors

E[Zrni0] = E[Z4].

Par contre, si on joue jusqu’a avoir gagné un certain montant A, 'espérance de gain est donnée
par
E[Z7] = A.

Par conséquent, méme si E [ZT/\n] =E [Zﬂ , il est possible de construire une martingale (Zy,)nen,
et un temps d’arrét T tels que

E|Zr] # E[Z1].
Si T est bornée, alors pour tout n > M, on a Zpp, = Zp. Il s’ensuit que E[Z7] = E[Zpp,] = E[Z1]
par le Théoréme [1.6.4]

Si T n’est pas bornée, pour que Zp soit bien défini on doit s’assurer que IP[T < —1—00] = 1. Dans
ce cas, on a presque strement Z, 7 = Zp pour tout n suffissamment grand et donc

lim Zn/\T = ZT)
n—oo
d’ou
E[ lim Zoar] =E[Z7].
n—oo
De plus, par le Théoréme on sait que
E[Z.ar] = E[Z1]

et donc si on peut intervertir la limite et 'espérance, on aura IE[ZT} = E[Zl]. C’est le cas par
exemple par le théoréme de la convergence dominée si il existe une constante déterministe M > 0
telle que |Zpar| < M pour tout n € Ny.

Terminons cette section par une application au probléme de la ruine pour deux joueurs. Soient
(Xn)nen, une suite de variables aléatoires i.i.d Rademacher, i.e.

P(X,=1)=1/2=P(X,, = —1).
Posons My =0, M, = X1 + ...+ X, et définissons
T =min{n: M, = A ou M, = —B}.

pour A, B > 0 entiers.



CHAPITRE 4. ESPERANCES CONDITIONNELLES ET MARTINGALES 105

Proposition 4.6.5 Presque strement, T' < co et on a P(Mr = A) = AJFLB.

Démonstration : Remarquons que, quelle que soit la position de la promenade aléatoire, une
suite de A + B “+1” suffira pour garantir que la barriére y = A sera dépassée. Donc

P(T > n(A+ B)) <P(ESN...N ES)
avec

B, = {Xiarn) = Xpa+B)y+1 = - = X(o1)(A+B)—1 ) -

Les événements Ej étant indépendants (ils concernent des indices qui ne se croisent pas) on

calcule
A n
P(T > n(A + B)) < (1 - G) +B> .

Par conséquent

P(T = o0) < lim P(T > n(A+ B)) < lim (1 — <1>A+B> = 0.

n—00 n—00 2

La premiére affirmation est donc prouvée. Vu que T < oo presque slrement, nous pouvons
déduire

E[Mrp] =E[My =0
puisque |Mpa,| < max{A, B}. Puisque

E [My] = AP(Myp = A) — BP(My = —B)
= (A+ B)P(My = A) — B,

la conclusion s’ensuit. ]

Remarque 4.6.6 Ce probléme est souvent connu sous le nom de Gambler’s ruin, appellation
qui peut se justifier comme suit. Considérons un joueur atavique, compulsif et excessivement
riche, jouant plusieurs parties d’un jeu équilibré. S’il mise un euro a chaque partie, le processus
S, représentera sa fortune aprés les n parties. La question ci-dessus devient alors quelle est la
probabilité que notre sympathique joueur gagne A euros avant d’en perdre B ?

Pour montrer qu'un temps d’arrét T est presque strement fini, il est commun d’utiliser les
propriétés de convergence des martingales. Les martingales ont 1’élégance de ne pas exiger grand-
chose pour converger. Remarquons que la définition d’une sous-martingale est semblable a celle
d’une suite qui, en tendance et conditionnellement au passé, est croissante. Nous savons qu’une
suite de réels qui est croissante et majorée converge. Nous allons montrer un résultat analogue
pour les sous-martingales, en remplagant I’hypothése de suite majorée par une majoration de
I’espérance, i.e. en imposant suanUZnH < +o00.
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Théoréme 4.6.7 (Convergence presque sire) Soit (Z,,)nen, une sous-martingale. Sup-
posons que

sup E[Z] < +o0.

n€eNy

Alors (Zy)nen, converge presque stirement vers une variable aléatoire Z € L',

Corollaire 4.6.8 Si (Z,)nen, est une martingale positive, alors (Zy)nen, converge presque
stirement vers une variable aléatoire finie.

Exemple 4.6.9 Considérons le probléme de la ruine du joueur participant & un jeu équitable :
Z, représente le gain obtenu aprés le n'®™€ jeu. Supposons en outre que la banque ne fait pas
crédit, donc a chaque partie, le joueur gagne ou perd une piéce, mais le jeu s’arréte si le joueur
perd alors qu’il ne lui restait pas d’argent. Soit T' le temps d’arrét égal au nombre de parties
jouées avant que le joueur ne perde tout son argent, i.e. T'={n > 1: Z,, = 0}. Par le Théoréme
4.6.4, (ZnaT)nen, est une martingale et puisqu’elle est positive, la limite

ngrfoo Znnt
existe et est finie presque stirement par le Corollaire Or, il est clair que pour tout n € Ng,
on a |Zn11 — Zy| = 1. Par conséquent, si T' = +o0 avec une probabilité non-nulle, alors la suite
(ZnaT)nen, ne converge pas vers une variable finie sur un événement de probabilité non-nulle,
ce qui est impossible. On en tire donc que P(T' < 4+00) = 1 et le joueur finira par perdre tout
son argent.



Chapitre 5

Convergences

Dans ce chapitre, nous considérons une suite de variables aléatoires ou de vecteurs aléatoires
(Xn)nen et nous nous intéressons au comportement asymptotique de la suite.

5.1 Convergence presque sire

Le premier mode de convergence que nous étudions est la convergence presque stire. Nous sup-
posons que les vecteurs aléatoires avec lesquels nous travaillons sont tous définis sur un méme
espace probabilisé (€2, F,P). Pour simplifier les notations, on suppose ici travailler avec des vec-
teurs aléatoires de R? écrits en ligne X = (X1,..., Xy).

Définition 5.1.1 Une suite (X,,)nen de vecteurs aléatoires de RY définis sur le méme espace
probabilisé (2, F,P) converge P-presque sirement vers le vecteur aléatoire X si

]P’( lim Xn:X> =1.
n—-+oo

L. 8. .
Dans ce cas, on écrit X, P2 X ou limy, 400 Xp = X p.s.

On parle aussi de convergence “forte” par opposition a d’autres modes de convergence dits “fai-
bles”, ou de convergence “presque partout” ou encore “avec probabilité 1”. La convergence presque
stire revient & demander que ’ensemble des w € § tels que X, (w) converge vers X (w) (au sens
classique d’une suite de vecteurs de R?) est de mesure 1 par rapport a P. Remarquons qu’on sait
que cet ensemble est bien un événement de F puisque

{w € lm Xulw)= X<W>} = Q H\; ﬂm {w € Q: [Xu(w) - X(w)| < ;}

par définition de la convergence d’une suite. Les résultats connus sur la convergence ponctuelle
permettent directement d’obtenir les propriétés suivantes.

Lemme 5.1.2 Soient X,Y des vecteurs aléatoires de R% et soient (X, )nen, (Yn)nen des
suites de vecteurs aléatoires de R%. Si X, = (Xn1,-s Xnd) et X = (Xq,...,Xq), alors

X, 2% X si et seulement si Xn,j Ll X; pour tout j € {1,...,d}. De plus, si X, P25 X et
Y, LN Y, alors
e si f:R?— R™ est une application continue, alors f(X,) 23 f(X),

107
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e pour tous o, B € R, on a a X, + BY, P aX + BY,
o X, v P25 xyT,
o (X,,Y,) 25 (X,Y).

Le lemme suivant donne des critéres équivalents pour la convergence presque sfire.

Lemme 5.1.3 Soient (X,,)nen une suite de vecteurs aléatoires de R définis sur le méme
espace probabilisé (2, F,P) et X un vecteur aléatoire de RY défini sur (2, F,P). Les affir-
mations suivantes sont équivalentes :

1. X, 25 X,
2. pour tout € > 0, P(|X,, — X| <e Vn>m)— 1 lorsque m — +o0,
3. pour tout € > 0, P (sup,,>,, | X, — X| > &) — 0 lorsque m — +oc.

Démonstration : 1 < 2. Pour tous € > 0 et m € Ny, on pose
Ape= () {IXn - X| <e}.
n>m

La continuité a droite de la mesure de probabilité P donne

P ﬂ U Am1/p :pEIJPOO]P) U Am/p
peNg meNy meENy

’ p.s. . .
Par conséquent, on a X,, —> X si et seulement si

lim P( () A | =1

p—+o0
meNy

Comme la suite (Upeny Am,1/p)p est décroissante en p, la suite (P (UmeNO A /p))p de [0,1] est
décroissante en p. Ainsi, sa limite vaut 1 si et seulement si

P U Am,l/p =1 VpeNp.

meENy

Puisque pour tout 0 < £ < 1, il existe p € Ny tel que ﬁ <e< %, il suit que X, PP X siet
seulement si

Pl ] Ame| =1 Ve>o.
meENy

Clairement, pour chaque € > 0, la suite (A, ¢)m est croissante en m, donc la continuité a droite
de la mesure P permet d’écrire

Pl | Ame | = lim P(An.),

m—+00
meENy
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ce qui nous permet de conclure.

2 & 3. Reprenons les mémes notations que ci-dessus. Alors, par passage au complémentaire, on
aque limy, sy P (Am71/5) = 1 pour tout € > 0 si et seulement si lim, o P (Afn 1/5) = 0 pour
tout € > 0. Remarquons a présent que

Afn,l/s = U {‘X _Xn’ > 5} = {SUP ‘X _Xn’ > 5},
n>m

n>m

d’ou la conclusion. ]

Remarque 5.1.4 Les convergences des suites de probabilités des items 2 et 3 du Lemme [5.1.3
étant valables pour tout € > 0, on peut évidemment de maniére équivalente remplacer les inéga-
lités strictes par des inégalités non-strictes.

Bien str, pour montrer que la suite (X,,),en converge presque sirement, il suffit de montrer
qu’elle est presque stirement de Cauchy, c¢’est-a-dire que 1’événement

{w e Q: (Xp(w))nen est de Cauchy } = ﬂ U ﬂ {w €| Xp(w) — Xp(w)| < 11?}

peENg meNy n,k>m
est de probabilité 1.

Le Lemme de Borel-Cantelli permet de démontrer un critére de convergence presque siire pra-
tique.

Proposition 5.1.5 Soit (X,,)nen une suite de vecteurs aléatoires de R? définis sur le méme
espace probabilisé (Q, F,P) et X un vecteur aléatoire de R? défini sur (Q, F,P).

e Siona
D P(IXn - X[ >¢) < 400
neN
pour tout € > 0, alors X, La'e

e Si les vecteurs aléatoires X,,, n € N, sont indépendants, alors X, P20 si et seulement
si
D P(IXn| > €) < 400
neN

pour tout € > 0.

Démonstration : Pour le premier point, le lemme de Borel-Cantelli et la convergence de la
série impliquent que

]P’(ljlrgigg{\Xn—X| >5}> =P| () U{xn=X|>c}| =0

meNn>m
La continuité a droite de P implique que
lim P | |J{|X,—X|>¢e}]| =0,

m—+00
n>m
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ce qui suffit par la Proposition puisque (J,~,,{|Xn — X[ > e} = {sup,,>, | Xn — X| > €}.

Pour le second point, on remarque que si les X,,, n € N, sont indépendants, alors les événements
{|Xn| > €}, n € N, sont indépendants et on utilise & nouveau le lemme de Borel-Cantelli pour
conclure. ]

Remarque 5.1.6 On est obligé de supposer X = 0 dans le deuxiéme point, sans quoi on n’a
pas l'indépendance des événements.

5.2 Convergence en moyenne et en norme [”

Rappelons que les espaces LP peuvent étre munis de la norme || - ||, donnée par
I1X1lp = (B[ X )P

pour tout X € LP. On peut donc, en particulier, définir une notion de convergence. Rappelons que
les espaces LP munis de leur norme sont des espaces complets (de Banach). Comme un vecteur
aléatoire est dans LP si chacune de ses composantes est dans LP, on va travailler uniquement
avec des variables aléatoires.

Définition 5.2.1 Une suite (X,),en de variables aléatoires de LP définies sur le méme
espace probabilisé (2, F,P) converge dans LP ou en norme LP vers la variable aléatoire X
si
li Xn— X[, =0.
Jm X, — Xl =0

I P

Dans ce cas, on écrit X,, — X. Lorsque p = 1, on parle de convergence en moyenne.
. L qm

Lorsque p = 2, on parle de convergence en moyenne quadratique et on écrit X, — X.

Remarquons que si elle existe, la limite en norme LP est presque stirement unique puisque si
X, 2 X et X,, 25 Y, alors | X — Y|, = 0. Le Corollaire [2.5.7| implique que si p > ¢ > 1 et si

X, 25X , alors X, 25 X. En particulier, la convergence en moyenne quadratique implique la
convergence en moyenne.

En général, il n’y a pas de lien entre la notion de convergence en norme LP et la convergence
presque stre.

Exemple 5.2.2 Considérons I’espace [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue et la suite (X, )nen,
définie par X;, = nlyg . Clairement, cette suite converge presque partout vers 0. Néanmoins,
(Xn)nen, ne converge pas vers 0 en moyenne puisque

E[|Xn|] =nA([0,1/n]) =1

pour tout n € Ny. Comme la convergence en norme LP pour p > 1 implique la convergence en
moyenne, on n’a pas non plus la convergence en norme LP.

Exemple 5.2.3 Considérons I'espace [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue et la suite (X, )nen,
définie par X1 = 11, X2 = Lo,1/2;, X3 = Lj1/2,1, et de maniére générale, si n = 2J + k avec
ke{0,...,27 — 1},

X = L2 (b1) /2]
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Alors, la suite (X, )nen, converge en norme LP vers 0 puisqu’on a pour n = 27 + k,
E[|Xn[”] = E[|Xa]] = M([k/27, (k +1)/27[) =277,

Par contre, la suite (X, )nen, ne converge pas presque strement vers 0 car pour tout z € [0, 1],
la suite (X, (2))nen, prend une infinité de fois la valeur 0 et une infinité de fois la valeur 1.

Cependant, il existe des hypothéses supplémentaires sous lesquelles la convergence presque stire
implique la convergence en norme LP.

Proposition 5.2.4 Soit (X,,),en une suite de variables telle que X, P% X, Sil existe une
variable aléatoire positive Z € L' telle que | X,|P < Z presque stirement pour tout n € N,
alors X, Ly X.

Démonstration : Bien stir, on a également | X|P < Z presque siirement, d’ou
| X — XIP < (1Xn] + | X[)P < 27| Z]

presque siirement. Le résultat est alors une conséquence du théoréme de la convergence dominée.
|

Le résultat suivant sera obtenu comme conséquence directe de résultats de la section suivante.
Nous en donnons ici une preuve alternative.

Proposition 5.2.5 Soit (X,,),en une suite de variables de LP. Si X, SN X, alors il existe

une sous-suite (ny)ken telle que Xy, LaiNy'd

Démonstration : Comme la convergence en norme LP implique la convergence en norme L',
1 oo

on a X, — X. Alors, il existe ni tel que

1
[ X0, — X[l < 5.

2

Par induction, si U'entier ng_1 a été construit, on fixe ng > ni_1 tel que
1

X, = Xl < 5.

Montrons que la suite (X, )xen, ainsi construite converge presque stirement vers X . Si pour tout
k € Ny on pose
Y, = | Xp, — X,

alors E[Y;] < 27% et donc par le théoréme de convergence monotone,
E{ Z Yk} < Z 27F « 4.
keNp keNg

Il s’ensuit que ZkeNO Y, est presque stirement fini. En particulier, on trouve que Yj LA 0,

N . .S.
c’est-a-dire X, LENS'E [ |

Nous en déduisons une conséquence importante d’unicité de la limite.
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Corollaire 5.2.6 Soit (X,),en une suite de variables de LP. Si X, Ph% X et X, -5 Y,
alors X =Y presque stirement.

5.3 Convergence en probabilité

Introduisons & présent un troisiéme mode de convergence pour les variables aléatoires.

Définition 5.3.1 Une suite (X,,)nen de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (2, F,P) converge en probabilité vers la variable aléatoire X si

lim P(|X, - X|>¢)=0

n—-+o0o

I P
pour tout € > 0. Dans ce cas, on écrit X,, — X.

Exemple 5.3.2 Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes (ou simplement
non corrélées) centrées et de variance Var[X,] = o2 pour tout n € N. Alors, pour tout & > 0,
I'inégalité de Tchebychev donne

qui converge vers 0 lorsque n tend vers l'infini. En particulier, on déduit que
1 n
N x5
n <
J=1

Remarque 5.3.3 La convergence en probabilité peut étre définie par les deux distances sui-
vantes sur ’espace des variables aléatoires :

X — Y|

XY) = E(—_—~1_

WX Y) (1+]X—Y
do(X,Y) = inf{e>0:P(X -Y|>e)<e}.

Pour ces distances, 'espace des variables aléatoires est un espace vectoriel topologique (non
localement convexe) complet.

Le résultat suivant montre qu’on a unicité de la limite en probabilité.

Proposition 5.3.4 Si X, I X et Xn £, Y, alors X =Y presque stirement.

Démonstration : Puisque | X — Y| < |X — X,| +|Y — X,|, on a
{IX =Y >e} C{IX = Xo| 2 /2 U{]Y — Xa| > £/2}
pour tout € > 0. On en tire que

P(IX —Y|>¢) <P(|X — Xp| > ¢/2) + P([Y — X,,| > ¢/2)
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et en faisant tendre n vers 'infini,
P(|IX -Y|>¢)=0.
Pour conclure, il suffit alors de remarquer que
{x #2v}y=J X -Y|>1/k}.

keNy
|

Intéressons-nous a présent aux relations qui existent entre la convergence en probabilité et les
deux types de convergence déja considérés. On remarque aisément la différence avec la conver-
gence presque siire qui a des exigences quant au comportement du supremum vu le Lemme [5.1.3]
On peut le réécrire de la maniére suivante.

Lemme 5.3.5 Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires. Alors, X, P X si et seule-

ment si

Y, := sup | X) — X| — 0.
k>n

Ainsi, la convergence presque stire peut étre vue comme une convergence uniforme en probabilité.

Théoréme 5.3.6 Soient (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur le méme
espace probabilisé (2, F,IP) et X une variable aléatoire définie sur (2, F,P).

o Si X, 2% X, alors X, — X.

e OnalX, %5 X si et seulement si de toute suite déterministe croissante d’entiers (n')

on peut extraire une sous-suite (n;ﬁ) telle que Xn;c P2 X

Démonstration : Le premier point est une conséquence immédiate du Lemme [5.3.5

. P . . : .
Pour le second point, supposons que X,, — X. Si (n') est une suite croissante d’entiers, on a

évidemment également X,/ Iox Ainsi, il existe n} tel que
1
IP’(]anl —X|> 1) <3
Par induction, si I'entier nj,_, a été défini, on peut trouver un indice nj, > nj_, tel que

1 1
Montrons que la suite (Xn; )keN, ainsi construite converge presque strement vers X en utilisant
la Proposition Soit € > 0 et considérons j € Ny tel que % < e. Alors, on a

“+oo —+00 1 “+00 1
;PQX%—X]») S;P<|Xn;—X]>k> §;2k<+oo,
=J =J =J

ce qui suffit. Pour la réciproque, supposons que (X,,),en ne converge pas en probabilité vers X.
Alors, il existe € > 0 et n > 0 tels que

P(| X, —X|>¢)>n
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pour une sous-suite (n’). Par hypothése, il existe une sous-suite (n},) telle que Xy P% X Le
premier point implique alors que la convergence a lieu également en probabilité, et donc

lim P (|Xn/ X[ > 5) =0,
k—+o00 k

ce qui contredit le choix de la sous-suite (n'). ]

Corollaire 5.3.7 Si X, I Xoet X, 25 Y, alors X =Y presque strement.

On sait que la convergence presque siire implique la convergence en probabilité, mais 'inverse
n’est pas vrai comme le montrent les exemples suivants.

Exemple 5.3.8 Reprenons les variables aléatoires de I'exemple [5.2.3] On sait que la suite

o P . . ;
(Xn)nen, ne converge pas presque strement. Par contre, X,, — X puisque si n = 27 + £k,
on a

P(|Xn| > €) = A([k/2, (k +1)/2'[) =277

qui tend vers 0 lorsque n (et donc j) tend vers l'infini.

Exemple 5.3.9 Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes de loi Bern(py,).

Alors, X, P, 0si et seulement si pn, — 0. Mais la Proposition implique que X, P20 si
et seulement si ) pn < +00, ce qui est une condition strictement plus forte.

Grace a ce résultat on obtient quasiment gratuitement le résultat suivant.

Lemme 5.3.10 On peut remplacer toutes les fléches LN par des fléches P, dans le Lemme

.12

Intéressons-nous a présent aux liens qui existent entre la convergence en probabilité et la conver-
gence en norme LP.

Proposition 5.3.11
e Si X, SN X, alors X, i) X.

e S’il existe une variable aléatoire positive Z € L' telle que | X, |P < Z presque stirement

pour tout n € N et si X, £, X, alors X,, 2 X pour tout p > 1.

Démonstration : Tout d’abord, I'inégalité de Markov donne

E[| X, — XP
B(lx, - X| > ) < S AT
eb
pour tout € > 0, qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Cela démontre le premier point.
Pour le deuxiéme, supposons que (X, )nen ne converge pas en norme LP vers X. Alors, il existe
e > 0 et une sous-suite (n') de (ng)ken telle que

[ X — Xlp > €.

Le Théoréme|5.3.6|permet d’extraire une sous-suite (n} )iy telle que Xngg 2% X La Proposition

5.2.4 implique alors que X”k Lo x , ce qui contredit le choix de la suite (n'). [
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Remarque 5.3.12 Puisque la convergence en norme LP implique la convergence en probabilité,
le Théoréme donne l'existence d’une sous-suite pour laquelle on a la convergence presque
stre. En particulier, cela prouve la Proposition [5.2.5]

A nouveau, la réciproque est fausse en général : la convergence en probabilité n’implique pas la
convergence en norme LP.

Exemple 5.3.13 Reprenons les variables aléatoires de 'exemple [5.2.2] On sait que la suite
(Xn)nen, ne converge pas en norme LP quel que soit p > 1. Néanmoins, la suite converge vers 0
en probabilité puisque pour tout £ €]0, 1], on a

1
B(X,] > ) = A([0,1/n)) =
qui tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini.

5.4 Lois des grands nombres

Dans cette section, nous nous intéressons au comportement asymptotique de la somme

lorsque (X, )nen, est une suite de variables aléatoires. Remarquons que S, /n n’est rien d’autre
que la moyenne empirique de I’échantillon (Xi,...,X,). Si les X, sont i.i.d. de loi commune
X € L?, on pose

On calcule directement que
_ 1 &
E[X™] = = ] =
X)) = = 3" E[X;) = B[]
J=1
et I'indépendance des variables aléatoires donne

Var[X]

n

_ 1 &
Var[X (] = — ZVar[Xj] =
j=1

Ainsi, la variable aléatoire X (™ est centrée en E[X] et plus n augmente, plus sa variance diminue.
On a en fait X 5 E[X] car

< > ;-1 Var[X)] _ Var[X]

P(‘X(”) —IE[X]’ 25> =0

n2e? ne

grace a l'inégalité de Tchebychev. Dans le cas L2, on peut remplacer la convergence en probabilité
par la convergence plus forte en norme L2.
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Théoréme 5.4.1 (Loi faible des grands nombres, cas L?) Soit (X,,),en, une suite de
variables aléatoires i.i.d. de loi commune X € L?. Alors

X 2 Rx).

Démonstration : Notons ;4 = E[X]. Un calcul direct montre que

2

e[| -uf| - ig = DB - =

ce qui nous apporte le résultat. [ |
Remarque 5.4.2 Remarquons que dans la preuve précédente il aurait suffit de demander

1 n

EICEVL R

n :
donc I'hypothése d’identique distribution n’est pas indispensable.

Intéressons-nous a présent a 'hypothése plus faible X € L.

Théoréme 5.4.3 (Loi faible des grands nombres, cas L', Khintchine) Soit (X,,)nen,
une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi commune X € L'. Alors

xm B gx.

Démonstration : Quitte a remplacer X,, par X,, — E[X]| pour tout n, on peut supposer que
E[X] = 0. Remarquons tout d’abord que puisque 1 x> |X| < |X| et X € L', le théoréme de
la convergence dominée implique que

li E|1 X
i E[Lgxzan X =

Fixons g9 > 0. Pour tout € €10, %[, il existe donc M > 0 tel que

E[lgxzanl X1 <

Cette relation est vérifiée pour tout X,, puisque les variables aléatoires X,, ont la méme loi que
X. Posons
Yo =Lx, < Xn et Zn=Xn =Y, =1yx,>mXn

de sorte que

xm) — x(mn) _ E[)‘((n)} - (Y(n) _ E[Y(”)]) + (Z(n) _ E[Z(")]).

Pour le premier terme, on applique 'inégalité de Tchebychev donnée dans le Corollaire
puisque les variables aléatoires Y;, sont bornées et donc appartiennent a L?. On a ainsi
Sy Varlvi) _ S BN a2

v () _Rmy@1) >
P(IY™) —EF™)| 2 ) < == S o

n2 - €
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qui tend vers 0 lorsque n tend vers U'infini. Ainsi, il existe M’ > M tel que
P <|}7(”) —E[Y™]| > 5) <e

sin> M.

Pour le deuxiéme terme, on utilise 'inégalité de Markov pour écrire

_ _ E[|Z™ —E[Z(™
- EZ™[ + [E[Z™)|
o €

9
< ZNTE[z
< 23 mlz
7=1
9
= s E[L{x;1> 03 X;]]
7j=1
< 2e

vu le choix de M.
Au total, on obtient que

P(IX™ ~B[X™)| 2 ) < B(Y™ —EF )| 2 ) +P(2) - EZ0)] > )

<P(|]Y™ —E[Y™]| > &) + P(1Z0 —E[ZM]] > ¢)

pour tout n > M’. On conclut en prenant € arbitrairement petit. |

Remarque 5.4.4 L’hypothése X € L! est optimale puisqu’elle est nécessaire pour que la limite
soit bien définie et finie. On peut montrer que la convergence a lieu également dans L' : nous ne
le ferons pas ici, on peut ’obtenir comme conséquence des résultats de la théorie des martingales.

La loi faible des grands nombres ne concerne que des types de convergence “faibles”. Il est donc
intéressant de se demander si on peut remplacer ces convergences par la convergence “forte”,
c’est-a-dire la convergence presque stire. Pour cela, nous allons tout d’abord nous intéresser a la
convergence presque stire de séries de variables aléatoires indépendantes. La loi forte des grands
nombres s’en déduira alors via l'utilisation d’un résultat d’analyse sur la convergence des séries.

On sait, vu la loi du 0-1 de Kolmogorov que si (X,)nen est une suite de variables aléatoires
indépendantes, alors I'événement {) " X, existe} est de probabilité 0 ou 1. Un critére de conver-
gence va étre obtenu comme conséquence de la célébre inégalité suivante déja rencontrée dans le
chapitre précédent. Une preuve alternative n’utilisant pas la théorie des martingales est proposée
ci-dessous

Théoréme 5.4.5 (Inégalité de Kolmogorov) Soit (X, )nen une suite de variables aléa-
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toires indépendantes et centrées de L?. Pour tout a > 0, on a
1 X
P ( sup ZXk >a §—QZE[X,§]
neN a k=0

k=0
Démonstration : Bien sir, on peut supposer que Y ;20 E[X?] < +oo. Alors, la suite des
sommes partielles des (X,,)nen est de Cauchy dans L? puisque par indépendance

2
q q
E| (Y Xe| | =) EXF—o0
k=p k=p

lorsque p, ¢ tendent vers I'infini. Puisque I'espace L? est de Banach, cela implique que la série
Z“,;Of) X}, converge dans L? et est donc presque stirement finie.

Considérons a présent la variable aléatoire Tj, a valeurs dans N U {400} définie par

n
400 si ZXk < a pour tout n € N,
T, = k=0 13
min{n eN: ZXk > a} sinon.
k=0

Ainsi, T, est le premier indice pour lequel la somme va dépasser a. Clairement, on a

{T, <m}= U { zank > a} (5.1)
k=0

n<m
>ap = qsup >a
neN

1
P (T, < +o0) —QZEXk

et il s’ensuit que

{T, < 40} = U{Tagm}:U{

meN neN

n

> X

k=0

> xi

k=0

Par conséquent, il suffit de montrer que

Pour cela, définissons une suite (Y},),en de variables aléatoires via la relation
Yo = Xnlyg, >0

Comme |Y,| < |X,|, on a ¥, € L2 De plus, on a

Ta “+o00
R P
k=0 k=0

H

et donc
—+o0

S

k=0

T,
{Ta<+oo}§{

>a}.
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Notons que le méme raisonnement que celui fait pour la suite (X,),eny montre que la série
E;ﬁg Y, converge dans L? et donc presque sirement vers une variable aléatoire finie. Si on
montre que E[Y,Y,,] = 0 pour tout n # m, alors I'inégalité de Markov appliqué a la variable

aléatoire Z;‘g{) Y: implique que
> )

]P)(Ta<+00) < P(

+oo
2V
k=0

1 > P
< SEIDY
k=0
1 ¥
= ;ZEHYMZ]
k=0
<

1=
2
k=0
ce qui donnera la conclusion.

Pour montrer que E[Y,,Y;,] = 0, on remarque que 1'égalité (5.1) implique que pour tout m € N,

I'événement {7, < m} est dans la o-algébre o(Xy,...,X;,) engendrée par Xo,...,X,,. Par
conséquent, I’événement {T, > m} = {T, < m — 1}¢ est dans la og-algébre o(Xp,..., X;n-1)
engendrée par X, ..., X;,—1. On en tire que pout tout n < m—1, la variable aléatoire X, 17, >,

est o0(Xo, ... Xip—1) mesurable et donc (X, 1{7,>m)) € o0(Xo, ... Xyp—1). Par le Théoreme
d’indépendance par paquets, les o-algébres o(Xy,... X;m—1) et o(X,,) sont indépendantes, et
donc il en est de méme pour o(X,1i7,>pmy) et 0(Xp). Cela signifie que la variable aléatoire
Xn1{1,>m) est indépendante de X, et donc

]E[Xn]l{Tazm}Xm] — E[Xn]].{Tazm}]E[Xm] - 0

Or, on a
X”]I{TaZm}Xm = Xn]l{Tazn}Xm]l{Tazm} =Y,Ym
d’ou E[Y,,Y,,] = 0. -

Remarque 5.4.6 Par I'inégalité de Tchebychev, on sait que si (X;,)nen est une suite de variables
aléatoires centrées de L2, alors

P(iXk
k=0

Ainsi, l'inégalité de Kolmogorov renforce 'inégalité de Tchebychev de la méme sorte que la
convergence presque siire renforce la convergence en probabilité comme vu dans le Lemme [5.3.5]

1< 1
> a) < 22 IE[X,%] < 2 E E[X,?]
k=0 k=0

Théoréme 5.4.7 (Kolmogorov) Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et centrées de L?. Si

> Var[X,] =) E[X]] < 4o,

neN neN
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alors la série

> ¥,

neN

converge presque slirement vers une variable aléatoire finie.

Démonstration : Posons pour tout n € N

Remarquons que

limsup S, — liminf S, = lim <sup.5’ - 1nf S, ) = inf (mpS — 1nf S>

n—-+oo n—-+o0 m—+00 \ n>m meN \ n>m

et donc pour tout € > 0, on a
P <hmsup5’ - hmlnfS > 5> <P <Sup Sp — 1nf Sp > 6) (5.2)
n—+00 n>m

pour tout m € N. De plus, on a
Snl - STLQ S |S’I’L1 - Sm| + |Sn2 - Sm|

de sorte que
sup Sy, — mf Sp < 2sup |Sy, — Sl

n>m n>m

Ainsi, en appliquant 'inégalité de Kolmogorov “ a la suite (X, )p>m+1, on obtient

P(supS — mf Sn >5> < IP(sup | S — S >€/2>
n>m

n>m
n
= IP’( sup | Z Xk|>e/2>

n>m-41 J—
4 X
2
< = Z E[XG]
k=m+1

qui par hypothése tend vers 0 lorsque m tend vers linfini. Par conséquent, l'inégalité ([5.2))
implique que

P(hmsupS —hmme >€> = 0.

n—-+o0o

Remarquons & présent que

{hmsupS #hmlnfS’} U {hmsupS’ —hmlnfS >1/p}

n—-+00 peNy n——+o0o

et donc cet événement a une probabilité nulle. Il s’ensuit que presque siirement, on a

limsup S, = liminf S,
n——+00 n—+00
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et donc que lim,, 1o S = D,y Xn existe. Pour conclure, il reste & s’assurer que la limite est
finie. Or, on a la convergence de la série dans L? puisque, en utilisant le Lemme de Fatou et
I'indépendance des variables aléatoires, on peut écrire

2 m 27
£ Xl | = 2 [ (3 x]
k>n k=n+1 ]
m 2-
iminez | 37 )
k=n+1 i

+o0o

- e
k=n-+1

qui tend vers 0 par hypothése lorsque n tend vers I'infini. Donc la série est presque stirement
finie. On peut aussi procéder en remarquant que la série est de Cauchy dans L? et donc converge
dans L? vers une variable aléatoire presque strement finie. [ |

Exemple 5.4.8 Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires indépendantes telles que

i.e. chaque variable X,, modélise un choix de signe uniforme. Si o > 1/2, alors
Xn 1
ne

Var [

et donc la série
Xy
>
neN

converge presque stirement. Remarquons que pour que la série converge pour tout choix de signes,
il faut imposer a > 1.

Remarque 5.4.9 Si (X,,),en est une suite de variables aléatoires indépendantes, alors on peut
appliquer le Théoréme de Kolmogorov a la suite (X,, — E[X,,])nen et on obtient que si

ZVar[Xn] < 400,
neN

alors la série ) (X, — E[X},]) converge presque stirement.

Pour démontrer la loi forte des grands nombres dans le cas L?, on peut utiliser le lemme d’analyse
suivant.

Lemme 5.4.10 (Lemme de Kronecker) Si(a,)nen, est une suite croissante de réels po-

sitifs qui converge vers I'infini, alors pour toute suite (zn)nen de réels telle que 7=
n
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converge dans R, on a
n

. 1
Jm oD k=0

k=1
. . . _ 400 T; ) P
Démonstration : Posons u,, = Zj:n i pour tout n > 1. On remarque que 'on peut écrire
successivement
n n
1 1 T
— E T, = — ap==
a a a
™ k=1 ng=1 Ok
n
1
= — ak(ur — ugt1)
" k=1
1 n
= - E (ar — ag—1)ug + a1u1 — aptini1
“n \i=2

a1uy

1 n
= o Z(ak —ag—1)ug + — Upt1-

k=2 n

Par hypothése, les deux derniers termes tendent vers 0 lorsque n tend vers l'infini et il reste a
traiter le premier terme. Soit € > 0. Comme la suite (uy)nen, tend vers 0, on peut trouver N tel
que |up| < e pour tout n > N. Puisque N est fixé et que la suite (ap)nen, tend vers l'infini, il

existe N/ tel que
N-1

Z(ak —ag—1)|ug| <e

k=2
pour tout n > N’. Il vient alors que pour tout n > max{N, N'},

L 1 N—1 1 a

N-1
— — Qp_ < — —aj_ +— —Qje— <etell-— < 2¢
a g (ag — agp—1)u| < E (ak—ag—1)|ukl a E (ag—ap—1)|ugl ( )

a a
" g=2 " k=2 " k=N n

1
Qn,

puisque la suite (an)nen, est croissante. [

Théoréme 5.4.11 (Loi forte des grands nombres, cas L?) Soit (X,)nen, une suite de
variables aléatoires i.i.d. de loi commune X € L?. Alors

X 25 Rrx).

Démonstration : Sans perte de généralité, quitte a remplacer X,, par X,, — E[X,,], on peut

supposer que E[X]| = E[X,,] = 0 pour tout n € Ny. Remarquons que si Y,, = %, alors
E[X?]
S v - Y S
n&€Np neNg

et le Théoréeme de Kolmogorov implique donc que la série
Xn
Y, = —
2 Ya=2 o
neNg neNg

converge presque stirement vers une variable aléatoire finie. Le Lemme de Kronecker donne la
conclusion. -
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La méme preuve donne en fait un résultat plus fort qui garantit la convergence presque stire sans
demander que les variables soient identiquement distribuées.

Théoréme 5.4.12 (Rajchman) Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et centrées de L? et (an)nen une suite croissante de réels positifs qui converge vers
Pinfini. Si
E[X7]
D~ <+

a
neN n
alors
1 n
S
" k=0

Il reste & présent & enlever I'hypothése d’appartenance & L? pour obtenir le résultat le plus fort.

Théoréme 5.4.13 (Loi forte des grands nombres, cas L') Soit (X,)nen, une suite de
variables aléatoires i.i.d. de loi commune X € L'. Alors

XM P25 g[x).

Démonstration : Sans perte de généralité, quitte a remplacer X,, par X,, — E[X,,], on peut
supposer que E[X] = E[X,,] = 0 pour tout n € Ny. On va procéder comme dans la preuve de la
loi faible des grands nombres en considérant des variables aléatoires tronquées qui appartiendront
alors a L? : pour tout n € Ny, on pose

Comme |Y,| < n, on a bien que Y,, € L2 Par conséquent, les variables aléatoires Y, — E[Y;,]
sont des variables aléatoires indépendantes et centrées de L?. Puisque les variables aléatoires X,
n € Np, sont identiquement distribuées et de méme loi que X, on a

n

E V7] = E [Xp1gx,1<ny] = E [XP*Tgx1cmy] = DB [X* L 1xi<ny] -

k=1
Remarquons que pour tout k£ > 2, on a
Lol L2
—n w1 2 k=17 k
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pour tout k£ € Np. Par conséquent, on peut écrire

2

neNp

Var [Y,]

n

2

.y B

n€eNy

S E [X21{x,<n}]

n2

n€Ng

1 n
= 2 3 E[XLpicxian]
k=1

n€eNp

—+00

1
— Z E [Xz]l{k_1§\x|<k}] Z n2

keNy

IN

keNy

> E[BXMgeagixian] 7

n=k
C

< C Z E [| X1 x-1<|x]<k)]

keNy
— CE[X]] < +00

124

ol on peut échanger les sommes car tout est positif et en utilisant le théoréme de la convergence
monotone puisque | X| =3y o [ X[1gx_1<|x|<k}- Par le Théoréme de Rajchman, on obtient que

% > (¥ —EW]) 25 o0.
k=1

Or, le théoréme de la convergence dominée implique que

E[Y,] = E[Xy 1y x,|<n}) = E[X 1 x|<ny] = 0

sin — 400

et donc les moyennes de Césard convergent également vers 0, c’est-a-dire

On a donc

%ZYk - %Z(Yk ~E[Yi]) + %ZE[YM
k=1

1 n
= E E[Yy] =0 sin— +oo.
n

k=1

k=1 k=1

Pour conclure, il suffit de montrer que

n
D (Xn—Ya) 250,
k=1

S

. N . csi N . p-s.
ce qui sera & nouveau garanti par les propriétés des moyennes de Cesaro si (X,, —Y;,) — 0, avec

Xn — Yy = X1y x, |>n}- 1l suffit d’appliquer la Proposition puisque par ([2.2))

Y PUXallx, s > €)= Y P(IXa| 2n) = Y P(IX[ = n) < +oo

n€Np

puisque X € L.

neNp n€Ng
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Présentons quelques applications de la loi des grands nombres.

Exemple 5.4.14 (Approche fréquentiste) Soit A un événement dont on souhaite estimer la
probabilité. Remarquons que P(A) = E[1 4] et donc estimer la probabilité de A revient a estimer
I'espérance d’une variable aléatoire. Ainsi, on note (X, )nen une suite de variables aléatoires i.i.d.
de méme loi que 1 4. Alors

L5 X, 25 pa),
n
k=1

Ce résultat fait le lien entre l'approche axiomatique moderne des probabilités et 'approche
fréquentiste historique.

Exemple 5.4.15 (Théoréme de Glivenko-Cantelli) La loi des grands nombres permet de
démontrer la convergence ponctuelle presque siire de la fonction de répartition empirique d’un
échantillon vers la fonction de répartition théorique. Soit (X, )nen, une suite de variables aléa-
toires i.i.d. de fonction de répartition commune F'. Posons

1 n
Fo(z) = - Z Lix, <2y
k=1

qui est la fonction de répartition empirique associée a I’échantillon X7,..., X,. On peut écrire
F(z) = E[l{x<4}] ot X ~ F. Alors, par la loi forte des grands nombres,

S.

F,(z) 2% F(x)

pour tout z. On peut montrer également que cette convergence est presque siirement uniforme,
c’est-a-dire

sup |F () — F(x)| £ 0
zeR

presque stirement. Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Glivenko-Cantelli.

Exemple 5.4.16 Soient f une fonction continue sur [0, 1] et

falz) =) CRa™(1—2)" " f(m/n)

m=0

le polynome de Bernstein de degré n associé. Alors

sup |fn(x) — f(x)] = 0 quand n — +o0.
z€[0,1]

En effet, commencons par remarquer que f,(z) = E[f(Sn/n)] avec S, = Y ;_; Xj o les va-
riables aléatoires X}, sont i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre . Or f étant continue sur [0, 1],

elle est bornée par une constante B et uniformément continue. On en déduit que pour tout € > 0
il existe un 6 > 0 tel que

[ELf(Sn/n) = f(@)]| < &+ 2BP[|Sn/n — x| > 4].

Mais, par la loi faible des grands nombres, on sait que % 2o L’inégalité de Tchebychev
montre en fait que la convergence est uniforme en = puisque Var[S,] = nz(1 —z) < n. On en
tire donc finalement que lim,,—, y |E[f(Sn/n) — f(z)]| < € pour tout £ > 0.
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Exemple 5.4.17 Soient (z,)nen, une suite de réels et (X,)nen, une suite de variables aléatoires
indépendantes de variance commune o2 satisfaisant la régression linéaire E[X,,] = a + Bz, pour

tout n € Ny. Les estimateurs des moindres carrés de a et 8 basé sur X7, ..., X, sont donnés par
Bn =30 Xj(zj — 2n)/ S (25 — Zn)? et Gy = Xy — BrZn, Ot 2, = (1/0) I ;. On montre
que 3, est un estimateur sans biais qui satisfait Var[b,] = o2/ >z — Z,)? donc £, = 3

. . _ N . . qm . .
si et seulement si > (2 — Z,)? — +o00. Pour les mémes raisons, &, — « si et seulement si
52 /yn > )2
Znf 2512 = Z0)” = 0.

Exemple 5.4.18 (Méthodes de Monte-Carlo) Soit B un ensemble borélien borné de R. Si
f : B — R est intégrable et si (X,,)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes et
distribuées uniformément sur B, on a

n

p-s. 1
> ) 25 B0 = 5755 | faa

J=1

par la loi forte des grands nombres. Les méthodes de Monte-Carlo sont basées sur cette conver-
gence et permettent de faire des calculs approchés d’intégrales via la loi des grands nombres.

5.5 Convergence en loi et théoréme central limite

Nous venons de voir que si (X,,)nen, est une suite de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi X € L', alors

_ 1 & S
X ==3"x; Z5 E[X].
n e [X]

Cela nous apprend qu’un estimateur de E[X] est donné par X () Cette méthode est pertinente
car E[X(™] = E[X] (I'estimateur est non-biaisé) et si n — 400, I'estimation se fait finalement
sans erreur. Par conséquent, si on répéte une infinité de fois I'expérience, on pourra calculer sans se
tromper E[X]. Evidemment, on ne pourra jamais prendre n — 00 et en pratique, on travaillera
avec un nombre n d’expériences fixé. Une erreur sera commise dans 'estimation de E[X] par X (™).
Lorsque n est grand, il est donc légitime de s’interroger sur l'ordre de grandeur de X () — E[X].
La difficulté vient du fait que la loi de X — E[X] dépend a priori de la distribution de X, qui
en pratique est trés souvent inconnue.

Exemple 5.5.1
e Si Xi,...,X, sont ii.d. N(u,0?), alors X1 + Xo + ... + X,, ~ N(nu,no?), et donc on

obtient que X ~ N(%, 22) = N (1, ).

e Si Xi,...,X, sont iid. Bern(p) = Bin(1, p), alors X(™ ~ %Bin(n,p).
e Si X1,...,X, sont i.id. Pois()), alors X (™ ~ LPois(n)).

Le Théoréme Central Limite, qui est I'un des résultats les plus importants de la théorie des
probabilités, montre que quelle que soit la nature de la distribution de X, dés que celle-ci admet
une variance, une somme de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X converge toujours vers
une loi gaussienne. Pour cela, nous allons introduire une notion de convergence plus faible : la
convergence en loi.
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Définition 5.5.2 Une suite de variables aléatoires (X,,)nen converge en loi vers la variable
aléatoire X si

lim E[h(X,)] =E[h(X)] pour toute fonction h € Cy(R)

n——+o0o

ot Cy(R) désigne I'ensemble des fonctions continues et bornées sur R. Dans ce cas, on écrit

X, 55 x.

Notons que si h € Cyp(R), alors les espérances ci-dessous ont bien du sens. Remarquons également
que la condition se réécrit

/ h(z)dPx, (x) —> / h(z)dPx(x) Vh € Cy(R),
R n—+oo Jp

ce qui montre que cette notion de convergence ne fait intervenir que la loi des variables aléatoires,
et pas les variables aléatoires elles-mémes. Cette notion de convergence est beaucoup plus faible
que celles de la section précédente : on n’exige pas que les variables donnent des valeurs proches,
on n’exige méme pas qu’elles soient définies sur un méme espace probabilisé. En particulier, la
convergence en loi n'implique aucun autre type de convergence. Nous verrons néanmoins un cas
particulier ou la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé implique la convergence en probabilité.

Remarque 5.5.3 La convergence en loi est trés différente des autres types de convergence.
Notons par exemple les deux faits suivants.

o Si X, Ly X et Xn £, Y, alors on n’a pas nécessairement que X =Y presque stirement.
Il suffit pour cela de prendre deux variables aléatoires X et Y de méme loi mais différentes.

e Si X, i) X etY, i) Y et si X, et Y,, sont définies sur le méme espace probabilisé,
on ne peut rien dire sur la convergence de la somme et du produit. En effet, si on pose
Xp =X ~N(0,1) 5 X et V,, = X 55 —X puisque X = —X. Alors X, + Y, = 2X # 0
et XY, = X?# -X2
Il y a en fait un abus de langage & dire qu'une suite de variables aléatoires converge en loi vers
X puisque la variable aléatoire X n’est pas définie de maniére unique : seule sa loi Px l'est (ce
qui est évident puisque la fonction caractéristique caractérise la loi et que les fonctions z — e
sont continues sur R et bornées). On devrait en fait de parler de convergence pour les lois et
donc comprendre que la suite (Px, )nen converge vers Px. Signalons que l'espace des mesures
de probabilité sur R peut étre vu comme un sous-ensemble du dual (formé des formes linéaires
continues) de l'espace Cp(R) muni de la norme ||hljoc = sup,eg |h(x)|. La convergence en loi
correspond alors & la convergence faible-* sur le dual (topologie de la convergence simple).

Avant de donner des exemples, démontrons des caractérisations équivalentes de la convergence
en loi.

Proposition 5.5.4 Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires et X une variable aléa-
toire. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. X, 5 X,
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2. limy 4 o0 E[R(X},)] = E[R(X)] pour toute fonction h € C.(R), ou C.(R) est I'ensemble

des fonctions continues sur R et a support compact,
3. limy, 00 X7 (t) = @* (t) pour tout t € R,

4. limy, 400 Fix, (t) = Fx(t) en tout point de continuité t de Fx (i.e. en tout point t € R
tel que P(X =1t) =0).

Démonstration : 1 < 2. 1l est clair que la convergence en loi implique la deuxiéme condition
puisque C(R) C Cy(R). Montrons l'implication inverse. Soit h € Cy(R). Considérons une suite
croissante (g )ren de fonctions continues a support compact et a valeurs dans [0, 1] qui converge
vers la fonction identiquement égale a 1. Remarquons & présent que

[E[A(Xn)] = ER(X)]| < [E[R(X5)] = E[A(Xn)gk(X0)]| + |E[A(X0) gk (Xn)] — E[A(X)gx(X)]|
+E[R(X)gr(X)] - E[R(X)]].
Remarquons que le deuxiéme terme tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini puisque pour tout

k € N, on a hgi € C.(R). Le premier et le troisiéme termes se traitent de maniére similaire. Pour
le premier, on a

|E[h(Xn)] — E[A(Xn)gr(Xa)]| = E[A(Xn) (1 = gr(Xa)) | < Sup 7 (2)](1 = E[gi(Xn)])-

Par hypothése, 1—E[gr(X,,)] tend vers 1 —E[gr(X)] lorsque n tend vers I'infini. Enfin, le troisiéme
terme est majoré par
|E[A(X)gr(X)] = E[R(X)]| < Sup [h(x)| (1 — E[gr(X)]).

Au total, on a donc

lim sup [E[A(X,,)] — E[A(X)]] < 2sup [h(2)|(1 - Elge(X)])

n——+oo zeR

quel que soit k£ € N. On conclut en prenant la limite lorsque k tend vers 'infini et en utilisant le
théoréme de la convergence monotone pour montrer que 1 — E[gx(X)] tend vers 0.

1 = 3. C’est évident puisque la fonction z — e®

appartient a Cp(R) pour tout t € R.

3 = QH Soit h € C.(R). Comme h est continue et s’annule en dehors d’un compact, elle est
bornée et on peut considérer B > 0 tel que sup,cg |h(z)| < B. Fixons € > 0. Puisque h est
nécessairement uniformément continue, il existe d > 0 tel que

|h(z) — h(y)| <e Vaz,y tels que |z —y| <.

Considérons une variable aléatoire Y ~ N(0, 02) indépendante de tout le reste avec o > 0 choisi
tel que 2BP ([Y| > §) < 5E|. Alors, on peut écrire

E[R(X,)] ~ EIR(X)]] < [EA(X,)] — E[b(X, + ¥))| + [E[R(X, + V)] - E[R(X + V)|
+|ERr(X +Y)] —E[R(X)]].

1. La preuve proposée utilise I’hypothése supplémentaire que les variables aléatoires sont définites sur le méme
espace probabilisé.
2. On peut le faire quitte & diminuer o2 par 'inégalité de Markov.
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Les premier et troisiéme termes se résolvent de la méme fagon. Pour le premier, on a

[E[h(Xy)] — E[R(Xn + Y)]| S E[[R(X5) — h(Xyn +Y)]]
= E[M(Xn) = M(Xn + V)| Ly i<sy] + E[[A(Xn) — M(Xn +Y)[ L{y|>6)]
<e+2BP([Y|>9) < 2¢

ol la derniére ligne découle de la continuité uniforme de h et du choix de . On procede de la
méme maniére pour le troisiéme terme et on montre donc que

IE[R(X +Y)] —E[h(X)]] < 2e.

Il reste donc & étudier le deuxiéme terme. Vu I'indépendance entre X,, et Y, on a par Tonelli-
Fubini (puisque h(X, +Y) € L)

E [h(X, + V)] = / / Wz + y)dPy (y)dPx, (2)

_ ! / < / h(m+y)ey2/2"2dy> APy (z)
2mo R

_ 1 —(u—x)2/202

= h(u)e du | dPx, (x)
2mo R
1

= / h(u) </ e_(“_x)2/202dIP’Xn(x)> du.
2no JR

Or, rappelons que si W ~ N(0,v?), alors

et donc on a pour v = 1/0,

6—(11,—{2)2/20'2 — QOW(U _ $) — E[ez(u—x)W] — o 6i(u m)we—w202/2dw.
2 Jr
Il s’ensuit
E[h(X,+Y) = / (/ / i(u—a)wo—wo®/2 g, qpy (1 )) du
2ro Vo

/h </ uw e~ W ”Q/Q/e_i“’deXn(a:)dw> du
h(u) /e“‘we_w o*/2 X”( w)dw | du
27T R
1 2 .
_ —w?o /2 Xn uw
5 e (—w) (/R h(u)e du) dw.

En utilisant le théoréme de la convergence dominée en majorant la fonction caractéristique de
X, par 1, on déduit

lim B [h(X, + V)] = % /R 6020 2,X (L) < /R h(u)e“““du) dw.

n—-+o00
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En effectuant le méme raisonnement que précédemment pour X a la place de X,,, on trouve que

1

o Re—w%?/%X(_w) (/R h(u)ei“wdu> dw=E[h(X +Y)]

et donc le deuxiéme terme tend vers 0. Cela conclut cette partie de la preuve.

1 = 4. Supposons tout d’abord que X, £, X et fixons un point ¢t de continuité de Fx. Soit
(hi)ken, la suite de fonctions de Cp(R) définie par hi(z) =1siz <t hy(z) =0six >t+1/k
et telle que hy est affine entre ¢ et ¢t + 1/k. On a en particulier que Lo < Pk < oo tq1/m)s
et (hi)ken, converge en tout point vers 1)_. . Ainsi, en utilisant I'hypothese, il vient

Fx, (1) = E[l]_oo g (Xn)] < E[hr(Xn)] — E[hp(X)] B[l ps1/(X)] = Fx (¢ +1/F)
lorsque n tend vers l'infini. Puisque ¢ est un point de continuité de F'x, on obtient que

limsup Fy, (t) < lim Fx(t+1/k) = Fx(t).

n—+00 k—+o00

On fait ensuite de méme en considérant la suite (hg)ren, de fonctions de Cp(R) définie par
hip(x) =1sixz <t—1/k, hp(x) = 0si x>t et telle que hy est affine entre ¢t — 1/k et t, de sorte
que

Fx, (t) = E[hn(Xn)] = E[he(X)] = Fx (t = 1/k)

et on passe ensuite & la limite sur k.

4 = 2. Soit D l'ensemble des points de discontinuité de Fx. Par la Proposition [1.3.13] on sait
que D est dénombrable. Par hypothése, on sait que si a,b ¢ D, alors

P(X, €la,b]) = Fx, (b) — Fx, (a) — Fx(b) — Fx(a) = P(X €]a,b)).

Soit h € C¢(R) et ¢ > 0. Comme la fonction h est uniformément continue sur R, on peut trouver

N
9= Zcﬂ']llajvbj]
=1

telle que sup,cg |h(x) — g(x)| < €. De plus, comme D est dénombrable, on peut supposer que
aj,bj ¢ D pour tout j € {1,...,N}. Alors, on a

une fonction en escalier

N N
Elg(Xn)] =Y ¢P(Xn €laj, b)) — > ¢;P(X €lay, bj]) = E[g(X))]
j=1 j=1

lorsque n tend vers I'infini et donc

lim sup }E[h(Xn)] — E[h(X)] ’

n—-+o0o

< limsup (|E[A(X,.)] — E[g(X,)]| + |Elg(X.)] — E[g(X)]| + [Elg(X)] — E[R(X)]))

n—-+o0o

< 2e,

ce qui suffit puisque € > 0 est arbitraire. [ |
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Remarque 5.5.5 L’équivalence entre la convergence en loi et la convergence des fonctions ca-
ractéristiques s’appelle le Théoréme de Paul-Lévy.

Exemple 5.5.6 Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires a valeurs dans Z. Alors, X, i> X
si et seulement si limy, o0 P(X,, = k) = P(X = k) pour tout k € Z. Il suffit de considérer pour
tout k € Z une fonction continue h telle que h(k) =1 et h = 0 en dehors de [k — e,k + ¢].

Exemple 5.5.7 Si chaque variable aléatoire X,, admet une densité f,, et si la suite (fpn)nen

converge presque partout vers une fonction de densité f, alors X, £, X oit X est une variable
aléatoire de densité f. En effet, si h € C.(R), on a

[E[1(Xn)] - E[M(X)] | < / |h(@)[| fu () = f(2)|de < sup\h(x)!/ |[fu(2) — f(z)|dx
R z€R R
et on a (en utilisant la relation |a| = a + 2(—a)™)

[ lnte) = f@ldz = [ @)= payia+2 |

R

(F(x) = fulz))*dz =2 / (F(2) — fula))*da

R

puisque les densités ont une intégrale égale a 1. En utilisant I'inégalite 0 < (f — f,)" < f, le
théoréme de la convergence dominée donne

/ (F(2) — ful)) Fdz — 0
R

lorsque n tend vers l'infini, ce qui suffit.

Remarque 5.5.8 On vient de voir que la convergence des fonctions de densité implique la
convergence en loi. Cette convergence est plus forte que la convergence en loi car la convergence
en loi requiert la convergence de P(X,, €] — 00, b]) vers P(X €] — o0, b]) pour tout point b € ]REL
alors que la convergence des densités donne une convergence “uniforme” c’est-a-dire telle que

sup |P(X, € B)—P(X € B) | — 0
BeB

puisque

sup |P(X, € B) —P(X € B) | = sup
BeB BeB

/B ful@) — f(2)da

< /R ful) — f(2)|dz — 0.

Exemple 5.5.9 Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires telles que X, suit une loi uniforme
%, %, e ”Tfl, 1}. Alors, (X,)nen converge en loi vers une loi X uniforme sur [0, 1]. Cela
découle de I'approximation de I'intégrale d’une fonction continue par les sommes de Riemann.

En effet, si h € Cy(R), on a

E[h(X,)] = Zn;h <i> P (Xn _ i) _ ;Zn;h (i) s /01 h(z)dz = E[h(X)].

Remarquons néanmoins que pour ’ensemble borélien B = [0,1] N Q, on a P(X,, € B) = 1 et
P(X € B) = 0.

3. qui est nécessairement un point de continuité de F'x puisque la variable aléatoire est continue.

sur
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Exemple 5.5.10 Si X,, ~ N(0,02) avec o, — 0, alors (X,,)nen converge en loi vers la variable
aléatoire constante égale a 0. A nouveau, pour B = {0}, on aP(X,, € B) =0et P(X € B) = 1.

Remarque 5.5.11 (Théoréme Portemanteau) Au vu des exemples précédents, de maniére

générale, si X,, £ X, on ne peut pas affirmer que P(X,, € B) converge vers P(X € B) pour
tout ensemble borélien B. On a cependant les équivalences suivantes (admis) :

o X, £, X,
e pour tout ouvert G de R, liminf,, 1 P(X,, € G) > P(X € G),
P(X, € F) <P(X € F),
e pour tout borélien A de R tel que P(X € A°) =0, lim,, 41 P(X,, € A) =P(X € A).

>
<

e pour tout fermé F' de R, limsup,,_,, . P(

La définition de la convergence en loi nous donne gratuitement le résultat de continuité suivant.

Corollaire 5.5.12 Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires et X une variable aléa-

toire. Si g : R — R est une fonction continue et si X, £, X, alors g(X,,) N 9(X).

Démonstration : Il suffit de montrer que E[h(g(X,))] — E[h(g(X))] pour tout h € Cy(R).
Or, si h € Cp(R), on a également ho g € Cy(R) et la conclusion suit de ’hypothése X, £ X.m

Remarque 5.5.13 En général, on peut travailler uniquement avec des fonctions mesurables ¢
telles que P(X € Dy) = 0 si Dy est I'ensemble des points de discontinuité de g.

Remarque 5.5.14 Ce corollaire, couplé a4 ce que nous savons déja pour les autres modes de
convergence, donne le résultat suivant. Si g est une fonction continue, alors

o X, 5 X = g(X,) 75 g(X),
P P
o Xy — X = g(Xn) — g(X),
o X, 5 X = g(Xn) = g(X).
En d’autres termes, les fonctions continues préservent les limites de suites de variables aléatoires
en convergence presque stire, en probabilité et en loi. Remarquons que la méme chose n’est pas
valide sans hypothése supplémentaire pour la convergence en norme LP car rien ne garantit que

les variables aléatoires g(X,), n € N et g(X) soient dans LP. Il faut donc supposer par exemple
que g est bornée ou encore que g est Lipschitz.

Intéressons-nous a présent aux liens qu’il existe entre la convergence en loi et les autres types de
convergence. Pour cela, nous devons imposer que les variables aléatoires (X, ),cn soient définies
sur le méme espace probabilisé.

Proposition 5.5.15 Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires définies sur un méme

espace probabilisé. Si X, -, X, alors X, £ X
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Démonstration : Fixons h € C.(R) et ¢ > 0. Comme la fonction h est uniformément continue,
il existe § > 0 tel que
h(z) —h(y)l <e st |z—y[ <o

Puisque X, Iox , on peut trouver un entier N € N tel que
€
P(|X,— X < — >N
(1%, ~ X| > 8) < o Wn >
avec B = sup |h|. Pour tout n > N, on a alors
|E[1(Xn)] = E[A(X)]| < |E[(h(Xn) — H(X) L, —x <] + [E[(R(Xn) = 2(X))1{x,-x>6]]
< e+ 2sup|h(z)|P(| X, — X| > 9)
zeR

< &(1 + 2sup [h(z)]),
z€R
ce qui suffit. [ |

En général, la convergence en loi n’implique pas la convergence en probabilité. Il existe un cas
particulier ot les deux types de convergence sont équivalents.

Proposition 5.5.16 Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires définies sur un méme

espace probabilisé et ¢ € R une constante. Si X, £, ¢, alors Xy, e

Démonstration :  Soit ¢ > 0 et soit h une fonction continue sur R telle que h(c) =1,0 < h <1

et h = 0 en dehors de [c — €, ¢ + ¢]. Puisque X, £, c, on a
E[h(X,)] — E[h(c)] =h(c) =1
lorsque n tend vers linfini. Puisque i < 1., 1], on en tire que

0<SP(Xy—c|>e)=1-P(X,€lc—c,cte]) =1 -E[lp . oyq(X)] <1 E[R(X,)] — 0

lorsque n tend vers l'infini, d’ou la conclusion. [

Revenons au probléme initial. Soit (Xp,)nen, une suite de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi que X € L'. Par la loi forte des grands nombres, nous savons que

1 «
- > X; 5 E(X]
j=1

et on cherche a connaitre 'ordre de grandeur de la différence %2?21 X; — E[X] lorsque n est
grand. Si X € L?, on sait que

2

B[(X) - EX)Y) =E | | 23 x B ) | = 53 varx) = YL
J=1 Jj=1

n

On peut donc s’attendre en moyenne & ce que Lordre de grandeur de X — E[X] soit de ﬁ,

ou de manicre équivalente a ce que l'ordre de grandeur de 3 7 | X; — nE[X] soit de y/n. Le
théoréme central limite précise cela.
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Théoréme 5.5.17 (Théoréme Central Limite) Soit (X,,),en, une suite de variables aléa-
toires i.i.d. de Ioi commune X € L? d’espérance i et de variance 2. Alors

V(X — ) E5 N(0,07).

Démonstration : Comme d’habitude, quitte a remplacer X par X — E[X], on peut supposer
que les variables aléatoires sont centrées. Notons ¢ la fonction caractéristique de X. Comme les
variables aléatoires X, sont i.i.d. de méme loi que X, on a

sl (5225 ()

Puisque X € L?, on sait que la fonction ¢ est de classe C?, et de plus on a ¢'(0) = iy = 0 et
¢"(0) = —E[X?] = —¢2. En développant ¢ & I'ordre 2, on a

2 2

p(2) = 1+ ¢ (0)a +¢"(0) 5 +0(a®) = 1= 0> - + o(a?)

lorsque x — 0. En particulier, pour tout ¢ fixé, on a

(90 <\/tﬁ>>n = <1 - 02;1 +§n>n = exp (nlog(l — 02; +§n)>

ou g, = 0(%) Par conséquent, on obtient

: N YR o 1 1\" ot
lim ¢ ()= lim (1—0 o +o(—)| =exp|—0c°=
n

n—-+00 n—-+0o n 2

qui est la fonction caractéristique d’une loi N'(0, 02). [

Remarque 5.5.18 Montrons que 'on peut éviter le recours au logarithme complexe dans la
preuve du TCL. Puisque

2" = (Z _ w)(zn—l + zn—2w 44 Z’U)n_2 _i_wn—l)’
alors si z,w € C sont tels que |z| < 1et |[w| <1ona

|2 —w"| < nlz —w.

4. On notera que &, peut étre complexe. Néanmoins, on peut étendre le logarithme défini sur ]0, +o0] en un
logarithme complexe défini sur C\]— o0, 0]. En particulier, pour tout complexe z tel que |z| < 1, on peut considérer
la série de puissances suivante

S
log(1+2) = z A Z".
k=1

Cela permet d’obtenir que log(1 + z) ~ z lorsque z — 0.
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En particulier, pour z = cp(in) et w= exp(—”—:), on a

12 o2t?
n o 5 + &, — exp( 5 )

X (—1)io2¢2

=6 2

j=2

=0

qui tend donc vers 0 lorsque n tend vers 'infini.

Remarque 5.5.19 On peut utiliser un argument similaire a celui de la preuve du TCL pour
démontrer la loi faible des grands nombres dans le cas L'. Pour cela, on développe la fonction
caractéristique de X (™ a l'ordre 1, ce qui nous donne

X (1) = (@X <fl>>n = (1 + z%IE[X] +o (i))n

On démontre ensuite que ch w (t) converge vers la fonction caractéristique de dg[x] en ¢, c’est-
a~dire vers exp(itE[X]). On a donc la convergence en loi vers la constante E[X], ce qui implique
la convergence en probabilité.

Par conséquent, si n est grand, la loi de la variable aléatoire Z,, définie par

X0y X))

n: pr—
a? o
n

est bien approximée par la loi N'(0,1). On pourra donc estimer des probabilités pour Z,, (et donc
pour X (”)) en faisant comme s’il s’agissait d’une loi normale centrée et réduite. Ce qui rend le
TCL si important est qu’il est vérifié quelle que soit la distribution de la variable X € L2.

L
Remarque 5.5.20 Quand deux variables sont proches en loi on écrit également X ~ Y ou
méme X =Y.

Présentons une conséquence importante du TCL qui permet d’approcher les lois binomiales par
des lois normales.

Corollaire 5.5.21 (Théoréme de Moivre-Laplace) Supposons que (X;)nen, est une
suite de variables aléatoires telle que X,, ~ Bin(n,p). Alors, on a

Xn—mp 2, N(0,1).
np(1 — p)
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FIGURE 5.1 — Convergence vers la loi normale : diagrammes en batons des lois binomiales de

paramétres (n,p) pour n = 5,10, 30,100 (de gauche a droite) et p = %, % (haut et bas).

0

X X X X

Démonstration : Soit (Y},)nen, une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli de
paramétre p. Alors, on sait que Y7 +--- + Y}, ~ Bin(n, p) et donc Y™ a la méme loi que % Le
théoréme Central Limite permet d’écrire

) _
YT oP L no,1)
p(1—p)

n

et donc
Xn —np

—on =P L A0, 1).
np(l —p)

Exemple 5.5.22 Si on considére le lancer d’une piéce de monnaie et I’événement “A= Face”,
alors p = % On souhaite calculer la probabilité d’obtenir entre 40 et 60 fois “Face” en 100 lancers
d’une piéce de monnaie. Soit donc Y ~ Bin(100, 1/2) la variable aléatoire qui compte le nombre
de fois qu’on a obtenu “ Face”. On a Y = N (50, 25) et on calcule

0-50 Y- _
P[40 <Y < 60] = [p(0550< 550§60550>

Y_
- IP’(—2< 550§2)

~ IP(—2<Z§2>

0.9545

Q

ou Z ~N(0,1). Il y a donc a peu prés 95.45% de chance qu’on ait entre 40 et 60 fois “Face” en
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FIGURE 5.2 — Diagramme en batons de la loi Bin(100, 1/2) et densité de la loi normale N (50, 25).

100 lancers d’une piéce de monnaie. On aurait pu calculer cette valeur de maniére exacte :

P40 <Y <60) = P(Y =41)+P(Y =42) + ...+ P(Y = 60)
60
1\ K 1 100—k
= ¥ Cfoo(5> (1 . 5) ~ 0.9540.
k=41

Cette valeur exacte est trés proche de 'approximation fournie par le TCL.

Le cas des variables aléatoires i.i.d. est extrémement restreint et pour beaucoup d’applications
on a besoin de quelque chose de beaucoup plus général. Présentons une condition qui permet de
traiter le cas de variables aléatoires indépendantes non-nécessairement identiquement distribuées

et considérons S, = X1 + -+ + Xy 00 (Xp j)neNy,1<j<n €St une suite triangulaire, i.e. de la
forme

X1

Xo1 Xoo

) )

X31 X320 X33

)

Théoréme 5.5.23 (Lindeberg-Feller) Soit (X, j)nen,,1<j<n une suite triangulaire de va-
riables aléatoires centrées et indépendantes de L?. Notons Var[X,, ;] = Ufw-. Soit

n
7, = ZXW-
j=1

et




CHAPITRE 5. CONVERGENCES 138

La condition Lindeberg-Feller (LF') est définie par

Ve >0 B ZE |:Xn]]1{|X i|>¢Bn }} — 0 lorsque n — +o0. (LF)
noj=1
On a
e si (LF) est vérifiée, alors g—z N N(0,1).

2 .
e si maxi<j<p %—é’ — 0 quand n — +o0 et 1% £ N(0,1), alors (LF) est vérifiée.

Exemple 5.5.24 Le TCL s’obtient en prenant X,; = ﬁ(XJ — p), auquel cas O‘?L,j = %2,

B2 = o2 et la condition (LF) est vérifiée puisque pour tout € > 0

1 — 1 )
) Z [ ]1{ X u>€02}} P [(X = 1) X~ >e0? )
qui tend bien vers 0 lorsque n tend vers l'infini par le théoréme de la convergence monotone.

Exemple 5.5.25 Inégalité de Le Cam. Soient Xi, Xo,..., X, des variables aléatoires indé-
pendantes de loi Bernoulli de paramétres pi,po,...,p, respectivement. Soit S,, = Z?zl
A= Z?Zl pj et Z ~ Poi(\). Dans cet exemple, nous allons montrer que

n
P(S, € A) —P(Z € A)| <> p]
j=1
pour tout A € B. Pour ce faire nous allons utiliser la méthode du couplage. Soient Uy,...,U,
des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur (0,1) et définissons X; = Ly, 5143,
Y; =05siU; < e et Y défini a partir de U; de fagon a suivre une loi de Poisson de parameétre
pj- Posons ensuite Z = >"_; Y; et montrons (i) [P(S, € A) —P(Z € A)| < P(S, # Z); (ii)
P(S, # Z) < 370 P(X; # Yj); (i) P(X; # Y;) < p3. Solution : Soit (U;);>1 une suite de
copies indépendantes d’une variable uniforme sur [0, 1] et X; = I(U; > 1 —p;). Alors X1,..., X,
sont indépendantes de loi Bern(p;). Soit maintenant F; la fonction de répartition d’une loi de
Poisson de parameétre p;, et remarquons que F;(0), F;(1), F;(2), .. découpe Iintervalle (0,1) en
une infinité de morceaux disjoints. Prenons Y; = 0 si U; < F;(0), Y; = 1 si F;(0) < U; < F(1),
Y; =21 Fi(1) < U; < F;(2) ete. Alors clairement P(Y; = /) = FZ(E) F,(t-1)=P(Z; =) on
Z; ~ Poi(p;). Définissons, comme demandé, Z =" | Y;.
1. Pour montrer que |P(S,, € A) —P(Z € A)| < P(S,, # Z), supposons que P(S,, € A) >
P(Z € A). Alors

P(S,€A)—P(Ze A)<P(S,€A)—P(ZecAet S, € A)=P(S, € Aet Z ¢ A)
<P(S, # Z)
La conclusion suit.

2. Si S, # Z alors il doit y avoir au moins un i tel que X; # Y;. Par conséquent,

P(Sh # Z) <P (O(Xi B Yn) <Y B £ ),

i=1 =1
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3. On a clairement
P(X, £Y) = 1= B(X, =0) = PV, = 1) = 1~ (1 - p) — pie ™ = pi(1 = ) < .
En combinant ces derniéres, on a
IP(S, € A) —P(Z € A)| <P(S, # Z) <ZIP’X £Y) <> pj.
=1 =1

5.6 Extension au cas multivarié et théorémes de Slutsky

Les résultats présentés concernant la convergence en loi s’adaptent facilement dans le cas de
vecteurs aléatoires. En particulier, le TCL prend la forme suivante.

Théoréme 5.6.1 Soit (X,,),en une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. de vecteur moyen i et
de matrice de variance-covariance Y. Alors

V(XM — 1) 55 A(0,3).

Nous ne faisons pas la preuve ici car elle est en tout point identique au cas de la dimension 1,
en utilisant la formule de Taylor dans R%. Les résultats de la Proposition restent valides
et la preuve du théoréme de Paul-Lévy (convergence des fonctions caractéristiques équivalente
a la convergence en loi) dans le cas multivarié se démontre également de maniére semblable, en
remplagant la variable aléatoire Y ~ N(0,0?) par un vecteur aléatoire Y ~ N(0, o%1d).

Lorsque l'on travaille avec une suite (X,)nen de vecteurs aléatoires, il est naturel de s’intéresser
au lien qui existe entre la convergence en loi de la suite des vecteurs et la convergence en loi des

. . . L . .
suites de marginales. Remarquons que si X,, — X, alors puisque p; : x € R% — x; est continue
et pj(Xy,) = Xpj, on a la convergence en loi des marginales. La réciproque n’est pas vérifiée en
général .

Exemple 5.6.2 Soit U ~ Unif([0,1]). Considérons les suites (X, )nen et (Y3 )nen définies par

X, = U pour tout n € N, et Yo, = U, Yop41 = 1 —U, alors X, i) Uety, i) U mais on
montre facilement que le vecteur (X,,Y,,) ne converge pas en loi.

Comme les conditions X, £y Xoet Ya Ly n’impliquent pas que la suite de vecteurs aléatoires
(Xn,Yy) converge en loi vers (X,Y), la convergence en loi des marginales n’est pas suffisante
pour avoir la convergence en loi des vecteurs aléatoires. Le résultat suivant montre que pour
avoir la convergence en loi d’une suite de vecteurs aléatoires, il faut avoir la convergence en loi
de chacune des marginales mais aussi de toutes leurs combinaisons linéaires.

Corollaire 5.6.3 (Cramer-Wold) Soit (X,,),en une suite de vecteurs aléatoires de RY.
Alors X, L X si et seulement si tT X, i> tT X pour tout t € R,

Démonstration : Si X, L x , alors on utilise le théoréme de continuité pour la fonction
continue h : (x1,...,xq) € R? Z;l:l tjxj. Réciproquement, on utilise la caractérisation de la

convergence en loi via les fonctions caractéristiques puisque pour tout t € R? et tout = € R, on
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sait que
d d
lim E ; X it; =E ; Xit;
m exp zng n,jt; exp mz; it;
j= j=

Il suffit alors de prendre x = 1 puisqu’on retrouve alors les fonctions caractéristiques de X, et
de X en t. n

Nous avons déja vu que la convergence en loi avait de mauvaises propriétés vis-a-vis de la somme
ou du produit. Nous allons & présent montrer qu’on peut avoir de meilleures propriétés si une
des deux suites converge vers une constante.

Théoréme 5.6.4 (Slutsky) Soient (X,)nen et (Yn)nen deux suites de vecteurs aléatoires
sur R? et R respectivement. Si X, £ X et Yo Licouce R, alors (X, Yy) £ (X,0).

Démonstration : On va montrer que la suite des fonctions caractéristiques de (X,,, Y, ) converge
vers la fonction caractéristique de (X, ¢). Soit (z,y) € R x RY. On a

A5 (z,y) = ¢ X @) < [P (@) = o0 (@) + X (@,y) — g3 (a,y)

— ‘E [ei(XfwﬁLYnTy) _ X atcly) ] ‘ + ‘IE [ei(XEHCTy) _ X Ta+cTy) } ‘

<E|

ix T T ;T
ernx(ezYny _ el y)H +

T T T
elc yE{ernm_er :(:”

<E|

Y (] 4 [ (@) - ¥ )]

Par hypothése, on sait que le deuxiéme terme |ch“ (z) — o~ (az)} de la majoration tend vers 0
lorsque n tend vers l'infini. Il suffit donc de montrer que le premier terme de la majoration tend
également vers 0. Soit € > 0. Par continuité de I’application ¢t € RY s ¢V en c, il existe § > 0
tel que

itTy

€'Y — Y <& s |t—c|| <6

Comme la convergence en loi vers une constante implique la convergence en probabilité, il existe
N € N tel que
P(|c" =Y, >6) <e

si n > N. Par conséquent, si n > N, on a

E [ ey — ey H =k [ ey — ‘ ]l{\lchYn||<5}] +E HeiY"Ty ey Lgjjer -y, 1>}
<e+2P(||ch = Y| > 9)
< 3e,
ce qui permet de conclure. [

Corollaire 5.6.5 Soient (X, )nen et (Yn)nen deux suites de vecteurs aléatoires sur RY.
1. Si X, 55 X et Y, =5 c ot c € RY, alors X, + Y, - X +c et X7V, =5 XTc.

2. SanéXetsiYn—XnAO, a]orsYni>X.
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Démonstration : 1. En utilisant le théoréme de Slutsky , on obtient que (X,,Y,) =N
(X, c). Comme les fonctions (z,9) — z +y et (x,y) — 2Ty sont continues, le résultat découle
du second point du Corollaire [5.5.12

2. Posons Z, =Y, — X,, pour tout n € N. Alors, on a par hypothése Z, Ly 0et par le premier
point, Yy = Xn + Zn =5 X +0 = X. n

Théoréme 5.6.6 (Cramér — Delta méthode) Soit (X,,),en une suite de variables aléa-
toires telle que \/n(X, — ) £, X, ou p € R. Alors,

-Xniw

e si g:R — R est une application continue de classe C' dans un voisinage de i, on a
L
Vi(g(Xn) — g(p) — ¢'(n)X.
En particulier, si \/n(X, — u) £, N(0,0?), alors

Vi(g(Xa) = g(i)) == N (0,02(g' (1))

Démonstration : Pour le premier point, on considére la suite de variables aléatoires Y,, = ﬁ

Trivialement, on a Y, £5 0. Le théoréme de Slutsky implique que /n(X,, — n)Y, £, 0,
donc on a également la convergence en probabilité puisque 0 est constant. Pour conclure, on
remarque que

\/E(Xn - ,U)Yn = (Xn - ,U)'

Pour le second point, on utilise le développement de Taylor de g en p pour écrire

g(x) = g(p) + (x — p)g' (1) + r(z)

ot r(z) =o(xr —p) six — pu. Pour tout n € N, considérons la variable aléatoire Y;, définie par

Y, = {&ﬁi) = 9%23:%“) —d'(p) siXp,#up

si X, = p.

Montrons que Y, 55 0. Soit & > 0. Alors il existe § > 0 tel que |r(x)| < elx — p| st |z —p| < 0.
Ainsi,
P([Yn| > &) = P(r(Xn) > €| Xy — pl) <P(| X — pf = 9).

Or par le premier point, on sait que X, N 1 et donc le membre de droite converge vers 0

lorsque n tend vers I'infini. On en tire que Y, 5 0 et donc également Y, £5 0. En écrivant

V(9(Xy) — g() = vV(Xn — p)g' (1) + Yov/n( X, — ),

la conclusion suit par le Théoréme de Slutsky. |

Remarque 5.6.7 Le premier point nous redonne la loi faible des grands nombres dans le cas
L? comme conséquence du TCL.
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5.7 Convergence dans le cas gaussien

Dans cette courte section, nous étudions le cas de la convergence d’une suite de variables aléatoires

gaussiennes. On montre en particulier que la convergence en loi est équivalente & la convergence

des suites des espérances et des variances. Commencons par rappeler que si (x5, est une suite
neN

de R, alors un réel = est une valeur d’adhérence de (xy,)nen 8'il existe une sous-suite de (zp)nen

qui converge vers .

Lemme 5.7.1 Si (z,,)nen est une suite bornée de R qui posséde une unique valeur d’adhé-

rence x, alors (x,)neN converge vers x.

Démonstration : Supposons que (z,),en ne converge pas vers z. Alors il existe ¢ > 0 et une
sous-suite (ng)gen tels que |z, — x| > e pour tout k. La suite (x,, )ren est bornée et on peut
donc en extraire une sous-suite qui converge. La limite de cette sous-suite ne peut pas étre x, ce
qui contredit I’hypothése d’unicité de la valeur d’adhérence. [

Proposition 5.7.2 Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires telle que X, ~ N (pin, 02).
La suite (X,,)nen converge en loi si et seulement si pi, — 1 € R et 02 — o2 € [0, +00[. La
loi limite est alors une loi normale N'(p, 0?).

Démonstration :  Si u, — p € R et 02 — 02 € [0, +00], alors il est clair que

: ; L o0\ _ ; L 5
nll)rfoo exp (z,unt — §J"t > = exp (wt - 50’ t

qui est la fonction caractéristique d’une loi normale N'(u, 02). Ainsi, on a bien X, LN (p,0?).

. . c
Réciproquement, si X,, — X, alors on a que

1
lim exp (i,unt - a2t2> = o% (1)

n—-+oo 2"

pour tout £ € R et on aura donc le résultat si on montre que u,, — p € Ret 02 — o2 € [0, +o00].
Remarquons que

X ()] = lim

n—-+o0o

. 1 2,2 o . 1 242
exp <wnt — §Unt ) ’ = ngrfoo exp <—20'nt

pour tout ¢t € R. En évaluant en t =1, on a

1
X1 = tim_exp (502

n—-+o0o

et donc la suite (0,)nen converge. De plus, sa limite est nécessairement finie car sinon, cela
impliquerait que pour tout t £ 0

n—-+0o 9°n

1
lim exp <—02t2) =0= X)),

ce qui contredit la continuité de ¢~ en 0 puisque X (0) = 1. Notons ¢? la limite de la suite
(0n)nen. Montrons a présent que la suite (uy)nen converge. Pour cela, on commence par montrer
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qu’elle est bornée. En effet, si ce n’est pas le cas, il existe une sous-suite m; — +oo telle que
fn, — F00. Supposons que ji,, — 400, le raisonnement étant similaire pour —oo. Pour tout
point de continuité xz de Fx, on a

P(X >z)=1-Fx(r)=1- lim Fx, (v)= lim P(X, >z)>

k—+o0 k—4o00

N | —

puisque si k est suffisamment grand, @ < p,, (et que l'espérance d'une loi normale est sa
médiane). En prenant = arbitrairement grand (ce qui est possible puisque Fy admet seulement
un nombre dénombrable de points de non-continuité), on obtient

P(X = +o00) >

)

N |

ce qui est impossible puisque P(X € R) = lim, 4 P(X,, € R) = 1. La suite (un)nen est
donc bornée. Ainsi, elle posséde une sous-suite qui converge. Montrons que (g, )nen ne peut pas
posséder deux valeurs d’adhérence. En effet, si 4 et v sont deux valeurs d’adhérence, alors on doit
avoir X (t) = exp (z’ut - %02752) = exp (z’ut - %02152) pour tout ¢ € R, donc exp (iut) = exp (ivt)
pour tout ¢t € R. On en tirelﬂ que p = v et on conclut en utilisant le Lemme m [ |

5. par exemple en dérivant et en évaluant la dérivée en 0.



Annexe A

Introduction et rappels de théorie de la mesure

A.1 Approche intuitive de la notion de probabilité

Considérons une expérience aléatoire, c’est-a-dire une expérience dont l'issue n’est pas connue
avec certitude. Nous supposons que, méme si le résultat de ’expérience n’est pas connu, ’en-
semble des résultats possibles est connu. On le note €2 et on 'appelle 'univers.

Exemple A.1.1
— Si on lance une piéce de monnaie, Q) = {Pile, Face}.
— Si on lance deux dés distinguables, €2 = {(j, k):j3,ke{l,... ,6}}.
— Si on lance deux dés indistinguables, 2 = {{j, k}:j,ked{l,... ,6}}.
— Si on mesure le temps d’attente en minutes & un arrét de bus, £ = [0, +o0[.

On peut penser & une expérience aléatoire comme 'acte de choisir un w € € au hasard. Un
événement lié & cette expérience est une proposition liée au résultat de cette expérience, qui
est soit vraie soit fausse a l'issue de I'expérience. On peut le voir comme une question que ’'on
peut se poser par rapport & cette expérience. Tout événement peut s’identifier a I’ensemble des
résultats w € € pour lesquels il se réalise. Tout événement est donc un sous-ensemble particulier

de Q.

Exemple A.1.2
— Si on lance deux dés distinguables, on peut s’intéresser a I’événement “La somme des deuz
dés est égale a 8” qui correspond au sous-ensemble

{(2,6),(3,5),(4,4),(5,3), (6,2)}-

— Lorsqu’on attend le bus, on peut s’intéresser a ’événement “Le bus arrive dans 10 minutes
mazimum” qui correspond au sous-ensemble [0, 10].

Définition A.1.3 (Approche intuitive) La probabilité d’un événement A, que I’on notera
P(A), est un nombre compris entre 0 et 1 qui mesure la confiance que 'on a en le fait que
I’événement A va se produire.

Exemple A.1.4 Pour donner la probabilité de I’événement “La somme des deux dés est égale
a 87, il suffit de passer en revue tous les cas : il y a 5 résultats favorables parmi les 36 résultats
possibles. Ainsi, intuitivement, on s’attend a trouver que la probabilité est 5/36.

144
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Dans 'exemple précédent, il était facile d’estimer la probabilité de I’événement donné car nous
avons un modéle probabiliste (équiprobable) en téte. Si on s’intéresse a présent a I’événement
“Le bus arrive dans 10 minutes mazximum”, on ne pourra estimer sa probabilité que sur base de
données. Ainsi, une maniére de définir la probabilité d’un événement est d’utiliser une méthode
statistique. On suppose que ’expérience d’intérét est répétée un trés grand nombre de fois sous les
mémes conditions. Si on s’intéresse a ’événement A, on note N,, le nombre de fois que I’événement
s’est réalisé lors des n premiéres expériences. On en déduit la fréquence de réalisation de A lors
des n premiéres expériences, donnée par

N,
In= —.
n
On définit la probabilité de A comme la limite de la fréquence f;, lorsque le nombre d’expériences
n tend vers l'infini : N
P(A) = lim f,= lim —".

n—-+oo n—4+oo N

On parle de 'approche fréquentiste des probabilités.

Exemple A.1.5 On lance un dé et on considére I’événement A = “Le résultat est 17. Aprés 15
lancers, on a

Résultat du dé | 1 2 3 4 5 6
Effectif 2 4 3 3 1 2
Fréquence 0,133 0266 02 02 0,066 0,133

et donc f15 = 0,133, et aprés 400 lancers

Résultat du dé | 1 2 3 4 5 6
Effectif 67 56 68 62 80 67
Fréquence 0,1675 0,14 0,17 0,155 02 0,1674

et donc fio0 = 0,1675 qui se rapproche de la valeur intuitive 1/6 & 0,166, mais ce n’est pas le
cas pour tous les résultats !

Méme si cette définition est trés intuitive et sera justifiée par la suite, certaines questions appa-
raissent :

— Comment étre siir que la limite existe ?

— Est-ce que la suite des fréquences va converger rapidement ?

— Comment étre str que cette limite restera la méme si on recommence I'expérience ?

L’objectif de la théorie des probabilités développée par Kolmogorov en 1933 est de donner un
cadre formel via une axiomatique rigoureuse et efficace qui permet d’écrire toutes les questions
liées au hasard. Le point de départ est une construction abstraite de la notion de probabilité
comme une mesure. Intéressons-nous tout d’abord & ’ensemble de tous les événements liés & une
expérience. On le note classiquement F et on a donc F C P(Q).

Exemple A.1.6 On lance une piéce infiniment souvent. On a donc Q = {Pile, Face}"°. Pour
tout j € Ny, on considére I’événement

Aj = {w = (Wn)neNO twy = Pile},
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i.e. A; correspond & I'événement “On obtient Pile au j*™¢ lancer”. Alors, on peut s’intéresser
a I’événement B, = U?:1Aj qui correspond au fait qu’on obtient au moins un Pile dans les n
premiers lancers, tandis que C,, = ﬂ?zlAj correspond & I’événement qu’on obtient Pile & chacun
des n premiers lancers. On peut également imaginer des événements limites en prenant U, A;

p p p 2214
(on obtient Pile & un moment) ou U32, A; (on obtient Pile apres le n®™® lancer) ou N32,, A; (tous
les lancers aprés le n®™¢ sont sur le coté Pile). On peut aussi considérer 1'événement

Q\ Aj = {w = (Wn)nen, : wj = Face},

qui correspond a I’événement “On obtient Face au j°¢ lancer”.

Le fait que n’importe quelle opération ensembliste (union dénombrable, intersection dénombrable,
passage au complémentaire) permette d’engendrer de nouveaux événements nous suggere qu’il
est nécessaire d’imposer qu'un “bon” systéme d’événements F soit fermé sous les opérations
ensemblistes. Naturellement, on souhaite également imposer & la probabilité P de satisfaire les
conditions minimales suivantes :

— pour tout A € F, P(A) € [0,1]

— PQQ)=1

— pour tous A, B € F tels que A C B, on a P(A) < P(B)

— si (Ap)n est une suite d’événements de F deux a deux disjoints, alors

P (Lnj An> = ;P(An).

Exemple A.1.7 On considére une expérience dont les résultats forment un ensemble fini non-
vide Q@ = {wi,...,wn}. On suppose que toutes les issues ont la méme chance de se produire : on
parle d’un contexte équiprobable. Naturellement, I’ensemble des événements liés & cette expérience
est donné par F = P(). On souhaite construire P de maniére a ce que chaque résultat ait la
méme probabilité de se produire, c’est-a-dire

P({w1}) = P({w2}) = --- = P({wn }).

Si p est cette probabilité commune, on doit imposer Np = 1 et donc p = % Si on considére un

événement A = {w;,,...,w;, } de cardinalité k, on va avoir P(A) = £ ce qu'on écrit souvent

N>
sous la forme
Nombre de cas favorables pour A #A

Nombre de cas possibles H#Q
Notons déja que 'on parle de distribution discréte uniforme sur €.

P(A) =

Exemple A.1.8 Considérons & présent ’expérience qui consiste & choisir au hasard un nombre
réel entre 0 et 1. On souhaite se placer dans le contexte équiprobable de I'exemple précédent.
Intuitivement, cela se traduit en imposant que

P(Iop) =b—a

si I, représente 'événement “Le nombre tiré appartient & l'intervalle [a,b]”. Autrement dit, on
cherche une “mesure” qui a tout intervalle associe sa longueur. Il s’agit de la mesure de Lebesgue
. Nous savons que si on souhaite que cette mesure ait de “bonnes propriétés”, il faut restreindre
son ensemble de définition a la o-algébre de Borel. Ainsi, dans ce contexte, on a F = B([0, 1]) et
P = A|jo,1) et on parle de distribution continue uniforme sur [0, 1].
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Comme le montre I'exemple précédent, si nous souhaitons que la mesure de probabilité ait des
propriétés raisonnables, nous ne pouvons en général pas la définir sur tous les sous-ensembles de
I’ensemble des résultats €.

A.2 -algébres et applications mesurables

L’objectif de cette section est de rappeler les résultats essentiels liés aux o-algébres et aux appli-
cations mesurables.

Définition A.2.1 Soit E un ensemble non-vide. Une collection A de sous-ensembles de F
est une o-algebre (ou tribu) si

e Fe A,
e pour tout A € A, on a A° € A,
e pour toute suite (A,)nen d’éléments de A, on a |J,cn An € A.

Dans ce cas, on dit que (E,.A) est un espace mesurable.

Il est immédiat de vérifier que toute intersection non vide de o-algébres est encore une o-algébre.
Dés lors, on peut adopter la définition suivante.

Proposition A.2.2 Sild C P(E), il existe une plus petite (au sens de l'inclusion) o-algébre
sur E qui contient U. On I'appelle la o-algébre engendrée par U et on la note o(U) ; cette
o-algébre est obtenue par intersection de toutes les o-algébres qui contiennent U.

Définition A.2.3 La o-algébre de Borel sur R est
B(R)=B=0c({] —00,b] : beR}),

c’est-a-dire la o-algébre sur R engendrée par la collection des demi-droites réelles. Les élé-
ments de B sont appelés les ensembles boréliens.

Remarque A.2.4 La o-algébre de Borel est également engendrée par les ensembles ouverts, les
ensembles fermés, les intervalles ouverts, fermés, semi-ouverts, etc. Mais elle n’est pas engendrée
par les singletons.

Définition A.2.5 Soit d > 1. La o-algébre de Borel B(R?) = B? sur R est la o-algébre
engendrée par la collection des demi-espaces de la forme Hi:l} — 00, bg] pour by € R.

Remarque A.2.6 On peut définir la o-algébre de Borel sur n’importe quel espace topologique
comme étant la o-algébre engendrée par les ouverts de la topologie. En particulier on peut

également définir B(R) et montrer que B(R) = {BUC : B € B,C C {—o00,+00}}.

Sans mention explicite du contraire, les espaces R? et R seront munis de leur o-algébre de Borel.
Rappelons a présent la notion de mesurabilité pour les applications qui joue un rble central dans
la théorie de 'intégration.

Définition A.2.7 Soient (E,.A) et (E’, A") deux espaces mesurables et f : E — E’. On dit
que f est mesurable (par rapport & A et A’) si f~1(A") € A pour tout A’ € A’
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La mesurabilité permet également d’introduire la notion de o-algébre engendrée par une appli-
cation.

Proposition A.2.8 Soient E un ensemble, (E’, A’) un espace mesurable et f : E — E'.
Alors

{fﬁl(A/) A€ A/}
est la plus petite o-algébre sur E qui rend f mesurable. On I'appelle la o-algébre engendrée
par f et on la note f~1(A’) ou o(f).

Par conséquent, dire que f : E — E’ est mesurable par rapport a A et A’ revient a imposer

a(f) €A

Remarque A.2.9 Plus généralement, si G est une famille de fonctions de F dans un espace
mesurable (E’, A’), on appelle o-algébre engendrée par G la plus petite o-algébre qui rend me-
surable toute fonction de G. C’est donc la o-algébre engendrée par les ensembles de la forme

f~YHA") pour A’ € A" et f € G. On la note o(G).

Nous allons & présent présenter quelques propriétés des fonctions mesurables. Le résultat suivant
montre que pour qu’une fonction soit mesurable, il suffit de vérifier sa propriété caractéristique
sur une famille génératrice de la o-algébre d’arrivée.

Proposition A.2.10 Soient (E, A) et (E', A") deux espaces mesurables et f : E — E'.
Supposons que U C P(E’) est tel que o(U) = A’. Alors f est mesurable si et seulement si
f~YA") € A pour tout A’ € U.

Intéressons-nous a présent au cas particulier d’applications a valeurs dans R. Si (E,.A) est un
espace mesurable et si f: F — R, alors f est mesurable si et seulement si

F =0 b) = {r € X : f(z) < b} € A

pour tout b € R.

Proposition A.2.11 Soit (E, A) un espace mesurable. Si f : E — R et g : E — R sont des
applications mesurables et si o € R, alors

e Jes ensembles

{zeE:f(z)<g@)}, {zeE: flx)y<g@)}et{zecE: flx)=g()}

appartiennent a A,
e af, f+yg, f— g et fg sont mesurables,
e max(f,g) et min(f, g) sont mesurables,

e si g(x) # 0 pour tout x € E, alors f/g: E — R est mesurable.

Terminons cette section en rappelant les résultats concernant les limites ponctuelles de fonctiones
mesurables.

Proposition A.2.12 Soit (E, A) un espace mesurable. Si (fn)nen est une suite d’applica-
tions mesurables de E dans R, alors
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® sup,cy fn et inf,cn f, sont mesurables,
e limsup,cy fn et liminf,cy f, sont mesurables.

En particulier, si (fy)nen converge ponctuellement vers f, alors f est mesurable.

A.3 Mesures

Définition A.3.1 Soit (E,.A) un espace mesurable. Une application
A — 0, +00]

est une mesure sur (E, A) si
o () =0,

e 1 est o-additif : si (A4, )pen est une suite d’ensembles de A deux & deux disjoints, alors

m (U An) = u(An).

neN neN

On dit que le triplet (E, A, 1) est un espace mesuré.

Définition A.3.2 Une mesure est dite finie si pu(E) < +oo. Une mesure est dite o-finie
s'il existe une collection dénombrable (A)ren d’éléments de A tels que E = (J,on Ak et
w(Ag) < oo pour tout k € N.

Définition A.3.3 Si u est une mesure telle que p(E) = 1, on parle de mesure de probabilité.
Le triplet (E, A, ) est alors appelé un espace probabilisé, E est 'univers et les éléments de
A les événements. On le note typiquement (2, F,P).

Remarque A.3.4 Si p est une mesure finie, on peut la standardiser en définissant i = ﬁ
La mesure fi est alors une mesure de probabilité.

Exemple A.3.5 (Mesure de Dirac) Soient (E,.A) un espace mesurable et € E. La mesure
de Dirac en x est définie par

59”:A_>{071}3A'—>5x(A):]1A(33):{1 size A

0 sinon

ou 1 4 est I'indicatrice de ’ensemble A. C’est une mesure de probabilité.

Exemple A.3.6 (Mesure de comptage) Soit (E,.A) un espace mesurable. On définit la me-
sure

) #A  si A est un ensemble fini
#iAcA { 400 si A est un ensemble infini.
Si E est fini, la mesure normalisée
#A
A —
#E

est une mesure de probabilité qui modélise un tirage équiprobable.
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Exemple A.3.7 (Mesure de Lebesgue) Si E = R et A = B, la mesure de Lebesgue A sur
(R, B) est la mesure construite a partir de la condition A([a,b]) = b— a (et définie proprement au
cours de théorie de la mesure) ; ce n’est pas une mesure de probabilité. La mesure de Lebesgue
est o-finie.

Rappelons a présent les propriétés élémentaires des mesures.

Proposition A.3.8 Soit (E,A,u) un espace mesuré. Considérons A, B € A et (Ap)nen
une suite d’éléments de A.

1. Monotonie : si A C B, alors u(A) < p(B). Si de plus A C B et pu(A) < 400, alors on a
n(B\ A) = u(B) — u(A).
2. Sous-additivité dénombrable : on a

(U] =S uan
neN neN
3. Continuité a gauche : si la suite (Ay,)nen est croissante, alors
A, = 1 Ap).
() -
n
4. Continuité a droite : si la suite (Ay)nen est décroissante et s’il existe ng € N pour lequel

p(Ay,) < 400, alors
(014)-

neN

La proposition suivante est un outil de base de la théorie des probabilités. Dans ce contexte, il
se lit de la maniére suivante : si la série des probabilités d’une suite d’événements converge, alors
la probabilité qu’une infinité d’entre eux se réalise simultanément est nulle. Nous y reviendrons.

Proposition A.3.9 (Lemme de Borel-Cantelli) Soient (E, A, u) un espace mesuré et
une suite (A, )nen d’éléments de A. Si

> (An) < +o0,
neN

alors

7 <lim sup An> =0

n—-+oo

ou limsup,,_, o, Ay, = ﬂneN Ukzn Ap.

A.4 Classes de Dynkin et Lemme de la classe monotone

Les classes de Dynkin fournissent un outil efficace pour tester I’égalité de mesures.
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Définition A.4.1 Soit E un ensemble. Une collection D de parties de F est une classe de
Dynkin si

— FEeD,

— pour tous A, B € D tels que AC B,ona B\ A€D,

— pour toute suite croissante (A, )pen d’éléments de D, on a |J, oy An € D.

Comme dans le cas de o-algébres, il est aisé de vérifier que l'intersection de classes de Dynkin est
encore une classe de Dynkin. On peut donc définir la plus petite classe de Dynkin qui contient
une collection C de sous-ensembles de E, définie par 'intersection de toutes les classes de Dynkin
qui contiennent C. On l'appelle la classe de Dynkin engendrée par C et on la note A(C). Bien sir,
toute o-algébre est une classe de Dynkin. Réciproquement, toute classe de Dynkin stable par
intersection finie est une o-algébre. On peut dés lors montrer le résultat suivant.

Théoréme A.4.2 (Dynkin) SiC C P(FE) est une famille stable par intersection finie, alors
on a \C)=0o(C).

Le lemme de la classe monotone, dont la preuve est basée sur le Théoréme de Dynkin, permet
de prouver 1'unicité de mesures.

Proposition A.4.3 (Lemme de la classe monotone) Soit (E, A) un espace mesurable
et soit C une collection d’ensembles de E stable par intersection finie telle que o(C) = A. Si
11 et po sont deux mesures o-finies sur A qui sont égales sur C, alors p1 = ps.

Exemple A.4.4 (Unicité de la mesure de Lebesgue) Il existe au plus une mesure A sur
(R, B(R)) telle que pour tout intervalle [a, b], on ait A([a, b]) = b—a. En effet, si A est une seconde
mesure ayant la méme propriété, on applique le Lemme de la classe monotone en prenant pour
C la collection des intervalles fermés qui engendre B(R).

Exemple A.4.5 (Fonction de répartition) Si p est une mesure finie sur (R, B(R)), alors p
est entiérement déterminée par les valeurs de pu(] — 0o, b]) avec b € R.

Dans le cas des mesures finies, qui seront notre objet d’étude principal pour la suite, on a la
caractérisation suivante des fonctions de répartition.

Théoréme A.4.6 Soit ;1 une mesure finie sur (R, B(R)). Pour tout z € R, soit

Fy(x) = (] - 00,2]).

La fonction F),, est croissante, bornée, continue a droite et satisfait lim, , o F},(z) = 0.
Inversement, si F' : R — R™T est une fonction croissante, bornée, continue a droite telle que
limg oo F'(x) = 0, alors il existe une unique mesure finie p sur (R, B(R)) telle que F' = F),.
C’est la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a F'.

/fd,u:/de.

On appelle cette derniére ’intégrale de Stieltjes par rapport & F'. On a en particulier

/ dF(z) = F(b) — F(a) et / dF(z) = F(b) — F(a™).
Ja,b] [a,b]

Lorsque F' = F}, on note souvent
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Enfin, rappelons la notion d’ensemble négligeable.

Définition A.4.7 Soient (E, A, u) un espace mesuré. Un sous-ensemble N de E est pu-
négligeable s’il existe un ensemble A € A tel que N C A et u(A) = 0. Une propriété a lieu
u-presque partout (on écrit p-p.p.) si 'ensemble des points de E pour lesquels cette propriété
n’est pas vérifiée est p-négligeable.

A.5 Intégration et théorémes limites

Dans cette section, nous rappelons la notion d’intégrale d’une application par rapport & une
mesure ainsi que les théorémes classiques de convergence. On suppose qu’un espace mesuré
(E, A, u) est fixé. Naturellement, si A € A, on souhaite que I'intégrale de l'indicatrice de A par
rapport a p soit égal a p(A), i.e.

/]lAdu = p(A).

Exemple A.5.1 Si A est la mesure de Lebesgue, alors l'intégrale de 1, est simplement la
longueur de I'intervalle [a, b].

Exemple A.5.2 Sion considére sur (N, P(N)) la mesure de comptage #, alors pour tout sous-
ensemble A de N, I'intégrale de 14 par rapport a # est simplement la cardinalité de A.

Puisqu’on attend de l'intégrale qu’elle soit linéaire, on arrive naturellement & la définition sui-
vante.

Définition A.5.3 Soient (E, A, p) un espace mesuré et f : E — [0,+o0o[ une application

de la forme .
f= Z apl g,
k=1

ol les ensembles Ay sont des éléments deux a deux disjoints de A. L’intégrale de f par

rapport a p est définie par
n
/fdﬂ = apu(Ap).
k=1

Les fonctions considérées dans la définition précédente sont les fonctions mesurables simples
positives. L'ensemble de ces fonctions est noté ST(FE,.A). Cette définition est ensuite étendue
aux applications & valeurs positives de la maniére suivante.

Définition A.5.4 Soient (F, A, ) un espace mesuré et f : E — [0,+00] une application
mesurable. L'intégrale de f par rapport a u, notée [ fdpu, est définie par

/fduzsup{/gdu:9€S+(E,A),g§ f}-

Rappelons que si f : E — [0,400] est une application mesurable, alors il existe une suite
croissante (f)nen de ST(E, A) telle que lim,_, o f, = f dans E. Dans ce cas, on peut aussi
calculer l'intégrale de f via la relation

/fd,u: lim /fndu.
n—-+00
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Cette relation est parfois prise comme définition de l'intégrale. Enfin, la derniére étape consiste
a étendre la définition de l'intégrale au cas des applications mesurables f : E — R arbitraires.
Rappelons que les parties positives et négatives de f sont définies par f* = max(f,0) et par
f~ = —min(f,0) respectivement. Ces applications sont mesurables si et seulement si f lest.

Définition A.5.5 Soient (E, A, 1) un espace mesuré et f : £ — R une application mesu-
rable. Si les intégrales [ fTdu et [ f~du sont finies, alors on dit que f est intégrable. Dans
ce cas, l'intégrale de f par rapport a p, notée [ fdpu, est définie par

/fdM:/f+dﬂ—/f_dM- (A1)

On dit que lintégrale eziste si [ fTdp est fini ou si [ f~du est fini. Dans ce cas, on définit
également 'intégrale de f via (A.1).

Exemple A.5.6 Si A est la mesure de Lebesgue, alors 'intégrale par rapport a A étend la notion
d’intégrale de Riemann.

Exemple A.5.7 Une application mesurable f : E — R est intégrable par rapport a la mesure
de Dirac 6., pour xg € E, et

[ $dbi = 1(a0).

De maniére générale, si pr =) " an0y, est une mesure discréte sur E, alors

N
/fdﬂ = Zanf(xn)
n=1

Les premiéres propriétés de I'intégrale sont rassemblées dans le résultat ci-dessous.

Proposition A.5.8 Soient (E, A, ) un espace mesuré, f,g : E — R deux applications
intégrables et o € R. Alors

|f| < 400 p-presque partout,

af est intégrable et [afdu = o [ fdu,

[+ g est intégrable et [ f+ gdu = [ fdu+ [ gdp,
si f <gsurX,alors [ fdu < [ gdu,

si ['|fldu =0, alors f = 0 p-presque partout.

De plus, une application mesurable f est intégrable si et seulement si | f| est intégrable. Dans

ce cas,
'/fdu’ < [ 171dn:

Remarque A.5.9 Soient f,g : E — R deux applications mesurables qui sont égales p-p.p. Si
| fdu existe, alors [ gdu existe et
/ fdp = / gdp.
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Le résultat rappelé ci-dessous est connu sous le nom d’inégalité de Markov dans le contexte des
probabilités. Nous y reviendrons.

Proposition A.5.10 Soient (E, A, 1) un espace mesuré et f : E — [0, 4o00] une application
mesurable. Pour tout t > 0, on pose Ay = {x € E : f(z) > t}. Alors

um»s1[;Mu31/fm.

Démonstration : Puisque 0 <tly, < fly, < f,on a
/ﬂmWS Nuﬁ/ﬁm
Ay

La conclusion s’obtient en remarquant que [ t14,du = tpu(As). u

Terminons cette section avec un rappel des théorémes classiques de convergence.

Théoréme A.5.11 (Convergence monotone) Soient (F, A, u) un espace mesuré, (f)nen
une suite croissante d’applications mesurables de X dans [0,+o0] et f : E — [0, +00] une
application mesurable. Si f = lim, oo fr, alors

/fd,u,- lim /fndu.
n—-+00

Remarque A.5.12 Si les relations f,, < fn41 pour tout n € N et f = lim,, 1~ fn n’ont lieu
que p-presque partout, alors la conclusion du théoréme précédent reste valide.

Corollaire A.5.13 Soient (E, A, ;1) un espace mesuré et (f,)neny une suite d’applications
mesurables de X dans [0,400]. Alors

|3 fudu=3" [ fudn.

neN neN

Remarque A.5.14 Considérons le cas particulier de la mesure de comptage u = Z;:S O sur

(N,P(N)). On sait que
+oo
[ =30
k=0

Le corollaire précédent permet de démontrer que pour toute suite double (an k)nken de réels

positifs, on a
+oo /+oo +o0 0o
0 \k=0 0

n= k=0 \n=

Il suffit en effet de considérer une suite de fonctions (f,)nen telles que fp(k) = ay pour tous
n,k € N.
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Théoréme A.5.15 (Lemme de Fatou) Soient (E,.A, p) un espace mesuré et (fy,)nen une
suite d’applications mesurables de E dans [0, 400]. Alors

[ timint o < it | o

Théoréme A.5.16 (Convergence dominée, de Lebesgue) Soient (E, A, ) un espace
mesuré, (f,)nen une suite d’applications mesurables de E dans R et f une application
mesurable de E dans R telle que f = lim,,_, | fn. S’il existe une application intégrable
g : E — [0,400] telle que |f,| < g pour tout n € N, alors les applications f,, n € N, et f
sont intégrables et

iim_ [ 1~ sldp =0

n—-+o0o

En particulier,

/fd,u: lim /fndu.
n—+o0o

Remarque A.5.17 Si les relations |f,| < g pour tout n € N et f = lim,,,~ f, n’ont lieu que
p-presque partout, alors le résultat reste valide.

A.6 Mesure image

Le résultat suivant permet de transporter une mesure d’un espace vers un autre via une appli-
cation mesurable.

Proposition A.6.1 Soient (E, A, 1) un espace mesuré et (E', A’) un espace mesurable. Si
f: E — E' est une application mesurable, alors 'application

pg: A= 0,400 : A = p(f7H(A))

est une mesure sur (E’; A"). On I'appelle la mesure image de u par f.

Ces mesures images sont largement utilisées en théorie des probabilités. En effet, dans ce contexte,
une application mesurable définie sur (€2, F,P) et a valeurs réelles est appelée une variable aléa-
toire, souvent dénotée par X. On dit que Px est la loi ou la distribution de X. On retrouve

Px(4) =P({w e Q: X(w) € A})
pour tout ensemble borélien A de R, ce que 'on note souvent P(X € A). Nous y reviendrons.

Exemple A.6.2 Considérons ’espace qui modélise le lancer d’un dé a six faces. Dans ce cas, on
aQ={1,2,3,4,5,6}, F=P(Q) et P(A) = %#A pour tout A C . Dans notre expérience, on
ne s’intéresse pas au résultat du dé mais plutét au fait que le résultat soit pair ou impair. Pour
cela, on considére 'application X :  — {0,1} définie par X (w) = 1 si w est pair, et X(w) =0
si w est impair. On vérifie immédiatement que

Px({0) = Px({1}) = 5,

ce qui signifie qu’on a une chance sur deux d’obtenir un chiffre pair en jouant au dé.
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L’intégrale par rapport & une mesure image s’effectue grace au résultat suivant.

Théoréme A.6.3 (de transfert) Soient (E,A,p) un espace mesuré, (E', A’) un espace
mesurable et f : E — E' une application mesurable. Si g : E' — [0, +00] une application

mesurable, alors
/ gdpy =/90fdu-
E E

Si g est a valeurs réelles, alors g est jiy-intégrable si et seulement si g o f est p-intégrable et
dans ce cas, I’égalité précédente est satisfaite.

Démonstration : La preuve est classique. On commence par montrer que le résultat est valide
pour g = 1pg avec B € A’. On a

/ gdps = pp(B) = u(f 7 (B)) = n({z € E: f(x) € B}) = / 1o fdu
E’ E

puisque 1o f =1 si et seulement si f(z) € B. Par linéarité de I'intégrale, on obtient le résultat
pour toute fonction de ST(E’, A’). La théoréme de la convergence monotone permet de montrer
que 'égalité reste valide pour toute fonction mesurable & valeurs positives. Enfin, on obtient le
résultat général en travaillant sur les parties positive et négative. ]

A.7 Le théoréme de Radon-Nikodym

Etant donnée une mesure sur un espace, nous avons vu que l’'on peut construire de nouvelles
mesures en considérant les mesures images. Nous considérons & présent une deuxiéme maniére
de construire des mesures.

Proposition A.7.1 Soient (E, A, 1) un espace mesuré et f : E — [0, +oc| une application
mesurable. On définit Iapplication

V:A—>[0,+oo]:A»—>/fdu.
A

Alors v est une mesure sur (E, A) et on dit que f est une densité de v par rapport a pi. On
notev = f-pu.

Exemple A.7.2 En théorie des probabilités, les lois de variables aléatoires Px sont souvent
définies comme des densités par rapport a la mesure de Lebesgue. Par exemple, pour la loi

normale, on a
f) = e
Xr) = e 20
V2no?

Proposition A.7.3 Soient (E, A, 1) un espace mesuré, g une application mesurable de E
dans [0, +o00] et f une application mesurable de E dans R. Alors f est g - u-intégrable si et
seulement si fg est p-intégrable et dans ce cas,

/fd(g‘u) Z/fgdu'
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Exemple A.7.4 Si X est une variable aléatoire sur un espace probabilisé¢ (2, 4, P) de loi Px,
on définit ’espérance de X par

E[X] = /iddIP’X.

Si Px est une mesure qui posséde une densité f par rapport & la mesure de Lebesgue, alors on
retrouve

E[X] :/iddIP’X:/idd(f-/\) :/idfd)\:/xf(x)dx.
R
Remarquons que la mesure v = f - u définie par
V:A—>[O,+oo]:Ab—>/fd,u
A

satisfait la propriété suivante : si A € A est tel que u(A) =0, alors fl4 = 0 p-presque partout,
d’ou v(A) = 0.

Définition A.7.5 Soit (E,.A) un espace mesurable et soient i, v deux mesures sur (£, A).
On dit que v est absolument continue par rapport a u si pour tout A € A tel que u(A) =0,
on a v(A) = 0. Dans ce cas, on écrit

v .

Une mesure sur (Rd, Bd) est absolument continue si elle est absolument continue par rapport
& la mesure de Lebesgue.

La Proposition fournit donc toute une classe de mesures absolument continues par rapport
a p, & savoir les mesures a densité. Le Théoréme de Radon-Nikodym donne la réciproque de ce
résultat.

Théoréme A.7.6 (Théoréme de Radon-Nikodym) Soit (E,.A) un espace mesurable et
soient p,v deux mesures o-finies sur (E,A). Alors v < p si et seulement si il existe une
application mesurable f : E — [0, +o0] telle que

y(A) = /Afdu

pour tout A € A, c’est-a-dire v = f - u. De plus, si g est une autre application telle que
v =g-u, alors f = g p-presque partout.

La fonction apparaissant dans le Théoréme de Radon-Nikodym (définie p-presque partout) est
notée g—z. Ainsi, avec les notations précédemment introduites, on a

dv

7/:@'

.

On peut affiner le Théoréme de Radon-Nikodym en donnant une décomposition de toute mesure
o-finie, appelée la décomposition de Lebesgue. Afin de présenter ce résultat, nous allons nous
intéresser a la notion suivante.
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Définition A.7.7 Soit (F,.A) un espace mesurable et soient u, v deux mesures sur (E, .A).
On dit que p et v sont mutuellement singuliéres s’il existe un ensemble A € A tel que

w(A)=0 et v(A°)=0.
Dans ce cas, on écrit
wluv.

Une mesure sur (R, B(RY)) est singulicre si elle est mutuellement singuliére avec la mesure
de Lebesgue.

Exemple A.7.8 Si p est une mesure discréte sur (R, B(R)), c’est-a-dire p = 27]1\[:1 andy,, , alors
o est singuliére puisque \(D) =0si D ={z, :n € {1,...N}}.

Remarquons que dans ce cas, si B € A est tel que v(B) > 0, alors BN A # (). Ainsi, v concentre
son effet sur I’ensemble A qui est de p mesure nulle. A 'opposé, si v < pu, alors v n’a aucun effet
sur les ensembles de p mesure nulle. Il s’agit donc de deux notions qui s’excluent.

Théoréme A.7.9 (Décomposition de Lebesgue) Soit (E, A) un espace mesurable et
soient u,v deux mesures o-finies sur (F,.A). Il existe un unique couple (v,,vs) de mesures
sur (E,A) telles que

VgL, Vs lpu et v=rv,+vs.
On appelle le couple (v,,vs) la décomposition de Lebesgue de v par rapport a p. On dit que

v, est la partie absolument continue de v par rapport 4 u et que vg est la partie singuliére
de v par rapport a .

Dans le cas ott 4 = A, on sait que toute mesure discréte sur (R, B(R)) est singuliére. Néanmoins,
toute mesure singuliére n’est pas nécessairement discréte. La mesure v, apparaissant dans la
décomposition de Lebesgue n’est pas nécessairement discréte. La décomposition la plus fine est

proposée dans la Proposition
A.8 Mesure produit et théoréme de Tonelli-Fubini

Soient (E, A, pn) et (B, A,v) deux espaces mesurés. On souhaite munir le produit cartésien
E x E' d’'une mesure p x v telle que

X V(A x AT) = p(A)p(A)

pour tous A € A, A’ € A'.

Définition A.8.1 Soient (E,.A) et (E’, A’) deux espaces mesurables. Tout ensemble de la
forme A x A" avec A € A, A’ € A’ est appelé un rectangle mesurable. La o-algébre produit
sur E x E’ est la o-algébre engendrée par les rectangles mesurables. On la note A® A’. C’est
la plus petite o-algébre sur E x E’ rendant les projections

m:ExE - E:(x,y)—~z et m:ExE = E:(z,y)—y

mesurables.
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Mentionnons que cette derniére propriété sert de base pour la définition d’un produit infini de
o-algébres.

Remarque A.8.2 On a B(R?) = B(R) ® B(R).
Etant donné un ensemble H C E x E’, on s’intéresse aux sections définies par
H,={y€eFE :(x,y) € H}

et
HY={zeFE:(x,y) € H}

pour tous x € E,y € E’. Pour définir la mesure d’un ensemble de E x E’, on souhaiterait prendre

[ vttdute) ow [ vty

Dans le cas particulier d’un rectangle mesurable A x A’ puisqu'on a (A x A"), = A'l4(z) et
(A x A")Y = Al 4(y), on retrouverait bien

[ (ax a0)dn(w) = [ A LaG@)duta) = n(Ap(4)
E

E

| tax ayavt) = [ a1 mvt) = u(awa.

On peut montrer que cette construction a du sens, c’est-a-dire que les ensembles H, et HY
appartiennent a A’ et A respectivement, que les applications z — v(H,) et y — p(HY) sont
mesurables et enfin que les intégrales donnent bien des mesures qui coincident.

Théoréme A.8.3 Soient (E, A, u) et (E', A',v) deux espaces mesurés o-finis. Il existe une
unique mesure i X v sur I'espace mesurable (E x E'; A ® A') telle que

X V(A X A) = p(A(A)
pour tous A€ A, A’ € A'. Pour tout He A® A, on a

poculi) = [ )t = [ (i),

On dit que pu X v est le produit des mesures p et v sur A Q@ A'.

Le Théoréme de Fubini permet de calculer des intégrales par rapport a une mesure produit grace
a des intégrales itérées.

Théoréme A.8.4 (Fubini) Soient (E, A, u) et (E', A',v) deux espaces mesurés o-finis et
soit f: E x E' — R une application pu x v-intégrable.
1. L’application z € E' — f(x, z) est v-intégrable pour p-presque tout x € E et 'appli-
cation z € E — f(z,y) est u-intégrable pour v-presque tout y € E'.
2. Les applications x € E — [, f(z,y)dv(y) et y € E' — [ f(x,y)du(z), bien définies
sauf sur un ensemble mesurable de mesure nulle, sont u-intégrable et v-intégrable
respectivement.
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3. On a

[ saxv=[ ([ s@pw)aw = [ ([ @) aw.

A.9 Espaces [

Dans toute cette section, on suppose qu'un espace mesuré (E, A, p) est fixé. On suppose de
plus que la mesure p est o-finie. Cette hypothése permet de simplifier la définition de I'espace
L>®(E, A, 1) ; les résultats présentés restent valides pour une mesure quelconque.

Définition A.9.1 Si p > 1, on définit l'espace LP(E, A, ;1) comme I'ensemble des applica-
tions mesurables f : E — R telles que |f|P est intégrable. L’espace L>®(E, A, u) est défini
comme l’ensemble des applications mesurables f : E — R essentiellement bornées, c’est-a-
dire telles qu’il existe C > 0 tel que

{zeE:|f(z)>C}

est pu-négligeable.

Cette définition s’étend naturellement au cas des applications a valeurs complexes. Ces espaces
sont des espaces vectoriels. Pour chaque p, on définit une relation d’équivalence sur LP(E, A, )
en posant

f~g9 << [f=guppp

Cela conduit a définir I'espace quotient
LP(E, A p) = LP(E, A pu)/ ~ .

Un élément de LP(E, A, u) est donc une classe de fonctions de LP(E, A, i) qui sont égales p-pp.
Dans la suite, par abus de notation, on identifiera toujours un élément de LP(E, A, 1) & un de
ses représentants.

Définition A.9.2 Sip € [1, +oo[, on pose

T </|f|”du>;

pour tout f € LP(FE, A, ). De plus, on définit pour tout f € L>(E, A, u),

|flloo =nf{C >0:{x € E:|f(z)| > C} est u-négligeable }.

Nous allons & présent montrer que les applications || - ||, définissent des normes. Commengons
par introduire I'exposant conjugué de p.

Définition A.9.3 Soit p €1, +oo[. Alors ]l) €10,1] et il existe un nombre réel ¢ tel que
1 1
R
p q

Les nombres p et ¢ sont appelés des exposants conjugués. On étend cette définition en im-
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posant que les nombres 1 et 400 sont des exposants conjugués.
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Remarquons que si p et ¢ sont des exposants conjugués, alors

P+q=pq

et si p et ¢ sont finis,
p=q(p—1) et g=plg—1).

Lemme A.9.4 Soit p €]1,+00] et soit g son exposant conjugué. Alors

pour tous x,y > 0.

Démonstration : Bien siir, on peut supposer que x et y sont non-nuls. En posant u = a? et

v = y4, il suffit de prouver que
ul/Pvl/q < g + g
p q
pour tous u,v > 0. En posant ¢ = 7, il suffit de montrer que

i/ < 12 + 1
P q
pour tout ¢ > 0. Il suffit alors de remarquer que la fonction
t 1
>0 — 4 = — /P
p q

atteint son minimum en ¢t = 1 et que ce minimum vaut 0.

Proposition A.9.5 (Inégalité de Hoélder) Soit p € [1,+00] et soit g son exposant conju-

gué. Si f € LP(E, A, ) et g € LY(E, A, ), alors fg € L'(E, A, u) et

/ Faldi < [ Flpllglla

Démonstration : Le cas ot p = 1 et ¢ = +00 est immeédiat. Supposons donc que p, ¢ €]1, 400].
Si||fllp =0 ou ||glly = 0, alors fg = 0 presque partout et le résultat est démontré. Sinon, on

ij . Par le Lemme [A.9.4] on a

Fge) <L <Z>\p . @(;c)rq

pose f = et§:|g

l9llq

pour tout x € X. Par conséquent, fg € LYE, A p) et
[1faln < [1Fpan [ = 2=
On en tire que fg € L'(E, A, 1) et que

]
e [ feldp < 1.
1 lIpllgllq
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Proposition A.9.6 (Inégalité de Minkowski) Soit p € [1,+o0]. Si f,g € LP(E, A, u),
alors
1f + gllp < [If1lp + lgllp-

Démonstration : Supposons d’abord que p = +o00. Soit N1 = {z € X : [f(x)] > || flls} €t
No={z € E:|g(x)| > ||gllcc}. Alors N1 U Ny est p-négligeable et on a

[f (@) + g(x)] < |f(@)] +lg(@)] < [ Flloe + lgllo

pour tout ¢ N3 U Na. On en tire que ||f + glloo < || flloo + 1|9l co-

Supposons & présent que p = 1. Puisque |f(z) + g(x)| < |f(z)| + |g(x)| pour tout z € E, on a
19+ gl = [ 15+ gldu< [101du+ [ gl =111 + gl

Supposons finalement que p € |1, 4+o00]. Si || f+g/||, = 0, le résultat est clair. Sinon, soit ¢ I'exposant
conjugué de p. Alors p = q(p — 1) et par conséquent,

[f+glP = (If +9l7)".
On en tire que |f + g|P~! € LY(E, A, 1). En utilisant I'inégalité de Hélder, on obtient
s4alp= [1r+oPdn < [15+ 0051+ o

L/U+@W*MWN+/Wf+M“*WMu

115+ gl [ 171 + 1115+ g7~ ] Nl
(£l + gl 11 + gl |,

1-1/p
- mﬂu+wm>(/u+gmm)

1-1/p

IN

puisque g(p — 1) = pet 1/¢g = 1 — 1/p. En divisant par (f |f —|—g\pdu) , cette inégalité se
réécrit

1F +9llp < I f1lp + [gllp-



Annexe B

Notions fondamentales de la théorie des probabilités

B.1 Espaces probabilisés

Un espace probabilisé est un cas particulier d’un espace mesuré pour lequel la masse totale de
la mesure est égale a 1. L’objectif de cette section est de transcrire les notions introduites dans
le Chapitre [A] en termes probabilistes. Notons que le point de vue est différent : on cherche a
fournir un cadre mathématique pour décrire une expérience aléatoire. Ainsi
— l’ensemble sur lequel on travaille représente les résultats possibles dans I'expérience consi-
dérée; on le note (2.
— la og-algébre est donnée par les propriétés liées & 'expérience qui peuvent étre vérifiées;
ce sont les parties de 2 dont on pourra évaluer la probabilité et on note cette collection
F.
— pour tout A € F, P(A) est une mesure de la confiance que l'on a en le fait que A va se
réaliser ou non.

Définition B.1.1 Un espace probabilisé est un espace mesuré (2, F,P) ou la mesure P est
une mesure de probabilité, c’est-a-dire P(Q2) = 1.

Remarque B.1.2 Lorsque 2 est dénombrable, on travaillera en général avec F = P(£2). Lorsque
Q =R?, on prendra F = B,

Exemple B.1.3 (Lancer du dé) On considére 'ensemble 2 = {1,2,3,4,5,6} muni de P(Q)
et de la mesure P = %Zgzl Op. Alors, I'espace (2, P(2),P) est un espace probabilisé qui sert a

modéliser le jet d’un dé. Comme attendu intuitivement, on a P({k}) = % pour tout k € Q et la

probabilité d’obtenir un nombre impair est P({1,3,5}) = 2 = 3.

Exemple B.1.4 (Mesure discréte) Soit Q = {z1,...,2xy} C R avec N € NU {co} muni de
P(€2). On considére la mesure de comptage

p:AePQ)—#{ne{l,...,N}:x, € A}.

On remarque que

163
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Ce n’est pas une mesure de probabilité mais si N est fini, la mesure de probabilité associée est

donnée par
1N
p= D 0w
n=1

On retrouve le contexte équiprobable de 'exemple précédent. On peut généraliser I’exemple précé-
dent en changeant les “poids” associés aux mesures de Dirac. Si aj, ..., ay sont des réels positifs
tels que 22[:1 oy, = 1, alors la mesure

N
5 an(sxn
n=1

est une mesure de probabilité.

Exemple B.1.5 (Expérience de Bernoulli) Il s’agit d’un cas particulier de I'exemple précé-
dent. Soit p € [0, 1]. On considére un expérience n’ayant que deux issues possibles : le succés avec
une probabilité p et ’échec avec une probabilité 1 — p. On code le succés par 1 et I’échec par 0.
Ainsi, on a Q = {0,1} et sur (,P(Q2)), on considére la mesure P = pd; + (1 — p)dp. Lorsque
p= %, cette mesure modélise le lancer d’une piéce dans un jeu de pile (codé par 0) ou face (codé
par 1) équilibré.

Exemple B.1.6 (Mesure de Poisson) Si 2 =N et F = P(Q), on considére la mesure

pour un parameétre A > (. Il s’agit d’'une mesure de probabilité.

Exemple B.1.7 (Mesure a densité par rapport a A\) Si f : R — [0, +00] est une applica-
tion mesurable, alors ’application

y:AGA»—>/Afd)\:/Af(x)d:n

est une mesure sur (R, B). On dit que f est une densité de v par rapport a A. Si f est de plus
intégrable par rapport a A et d’intégrale égale a 1, alors v sera une mesure de probabilité.

Exemple B.1.8 (Mesure gaussienne) On considére la fonction f définie sur R par

f(@) = jz?

Alors v = f - X est une mesure de probabilité sur (R, B). On a

pour tout ensemble borélien A de R.
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Exemple B.1.9 (Tirage continu uniforme) On considére I’expérience qui consiste a choisir
au hasard un nombre réel entre 0 et 1. Par conséquent, = [0, 1] et puisque la probabilité de
tirer un nombre dans chaque intervalle est donnée par la longueur de cet intervalle, on considére
naturellement ’espace probabilisé ([0, 1], B([0, 1]), Alj,1))-

Puisque les mesures de probabilité sont des mesures, elles vérifient les propriétés de la Proposition

A.3.8] En particulier, puisque P(©2) =1, on a
P(A%) =1 —P(A)

pour tout A € F.

Définition B.1.10 Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. Un ensemble A € F est appelé un
événement. Un événement A a lieu P-presque siirement (P-ps) s’il a lieu P-presque partout,
ie siP(A) =1.

En général et lorsque le contexte est clair, on dira que 1’événement A (ou la propriété liée) a lieu
presque stirement, sans préciser la mesure de probabilité IP. La propriété suivante montre qu’une
conjonction dénombrable de propriétés qui ont lieu presque stirement est encore une propriété
qui a lieu presque stirement.

Proposition B.1.11 Soit (A, )nen une suite d’événements qui ont lieu P-presque stirement.
Alors (,,en An est un événement qui a lieu P-presque strement.

Démonstration : Par hypothése, on sait que P(A4,) = 1 pour tout n € N et par conséquent,
P(AS) = 0 pour tout n € N. La sous-o-additivité de P implique alors que

P<Lyﬁ)g§:MA@=u

neN neN

Puisque (e 4An)” = Upen A5, on obtient la conclusion. [ |

B.2 Mesure de probabilité conditionnelle

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé lié a une expérience. Supposons que 1'on sait qu’un événement
B s’est produit. Si A est un autre événement, on cherche & calculer la probabilité de A avec
I'information supplémentaire dont on dispose. On la note P(A|B).

Exemple B.2.1 Lors du lancer d’un dé, on sait que le résultat est un nombre pair, autrement
dit B = {2,4,6}. Cette nouvelle information augmente notre confiance en le fait que I’événement
A = {2} se produise, et on estime intuitivement a présent sa probabilité a 1/3 a la place de 1/6.
Donc

P(A) = et Mmmzé.

Avant de définir proprement cette probabilité conditionnelle, regardons quelques cas.
— Si AN B = () (évenements incompatibles), alors il est clair que A ne peut pas se réaliser
en méme temps que B. Donc P(A|B) = 0.
Exemple du dé : B ={2,4,6} et A= {1,3}.
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— Si AN B = B, cest-a-dire si B C A, alors il est certain que A va se réaliser. Donc
P(A|B) = 1.
Ezemple du dé : B ={2,4,6} et A ={2,4,5,6}.
— Si AN B # (), alors 'événement A est réalisable, mais seulement les résultats de A qui
sont dans B.
Ezemple du dé : B ={2,4,6} et A= {2,3}.
Tout se passe comme si on avait restreint 1'univers 2 & B. Etant donné un événement A, on ne
s’intéresse plus qu’a A N B. On va donc regarder P(A N B). De plus, puisqu’on sait que B est
réalisé, sa probabilité conditionnelle doit étre égale a 1. On va donc normaliser P(A N B) par
P(B).

Définition B.2.2 Soit (2, F,P) un espace probabilisé et B € F tel que P(B) # 0. La
probabilité conditionnelle de A sachant B est définie par

P(ANB)

PAIB) = —5

Remarque B.2.3 Dans le cas équiprobable, la probabilité conditionnelle s’écrit

#(ANB)
P(AN B) #0 #(AN B)
PAIB) ="p =~ #B  ~ #B
#Q

Proposition B.2.4 Soit (2, F,P) un espace probabilisé et B € F tel que P(B) # 0. L’ap-
plication
P(-|B): F —[0,1]

est une mesure de probabilité.

Démonstration : Si A€ F,on a

P(ANB) _P(B

P(B)
P(B) ~B(B)
(.

0 <P(A|B) =

par monotonie de P puisque AN B C B. Par conséquent, P(-|B) est a valeurs dans [0,1]. De
plus, on a P(2 N B) = P(B), d'ou P(2|B) = 1. Enfin, si (A,)nen est une suite d’éléments de F
deux & deux disjoints, on a

_P((Une A")QB) _ IP)(Une (A"HB))
’ <UN A" 'B) T ) PB)
ZnGN ]P)(A” n B)
P(B)
— Y P(4.|B)
neN

puisque les ensembles A, N B, n € N, sont deux & deux disjoints. [
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Les probabilités conditionnelles vérifient donc les propriétés classiques des mesures données a la
Proposition De plus, en utilisant la définition de la probabilité conditionnelle, on obtient
directement la régle de multiplication suivante. C’est cette régle de multiplication qui permet de
justifier I'utilisation d’arbres pondérés pour calculer des probabilités.

Proposition B.2.5 (Régle de multiplication) Pour tous Ay, ..., A, € F tels que P(A1N
~++MNAp—1)>0,0na

P(A; N ...NAp) = P(A)P(As | A)P(As| A1 N Ag) - P(Ay | A1 NN Apq).

Démonstration : On remarque que le membre de droite est égal a

P(AgﬂAl) P(AgﬂAQﬁAl) IP’(AnﬁAn_lﬂ---ﬂAl)

Pl) P(A;) P(A,NAy) " PAN---NA,1)

qui se simplifie pour laisser P(A, N 4,1 N---NAp). [ |

Exemple B.2.6 On tire 3 cartes sans remise d’un jeu de 52. Quelle est la probabilité d’avoir 3
as? Avec des notations évidentes :

4 3 2
P(A1NAsNAg) =P(A)P(As | A1)P(A3| A1 NAy) = ———.
(A1 N Az N Az) = P(A1)P(Az | A1)P(A3 | A1 N A2) = 520 55
L’exemple ci-dessous illustre le fait que les probabilités conditionnelles nous donnent plus d’in-
formations que les probabilités simples. Nous verrons qu’elles permettent de retrouver les proba-
bilités non-conditionnelles via la formule des probabilités totales.

Exemple B.2.7 Supposons que parmi 200 étudiants, 60 sont des filles en math, 50 sont des
filles en biologie, 60 sont des garcons en math et 30 sont des garcons en biologie.

Math | Bio
F 60 50 | 110
G 60 30 | 90

120 80 | 200

On choisit un étudiant au hasard. Dans ce tableau, on lit que

12
P(F N Math) — % —03 et P(Math) = % — 0.6,

La probabilité de choisir une fille sachant qu’on a choisi un mathématicien est donnée par la
proportion de filles parmi les mathématiciens :

60
P(F|Math) = — = 0.5.
On remarque que

P(F|Math) < P(F) < P(F|Bio).
—— N N——
=0.5 =0.55 =0.625

La proportion de filles dans la population des biologistes est donc plus importante que la propor-
tion de filles dans la population, et la proportion de filles dans la population des mathématiciens
est moins importante.
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On peut bien entendu réécrire la définition de la probabilité conditionnelle sous la forme
P(ANB) =P(B)P(A|B) =P(A)P(B|A)

d’ou P(A)
P(A|B) = ——=P(B|A).
(A18) = 5 P51 4)
La définition de la probabilité conditionnelle est les formules ci-dessus ménent directement &
deux résultats élémentaires mais trés importants : la loi des probabilités totales et la formule
de Bayes. Rappelons qu’une partition de {2 est une famille de sous-ensembles de € deux & deux

disjoints et dont 'union donne {2.

Proposition B.2.8 (Loi des probabilités totales) Soit (B,,),c; une partition finie ou
dénombrable de Q) en événements tels que P(B,) > 0 pour tout n € I. Alors pour tout
AeF,ona

P(A) = P(A|B,)P(By).

nel

Démonstration : Remarquons que A peut s’écrire comme 'union disjointe des événements
AN By, n € I. On obtient donc

P(A) =Y P(ANB,) =Y P(A|B,)P(B,)
nel nel

en utilisant la o-additivité de P. [ ]

Remarque B.2.9 On peut considérer que cette formule reste valide si P(B,,) = 0 pour certains
n car méme si P(A|By,) n’est pas bien défini, on le multiplie ensuite par 0.

Remarque B.2.10 En particulier, si B € F est tel que P(B) # 0 et P(B€) # 0, on trouve
P(A) = P(ANB) +P(AN B°) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B°)

qui est une moyenne pondérée de la probabilité de A sachant que B s’est produit et celle sachant
que B ne s’est pas produit, les poids respectifs étant donnés par la probabilité que B se produise
ou non.

Exemple B.2.11 Considérons un jeu de 52 cartes dont on tire 2 cartes sans remise. Quelle
est la probabilité que la deuxiéme carte soit un as? On prend comme partition les deux événe-
ments B; = {la premiére carte est un as} et By = {la premiére carte n’est pas un as}. Notons
maintenant ’événement d’intérét A = {la deuxiéme carte est un as}. On déduit que

3 4 4 48

P(4) = P(A| BL)P(B1) + P(A| B2)P(B2) = 755 + 5755

Le résultat suivant est immeédiat.
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Corollaire B.2.12 (Régle de Bayes) Soit (2, F,P) un espace probabilisé et A,B € F.
Alors B(B)
P(B|A) = —<P(A|B). B.1
(B[ A) P(A) (A|B) (B.1)
Plus généralement, si (By,)ner est une partition finie ou dénombrable de €2 en événements
tels que P(B,,) > 0 pour tout n € I, alors

P(By,)

FBA) = S BB B

P(A|By). (B.2)

Exemple B.2.13 Supposons que la probabilité d’attraper une maladie D soit de 1%. Supposons
également qu’il existe un test de dépistage pour la maladie avec les caractéristiques suivantes :
le test rend un résultat positif 97% du temps si le patient est réellement atteint de la maladie D,
et rend un résultat négatif 95% du temps si le patient n’est pas atteint de la maladie D. Si nous
faisons le test sur une personne choisie au hasard :

— Quelle est la probabilité qu’elle soit indiquée comme malade ?

— Si le test rend un résultat positif, quelle est la probabilité que la personne soit réellement

malade ?

On calcule

P(T}) =P(D)P(Ty | D) + P(D°)P(T4 | D°) ~ 0.06.
P(D)
P(T4)
Remarquez notamment comment la fiabilité du test dépend de la prévalence de la maladie dans
la population! Si la maladie était plus rare il faudrait un test beaucoup plus efficace! Avec une

maladie rare (1 pour 10000) on a sous exactement les mémes conditions : P(7Ty) ~ 0,05 et
P(D|Ty) ~ 0,002!

P(D|Ty) = P(T, | D) ~ 0.16.

B.3 Indépendance d’événements

Un des concepts de base de la théorie des probabilités est celui de la dépendance (ou non-
dépendance) d’événements entre eux. C’est avec la notion d’indépendance que la théorie des
probabilités prend son autonomie par rapport & la théorie de la mesure. Philosophiquement,
c’est un concept trés complexe ; mathématiquement, c’est trés simple : on dira que A et B sont
dépendants si 'occurrence de B influence les chances de voir A, i.e. si P(A|B) # P(A). Si ce
n’est pas le cas, on dira A et B indépendants.

Définition B.3.1 Soient A, B € F. On dit que A et B sont indépendants si

P(AN B) = P(A)P(B).

Dans ce cas, on note A 1L B.

La relation 1L est évidemment symétrique.

Remarque B.3.2 On pourrait également définir I'indépendence de A et B en demandant que
P(A|B) = PP(A). Les avantages de la définition proposée sont qu’elle est valide méme si P(B) =0
et qu’elle est symétrique en A et B.
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Remarque B.3.3 Evidemment, pour tous A,B € F, si P(B) = 0, alors A 1L B. De plus,
Al Q.

Remarque B.3.4 Si A, B € F sont incompatibles, i.e. si AN B = (), alors A et B ne peuvent
pas étre indépendants & moins que 'un des deux soit de probabilité nulle.

Exemple B.3.5 On tire une carte dans un jeu classique de 52 cartes. On considére les événe-
ments

— A = la carte tirée est un as,

— B = la carte tirée est un pique.
On remarque que P(A) =4/52, P(B) = 1/4 et P(AN B) = 1/52 = P(A)P(B). Les événements
A et B sont donc indépendants.

Remarque B.3.6 Attention, le fait que A 1L B et B 1L C n’implique pas que A 1l C'! Par
exemple, reprenons I'exemple du jeu de cartes avec

— A = la carte tirée est un as,

— B = la carte tirée est un pique,

— (' = la carte tirée est un roi.
On sait que A et B sont indépendants et par le méme raisonnement, B et C' sont indépendants.
Mais bien siir A et C' ne le sont pas!

Remarque B.3.7
— Omn a vu que € est indépendant de €.
— On lance deux dés et on considére 1’événement A = {somme des points est 7} et 'événe-
ment B = {premier résultat est 6}. Alors

P(A) = P({( ) ( ) (3 ) (473)7( ) ),( ) )}) = 1/6
P(B) =P({(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}) = 1/6
P(AN B) =P({(6, 1)}) 1/36 = P(A)P(B)

donc A 1l B.

On étend la définition d’indépendance au cas de n événements.

Définition B.3.8 Soient Aq,..., A, € F. On dit que des événements Ay,..., A, sont in-
dépendants si pour toute partie finie non-vide J de {1,...,n}, on a

ﬂ Aj = HP(AJ)

jeJ jeJ

Cette définition est plus forte que de demander

ﬂ Aj = H P(AJ)
j=1 j=1

C’est également plus fort que l'indépendance deuz-a-deuzr pour laquelle on prend #J = 2, c’est-
a-dire on demande que

P(4; N Aj) = P(AZ)IP(A]) Vi # j.
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Exemple B.3.9 Deux dés distinguables sont lancés. On considére les événements
— A = la somme des deux dés vaut 7,
— B = le résultat du premier dé est 4,
— C = le résultat du deuxiéme dé est 3.

1 2 3 4 5 6
T (9 (3 A L5 Lo)
2(21) (22 (23 (24 (25 (26)
3131 (32 (33) (34) (35 (3.6)
2] (1) (12) (43) (44) (45) (46)
5051 (52) (53 (5.4) (5.5 (5.6)
6|(61) (62) (63 (64) (65 (6.6)
On a 6 )
P(4) = B(B) = B(C) = 5. = ¢
De plus,
IP’(AﬂB):—:é%:P(A)P(B),P(AHC):—:IP’(A)IP’(C’),IP’(BHC):—:IP’(B)]P’(C)
mais

P(ANBNC) =P({(4,3)}) = % £ P[AJP(B)B(C).



Annexe C

Théoréme de Radon-Nikodym

Le Théoréme de Radon-Nikodym est un outil indispensable de la théorie des probabilités.

C.1 Densités

Proposition C.1.1 Soient (X, A, 1) un espace mesuré et f : X — [0, +00| une application
mesurable. On définit Iapplication

V:A—)[O,—l-oo]:A»—)/fd,u.
A

Alors v est une mesure sur (X, A) et on dit que f est une densité de v par rapport a pi. On
notev = f - p.

Démonstration : Bien sir, v(f)) = 0. De plus, si (A, )nen est une suite d’ensembles de A deux
a deux disjoints, alors

(044

neN

) de:/Zf]lAndM:Z

neN neN neN

/An fdp=">> " v(Ay)

neN

par le Corollaire [A.5.13] [

En théorie des probabilités, les lois de variables aléatoires Px sont souvent définies comme des
densités par rapport & la mesure de Lebesgue. Par exemple, pour la loi normale, on a

fla) = e T
€Tr) = € 20
V2mo?

Proposition C.1.2 Soient (X,.A, ) un espace mesuré, g une application mesurable de X
dans [0, +00] et f une application mesurable de X dans R. Alors f est g - u-intégrable si et
seulement si fg est u-intégrable et dans ce cas,

/fd(g‘u)Z/fgdﬂ-

172
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Démonstration :  Supposons tout d’abord que f = >"}'_; ax1 4, est une application de ST (X, A).

Alors .
/fdg n) Zakg A =) a /A gduz/fgdu
k=1 k

par linéarité de l'intégrale.

Si f est a valeurs dans [0, +00], on peut considérer une suite croissante (f5,)nen de ST(X,A) qui
converge vers f. Par la premiére partie de la preuve, il vient

[ titg-w) =t [ fudtg-w = tim_ [ fagdn

et le théoréme de la convergence monotone permet de conclure.

Enfin, dans le cas général, il suffit de décomposer f en f* et f~. [ |

C.2 Mesures absolument continues et singuliéres

Soit (X, A, ) un espace mesuré et f : X — [0, 400] une application mesurable. On a vu dans la
Proposition que Papplication v = f - u définie par

V:A—>[O,+oo]:Al—>/fd,u
A

est une mesure sur (X,.4). Remarquons que dans ce cas, si A € A est tel que u(A) = 0, alors
914 = 0 p-presque partout, d’ot v(A) = 0.

Définition C.2.1 Soit (X, .A) un espace mesurable et soient y, v deux mesures sur (X, .A).
A) =0,

On dit que v est absolument continue par rapport a p si pour tout A € A tel que p(
on a v(A) = 0. Dans ce cas, on écrit
v .

Une mesure sur (R? B(R)?) est absolument continue si elle est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Le but du Théoréme de Radon-Nikodym est de démontrer que si v est une mesure o-finie abso-
lument continue par rapport & u, alors v est de la forme f - p. Il donne donc une réciproque au
résultat présenté en début de section. Nous allons en outre montrer une décomposition de toute
mesure o-finie, appelée la décomposition de Lebesgue. Afin de présenter ce résultat, nous allons
nous intéresser & la notion de singularité.

Définition C.2.2 Soit (X, .A) un espace mesurable et soient p, v deux mesures sur (X, .A).
On dit que u et v sont mutuellement singuliéres s’il existe un ensemble A € A tel que

u(A) =0 et v(A°) =0.

Dans ce cas, on écrit
wluv.

Une mesure sur (R, B(R)?) est singulicre si elle est mutuellement singuliére avec la mesure
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de Lebesgue.

Exemple C.2.3 Si y est une mesure finie discréte sur (R, B(R)), ¢’est-a-dire il existe D dénom-
brable tel que u(D¢) = 0, alors p est singuliére puisque £(D) = 0.

Remarquons que dans ce cas, si B € A est tel que v(B) > 0, alors BN A # (). Ainsi, v concentre
son effet sur 'ensemble A qui est de g mesure nulle. A 'opposé, si v < pu, alors v n’a aucun effet
sur les ensembles de p mesure nulle. Il s’agit donc de deux notions qui s’excluent.

Proposition C.2.4 Soit (X,.A) un espace mesurable et soient u, v deux mesures sur (X, A).
Siv<petv L p, alorsv =0.

Démonstration : Soit A € A tel que u(A) =0 et v(A°) = 0. Si B € A est un sous-ensemble
de A, on a u(B) < u(A) =0 et donc puisque v < p, v(B) = 0. Si B € A est un sous-ensemble
de A¢, on a v(B) < v(A°) =0 et donc v(B) = 0. Ainsi, pour tout B € A, on trouve

v(B)=v(ANB)+v(A°NB) =0.
|

La proposition suivante donne quelques relations supplémentaires entre les notions d’absolue
continuité et de singularité.

Proposition C.2.5 Soit (X,.A) un espace mesurable et soient p,vi,vs des mesures sur
(X,A).

1. Sivy L petvy L, alors vi +vo L p.

2. Sivi < petvy L, alors v L vs.

Démonstration : 1. Soient A;, A2 € A tels que p(A41) = 0, v1(Af) = 0 et p(A2) = 0,
vo(A§) = 0. Alors A; U Az est tel que

(A1 UAg) =0

et
(1/1 + I/Q)((Al U A2)C) =1 (Allj N Ag) + v (A(lj N A;) < (Allj) + 19 (Ag) =0.

2. Soit A € A tel que pu(A) = 0 et vo(A°) = 0. Alors puisque v; < pu, on a aussi v1(A) = 0, ce
qui suffit. [

C.3 Décomposition de Lebesgue et Théoréme de Radon-Nikodym

L’objectif de cette section est de démontrer que toute mesure o-finie se décompose en la somme
d’une mesure absolument continue et d’une mesure singuliére par rapport & une autre mesure
o-finie donnée.

Dans un premier temps, on montre un résultat pour deux mesures finies et ordonnées.
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Lemme C.3.1 Soit (X, .A) un espace mesurable et soient i, v deux mesures finies sur (X, A)
telles que v < p. Il existe une application mesurable f : X — [0, 1] telle que pour tout A € A

v(A) = /A fdu.

Démonstration : Considérons ’ensemble H des applications mesurables h : X — [0, 400]
telles que

/Ahdu < v(4)

pour tout A € A. Montrons qu'’il existe une application f € H a valeurs dans [0, 1] telle que

/fdu—sup{/hd,u,:he’ﬂ}.

Nous montrerons ensuite que cette application satisfait la thése.

Bien sir, H # () puisqu’il contient la fonction nulle. De plus, H est stable par passage au
maximum : en effet, soient hi,ho € Het Ac A Si A ={z € A: hi(x) > ho(z)}, alors

/ max{hy, ho}du = / hidp +/ hodp < v(A;) +v(A\ A1) =v(A).
A A A\A;

Ainsi, max{hy, ho} € H.
Soit (hy)nen une suite de H telle que

lim hndu:sup{/hdu:hE’H}.

n—-+00

Quitte a remplacer h,, par max{hy,...,h,} € H, on peut supposer que la suite (h,)nen est
croissante. En particulier, on peut considérer f = lim,_, o h,. Le théoréme de la convergence
monotone donne

/ fdu = lim hndp < v(A)
A A

n—-+00

pour tout A € A. Par conséquent, f € ‘H. En prenant A = X, on a également

/fdu—sup{/hd,u,:he’ﬂ}.

Remarquons de plus que f < 1 p-presque partout. En effet, par le Lemme [A.5.10] on sait que
pour tout n € Ny,

(1w < [ i< vidn) < (A,)
si A, ={z € X : f(x) > 14 1/n}. Par conséquent, u(A,) =0 et donc

p(fr e X2 fl@)> 1)) < 3 p(An) =0,

n€eNp

Ainsi, quitte & remplacer f par une application égale a f pu-presque partout, on peut supposer
que f <1.
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Remarquons a présent que si h : X — [0,400] est une application mesurable pour laquelle il
existe A € A tel que
/ hdu < v(

pour tout B € A, B C A, alors h < f u-presque partout sur A. En effet, considérons I’ensemble
B={xe€ A:h(x)> f(x)}. Alors, on a hl4 € H et donc max{hl,, f} € H. Il s’ensuit que

[t pyan < [ sau= [ gane | i

D’autre part, on a également

/max{h]lA,f}d,u: /Bhdu—i- fdu.

X\B
/ Jdp > / hdy
B B

/f—hd,uEO.
B

Par conséquent, on obtient
et on en tire que

Comme on a f —h < 0 sur B, cela n’est possible que si u(B) = 0, d’ou h < f p-presque partout
sur A.

Montrons & présent que f convient, c’est-a-dire que pour tout A € A, on a

:/Afdu.
A)>/Afdu

et il suffit de montrer 'autre inégalité. Bien stir, puisque v < p, il suffit de le montrer pour tout
A € A tel que p(A) > 0. Soit € > 0. Posons

Par définition, on sait déja que

PE:{AGA : /A(f+s)du>u(A)}.

Remarquons que si A € A est tel que u(A) > 0, alors il existe B C A tel que B € P. (et donc
wu(B) > 0). En effet, sinon, on aurait

[ (42 < v(p)
B

pour tout B C A, et donc par ce qui précéde, on en tirerait que f +¢ < f u-presque partout sur
A. Cela n’est possible que si pu(A) = 0, d’ott une contradiction.

Fixons A € A tel que u(A) > 0 et posons

ap =sup{u(B) : B€ P.,,BC A}.
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On peut trouver ng € Ny et By € P., By C A, tels que

1
t — < u(B
- o1 w(Bo)

(si ng = 1, on utilise la convention que nol_l = 400). Soit & présent A; = A\ By. Si u(A;) =0,
on s’arréte. Sinon, soit
ayp =sup{u(B) : B€ P., BC A},

et ny € Ng, By € P., By C Ay, tels que

1 1
— <o < et — < u(B).
ny np—1 ni

On pose alors Ay = A;\ By. Par induction, on construit ainsi des suites (A;)icq1,....7y, (Bi)ie{o,....7}»
(ni)icqo,....ny et (i)icqo,....7y avec J € NU {+oc} (le procédé peut ne jamais s’arréter). Posons

A = A\ U B;
1€{0,...,J}
et montrons que cet ensemble est pu-négligeable.

Si la récurrence s’est terminée en un temps fini, on a Ay, = Aj pour le premier k tel que
1(Ag) = 0.

Sinon, puisque les B; sont des sous-ensembles de A deux & deux disjoints, on a

S 1< 3B < p(A) < +oo

ieN v 4eN

et donc lim;_, o n; = +00. Par conséquent, on a également lim; o, a; = 0. Soient B C Ay
et B € P.. Puisque pour tout entier ¢ € N, on a aussi B C A;, on en tire que donc u(B) < .
Par passage a la limite, on conclut que u(B) = 0. Par conséquent, les sous-ensembles de Ao, qui
appartiennent & P. sont u-négligeables. Cela n’est possible que si u(As) = 0.

Dans les deux cas, puisque A = |J; B; U A et que les ensembles sont deux a deux disjoints, on
en déduit que

Juram=3 [ 2> Yo (B = ()

ieN keN
Cela signifie que A € P..
En conclusion, pour tout A € A tel que u(A) > 0 et pour tout € > 0, on a

/(f—i—e)d,u > v(A)
A

et comme € > 0 est arbitraire, il vient

/Afdu > v(A),

ce qui conclut la preuve. [ |
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Théoréme C.3.2 Soit (X,.A) un espace mesurable et soient p,v deux mesures o-finies sur
(X, A). Il existe un ensemble D € A et une application mesurable f : X — [0, +00] tels que

w(D)=0 et VAe A, V(A):V(AQD)Jr/Afd,u.

Démonstration : Démontrons tout d’abord le théoréme dans le cas ot u et v sont deux
mesures finies. Considérons la mesure A = v + p. Alors v < X et le Lemme nous donne une
application mesurable g : X — [0, 1] telle que

V(A):/gd)\:/gdu—k/gdu
A A A

D’une part, puisque v(A) = fA 1dv, on en tire que

/A(l—g)dl/—/Agdu

pour tout A € A. Par linéarité, on en tire que pour toute application h € ST(X, A), on a

/(1 — g)hdy = /ghdu.

En utilisant le théoréme de la convergence monotone, 1’égalité précédente est vérifiée également
pour toute fonction mesurable positive h.

pour tout A € A.

D’autre part, on a aussi

u(A):)\(A)—z/(A):/Ald)\—/Agd/\:/A(l—g)d)\.

Posons D = {x € X : g(x) = 1}. Alors D € A et I'égalité précédente implique que p(D) = 0.

Notons C = X \ D et posons
1

C .
l—g
C’est une application mesurable positive. Si A € A, on a alors

V(AOC):/

A

h=1

(1—g)hd1/:/ ghdu.
nc ANC
Pour conclure, il suffit donc de prendre f = gh = ]lcls%g.

Considérons a présent le cas de deux mesures o-finies. On considére une suite (Ap)nen d’en-
sembles deux & deux disjoints de A telle que

X = U An, p(Ap) <400 et v(A,) < +oo
neN

(Remarquons que ceci est toujours possible : en effet, si X = (J, oy Xn et X = U,y Yn avec
pw(Xn) < +oo, v(Y,) < 400, alors X =, ,, Xn N Y). On considére ensuite, pour tout n € N,
les mesures pu, et v, définies par

pn(A) =u(ANA,) et v,(A)=v(ANA,)
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pour tout A € A. Comme les mesures p, et v, sont finies, la premiére partie de la preuve nous
donne un ensemble D,, € A et une application mesurable positive f, tels que

n(Dp) =0 et YA€ A, wvn(A)=v,(AND,) +/ frndpin, .
A

Posons f = ) .y fula,. Alors f est une application mesurable positive et comme les A, sont
deux & deux disjoints, on a

V(A)=y<U AmAn) = > v(AnAy)

neN neN
> <yn(AmDn) + / fndun>
neN A
= > v(ANDyNAy) + Z/ falla,dp
neN neN’A
= v (U AmDnmAn> +/ > fala,dp
neN A neN

= V(Aﬂ(n%DnﬂAn>>+/Afd,u

en utilisant le Corollaire [A.5.13] Pour conclure, il suffit de poser D = (J,,cyy Dn N Ay, et de

remarquer que

M([D ::zzzﬁdljnrjf4n)::jnghxl)n)::o'

neN neN

Présentons a présent les deux corollaires importants du théoréme précédent.

Théoréme C.3.3 (Théoréme de Radon-Nikodym) Soit (X, A) un espace mesurable et
soient p,v deux mesures o-finies sur (X, A). Alors v < p si et seulement si il existe une
application mesurable f : X — [0, +o0] telle que

o) = [ s

pour tout A € A, c’est-a-dire v = f - u. De plus, si g est une autre application telle que
v =g-u, alors f = g p-presque partout.

Démonstration : On sait que si v = f -y, alors v < pu. Réciproquement, supposons que
v < p. Par le Théoréme il existe D € Aet f: X — [0, +00] mesurable tels que

w(D)=0 et VA€ A, Z/(A):U(AQD)—F/Afd,u.

Alors on a aussi v(D) = 0, et donc

v(4) = /A fdu-
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pour tout A € A.

Soit g une autre application mesurable telle que v = g - u. Supposons dans un premier temps que
v est finie. Alors les applications f et g sont p-intégrables et donc finies p-presque partout. Soit
N € A un ensemble p-négligeable en dehors duquel f et g sont finies. Considérons ’application
mesurable A définie par

hx) = (f(2) - g(x))Lye.

/hd,u,:O
A

pour tout A € A. Soit A = {z € X : h(x) > 0}. La relation précédente nous donne que p(A) = 0.
De méme, u({x € X : h(z) < 0}) = 0. Par conséquent, h = 0 p-presque partout, d’ott f = g
U-presque partout.

On a

Si v est o-fini, soit (A, )nen une suite d’ensembles deux a deux disjoints de A telle que
X = U A, et v(4,) <+oco.
neN

L’argument précédent montre que f = g pu-presque partout sur chaque ensemble A,,. Puisqu’'une
union dénombrable d’ensembles p-négligeables est u-négligeable, on obtient la conclusion. ]

Définition C.3.4 La fonction f intervenant dans le théoréme précédent est appelée une
densité ou une dériwvée de Radon-Nikodym de v par rapport & p. Comme elle est unique a
un ensemble p-négligeable prés, on parle aussi de la dérivée de Radon-Nikodym de v par
rapport a p et on la note

_dv

=g

Ainsi, avec les notations précédemment introduites, on a

dv

V:@/JJ

Théoréme C.3.5 (Décomposition de Lebesgue) Soit (X,.A) un espace mesurable et
soient u,v deux mesures o-finies sur (X, A). Il existe un unique couple (v,,Vs) de mesures
sur (X, .A) telles que

Vg L b, Vsl pu et v=rv,+vs.

On appelle le couple (v,, vs) la décomposition de Lebesgue de v par rapport a p. On dit que
v, est la partie absolument continue de v par rapport a u, et que vy est la partie singuliére
de v par rapport a p.

Démonstration : Par le Théoréme il existe D € Aet f: X — [0, +00] mesurable tels
que

u(D)=0 et VA€ A, V(A)—V(AQD)—F/Afdu.

Posons

vs(A) =v(AND) et Va(A):/Afd,u.
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Bien stir on a v = vg + v,. Par définition, on a aussi v4(D¢) = 0 et donc vs L u. Enfin, on sait
que v, < U.

Il reste & montrer 'unicité de la décomposition. Supposons que les couples (vq,vs) et (v, 1))

satisfont I'hypothése. Alors v, + v = V), + ., d’ou
Vo — Vo =Vl — vs.

Posons A = v,—v), = v, —v,. On procéde comme dans les Propositionset pour montrer
qu’alors A = 0 (on ne s’y raméne pas directement car A n’est pas nécessairement positive). Soient
D,D" € A tels que u(D) = u(D') = 0 et vs(D°) = v (D) = 0. Posons B = D U D’. Ainsi,
wu(B) = 0 et donc pour tout A € A, on a v,(AN B) = 0 puisque v, < p. Par conséquent,

Va(A) = 14 (AN B) 4+ v, (AN B°) = v,(AN BY).
On procéde de méme pour v/,. Il vient alors

MA) = v, (A) =V (A) = v (AN B — v, (AN B°)
= vs(ANB°) —V.(AN B°)
= 0
puisque A N B¢ = AN DN D’® qui est un sous-ensemble de D¢ et de D’ [

Terminons ce chapitre par un raffinement de la décomposition de Lebesgue d’une mesure finie
deéfinie sur (R, B(R)).

Définition C.3.6 Soit ;1 une mesure finie sur (R, B(R)). On dit que € R est un atome de
wsi p({x}) > 0. La mesure p est purement atomique s'il existe S € B(R) tel que u(S¢) =0
et tout x € S est un atome de pu.

Par exemple, toute mesure de Dirac est purement atomique.

Proposition C.3.7 Soit ;1 une mesure finie sur (R, B(R)). Alors I’ensemble des atomes de
u est au plus dénombrable.

Démonstration : Soit S = {z € R : u({z}) > 0}. Pour tout n € N, il existe un nombre fini
de z € E tels que u({x}) > 1/n (sinon la mesure de cet ensemble serait infinie). Puisque

S=J {z eR:u({z}) > 1/n},

n€eNp

on en tire que S est au plus dénombrable. [

Corollaire C.3.8 Soit y une mesure finie sur (R, B(R)). Alors p est purement atomique si
et seulement si i est de la forme
n= Z anéxn

neN

ot (an)neN est une suite de réels positifs ou nuls, et (x,)nen est une suite de réels.
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Démonstration : Supposons que p est purement atomique. Alors 'ensemble S des atomes de
w est au plus dénombrable et p(S¢) = 0. Clairement,

p(A) = W(ANS) + (AN 5 = 3 (AN {z}) = 3 u({e})i(4).

z€eSs rzeX

La réciproque est triviale. u

Ainsi, les mesures purement atomiques sont les mesures discrétes. A 'opposé, on a la définition
suivante.

Définition C.3.9 Soit x4 une mesure finie sur (R, B(R)). On dit que p est diffuse si elle ne
posséde pas d’atome, c’est-a-dire p({z}) = 0 pour tout = € R.

Par exemple, la mesure de Lebesgue est diffuse. Toute mesure absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue est également diffuse.

Remarque C.3.10 Les mesures diffuses sont parfois appelées mesures continues car on peut
montrer que si p est diffuse, alors pour tout « € [0, u(R)], il existe A € B(R) tel que u(A) = a.

Bien siir, toute mesure p purement atomique et diffuse est identiquement nulle : en effet, si p est
purement atomique, il existe S € B(R) tel que p(S¢) = 0 et tout « € S est un atome de . Mais
comme g est diffuse, S = ) et donc S¢ = R.

Remarquons également que si p est une mesure diffuse, alors p L §, pour tout x € R. En effet,
p({x}) = 0et 6,(R\ {z}) = 0. En fait, en utilisant le Corollaire on a que toute mesure

diffuse est singuliére par rapport & une mesure purement atomique.

Proposition C.3.11 Soit y une mesure finie sur (R, B(R)). Alors, il existe un triplet (i, fis,
de mesures sur (R, B(R)) telles que pi4 est une mesure discréte, us est une mesure diffuse
singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue, i, est une mesure absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue, et

t= pia + pis + -

Démonstration : Soit S 'ensemble des atomes de p. Comme S est au plus dénombrable, la

mesure fg définie par
Ha(4) = p(AN )

est discréte. Considérons a présent la décomposition de Lebesgue (us, i) de la mesure définie
par A — pu(A N S¢) par rapport a la mesure de Lebesgue. Alors

M= fid + fts + Ha

et il reste & montrer que la mesure p est diffuse. C’est évident puisque pus({z}) < p({z}NS°) = 0.
|

Cette derniére décomposition est beaucoup utilisée en probabilités. On distingue trois types
disjoints de lois :
— les lois discrétes : ce sont les lois purement atomiques,
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— les lois absolument continues : ce sont les lois qui admettent une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue,
— les lois continues singuliéres : ce sont les lois diffuses, donc qui ne possédent pas d’atomes,
qui sont singuliéres par rapport a la mesure de Lebesgue.
Toute loi absolument continue est diffuse, mais 'implication inverse est fausse : la loi de Cantor
(dont la fonction de répartition est donnée par I’escalier du diable) est un exemple de loi continue
qui est singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue.

De maniére générale, la proposition précédente montre que toute loi de probabilité est une loi
mixte donnée par la somme d’une loi discréte, d’une loi continue singuliére et d’une loi absolument
continue.
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