BACHELIER EN SCIENCES PHYSIQUES

Analyse |, Partie 1

Notes de cours

Céline Esser

Année académique 2026-2027

. ¢ LIEGE université
Mathématique



Table des matiéres

Théorie naive des ensembles

1.1 Langage mathématique . . . . . . . . . . . . . . . . . e
1.2 Ensembles . . . . . . L
1.3 Applications . . . . . . . ..
1.4 Ensembles dénombrables . . . . . . .. .. L o L

Les nombres réels

2.1 Définitions . . . . . ..o e e e e
2.2 Propriété d’Archimede et existence de racines . . . . . . . .. .. ... L.
2.3 Propriétés des bornes inférieures et supérieures . . . . . .. ..o Lo
2.4 Valeur absolue . . . . . . . . e
2.5 Les nombres complexes . . . . . ... oL

Suites réelles et complexes

3.1 Définition . . . . . . . e e e e e e
3.2 CONVETZENCE .+ v v v v v v e v et e e e e e e e e
3.3 Techniques pour la convergence . . . . . . . . . . ... oo
3.4 DIVErgence . . . . . .. e e e e e e e e e
3.5 Calculs de limites particulieres . . . . . . . . . . ... . ... e
3.6 Suites réelles monotones . . . . . ... Lo
3.7 Critere de Cauchy . . . . . . .. . L

Séries réelles et complexes

4.1 Définition . . . . . oL Lo
4.2 Criteres pratiques de convergence des séries . . . . . . . . . ... ...
4.2.1 Critere de comparaison . . . . . . . . . . e e
4.2.2  Criteres de la racine et du quotient . . . . . . . .. ... ... ... ...,
4.2.3 Sériesde Riemann . . . . . . . ..o
4.3 Séries alternées . . . . ..o Lo
4.4 Convergence absolue . . . . . . . .. L L e
4.5 Récapitulatif des techniques pour I’étude de la convergence de séries . . . . . . .
4.6 Multiplication de séries . . . . . . . ...

10
15

18
18
23
26
27
30

33
33
34
38
41
46
49
ol



ii

TABLE DES MATIERES

5 Fonctions d’une variable réelle

5.1

5.2
5.3
0.4

Fonctions et graphes . . . . . . . . ...
5.1.1 Quelques fonctions usuelles . . . . . . ... oo
Opérations sur les fonctions . . . . . . .. .. oL L L
Propriétés particulieres des fonctions . . . . . . . . . ... L.
Limite d’une fonction . . . . . . . ...
5.4.1 Limite d’une fonction en un point . . . . . . . . . ... .. ... ... ..
5.4.2 Limite a gauche, a droite, épointée . . . . . . . . ...
5.4.3 Limite infinie . . . . . . . . ...
5.4.4 Caractérisation des limites par les suites et regles de calcul . . . . .. ..
5.4.5 Limite a U'infini . . . . . . . . . . ...

5.4.6 Asymptotes, comparaison asymptotique et notations de Landau . . . . . .

6 Fonctions continues

6.1
6.2
6.3

Définition et premieres propriétés . . . . . . . . . ...
Résultats essentiels . . . . . . . . L

Continuité uniforme . . . . . . . . e

7 Fonctions dérivables

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7

Définition . . . . . . .. e e e e e e
Propriétés . . . . . .
Condition nécessaire pour un extremum local . . . . . .. ... ... .......
TAF et condition nécessaire pour la monotonie . . . . . . ... ... ... ....
Dérivation d’ordre n et développement de Taylor . . . . . .. ... ... ... ..
Technique pour la convexité . . . . . . . . . . . . . . e
Regle de 'Hospital . . . . . . . . . . . o e

8 Fonctions de plusieurs variables réelles

8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6
8.7
8.8

Définitions . . . . . . . . . e e
L’espace euclidien . . . . . . . . . . e e
Limites et continuité . . . . . . . . . . . .
Dérivées partielles . . . . . . . . . e e e
Différentiation des fonctions composées . . . . . . . . . . ...
Dérivées directionnelles et gradient . . . . . . . . . ... oL
Dérivées multiples et approximations polynomiales . . . . . . ... ... ... ..

Recherche d’extrema . . . . . . . . . . L

9 Fonctions élémentaires

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6

Séries de puiSSances . . . . . ..o e e e e
La fonction exponentielle . . . . . . . . ... ... o
La fonction logarithme . . . . . . . . . .. .. ... ..
Les fonctions exponentielle et logarithme en basea . . . . . . . .. ... .. ...
Les fonctions puissances . . . . . . . . . L e e

Les fonctions trigonométriques . . . . . . . . ... L o

74
74
75
78
80
85
85
88
90
91
97
99

105
105
108
114

117
117
120
124
126
130
137
139

145
145
147
149
153
157
160
162
165



TABLE DES MATIERES iii

9.7 Les fonctions trigonométriques inverses . . . . . .. .. ..o 193
9.8 Les fonctions hyperboliques . . . . . . . . . . ... 198
9.9 Les fonctions hyperboliques inverses . . . . . . .. .. .. ... .. .. 203
9.10 Récapitulatif . . . . . . . . . 208

Références 210



iv

TABLE DES MATIERES



Avant propos

Ces notes de cours ont été principalement rédigées durant 'année académique 2023-2024 et sont
destinées aux étudiants du cours d’Analyse I, Partie 1, dispensé dans le bloc 1 du cursus en Sciences
Physiques. L’objectif principal de ce cours est de fournir une base solide en analyse, essentielle
pour développer une compréhension rigoureuse des concepts mathématiques fondamentaux qui
seront utilisés tout au long des études en Sciences Physiques.

Le premier chapitre introduit la théorie naive des ensembles, en posant les fondations du langage
mathématique et des concepts d’ensemble, d’application, de bijection et d’ensembles dénombrables.
Le deuxieme chapitre est consacré & ’étude des nombres réels, en détaillant leurs propriétés
essentielles comme le principe d’Archimede et les bornes inférieures et supérieures. Ce chapitre
pose également les bases des nombres complexes, un outil indispensable en analyse.

Les troisieme et quatrieme chapitres explorent les suites réelles et complexes. Les concepts de
convergence, divergence, et les différentes techniques pour 1’étude des limites sont introduits. Le
quatrieme chapitre se concentre sur des suites particulieres, appelées les séries. Des criteres de
convergence sont introduits, tels que le critére de comparaison, le critere de la racine, et le critere
du quotient.

Les chapitres suivants approfondissent 1’étude des fonctions, en commencant par les fonctions
d’une variable réelle et leurs graphes, les limites, et la continuité. Les notions de dérivabilité
et les propriétés des fonctions dérivables sont abordées, en introduisant des outils tels que le
théoreme de Taylor et la regle de I’'Hopital, qui permettent une analyse fine du comportement
local des fonctions.

Enfin, le cours s’étend a 1’étude des fonctions de plusieurs variables, en explorant la continuité, la
différentiation partielle, et les gradients, ainsi que I’étude des extrema. Les fonctions élémentaires
telles que les fonctions exponentielles, logarithmiques, trigonométriques, et hyperboliques sont
également détaillées, fournissant une vue d’ensemble des fonctions fondamentales en analyse.
Ces notes de cours ont été rédigées sur la base de nombreux échanges avec Laura Remacle et
Savinien Kreczman, qui m’ont également aidé a élaborer les listes d’exercices correspondantes.
Je les remercie chaleureusement pour leur aide précieuse. Je tiens également a remercier les
étudiants de premiere année en Sciences Physiques de 'année académique 2023-2024, qui ont
signalé de nombreuses coquilles dans la premiere version des notes. Finalement, je remercie

Patrick Esser pour ses relectures attentives et ses nombreux conseils.



1 Théorie naive des ensembles

1.1 Langage mathématique
Le langage mathématique est un outil fondamental qui permet de décrire et d’étudier rigoureuse-
ment des concepts abstraits et les relations entre ceux-ci. Il consiste en

> des objets (ensembles, nombres réels, fonctions, v/2 ...)

>> des relations entre les objets (=, <, C, € ...)

> des assertions sur les objets et leurs relations qui peuvent étre vraies ou fausses.

( )

Exemple 1.1.1. Par exemple, on peut considérer les assertions suivantes :
> “3 est un nombre premier”,
> “b est plus petit que 27,
> “je porte un pull rouge”,
>

“il pleut”.
N J

Les régles formatives (ou régles de syntaze) permettent de construire de nouvelles propositions a

partir d’anciennes.

~

Définition 1.1.2. Soient P et ) deux assertions.

> —P ou “non P 7 est une assertion qui est vraie si P est fausse, et qui est fausse st

P est vraie.

> PAQ ou “P et Q 7 est une assertion qui est vraie quand P est vraie et (Q est vraie

simultanément), et qui est fausse sinon. C’est la conjonction de P et ().
’ q ]

> PVQ ou “P ou@ 7 est une assertion qui est vraie quand au moins une des deux

assertions P, @ est vrate, et qui est fausse sinon. C’est la disjonction de P et Q.

> P = Q ou “P implique Q) 7 est une assertion qui est toujours vraie sauf si P est

vraie et Q) est fausse.

> P& @ ou “P et Q sont équivalents” est une assertion qui est vraie si P implique
Q et Q implique P.

N J
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Notons que le “ou” mathématique n’est pas exclusif : en mathématiques, si on vous dit “tu peux
avoir pour dessert une glace ou un morceau de gateau”, vous pouvez répondre “d’accord, je
mangerai les deux”. Signalons aussi que 'implication est le “si ..., alors” du francais. Pour bien
comprendre la définition de I'implication, on peut se demander quand l'implication “Si on est
vendredi, alors je porte un pull rouge” est fausse : cela arrive uniquement si on est vendredi et
que je ne porte pas de pull rouge.

( )

Exemple 1.1.3. Soient P l'assertion “il pleut” et Q ’assertion “je porte un pull rouge”.

> P est lassertion “il ne pleut pas”.
> P et Q est l’assertion “il pleut et je porte un pull rouge”.
> P ou Q est l'assertion “il pleut ou je porte un pull rouge”.

> P = @ est l'assertion “s’il pleut, alors je porte un pull rouge”.

> P < Q est l'assertion “il pleut si et seulement si je porte un pull rouge”.

g J

A chaque régle formative, on peut associer une table de vérité : une assertion composée a
des valeurs de vérité qui dépendent des valeurs de vérité des assertions qui la composent. Par
convention, on adopte les valeurs 0 pour faux et 1 pour vrai, mais vous pouvez conserver I’ et V'

si c’est plus concret pour vous.

Par exemple, la table de vérité de la négation est

-P
0
0
Pour la conjonction et la disjonction, on a
P|lQ| Pet@ P| Q| PouQ@
010 0 010 0
011 0 et 0|1 1
110 0 110 1
1)1 1 111 1
Pour I'implication et I’équivalence, on obtient
PlQ|P=Q P|lQ|PesQ
00 1 00 1
0|1 1 et 0|1 0
110 0 110 0
111 1 111 1

Remarquons qu’on a les réecritures suivantes (cela peut se vérifier & nouveau en écrivant les

tables de vérité).



1.1. LANGAGE MATHEMATIQUE 3

Proposition 1.1.4. Si P et Q) sont deuz assertions, alors
1. =(PV Q) est vraie si et seulement si l’assertion (—P) A (—Q) est vraie,

2. =(P A Q) est vraie si et seulement si l'assertion (—P)V (—Q) est vraie.

Exemple 1.1.5. Soient P l'assertion “il pleut” et Q lassertion “je porte un pull rouge”.

> La négation de “il pleut ou je porte un pull rouge” est “il ne pleut pas et je ne porte

pas un pull rouge”.

> La négation de “il pleut et je porte un pull rouge” est “il ne pleut pas ou je ne porte

pas un pull rouge”.

& J

Terminons cette liste d’opérations logiques en y ajoutant deux quantificateurs : le signe V qui se

dit “pour tout” et le signe 3 qui se dit “il existe”.

~

Définition 1.1.6. Soit P(x) une assertion qui dépend de certains objets x.

> dx : P(x) est une assertion qui est vraie s’il existe un objet x tel que l'assertion

P(z) est vraie.

> Va P(x) est une assertion qui est vraie si pour tout objet x, l'assertion P(x) est

Y vrate. y

Exemple 1.1.7.
> Jx € R : 22 = 2 signifie qu’il existe un nombre réel dont le carré est égal a 2.

> Vo € R 22 > 0 signifie que le carré de tout nombre réel est plus grand ou égal a 0.

On peut bien siir combiner les quantificateurs. Attention cependant & I'ordre de ceux-ci!

(" )
Exemple 1.1.8. L’affirmation

VeeRIyeR :24+y=0

stgnifie que tout mombre réel a un opposé. C’est une affirmation qui est vraie dans R

puisqu’on peut prendre y = —x. Par contre, laffirmation
JyeR:VxeRz+y=0

stgnifie qu’il existe un nombre réel y qui, ajouté a n’importe quel réel, donne toujours 0!

Un tel nombre n’existe pas et cette affirmation est fausse.

& J

Regardons ce que donne la négation des quantificateurs.
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Proposition 1.1.9. Si P et Q) sont deuz assertions qui dépendent de x, alors
1. =(3z : P(x)) est vraie si et seulement si l'assertion Yz —P(z) est vraie,

2. =(Vz P(x)) est vraie si et seulement si l’assertion Ix : ~P(x) est vraie.

~
Exemple 1.1.10.

> La négation de “il existe un cheval de course bon marché” est “tous les chevauz de

course cottent cher’.

> La négation de “tous les profs de math sont méchants” est “il existe un prof de math

qui n’est pas méchant’,

& J

Comme nous ’avons vu, une assertion peut étre soit vraie, soit fausse. Un aziome est une
assertion dont la vérité n’est pas démontrée mais qui est exigée ou évidente. Une démonstration
(ou preuve) d’une assertion est une déduction logique de I’assertion & partir des axiomes. Les
assertions dont on a démontré la vérité sont des propositions ou des théorémes. La démonstration
directe consiste a démontrer une assertion en partant des hypotheéses pour arriver a la conclusion
par une suite d’implications logiques. Nous présentons ici d’autres techniques principales de

démonstration.

Proposition 1.1.11. Si P et Q) sont deux assertions, alors ’assertion P = @) est vraie si

et seulement si l’assertion -Q) = —P est vraie.

On dit que =@ = —P est la contraposée de P = (. Par conséquent, démontrer ’assertion

P = @ peut se faire en démontrant sa contraposée.

( )

Exemple 1.1.12. Les assertions “si on est vendredi, alors je porte un pull rouge” et “si je

ne porte pas de pull rouge, alors on n’est pas vendredi” ont la méme signification.

J

4 )
Proposition 1.1.13. 57 a,b € R sont tels que a + b est irrationnel, alors a ou b est

irrationnel.

J

Démonstration. On procede par contraposition et on suppose que a et b sont rationnels. Alors

a + b est également rationnel par définition des rationnels. O

[ Proposition 1.1.14. Sin est un nombre entier tel que n? est pair, alors n est pair. j

Démonstration. Supposons que n est impair. Alors, il existe k € Z tel que n = 2k + 1. On calcule
alors n? = (2k +1)? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1 et on constate que n? est impair. O
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Présentons a présent la méthode de démonstration par l’absurde. Cette technique est tres utilisée.
Elle consiste a supposer que ce que 1’on souhaite démontrer est faux et a arriver a une absurdité

(appelée aussi une contradiction), c’est-a-dire la conjonction d’une assertion et de sa négation.

[ Proposition 1.1.15. Il n’eziste pas de nombre rationnel g tel que ¢> = 2. j

Démonstration. On procéde par I’absurde et on suppose qu’il existe ¢ € Q tel que ¢ = 2. On

peut écrire ¢ = > avec n,m € N premiers entre eux et m # 0. On a alors

et donc n? = 2m?2. 1l s’ensuit que n? est un nombre pair. Par la proposition précédente, on
obtient que n est un nombre pair. Il existe donc k € N tel que n = 2k. Par conséquent, on a
4k? = 2m? d’ott 2k? = m?. A nouveau, cela implique que m? est pair et donc m également. On
a donc obtenu que 2 divise m et n, ce qui est une contradiction puisque m et n sont premiers

entre eux. O

Une derniére technique classique de démonstration est la preuve par récurrence ou par induction.
Cette technique permet de démontrer qu’une propriété dépendant d’un parametre naturel est

vraie pour toute valeur de ce parametre.

4 )

Proposition 1.1.16. Pour tout n € N, on se donne une assertion P(n). Si
1. lassertion P(0) est vraie

2. pour tout n € N, si P(n) est vraie, alors P(n+ 1) est vraie,

alors lassertion P(n) est vraie pour tout n € N.
. J

On constate que cette méthode se décompose en deux parties. La premiere est appelée cas de
base : il s’agit de montrer que P(0) est vraie. La deuxiéme est appelée récurrence ou induction.
Elle se présente comme une implication “si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie”. La premiere
assertion de cette implication “P(n) est vraie” est appelée hypothése de récurrence ou hypothése
d’induction. Remarquons qu’on n’est pas obligé de commencer a 0 : si on veut montrer qu’une

propriété est vraie pour tout n > ng, on prend P(ng) comme cas de base.

Proposition 1.1.17 (Inégalité de Bernoulli). Si z > —1, alors pour tout n € Ny, on a

(14+2)" > 1+ nz.

Démonstration. Soit P(n) l'assertion “(1 + x)™ > 1+ nz”. Le cas de base n = 1 est évidemment

vérifié (on a méme 1’égalité). Prouvons maintenant que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.
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Si P(n) est vraie, alors

(142" = (1 +2)(1+2)" > (1+2)(1+ nz)
N ——
>0 >14nz

par hypotheése de récurrence. Puisque

(L+2)(1+nz) = 1+ne+z+ne® =1+ (n+ Do+ pa’ > 1+ (n + Dz,
>0

on obtient que (1 + z)"*t! > 1+ (n + 1)z, ce qui signifie que P(n + 1) est vraie. O

1.2 Ensembles

Dans cette section, nous introduisons une théorie “naive” des ensembles. Cela signifie qu’on ne

définira pas de maniere rigoureuse la notion d’ensemble.

Définition 1.2.1. Un ensemble A est une collection d’objets. Un objet x appartenant a A

est un élément de A. On note x € A.

Les éléments d’un ensemble peuvent étre de n’importe quelle nature comme illustré dans les

exemples suivants.

( )
Exemple 1.2.2.

> Lundi est un élément de ’ensemble des jours de la semaine, i.e.

Lundi € {Lundi, Mardi, Mercredi, Jeudi, Vendredi, Samedi, Dimanche}.

> Un alphabet est un ensemble de lettres.
> L’ULiége est un élément de l’ensemble des universités belges.

> La fonction f définie par f(x) = sin(x), x € R, est un élément de l’ensemble des

fonctions continues sur R.

& J

Un ensemble peut étre donné
> de maniere explicite, en donnant tous ses éléments comme par exemple A = {1,2, 3,4},

>> de maniere explicite, mais sans donner tous les éléments comme par exemple A =

{1,2,...,99},

> de maniere descriptive, en donnant une propriété caractérisant ses éléments comme par

exemple A = {n : n est un entier pair compris entre 1 et 99}.

Passons maintenant aux relations entre les ensembles.
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~

Définition 1.2.3.

> Ensemble vide : Il existe un ensemble qui ne contient pas d’élément, ’ensemble

vide, noté ().

> Inclusion : Si A et B sont deur ensembles, on écrit B C A si tout élement de B

est aussi un élément de A, autrement dit si
r€e€B=uxecA

Dans ce cas, on dit que B est un sous-ensemble de A.

> Egalité : Si A et B sont deuz ensembles, on écrit A= B quand A C B et B C A,

c’est-a-dire si A et B ont les mémes éléments. Dans ce cas, on dit que A et B sont

égaux.

N J

\
Exemple 1.2.4.

> La collection {Lundi, Mardi, Jeudi} est un sous-ensemble de ’ensemble des jours

de la semaine.
> Les voyelles forment un sous-ensemble de l’ensemble de ’alphabet.
> La collection { ULiége} est un sous-ensemble de l’ensemble des universités belges.

> Les fonctions dérivables forment un sous-ensemble de l’ensemble des fonctions

continues sur R.

- J

Signalons qu’on peut aussi nier tous les symboles et écrire x ¢ A, B ¢ A et A # B. Présentons

maintenant les constructions classiques d’ensembles a partir d’ensembles donnés.

~

Définition 1.2.5. Soient A et B deuxr ensembles.

> Union : On définit 'union de A et B en posant

AUB={z:z€ A oux € B}.

> Intersection : On définit l’intersection de A et B en posant

ANB={z:x€ A etz e B}.

> Différence : On définit I’ensemble A moins B en posant
A\B={z:x€ A etx ¢ B}.

> Complémentaire : Si A est un sous-ensemble d’un ensemble X, on définit le
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complémentaire de A dans X en posant
A=X\A={zeX ¢ A}

Attention, la notation A€ ne peut étre utilisée que si le contexte est clair, c¢’est-d-dire

si l’ensemble X est implicitement connu.

N J

Les opérations d’union et d’intersection ont les propriétés suivantes. On peut les démontrer en

utilisant des tables de vérité sur les assertions x € A, x € B ... ou en procédant par double

inclusion.

4 )
Proposition 1.2.6. Soit X un ensemble et soient A, B,C des sous-ensembles de X.

> Commutativité : AUB=BUA et ANB=BNA.
> Associativité : AU(BUC)=(AUB)UC et AN(BNC)=(AnB)NnC
> Distributivité : AN(BUC) = (ANB)U(ANC) et AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

> Lois de Morgan : (AU B)¢ = A°N B¢ et (AN B)¢ = A°U B“.
. J

Démonstration. A titre d’illustration, démontrons la premiere relation de la distributivité. Com-

mencons par montrer que
AN(BUC)C (ANB)U(ANO).

Pour cela, fixons x € AN (BUC). Alors,on a z € A et x € BUC. Considérons deux cas.
> Size B,alorsz € ANBetdonczx € (ANB)U(ANC).
> SizeC,alorsz € ANC et doncx € (ANB)U(ANC).

Montrons a présent que
AN(BUC)D(ANB)U(ANCQO).
Soit x € (AN B)U(ANC). A nouveau, on étudie deux cas.

> Siz € AN B, alors d’une part on a x € A et d’autre part, on a x € B ce qui implique que
x € BUC. Donc au total, z € AN (BUCQC).

> Size ANC, alorsonaxz € Aetonaaussiz € C,doux € BUC. Donc au total,
xe AN (BUCQC).

O]

Puisque les opérations d’union et d’intersection sont commutatives, on peut définir I'union et

Iintersection de plus de 2 ensembles. On donnera facilement un sens aux expressions du type
AjU---UA,, e AiNn---NA,.

On écrira aussi ces ensembles

U Ak et m Ak
k=1 k=1
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X

FIGURE 1.1 — Représentation des opérations ensemblistes.
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Dans ces expressions, la lettre k£ est “muette”, ce qui signifie que vous pouvez la remplacer par
n’importe quel symbole.

Enfin, nous définissons la notion de produit cartésien d’ensembles.

Définition 1.2.7. Soient A et B deux ensembles. On définit le produit cartésien de A et

B en posant
Ax B={(a,b):a€ Aetbe B}.

Attention a la différence entre {a,b} et (a,b). En effet, on a toujours {a,b} = {b,a} mais on a
(a,b) = (b,a) si et seulement si a = b! On peut aussi étendre la définition du produit cartésien a

un produit de plusieurs ensembles en posant

A1><---><Am:HAk:{(al,...,am):al€A1,...,am€Am}.
k=1

1.3 Applications

Dans cette section, nous présentons intuitivement la notion d’application et les principales

opérations que 'on peut faire sur les applications.

Définition 1.3.1. Soient A et B deux ensembles. Une application f de A dans B est une

loi qui a tout élément x de A associe un élément f(x) de B. Dans ce cas, on écrit
f:A—= B:x— f(z).

On appelle x la variable et f(z) la valeur de f en z. On dit que A est I’ensemble de départ
ou le domaine de définition de f, et que f est définie sur A. On dit que B est l’ensemble

d’arrivée de f et que f est a valeurs dans B.

J

Notons que les notions de “loi” et d’“associer” ne sont pas rigoureusement définies mais nous

garderons cette approche intuitive.

( )

Exemple 1.3.2. Si les états possibles d’un systéeme physique sont décrits par un ensemble

X et que l’état au temps t ne dépend que de t et de l’état initial, on peut décrire ce systéme
par une application
f:X x[0,400[— X : (x,t) — f(z,t)

de maniére a ce que f(x,t) corresponde a l’état du systéme au temps t sachant qu’il a

démarré dans l'état x.

J

(Déﬁnition 1.3.3. Deuz applications f et g sont égales si elles ont le méme ensemble dew
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départ A et si
f(z) =g(x) pour tout x € A.

Dans ce cas, on écrit f =g.

Si f et g ne sont pas égales, alors soit elles ne sont pas définies sur le méme ensemble, soit il
existe z € A tel que f(x) # g(x). Dans ce cas, on écrit f # g. Présentons a présent des méthodes

pour construire des applications & partir d’autres applications.

Définition 1.3.4. Soit f : A — B une application définie sur A et soit A’ C A. La

restriction de f a A’ est lapplication

flar: A= B:xw f(z).

La définition de la composition d’applications que nous présentons maintenant est intuitive si on
se rappelle qu’une application est une “loi” qui a toute valeur de ’ensemble de départ associe
une valeur de ’ensemble d’arrivée. On peut donc imaginer appliquer successivement plusieurs

lois : partir de x, lui appliquer f pour obtenir f(x) et & cette valeur f(z), appliquer la loi g pour
obtenir g(f(x)).

Définition 1.3.5. Soient f: A — B et g: B — C deuz applications. La composition de f
et g est Uapplication g o f définie par

gof:A—=C:xw— g(f(x)).

FIGURE 1.2 — Représentation de la composition d’une fonction f et d’une fonction g : on a
gofla)=p,gof(b)=q,gof(c)=qetgof(d)=r.

Nous introduisons a présent une classe particuliere d’applications, les applications bijectives. Ces
applications f : A — B possedent une application réciproque qui a tout élément y de B associe

I’élément = de A dont il provient. Bien siir, pour que cette définition ait du sens, il faut

1. qu'il eziste un élément = de A tel que f(z) =y,
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2. que cet élément soit unique.

Ces deux conditions traduisent ce que ’on appelle des applications surjectives et injectives.

L’injectivité traduit I'unicité donnée au point 2 : nous la définissons ci-dessous.

Définition 1.3.6. Soit f : A — B une application. On dit que f est injective (ou une

injection) si pour tous z,2’ € A tels que x # ', on a f(z) # f(2').

Cela traduit le fait que deux éléments distincts de I'ensemble de départ prennent des valeurs
différentes. On peut reformuler cette condition via sa contraposée en écrivant donc que pour tous

z, ' € A, sl f(z) = f(a), alors x = 2.

Remarque 1.3.7. Attention, il y a une erreur fréquente avec cette définition qui consiste
a renverser le sens de implication et a écrire “ si x = 2/, alors f(x) = f(a') 7. Cette
condition n’apporte évidemment aucune information supplémentaire au fait que f soit une

application !

FIGURE 1.3 — La fonction f est une injection entre ’ensemble A = {a, b, c,d} et B = {1,2,3,4,5}.
L’application g n’est pas une injection entre A et B puisque g(a) = g(d).

( )

Exemple 1.3.8. Supposons disposer de paires de chaussettes de 3 couleurs différentes :
des chaussettes blanches, rouges et noires. On change de chaussettes tous les jours selon la

régle suivante :
> le lundi, le mercredi et le vendredi, on met une paire de chaussettes rouges,
> le mardi et le jeud:i, on porte des chaussettes noires,
> le week-end, on porte des chaussettes blanches.

Cette loi définit une application f dont l’ensemble de départ A est l’ensemble des jours

de la semaine, et l’ensemble d’arrivée B est l’ensemble des couleurs {blanc, rouge, noir}.
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L’application f ainsi définie n’est pas injective car

f(lundi) = f(mercredi) = rouge.

Exemple 1.3.9.
> L’application f1 : R — R : x — 22 n'est pas injective car f(—2) = f(2) = 4.
> L’application f3 : [0, +oo[— R : z +— 2% est injective puisque si x* = t* avec z,t > 0,
alors x = t.
> L’application
f3:R = R: x> sin(z)
n'est pas injective puisque sin(%) = sin(ZF).
> L’application
- T

] — Rz~ sin(x)

f4:[2’2

est injective. On peut le voir a partir du cercle trigonométrique.

- J

La surjectivité traduit 'existence donnée au point 1. Voici la définition.

Définition 1.3.10. Soit f : A — B une application. On dit que f est surjective (ou une
surjection) si pour tout y € B, il existe x € A tel que f(x) =y.

FIGURE 1.4 — La fonction f est une surjection entre 'ensemble A = {a,b,¢,d, e} et B = {1,2,3,4}.
L’application g n’est pas une surjection entre A et B puisque 3 n’est 'image d’aucun point de A.

Exemple 1.3.11. Reprenons ’exemple 1.3.8 des chaussettes. L’application f est surjective
car pour toute couleur de l’ensemble B, il existe un jour de la semaine durant lequel on

porte des chaussettes de cette couleur.
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Définition 1.3.12. Soit f : A — B une application. L’ensemble image de A par f est
défini par
f(A)={f(z) : 2 € A} ={y € B:3x € A tel que f(x) =y}.

Avec cette définition, on remarque que f : A — B est surjective si f(A) = B.

( )
Exemple 1.3.13.

> Lapplication fi : R — R : x +— x? n'est pas surjective car le nombre —1 n’appartient

pas a limage de R par fi.

> L’application fo : R — [0,+00[: z — 22 est surjective puisque tout mombre réel

positif admet une racine carrée.
> L’application
f3:R—=R: x> sin(x)
n’est pas surjective puisque le nombre 2 n’appartient pas a ’image de R par fs.
> L’application

fa:R—[-1,1]: x — sin(z)

est surjective car tout nombre compris entre —1 et 1 peut s’écrire comme le sinus

d’un nombre réel.

Définition 1.3.14. Soit f : A — B une application. On dit que f est bijective (ou une
bijection) si f est injective et surjective. Dans ce cas, l'application inverse ou réciproque
de f est lapplication

f1:B—> A

qui associe d tout élément y € B l'unique élément x € A tel que f(x) =y.

On a donc

En particulier,

(" )
Exemple 1.3.15.

> L’application
f 1[0, 400[—= [0, +00[: z > 22

est une bijection. L’application inverse de f est donnée par la racine carrée

F712 10, +00[ = [0, +00[: y = /7.
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FIGURE 1.5 — Exemple d’une bijection entre ’ensemble A = {a,b,c,d} et I’ensemble B =
{1,2,3,4} et de son application inverse.

> L’application

-7 T
in:|—,—| = [-1,1
sin [2,2} [-1,1]

est bijective. Son application réciproque est l’application

272
& J

arcsin : [—1,1] — [_ﬂ- W] .

1.4 Ensembles dénombrables

Intuitivement, les ensembles infinis dénombrables sont les “plus petits” ensembles infinis. Avant
d’introduire cette notion, concentrons-nous sur les ensembles finis. Supposons que A est un

ensemble en bijection avec {1,...,n}, c'est-a-dire qu'il existe une bijection
f:A—={1,...,n}.

Alors, il est clair que ’ensemble A posseéde exactement n éléments. On dit que le cardinal de A est
égal a n. Si A est un ensemble qui n’est pas de cardinal fini, on dira qu’il est infini dénombrable

s’il est en bijection avec N. Cela traduit le fait qu'on peut énumérer les éléments de A.

Définition 1.4.1. Un ensemble A est dénombrable s’il est fini ou s’il existe une bijection
f:A—N.

En fait, les deux conditions traduisent le fait qu’il existe une injection f: A — N.

( )

Exemple 1.4.2. L’ensemble des nombres pairs 2N est dénombrable puisque 'application

f:2N—>N:ml—>%

est une bijection.

& J
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4 )
Proposition 1.4.3.

1. Tout sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

2. Toute union dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable, c’est-a-dire si J

est un ensemble dénombrable et si les ensembles X;, j € J, sont dénombrables, alors

UXj:{x:EleJtelquexer}
jeJ

est dénombrable.

- J

( )
Exemple 1.4.4.

> L’ensemble Z est dénombrable car
Z=NU{-n:neN}

> L’ensemble Q est dénombrable car

neNp
avec
Xy = {m ‘m € Z} .
n
- J
( Proposition 1.4.5. L’ensemble N x N est dénombrable. j

Il existe une bijection célebre entre cet ensemble et 'ensemble N, donnée par I’énumération de

Cantor. On peut la visualiser sur la figure suivante :

(0,0) — (0,1) (0,2) — (0,3)
v / v
(1,0) (1,1) (1,2)
L v
(2,0) (2,1)
e
(3,0)

I

Il existe aussi des ensembles qui ne sont pas dénombrables. Nous ne rentrerons pas dans les

détails de la preuve.
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Proposition 1.4.6. L’ensemble des nombres réels compris entre 0 et 1 n’est pas dénombrable.

En particulier, I’ensemble des nombres réels n’est pas dénombrable.
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2 Les nombres réels

Dans le chapitre 1, nous avons supposé connus les différents ensembles N, Z, Q et R. Chacun de
ces ensembles possede des caractéristiques et des propriétés qui les distinguent les uns des autres.
Bien que les définitions précises de ces ensembles dépassent le cadre de ce cours, nous allons
passer en revue certaines de leurs propriétés essentielles. Nous nous intéressons en particulier a

la relation d’ordre que 'on peut mettre sur R et aux notions de bornes de sous-ensembles de R.

2.1 Définitions

Les nombres naturels sont les nombres entiers positifs utilisés pour compter. L’ensemble des

nombres naturels est noté N et est donc donné par
N=1{0,1,2,3,... }.
On utilisera donc dans ce cours la convention que 0 est un nombre naturel et on notera
No={1,2,3,...}

I’ensemble des nombres naturels non-nuls. Si on additionne deux nombres naturels, la somme
est encore un nombre naturel. Néanmoins, la différence entre deux nombres naturels n’est pas
nécessairement un nombre naturel. C’est la que les nombres entiers entrent en jeu : en plus
de permettre ’addition de deux nombres entiers, ’ensemble Z des nombres entiers étend cette
propriété a la soustraction, ou la différence entre deux nombres entiers est toujours un nombre
entier. On a

Z=1{.,-3,-2-1,01,23,...}

Remarquons que le produit de deux nombres entiers est encore un nombre entier, mais si on
souhaite considérer la division, il faut agrandir ’ensemble Z. En effet, certains quotients (ou
rapports de quantités) ne peuvent pas étre représentés par des nombres entiers.

Les nombres rationnels sont des nombres qui peuvent étre représentés sous forme de fraction, ou
le numérateur et le dénominateur sont tous deux des nombres entiers et ou le dénominateur est
non-nul, c’est-a-dire

Q={%:n,deZ,d+#0}.

L’ensemble Q des nombres rationnels est stable par addition et soustraction, par multiplication

et division (& condition que le dénominateur ne soit pas nul).

19
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Cependant, méme avec les nombres rationnels, il y a des quantités qui ne peuvent pas étre
exprimées de maniere exacte. En effet, nous avons vu dans la Proposition 1.1.15 qu’il n’existe
pas de nombre rationnel dont le carré est égal a 2. Ainsi, la longueur de la diagonale d’un carré
de cOté 1 ne peut pas étre exprimée comme un nombre rationnel. En effet, par le théoreme de
Pythagore, on sait que la longueur de cette diagonale est v/2. Ainsi, les nombres rationnels ne
suffisent pas a représenter toutes les grandeurs mathématiques et géométriques.

Les nombres réels permettent de “combler les trous” entre les nombres rationnels. La construction
de ’ensemble R des nombres réels sort du cadre du cours et nous supposerons le lecteur familier
avec les nombres réels. On a

NCZcQcCR

et les élements de R qui n’appartiennent pas a Q sont appelés les nombres irrationnels.

Rappelons ci-dessous les propriétés des nombres réels '

4 )

Proposition 2.1.1. L’ensemble des nombres réels R vérifie les propriétés suivantes :
1. Propriétés de l'addition® :
> Associativité : pour tous x,y,z € R, onax+ (y+2) = (z+y) + =.
> Commutativité : pour tous x,y €E R, onax+y=y+ .

> FExistence d’un élément neutre : le nombre réel 0 est tel que pour tout x € R,

onaxz+0==z.

> FExistence d’un inverse : pour tout x € R, il existe y € R tel que x +y =0. On

dit que y est l’opposé de x et on le note —x.
2. Propriétés de la multiplication® :

> Associativité : pour tous z,y,z € R, on a z(yz) = (zy)z.
> Commutativité : pour tous x,y € R, on a xy = yzx.

> Fxistence d’un élément neutre : le nombre réel 1 est tel que pour tout x € R,
on alr =x.

> Existence d’un inverse : pour tout x € R\ {0}, il existe y € R tel que zy = 1.

On dit que y est Uinverse de x et on le note 1 ou %

3. La multiplication est distributive par rapport a laddition : pour tous x,y,z € R, on a

x(y+2) =xy + z2.

a. Cela signifie que (R, +) est un groupe commutatif.
b. Cela signifie que (R \ {0}, ) est un groupe commutatif.

- J

Les propriétés énoncées dans la Proposition 2.1.1 signifient que R est un corps commutatif ou un

champ. Remarquons que 0 n’a pas d’inverse pour la multiplication : on ne peut donc pas diviser

1. Les propriétés des Propositions 2.1.1, 2.1.2 et 2.1.10 peuvent étre considérées comme des axiomes qui
permettent de définir I’ensemble R. Il est en fait possible de donner des axiomes pour construire N, d’en tirer
ensuite les constructions successives de Z, de Q et de R, en ajoutant des axiomes & chaque étape.
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par 0!
L’ensemble R est muni d’une relation d’ordre, notée <. On note naturellement x < y si x < y et
x # y. On note également x > ysiy <z et x >y six>yet #y. La relation < satisfait les

propriétés suivantes.

4 )
Proposition 2.1.2. Soient x,y,z € R.

> Réflexivité : on a z < x.
> Transitivité : si x <y ety < z, alors on a x < 2.
> Antisymétrie : six <y et y <z, alors x = y.

> Ordre total : on peut toujours comparer deux éléments, c’est-a-dire on a toujours

z<youy<z.
> Compatibilité avec l'addition : st x <y, alors x + 2z <y + 2.

> Compatibilité avec la multiplication : si x > 0 et y > 0, alors xy > 0.
\ J

Les propriétés de R que nous avons énoncées nous permettent d’obtenir le résultat suivant 2.

4 )
Proposition 2.1.3. Soient z,y,z € R.

1. On a x>0 si et seulement si —x < 0.
2. Six>0cety <z, alors xy < xz.
3. Six<0ety<z, alors xy > xz.
4. Six#0, alors x2 > 0.
5

S0 <a <y, alo7’50<%<%.
\ J

Démonstration. 1. Siz >0, alorsona 0= —x+2z > —x+ 0= —z et donc —x < 0. De méme, si
—xr<0,alors0=—-x+x<0+4+x=2x et donc z > 0.

2. 81y < z,alors z —y > 0 et donc z(z —y) > 0. On en tire que xz — zy > 0 et donc
rz=z2z—2y+zy >0+ 2y =2Y.

3. Six <0, alors —z > 0 et donc —z(z —y) > 0. On en tire que —xz + zy > 0 et donc
zy=zz—xz+zy >r2+0==12

4. Si x> 0, alors 22 = zz > 0. Si < 0, alors —z > 0 et donc (—z)? > 0. Or, on sait que
(—2)? = (—x)(—x) = zx = 22 et on en tire donc que 22 > 0.

5. Puisque x > 0, si on avait % < 0, on en tirerait que 1 = m% < 0. Donc % > 0 et de méme,
on montre que % > 0. En particulier, on a %% > 0 et donc puisque = < y, on en tire que

1 11 11
1,1l 11 O
Y xy<yxy

1
g
Remarquons que les propriétés des Propositions 2.1.1 et 2.1.2 sont également satisfaites par
I'ensemble Q3. C’est gréace a la propriété que nous allons présenter ci-dessous que R se distingue

de Q. Pour cela, nous devons d’abord introduire quelques définitions.

2. Ce résultat est valide dans tout corps commutatif totalement ordonné.
3. Autrement dit, Q est également un corps commutatif totalement ordonné.



292 CHAPITRE 2. LES NOMBRES REELS

~

Définition 2.1.4. Soit A un sous-ensemble de R.

> On dit que A est majoré s’il existe M € R tel que x < M pour tout x € A. Un tel

nombre M est appelé un majorant de A.

> On dit que A est minoré s’il existe m € R tel que x > m pour tout x € A. Un tel

nombre m est appelé un minorant de A.

Si un ensemble A admet un majorant et un minorant, on dit que A est borné.

On adopte les notations usuelles suivantes pour les intervalles de R.

4 )
Notation 2.1.5. Soient a,b € R. On pose

[a,b] ={z € R:a <z < b},
la,b) ={r e R:a <z < b},
[a,b] ={z € R:a <z < b},
Ja,b[={r € R:a <z < b},
et
[a,+oo[={x €R:a <z},

[
Ja,+oo[={zx €R:a < z},
| —00,b] ={z € R:z < b},
| —oo,b[={z€R:z < b}
[

Ces ensembles sont les intervalles de R. On dit que les intervalles [a,b], [a,+o00[ et | — 00, b]

sont fermés, que les intervalles |a,b[,]a,+oo[ et | — 0o, b| sont ouverts et enfin, que les

intervalles ]a,b] et [a,b] sont semi-ouverts.

J

On voit immédiatement que seuls les intervalles de R de la forme
[a,b],]a,b],[a,b],]a,b],] — oo, b] et | — oo, b]
sont majorés. Seuls les intervalles de R de la forme
[a, b],]a, b], [a,b],]a,b], [a, +o0[ et ]a, +o0]

sont minorés. Les intervalles

[a, b],]a,b],[a,b] et |a, b]

sont donc les intervalles bornés. Remarquons qu'un majorant ou un minorant de A n’appartient

pas nécessairement a A. Par exemple, 1 est un majorant de l'intervalle | — 1, 1].
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De plus, si M est un majorant de A, alors tout nombre plus grand que M est également un
majorant de A. De méme, si m est un minorant de A, alors tout nombre plus petit que m est
encore un minorant de A. La définition suivante permet de considérer les “meilleurs” majorant et

minorant de A.

~

Définition 2.1.6. Soit A un sous-ensemble de R.

> Un nombre S € R est une borne supérieure de A si

> S est un majorant de A et
> st M est un majorant de A, alors S < M.
Dans ce cas, on note S = sup A. Il s’agit donc du plus petit majorant de A.
> Un nombre s € R est une borne inférieure de A si
> s est un minorant de A et

> sim est un minorant de A, alors s > m.

Dans ce cas, on note s = inf A. Il s’agit donc du plus grand minorant de A.

NS J

Si elle existe, la borne supérieure de A est unique : en effet, si S et S’ sont des bornes supérieures,
alors S’ est un majorant de A et S une borne supérieure, et donc S < S’. De méme, S est un
majorant de A et S’ une borne supérieure, ce qui implique que S’ < S. On peut faire le méme
raisonnement pour montrer que, si elle existe, la borne inférieure d’un ensemble est unique. Si

elles existent, on parle donc de la borne supérieure et de la borne inférieure d’un ensemble.

Remarque 2.1.7. La deuxiéme condition pour qu’un nombre S € R soit la borne supérieure
de A peut se réécrire en utilisant sa contraposée : Si S > M, alors M n’est pas un majorant
de A. De méme, la deuxieme condition pour qu’un nombre s € R soit la borne inférieure de

A peut se réécrire : Si s < m, alors m n’est pas un minorant de A.

Remarquons également que les bornes supérieures et inférieures d’un ensemble n’appartiennent
pas nécessairement & l’ensemble. C’est le cas par exemple d’un intervalle ouvert |a, b[ pour lequel

la borne supérieure est b et la borne inférieure a.

Définition 2.1.8. Sisup A € A, on parle du maximum de A et on le note max A. Si
inf A € A, on parle du minimum de A et on le note min A. On dit aussi que les bornes

supérieures et inférieures sont réalisées ou atteintes.

Exemple 2.1.9. Si A est un sous-ensemble fini de R, alors sa borne supérieure est le plus

grand de ses éléments et sa borne inférieure est le plus petit de ses éléments.

Nous pouvons & présent énoncer la derniére propriété qui permet de définir les nombres réels.
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Proposition 2.1.10. Tout sous-ensemble de R non-vide et majoré posséde une borne
supérieure. De méme, tout sous-ensemble de R non-vide et minoré posséde une borne

inférieure.

Afin de conclure cette section sur les nombres réels, signalons que ’ensemble Q ne satisfait pas
la Proposition 2.1.10 : il existe un sous-ensemble de Q non-vide et majoré mais qui ne possede
pas (dans Q!) de borne supérieure. Nous verrons qu'’il suffit de considérer le sous-ensemble A de
Q défini par

A={qeQ:¢* <2}

On montera que sup A = /2 et on a déja obtenu que v/2 n’est pas un nombre rationnel.

Remarque 2.1.11. Bien souvent, si A est un sous-ensemble de R qui n’est pas minoré,

on écrira inf A = —oco. De méme, si A n’est pas majoré, on note sup A = +00.

2.2 Propriété d’Archimede et existence de racines

Nous avons vu dans la Proposition 1.1.15 qu’il n’existe pas de nombre rationnel dont le carré est
égal a 2. L’objectif de cette section est de montrer que I’ensemble des réels permet de considérer

les racines carrées de tout nombre positif. Commencons par démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.2.1 (Propriété d’Archimede). Si z,y € R et x > 0, alors il existe un

nombre naturel n € N tel que nx > y.

Démonstration. Procédons par I’absurde en supposant que pour tout n € N, on a nx < y. Cela

signifie que y est un majorant de ’ensemble
A={nz:n e N}

Donc A est un ensemble non-vide et majoré, et la Proposition 2.1.10 implique que A admet une
borne supérieure S = sup A. Comme z > 0, ona S —xz < S = supA et donc S — = ne peut
pas étre un majorant de A. Cela signifie qu’il existe n € N tel que S — x < nz. On en tire que
S < (n+ 1)z, ce qui est impossible car S est un majorant de A et (n+ 1)x € A.

O

Remarquons qu’en prenant x = 1, on trouve que pour tout y € R, il existe n € N tel que n > y,
ce qui est tres intuitif mais que nous venons de démontrer proprement a partir des propriétés

axiomatiques de R.
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( )

Exemple 2.2.2. Ce résultat permet de démontrer que
) 1
infe—:neNyg,=0.

n

En effet, soit A = {% in € NO}. 1l est clair que A est non-vide et est minoré par 0. Donc
par la Proposition 2.1.10, s = inf A existe. Comme 0 est un minorant de A, on a s > 0.
Si s > 0, alors par la propriété d’Archiméde avec x = s et y = 1, il existe n € N tel que
ns > 1. Bien sir, on an # 0 et on en tire que s > % Ceci est impossible car % € A. Par

conséquent, s = 0.

NS J
~N

Corollaire 2.2.3. Pour tout y € R tel que y > 0, il existe n € Ng tel que % <.
J

Démonstration. On vient de démontrer que inf {% 'n € No} = 0. Donc, si y > 0, alors y n’est

pas un minorant de {% 'n € No}. Par conséquent, il existe n € Ny tel que % < y. O

En particulier, entre les nombres réels 0 et y, on peut toujours trouver un nombre rationnel. Ce
résultat est vrai en toute généralité et la proposition suivante montre qu’entre deux nombres

réels, on peut toujours trouver un nombre rationnel.

Proposition 2.2.4 (Densité de Q dans R). Si x,y € R sont tels que x < y, alors il existe

un nombre rationnel ¢ € Q tel que x < q < y.

Démonstration. Comme x < y, on sait que y — x > 0. Dans un premier temps, supposons que
y —x > 1. La propriété d’Archimede avec 2’ = 1 et 3y = z permet de considérer j € N tel que
j > x. De méme, pour 2’ =1 et 3y = —x, il existe k € N tel que k > —z, c’est-a-dire © > —k.
On peut alors trouver le plus petit entier m de {—k,...,j} tel que m > z. En particulier, on a

m—1<xet doncm <z +1 <y. Puisque m > x, on en tire que x < m < y.

Passons a présent au cas général. Comme y — x > 0, la propriété d’Archimede donne ’existence

d’un élément n € N tel que n(y —x) > 1. On a donc ny — nx > 1 et par le premier point, il

existe un entier m € Z tel que nx < m < ny. On en tire que z < < y. Par conséquent, ¢ = 7

0 s

convient.

Intéressons-nous a présent a ’existence de la racine carrée de 2. Nous allons en fait montrer que

tout nombre réel positif admet une unique racine carrée positive.

[ Proposition 2.2.5. Il existe x € R tel que 2> = 2. j
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Démonstration. Soit A = {y € R:y > 0et 2> < 2}. Alors A est non-vide car 1 € A. De plus,
le nombre réel 2 majore A : en effet, si y € A est tel que y > 2, alors y2 > 4 > 2, ce qui est
impossible. Par la Proposition 2.1.10, on peut considérer le nombre réel x = sup A. Comme z est
un majorant de A et 1 € A, on sait que x > 1. Comme x est la borne supérieure de A et 2 est un
majorant de A, on a aussi < 2. Montrons que x> = 2. Pour cela, on procéde par ’absurde en
supposant que x2 # 2. Nous allons séparer les cas 22 < 2 et 2% > 2.

2—x?

Supposons tout d’abord que 22 < 2. On a alors 2 — 22 > 0 et donc =— > 0. En appliquant le

Corollaire 2.2.3, il existe n € Ny tel que

1<2—x2
n 5

et £ <2 on

En particulier, on a 22 + % < 2. Posons t = x + % En utilisant les inégalités n% < %

trouve

1\2 2 1 4 1 5
t2:<x+> —P T <t =at 2 <2
n n n n n n

vu le choix de n. Donc t € A et t > x, ce qui méne a une contradiction.

Supposons & présent que 2 > 2. On procede de la méme maniére en considérant t = x — % oun

est choisi tel que
2 -2 .
4 n’

On a alors

1\2 2 1 4
tQ—(x—> :xz——x+—22x2——>2
n n n n

puisque = < 2 et # > 0. Donc t ¢ A. Comme t < x = sup A, t ne peut pas étre un majorant
de A, et il existe donc y € A tel que t < y. Cela implique alors? que t? < 32, et on en tire que
y? > 2. Ceci est impossible puisque y € A. O

Le nombre réel positif = tel que 22 = 2 est unique. En effet, si y < z, alors y> < 2 et si y > x,
1 . . 7 ’ .

alors y% > 2. On le note /2 ou encore 22. La construction que nous venons de faire se généralise

au cas des racines carrées de n’importe quel nombre réel strictement positif, et méme aux racines

m'°™¢. La preuve suit le méme genre d’arguments que dans le cas de la racine carrée de 2.

4 )
Proposition 2.2.6. Pour tout nombre réel r > 0 et tout nombre naturel m € Ny, il existe

un unique nombre réel positif x tel que ™ = r. Ce nombre x est donné par

sup{y e R:y >0 ety™ <r}

et est noté rm ou .
. J

Mentionnons le résultat suivant.

4. Puisque t < y, on a t* = tt < ty < yy = y°.
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Corollaire 2.2.7. Soient x,y deux nombres réels positifs et m € Ny. Alors

3=
e

1
(zy)m = amy

. . . 1 Bl
Démonstration. Sia=axm et b=ym, on a
zy = a™b™ = (ab)™.
Comme la racine m'“™¢ de ab est unique, on en tire que

ab = (xy)i

2.3 Propriétés des bornes inférieures et supérieures

Dans cette section, nous présentons quelques propriétés supplémentaires des bornes supérieures

et inférieures.

4 )

Proposition 2.3.1. Soit A un sous-ensemble de R.

1. Soit M un majorant de A. Alors M est la borne supérieure de A si et seulement st,

pour tout € > 0, il existe x € A tel que M — e < x.

2. Soit m un minorant de A. Alors m est la borne inférieure de A si et seulement si,

pour tout € > 0, il existe x € A tel que x < m + €.
g J

Démonstration. 1. Supposons que M = sup A. Alors, pour tout € > 0, on a M —e < M et donc
M — e ne peut pas étre un majorant de A. On en tire qu’il existe x € A tel que M — e < z.
Réciproquement, si ¢t < M, alors en posant e = M —t > 0, il existe v € A tel que t = M — e < x.
Donc t ne peut pas étre un majorant de A. Ainsi, tout majorant de A est plus grand ou égal a
M.

2. On procede de la méme maniere. O

Corollaire 2.3.2.
1. §i M € A est un majorant de A, alors M est la borne supérieure de A.

2. Sim € A est un minorant de A, alors m est la borne inférieure de A.
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Démonstration. 1. En effet, si € > 0, alors M — e < M. On conclut en utilisant la Proposition
2.3.1.

2. On procede de la méme maniere. O

Terminons par une propriété de stabilité des bornes supérieures et inférieures par rapport aux

opérations. On va s’intéresser uniquement au cas de I’addition pour illustrer les méthodes.

4 )
Proposition 2.3.3.

1. Si A et B sont deux sous-ensembles majorés de R, alors on a
sup(A + B) =sup A + sup B.
2. Si A et B sont deux sous-ensembles minorés de R, alors on a

inf(A + B) = inf A + inf B.
\ J

Démonstration. 1. Soient z € A et y € B. Alors, on a x < sup 4 et y < sup B, et donc
z+y <supA+supB.

Ainsi, sup A + sup B est un majorant de A+ B. On a donc sup(A + B) < sup A + sup B.
Pour montrer 'autre inégalité, fixons y € B. Pour tout z € A, ona xz+y € A+ B et donc
x4+ y <sup(A+ B). On en tire que

x <sup(A+ B) —y.
Ainsi, sup(A + B) — y est un majorant de A et donc on a sup A < sup(A+ B) —y. On en tire que
y <sup(A+ B) —sup A

quel que soit y € B, et donc sup B < sup(A + B) — sup A. Cela meéne a la conclusion.

2. On utilise des arguments semblables & ceux du premier point. O

Notation 2.3.4. Soit A un sous-ensemble de R. Pour simplifier les notations, on écrit
parfois sup A = +0o si A n’est pas majoré. De méme, on écrit inf A = —oo si A n’est pas

MINOoTe.

2.4 Valeur absolue

Dans cette section, nous nous intéressons aux propriétés de la valeur absolue d’un nombre réel.

Commengons par rappeler sa définition.
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Définition 2.4.1. Si z € R, la valeur absolue |z| de x est définie par

T six >0
|z| =

—x  six<O.

Géométriquement, |z| donne la distance de z a 0 sur la droite réelle. Remarquons également que
|x| = Va2,

Rappelons les propriétés de la valeur absolue.

4 )

Proposition 2.4.2. Soient x et y deux nombres réels. On a
1. |z| >0,

2. |x| =0 si et seulement si x =0,

3. |zyl = [« [yl;
0 z| _ |z
4. sty # 0, alors vl = Tl
& J
Démonstration. 1. Si x > 0, alors |z| =x > 0. Si x <0, alors |z| = —z > 0.

2. C’est immédiat par définition.

3.Siz=0o0uy =0, le résultat est direct. Si x > 0 et y > 0, alors zy > 0 et on obtient donc
lzy| = xy = |z||y|. Siz > 0 et y <0, alors zy < 0 et donc |zy| = —(xy) = z(—y) = |z| |y|. Enfin,
siz <0ety<O0,alors zy > 0 et donc |zy| = 2y = (—z)(—y) = |z| |y

On peut aussi procéder en remarquant simplement que
zyl? = (zy)? = 2°y* = |2[*|y|* = (|| ly])*.

4. On fait de méme en écrivant

z? (x>2 o |z (\a:|>2
y y v P\l
O
4 N\
Proposition 2.4.3. Soient x et y deux nombres réels. Sty >0, on a
1. |z| <y si et seulement si —y < x <y,
2. —lz| <z <z,
3. |x| >y si et seulement si x >y ou x < —y.
g J

Démonstration. 1. Supposons d’abord que |z| < y. Si z > 0, alors |x| = z et donc z < y. De
plus, —y <0 < z. Siz <0, alors || = —z et donc —z < y. On en tire que z > —y. De plus, on
ay>0>z.
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Supposons a présent que —y < x < y. Si z >0, alors x| =z < y. Si z <0, alors |z| = —z < y.
2. 11 suffit d’appliquer le point 1 avec y = |z|.

3. Supposons que |z| > y. Six > 0, alors z = |z| > y. Si 2 < 0, alors —x = |z| > y dou z < —y.
Réciproquement, on suppose que x > y ou x < —y. Si z > 0, alors on a nécessairement = > y et

donc |z| =z > y. Si x < 0, alors on a nécessairement x < —y. On en tire que |z| = —z > y. O

Du point de vue géométrique, le résultat suivant est clair a partir d’un dessin sur la droite réelle.

Proposition 2.4.4 (Inégalité triangulaire). Pour tous x,y € R, on a

|z +y| < x| + |yl

Démonstration. On a

(Je] + ly)? = |2 + 2l [y| + [y[* > 2* + 20y + y* = (& +y)* = |z +y

Corollaire 2.4.5. Soient x1,...,x, € R avec n € Ny. Alors

|1+ x| < x|+ + |z

Démonstration. On procede par récurrence. Le cas de base n = 1 est trivial, et pour n = 2 c’est
I’inégalité triangulaire classique. Supposons que le résultat est vérifié pour n et montrons-le
pour n + 1. Soient donc z1,...,x,+1 € R. Alors, I'inégalité triangulaire et ensuite ’hypotheése de

récurrence permettent d’écrire
|21+t T+ Toga| <o+ @]+ T SEa| 0 20| + [0l

d’ou la conclusion. O

Proposition 2.4.6 (Inégalité triangulaire inversée). Pour tous x,y € R, on a

|z — |yl < |& —yl.

Démonstration. On utilise I'inégalité triangulaire avec x — y et y pour écrire
] =z —y +yl < o —y[+[yl,

d’ou

2| — |y| < |z —yl.
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En inversant les roles de z et y, on trouve

ly| — Jz| < |z —yl.

Puisque ||z| — |y|| est soit égal & |x| — |y, soit & |y| — |z|, on obtient la conclusion. O

2.5 Les nombres complexes

Nous avons vu que quel que soit le nombre réel r > 0, on peut toujours trouver un réel x > 0

2

tel que z© = r. Autrement dit, tout nombre réel positif admet une racine carrée. Le résultat est

faux lorsque 'on s’intéresse aux réels négatifs : ainsi, quelque soit le réel » < 0 considéré, il est
impossible de trouver x € R tel que 22 = r.

Nous avons également vu que ’addition et la multiplication permettaient de munir R d’une
structure de corps commutatif. On peut faire de méme pour le plan R? = {(z,y) : x,y € R}. On

définit ’addition et la multiplication de deux éléments du plan en posant
(z,y) + (u,v) = (z +u,y +v)
et

(z,y)(u,v) = (zu — yv, zV + Yu).

Avec cette structure, R? devient un corps commutatif que l’on note C. Pour ces nouvelles

opérations, on vérifie que

> (0,0) est I’élément neutre pour 'addition,

v

(
(—x,—y) est 'opposé de (z,y),
>

1,0) est le neutre pour la multiplication,

\%

m2+y2, z2+y ) est l'inverse de (z,y) si (z,y) # (0,0).

4 )

Remarque 2.5.1. Etant donné un point (x,y) de R?, on note 6 l'angle formé par le segment
reliant (0,0) d (z,y) et la demi-droite {(¢,0) : ¢ > 0} et on note |(z,y)| la longueur du
vecteur d’origine (0,0) et d’extrémité (x,y). De méme, pour un deuziéme point (u,v) de R?,
on obtient un angle ¢ et une longueur |(u,v)|. Alors, en utilisant un peu de trigonométrie,
on voit que la multiplication définie par (x,y)(u,v) = (xu — yv,xv + yu) correspond au
point formant un segment de longueur |(x,y)| |(u,v)| avec (0,0) et un angle 0 + ¢ avec la

demi-droite {(t,0) : t > 0}.
- J

On peut naturellement voir R comme un sous-ensemble de C en identifiant x € R avec le point

(z,0) de C. On remarque que R est alors un sous-corps de C :

(z,0) + (u,0) = (z + u,0)
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et
(x,0)(u,0) = (zu,0).

Remarquons que ’ensemble des nombres complexes est défini sans aucune référence a la mysté-
rieuse racine de —1. En identifiant —1 avec (—1,0), on voit directement que ce point forme un
angle 7 avec la demi-droite {(¢,0) : ¢ > 0}. Si z est le point qui est & distance 1 de l’origine et qui
forme un angle § avec la demi-droite de référence, c’est-a-dire le point (0,1), alors la definition
de la multiplication donne que z? est & une distance 1 de l’origine et I’angle qu’il forme avec la

2:

demi-droite de référence a doublé et vaut donc 7. On obtient donc que z —1. Ainsi, le corps

C a une propriété tres importante que R n’a pas : le nombre réel —1 possede une racine carrée.

4 )

Notation 2.5.2. On note i = (0,1). Alors, i> = —1. Nous pouvons a présent écrire tout

nombre complexe comme la somme d’un multiple réel de 1 = (1,0) et d’un multiple réel de

i =(0,1). Ainsi, tout élément z de C peut s’écrire sous la forme
z=x+1y

ot x ety sont des nombres réels. On dit que x est la partie réelle de z et on la note Rz.

On dit que y est la partie imaginaire de z et on la note 3z.

- J

Si la partie imaginaire de z est nulle, alors z est un nombre réel. Lorsque la partie réelle de
z est nulle, z est appelé un nombre imaginaire pur. Il est important de souligner que, malgré

I’appellation, il n’y rien d’imaginaire dans les nombres imaginaires.

4 )

Remarque 2.5.3. Le corps commutatif C a gagné une propriété par rapport a R puisqu’on

peut montrer que tout nombre admet une racine carrée. Néanmoins, on perd l’existence
d’un ordre total compatible avec 'addition et la multiplication. En effet, si une telle relation

< existait, on aurait i> = —1 > 0 car le carré d’un nombre est toujours positif ou nul. Or,

on a aussi 1 =12 > 0 et donc —1 et 1 seraient tous les deux positifs, ce qui est impossible.

- J

Définition 2.5.4. Soit z = x + iy un nombre complexe. Le module de z, noté

|z| = /22 + 2.

1l s’agit de la longueur du segment d’origine (0,0) et d’extrémité (x,y).

z|, est défini

par

Notons que si z est réel, son module coincide avec sa valeur absolue.

Proposition 2.5.5. Soient z et w deuz nombres complexes. On a
> |z| >0,

> |z| =0 si et seulement si z =0,
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> [zw] = [2] [w],
> [Rz| < |2] et [32] < 2],

> |z +w| < 2] + [wl,

> [lz] = fwl| < |z —wl,

- J

Terminons par l'introduction du conjugué d’un nombre complexe.

Définition 2.5.6. Soit z = x + iy un nombre complexe. Le conjugué de z, noté z, est
défini par

zZ=x—1y.

Les propriétés de base du conjugué d’un nombre complexe sont rappelées ci-dessous.

f Proposition 2.5.7. Soient z et w deur nombres complexes. On a b
> Rz =3(2+72),
> Sz = %(z —Z),
> 2z+w=7Z+w,
> ZW = ZW,
> 2Z = |2/,
> Jz[ =] -z =[zl =] -7
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3 Suites réelles et complexes

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de suite et explorons la convergence des suites.
L’objectif principal est d’analyser comment les suites numériques évoluent au fur et a mesure que
I'indice augmente. La notion de convergence exprime I'idée que certaines suites “se rapprochent”
d’une certaine valeur & mesure que l'indice devient de plus en plus grand. Il s’agit d’un concept

fondamental et un outil de base en analyse.

3.1 Définition

Commencons par introduire la notion de suite. Intuitivement, une suite est une “liste infinie” de
nombres réels (ou complexes) xg, x1,Z2, x3,... qui est indexée par les nombres naturels. Chaque
élément de cette suite est un terme de la suite et est associé a un indice qui correspond & sa
position. C’est cette constatation qui permet de définir rigoureusement les suites. A chaque

position n, on associe un nombre x,,.

Définition 3.1.1. Une suite de R (ou de C) est une application définie sur N et a valeurs

dans R (ou C). On note (zn)nen, ou simplement (zy)n, la suite donnée par l'application

n €N — x,.

Pour tout n € N, le nombre x,, est appelé le nc™ terme de la suite.

J

Notons que l'indice n qui apparait dans la notation (z,),cn est muet. Cela signifie qu’on peut

écrire de maniere équivalente (zy,)nen, (2;)jen ou encore (o )oen.

4 )
Exemples 3.1.2.

> Considérons la suite qui a tout naturel associe son carré : il s’agit de la suite (n?)pen.

Ses premiers termes sont 0,1,4,9,16, ...

> Considérons la suite ((—1)")pen. Ses premiers termes sont 1,—1,1,—1,1,... Son

nme terme est égal a 1 sin est pair et a —1 si n est impair.

> Considérons la suite qui a tout naturel n associe la somme des n premiers naturels :

35
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il s’agit de la suite
n
>
5=0

dont les premiers termes sont 0,1, 3,6, 10, ...

neN

> La suite de Fibonacci est la suite définie par les conditions xg = 0, x1 = 1 et la
relation de récurrence T, = Tp_1 + Tn_o pour tout n > 2. Ses premiers termes sont

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, . ..
N\ J

Définition 3.1.3. Si g est un nombre complezxe, la suite (¢")nen est appelée suite géomé-

trique de raison q.

On passe donc d’un terme d’une suite géométrique au suivant en multipliant toujours par le

méme nombre q.

( )
Exemples 3.1.4.

> La suite (2")pen dont les premiers termes sont 1,2,4,8,16,32,... est une suite
géométrique de raison 2.

> La suite (3%>nEN dont les premiers termes sont 1, %, é, 2—17, ... est une suite géome-

. . 1
trique de raison 3.

- J

On peut aussi définir des suites sur Ny ou sur {n € N : n > ng}. On écrit alors (z,)nen, Ou

(l’n)nznO'

Exemple 3.1.5. Considérons la suite qui d tout naturel non-nul associe son inverse : il

o L (1 . 11
s’agit de la suite (ﬁ)n . Ses premiers termes sont 1,5, 5,...

€Np

3.2 Convergence

Dans cette section, nous allons nous intéresser au comportement asymptotique des suites.

Commencgons par présenter quelques cas intuitifs.

> Considérons la suite (%) Ny Ses éléments sont positifs et de plus en plus petits. En fait,
neNg

ils se rapprochent de plus en plus de 0, méme si aucun terme n’est égal a 0.

> La suite (n?),cn a des éléments qui sont positifs et de plus en plus grands. Ils peuvent

méme devenir arbitrairement grands.

> L’écriture décimale de % est 0.33333333... et signifie que l'on regarde 1’évolution des

termes de la suite
0.3,0.33,0.333,0.3333, ...
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c’est-a-dire la suite z,, = % + 18—0 4+ + 10%. Les éléments de cette suite se rapprochent

de plus en plus de la valeur %, sans jamais Iatteindre.

Intuitivement, on dira qu’une suite (z,,)nen converge vers a si les termes de la suite se rapprochent

de a. La définition suivante permet de formaliser cette idée.

Définition 3.2.1. Soit (x,)n une suite de nombre réels (ou complexes). On dit que (zy)n,

converge vers un nombre a € R (ou a € C) si pour tout € > 0, il existe N € N tel que
|z, —a|l <& pour tout n > N.

Dans ce cas, on écrit

T, — a lorsque n — +00

ou également

lim =z, =a,
n—-+00

et on dit que a est la limite de la suite (zy,)p.

J

Ainsi, une suite (x,), converge vers a si quel que soit le nombre € > 0 qu’on se donne, aussi
petit qu’on le souhaite, on peut trouver un indice N a partir duquel les termes de la suite
TN, TN+1,TN+2, ... Se trouvent a une distance de a inférieure a €. Dans le cas réel, les termes
TN, TN+1,TN+2,--. sont donc entre a — € et a + . Ainsi, pour tout n > N, on peut approcher a
par z, en commettant une erreur strictement plus petite que e.

Attention, le nombre N dépend de ¢ : plus € est petit, plus N sera grand !

( )
Exemples 3.2.2.

> Fizons a € C. La suite constante (a), égale a a converge trivialement vers a.

> Confirmons notre intuition en montrant que la suite (%) N converge vers 0. Pour
neNg
cela, on utilise le Corollaire 2.2.3 du Principe d’Archiméde. Fizons € > 0, alors on
sait qu’il existe N € Ny tel que % < e. Alors, pour tout n > N, on a
1 1
oo
n n

Eo

L <
N
On a donc montré que

— =0 lorsque n — 4o00.
n

> Considérons la suite (nL_H)nGN- Ses premiers termes sont donnés par 0, %, %, %, %, %, e
La suite semble donc converger vers 1. Nous le montrons en fizant € > 0. En appli-

quant a nouveau le Corollaire 2.2.3, on sait qu’il existe N € Ny tel que

1
N +1

<e.
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Alors, on obtient que

1 n 1 - 1 <
— — £
n+1 n+1 - N+1

pour tout n > N. Par conséquent,

i — 1 lorsque n — 4o0.
n+1

& J

Le résultat suivant compléte les résultats présentés dans le chapitre 2 et montre qu’on peut

approcher n’importe quel nombre réel par une suite de nombres rationnels.

Proposition 3.2.3. Si x € R, alors il existe une suite (qp)n d’éléments de Q qui converge

vers .

Démonstration. Par la Proposition 2.2.4, on sait que pour tout n € Ny, il existe un nombre
rationnel ¢, tel que )
T<gp<T+ —.
n

Considérons la suite (gy), ainsi obtenue et montrons qu’elle converge vers x. Fixons ¢ > 0. Le

Corollaire 2.2.3 nous donne un nombre N € Ny tel que % < e. Alors, sin > N, on a

1
|x — qn| < §N<6,

SEES

d’ou la conclusion. O

Présentons a présent les premieres propriétés des suites convergentes.

[ Proposition 3.2.4. Si une suite converge, alors sa limite est unique. j

Démonstration. Procédons par I'absurde et supposons que (x,,), est une suite qui converge vers
a et b, avec a # b. Fixons € = %|a — b|. Par définition de la convergence, il existe des nombres

naturels N7 et Ny tels que
|zy, —a| <e pour tout n > N; et |z, —b] <e pour tout n > No.
Par conséquent, en utilisant I’inégalité triangulaire, il vient
la—bl=la—zp+an,—b <l|a—zp|+|b—zy| <e+e=2=]a—b

pour tout 7 > max{N1, Na}. On a donc obtenu que |a — b| < |a — b|, ce qui est impossible. [J
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Proposition 3.2.5. Soient (xy,)n et (yn)n deux suites réelles qui convergent respectivement

vers a et b. Si x, < y, pour tout n, alors a < b.

Démonstration. Procédons par ’absurde et supposons que a > b. Fixons ¢ = %(a —b) > 0. Par

définition de la convergence, il existe des nombres naturels N1 et No tels que
|z, —al <e pourtout n >Ny et |y, —bl <e pourtout n > Nj.
On a alors
1 1
yn:yn—b+b<£—|—b:i(a—b)—i-b:a—a(a—b):a—€<a—|—(azn—a):xn

pour tout n > max{N1, Na}, ce qui contredit I’hypothese. O

Remarque 3.2.6. Attention, si x, — a et y, — b et si x, < y, pour tout n, on ne peut

1

pas conclure que a < b. En effet, il suffit de prendre les suites définies par xp, =0 et y, = ;.

Par contre, on peut bien siur conclure que a < b.

Définition 3.2.7. On dit qu’une suite (x,)nen est bornée s’il existe une constante C' > 0

telle que |zy,| < C pour tout n € N.

Autrement dit, une suite (z,,)nen est bornée si 'ensemble {x,, : n € N} est minoré et majoré.

[ Proposition 3.2.8. Si une suite converge, alors elle est bornée. j

Démonstration. Soit (zy)nen une suite convergente. Notons a sa limite. Par définition de la
convergence, en prenant ¢ = 1, on sait qu'il existe N € N tel que |z,, — a] < 1 pour tout n > N.

On en tire que pour tout n > N,
20| = |20 — a+a| < |z, —a| + |a| <1+ [al

en utilisant 'inégalité triangulaire. Donc, la suite (x,), est bornée a partir du N'*™¢ terme. Il ne
reste alors plus que les N termes xg,x1,...,2xn_1 & considérer. Comme ils sont en nombre fini,

on peut prendre le plus grand d’entre eux, c’est-a-dire poser
B = max{|zol,|z1],. .., |zn-1]}

et on aura |z,| < B pour tout n < N. Au total, si C' = max{B, 1+ |a|}, on trouve que |z,| < C

pour tout n € N, d’ou la conclusion. ]



40 CHAPITRE 3. SUITES REELLES ET COMPLEXES

3.3 Techniques pour la convergence

Démontrer la convergence d’une suite a ’aide de la définition peut s’avérer pénible. Nous
présentons ici des techniques qui permettent de démontrer la convergence d’une suite de maniere
plus directe. Premierement, montrons que ’addition et le produit sont stables pour la convergence
des suites.

( )
Proposition 3.3.1 (Régles de calcul). Soient (z,)n et (yn)n deux suites qui convergent

respectivement vers a et b. Alors
1. pour tout nombre ¢ € C, la suite (cxy), converge vers ca,
2. la suite (zy, + yn)n converge vers a + b,
3. la suite (xpyn)n converge vers ab,
4

. 81 b # 0, alors il existe M € N tel que y, # 0 pour tout n > M et la suite (z—") oy
n/n>

converge vers .

- J

Démonstration. 1. Si ¢ = 0, le résultat est immédiat. Supposons donc que ¢ # 0. Soit € > 0.

Comme z,, — a, il existe N € N tel que |z, —a| < I%I pour tout n > N. On en tire que

3

el

lcxy, —ca| =|c||xy —a| < |¢|== =€ pour tout n > N,

ce qui montre bien que cx, — ca.

2. Fixons € > 0. Comme z,, — a, il existe N1 € N tel que |z, —a| < § pour tout n > Nj. De
méme, puisque y, — b, il existe No € N tel que |y, — b|] < § pour tout n > Na. Alors, si on pose
N = max{Ny, Na}, I'inégalité triangulaire permet d’écrire

e €
\xn—i—yn—(a+b)|§|mn—a|+|yn—b\<§+§:€

pour tout n > N. La conclusion s’ensuit.
3. Par la Proposition 3.2.8, on sait qu’il existe C' > 0 tel que |z,,| < C pour tout n. Par conséquent,

il vient
|Znyn — abl = |2n(yn — b) + (zn — @)b| < |2p| |yn — | + |27 — al [b] < Cly, — b + [b] |z, — al

en utilisant I'inégalité triangulaire. Soit ¢ > 0. Comme z, — a, il existe N; € N tel que
|zy, —al < m pour tout n > N; (on prend |b| + 1 pour pouvoir considérer le cas ou b = 0).
De méme, puisque y, — b, il existe No € N tel que |y, — b| < 5% pour tout n > Na. Posons
N = max{Ny, No}. Pour tout n > N, on a

€ glb
[Tntin — @bl < Cly — bl + 0] 20— a] < = + 5 1

—— < &,
(ol + 1)

d’ou la conclusion.

4. Pour € = % > 0, il existe M € N tel que |y, — b| < @ pour tout n > M puisque ¥y, — b.
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L’ingalité triangulaire inversée donne alors

b b
b _

= — > [pl — _ _ A
[Yn| = |yn — b+ 0| > [b] — |y — b > ] 5 = 5

pour tout n > M. En particulier, on a ¥, # 0 pour tout n > M.

En utilisant le point 3, il suffit & présent de montrer que la suite (yi) L,y converge vers %.
n /) n>
Remarquons pour cela que
1_1’ _ ‘b_yn _ ‘b_yn| < 2’b_2yn‘
Yo b byn 0] |yn] 14
pour tout n > M, puisque |y, | > %l. Comme y, — b, il existe N > M tel que
[bf?
lyn — b < 75 pour tout n > N.
Ainsi, si n > N, on obtient que
1 1 ‘ ’b — yn|
— == <2 <e€
Yn b 0|2 ’
ce qui suffit. O
( )

Exemples 3.3.2.

> Considérons la suite (%) . On sait que % — 0 et donc

n€Np

1 11
— === 0.
n nn

De méme, pour tout | € N, la suite (%) tend vers 0.
"/ neNy

. g 0 n—1 3
> Considérons la suite (2"+3)neN' Sin # 0, on remarque que

n—-1 1-1

n

m+3 243

1 1

Comme - — 0, on obtient que 1 — ;- — 1. De méme, 2 +% — 2. Comme le

numérateur converge vers 1 et le dénominateur vers 2, on obtient que

n—1 _1
on+3 24

—

N | —

3|3 |

> On peut généraliser le raisonnement précédent pour étudier la convergence de suites

du type
aknk + a,k,mk*1 +---4+an+ag

obnF bkl bin + by

n
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k

En divisant le numérateur et le dénominateur par n®, on obtient

aknk + ak_lnk_l + -4 ain—+ag _ag + ak_ln_l + -4+ alnl_k + aon_k
bpnk +bg_1nF~l 4.+ bin+by  bp+b_in i+ +bnl k4 bgnk "

Chaque suite de la forme (n!),, tend vers 0. Donc, le numérateur tend vers ay et le

dénominateur vers by,. Au total, on a donc

aknk+ak_1nk_1 + -4+ ain+ag a
bpnk + bp_inkF—1 4+ ...+ bin + by b’

a condition que by # 0.

Proposition 3.3.3.
1. Si (xy)n est une suite qui converge vers a, alors la suite (|zy|)n converge vers |al.

2. Une suite (xy), converge vers 0 si et seulement si la suite (|x,|)n converge vers 0.

Démonstration. 1. Par I'inégalité triangulaire inversée, on sait que pour tout n € N
|| = lal| < |2n —al.

Par conséquent, pour € > 0 fixé, 'indice N qui fonctionne dans la définition de la convergence de
(zn)n vers a convient également pour (|zy|)y,.

2. C’est immédiat par définition. O

Proposition 3.3.4. Une suite (x,), de C converge vers a si et seulement si les suites

(Rxp)n et (Say)n convergent respectivement vers Ra et Ja.

Démonstration. Supposons que (), de C converge vers a. Soit € > 0. Alors, il existe N € N

tel que |z, — a| < € pour tout n > N. On remarque maintenant que
|Rzy, — Ra| = [R(xp, —a)| < |z, —a| <e¢

pour tout n > N. Ainsi, on a montré que Rz,, — Ra. On procede de la méme maniere pour la

partie imaginaire.

Réciproquement, si les suites (Rz,,), et (Sx, ), convergent respectivement vers Ra et Sa, alors
) )

par les regles de calcul, on a
Ty, = Rr, +iSx, — Ra +iSa = a  lorsque n — +oo.

O]

Remarquons que puisque T, = Rx, — iSz,, le résultat précédent implique directement que

T, — a si et seulement si T,, — a.
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4 )

Théoréme 3.3.5 (du sandwich). Soient (z,,)n et (yn)n deuz suites réelles qui convergent

vers la méme limite a € R. Si (up)n est une suite réelle telle que

Tn < Up < Yp

pour tout n, alors (uy), converge également vers a.
- J

Démonstration. Fixons € > 0. Comme x,, — a, il existe N1 € N tel que |z, — a|] < € pour tout
n > Ni. De méme, puisque y, — a, il existe No € N tel que |y, — a| < € pour tout n > N. Si
on pose N = max{Ny, N2}, on obtient que

—<E<zp—a<lU,—a<y,—a<e
pour tout n > N, c’est-a-dire |u, —a| < e. O

Le théoreme précédent est également appelé théoreme de “I’étau” ou théoreme des “gendarmes”.

( )

Exemple 3.3.6. La suite (COSﬂEn)> converge vers 0 puisque
n

-1 < cos(n)
n n

<

S|

. 1 —1 ) ) 5 CR
et puisque n — 0 et e — 0. Remarquons qu’'on n'a pas encore deﬁm rigoureusement la

fonction cosinus.

& J

Corollaire 3.3.7. Soit (xy,), une suite qui converge vers 0 et soit (yn)n une suite bornée.

Alors, la suite (nyn)n converge vers 0.

Démonstration. Par la Proposition 3.3.3, il suffit de montrer que la suite réelle (|z,yn|)n converge

vers 0. Par hypothese, il existe C' > 0 tel que |y,| < C pour tout n. Par conséquent, on a

0< |xnyn| < C|xn|
Puisque z,, — 0, on a également que |z,,| — 0 et donc que C|z,| — 0, et le théoréme du sandwich
permet de conclure. O
3.4 Divergence

Si une suite ne converge pas, on dit qu’elle diverge. Rappelons qu’une suite converge s’il existe
un nombre a tel que pour tout € > 0, il existe N € N tel que |z, — a|] < . Ainsi, montrer qu'une
suite diverge est assez fastidieux puisqu’il faut montrer que pour tout a, la suite ne converge

pas vers a. Il faut donc a priori tester tous les nombres réels pour montrer qu’ils ne sont pas des
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limites de la suite. Néanmoins, en niant certaines propriétés des suites convergentes, on peut
obtenir des critéres de divergence. La Proposition 3.2.8 donne par exemple directement le critére

suivant.

[

Corollaire 3.4.1. Si la suite (x,,)nen n'est pas bornée, alors elle ne converge pas.
\_

( )

Exemple 3.4.2. Les suites (n)nen et (n?)nen ne convergent pas puisqu’elles ne sont pas

bornées.

J

Introduisons & présent la notion de sous-suite. Une sous-suite de la suite (zy,)nen est une suite
dont les éléments sont sélectionnés parmi les éléments de la suite (x,,)nen, en gardant la croissance

stricte des indices. Par exemple, on considere la sous-suite xo, x4, Tg, Tg, - - -

Définition 3.4.3. Soit (zy,)nen une suite. Sing < ny <ng < ... est une suite strictement

croissante de naturels, la suite (xn, )ken est appelée une sous-suite de la suite (2 )nen-

Attention, c’est la suite d’indices qui est strictement croissante! La suite (2, )ren n’est pas

nécessairement croissante.

Exemple 3.4.4. La suite (n*),en est une sous-suite de la suite (n?),en. En effet, il suffit

d’aller sélectionner dans la suite (n?),en les indices qui sont euz-mémes des carrés.

Remarquons également qu’on a nécessairement ny > k. Intuitivement c’est clair, mais on peut
aussi le démontrer par récurrence. Clairement, le cas de base est vérifié puisque ng > 0. De plus,
si ng > k, alors ngy1 > ng, > k et comme ngq est naturel, on en tire que ngy1 > k + 1.

( )

Exemple 3.4.5. Considérons la suite (xn)neny = ((—1)")nen. Alors, la sous-suite donnée

par (xop)ken = (1)ken est la suite constante dont tous les éléments sont égauz a 1, et la

sous-suite (Tog11)keny = (—1)gen est la suite constante dont tous les éléments sont égaux d

—1.

- J
4 )
Proposition 3.4.6. Toute sous-suite d’une suite convergente converge vers la méme limite.
\ J

Démonstration. Soit (x,), une suite qui converge vers a et soit (xy, )i une sous-suite. Soit € > 0.
Alors, il existe N € N tel que

|z, —al < e pour tout n > N.
Puisque ny > k pour tout k, on obtient que si k > N, alors ny > N et il s’ensuit que

|zp, —al <e pour tout k > N,
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ce qui suffit. O

Ce résultat fournit un second critere pratique pour la divergence.

Corollaire 3.4.7. Si (x,), est suite qui posséde deux sous-suites qui convergent vers des

limites différentes, alors la suite (zy)nen ne converge pas.

( )
Exemples 3.4.8.

> La suite ((—1)™)nen ne converge pas puisqu’elle posséde les sous-suites constantes

(Dgen et (—1)gen qui convergent vers 1 et —1 respectivement.

> Considérons la suite (x,)nen définie par

()M
2n+1

Considérons les sous-suites (Tok)ken €t (Topt1)ken. On a

_ ik —1 1 k— +
Top = 1 orsque 00
et
ZTop+1 =0 —0 lorsque k — +o0.
- _J

Terminons par une maniere particuliere de diverger qui est trés importante : c’est le cas des

suites qui tendent vers l'infini.

Définition 3.4.9. Une suite (xy,), tend vers U'infini si pour tout nombre R > 0, il existe
N €N tel que
|zn| > R pour tout n > N.

Dans ce cas, on écrit

T, — 0o lorsque n — 400

ou également

lim =z, = co.
n—-+o0o

N J

Rappelons qu’une suite qui n’est pas bornée ne peut pas converger : les suites qui tendent vers
I'infini sont donc divergentes! Attention donc au vocabulaire utilisé : le fait de tendre vers l'infini

caractérise une maniere de diverger.

[Exemple 3.4.10. Les suites (n)nen et (n?)nen tendent vers Uinfini. ]
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4 )

Remarque 3.4.11. Dans le cas de suites réelles, on peut distinguer les suites qui tendent
vers +oo et celles qui tendent vers —oo : (xy,), tend vers +0o si pour tout nombre R > 0,
il existe N € N tel que

Tn > R pour tout n > N.

Elle tend vers —oo si pour tout nombre R > 0, il existe N € N tel que

T, < —R  pour tout n > N.

Proposition 3.4.12. Toute sous-suite d’une suite qui tend vers l’infini tend également

vers linfini.

Démonstration. Soit (xy,), une suite qui tend vers l'infini et soit (z,, ); une sous-suite. Fixons
R > 0. Alors, il existe N € N tel que

|zn,| > R pour tout n > N.
Puisque ng > k pour tout k, on obtient que
|zp,| > R pour tout k > N,

ce qui donne la conclusion. O

4 )
Proposition 3.4.13.

1. Si une suite (xn)nen de complexes non-nuls converge vers 0, alors la suite (%)neN
n

tend vers l’infini.

2. Si une suite (xy,)nen de complezes non-nuls tend vers Uinfini, alors la suite (2)nen

converge vers 0.

- J

Démonstration. 1. Supposons que z,, — 0. Soit R > 0. Alors, pour ¢ = %, il existe N € N tel

que |z,| < % pour tout n > N. On en tire que

1

In

> R pour tout n > N.

2. Supposons que z,, — oo. Soit € > 0. Alors, pour R = é, il existe N € N tel que |z,| > é pour

tout n > N. On en tire que )
—— < e pour tout n > N.
|Zn|
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Remarque 3.4.14. Si l’on considére dans le cas réel le fait de tendre vers +00 ou —oo, il
faut ajouter des hypothéses dans le point 1 sur le signe de la suite (xy,), pour obtenir des

résultats sur la suite (2=)men.

( )

Exemple 3.4.15 (Suite géométrique). Soit ¢ € C non-nul. Considérons la suite géométrique

(¢")nen et montrons que
1. silg| < 1, alors ¢" — 0,
2. si|q| > 1, alors ¢" — o,
3. silg| =1, alors (¢")nen peut converger ou diverger selon les valeurs de q.

Commengons par le cas ot |q| > 1. On peut alors écrire |q| =1+ r avecr = |q| —1> 0. En

utilisant la formule du binéme de Newton, on obtient

n
" =lg|" = 1L+ )" =Y Cyr? > Cpr! = nr,
=0

ot on obtient l'inégalité car on a enlevé des termes positifs. Soit R > 0. Alors, il existe

N €N tel que nr > R pour tout n > N, et donc on a aussi |¢"| > R pour tout n > N.

Le cas ot |q| < 1 s’en déduit immédiatement en utilisant la Proposition 3./.15 car q% = (%)n

avec ‘é‘ > 1.
Siq=1, la suite (¢")nen est constante et égale a 1. Elle converge donc vers 1. Si g = —1,

la suite (¢")nen est la suite ((—1)™),, qui ne converge pas.

N J

En général, on ne peut rien dire sur les sommes et produits de suites dont une des deux au moins
tend vers l'infini. Par exemple, si on considére les suites (zy,)n et (yn)n définies par x,, = n et

Yp = —N, ON & Ty, — 00, Yy — 00 et & + Yy = 0 qui ne tend pas vers l'infini. Si maintenant
1

la suite (yn), est définie par y, = —, alors xpy, = 1 qui ne tend pas vers I'infini. Sous des

hypotheéses supplémentaires sur la suite (yy,)n, on obtient le résultat suivant.

Proposition 3.4.16. Soient (x,)n et (yn)n deux suites. Supposons que x, — 00.
1. Si la suite (yn)n est bornée, alors x, + y, — 0.

2. S’il existe C > 0 telle que |y,| > C pour tout n, alors xpy, — 00.

Démonstration. 1. Comme la suite (y,), est bornée, il existe une constante C' > 0 telle que
lyn| < C pour tout n. Fixons R > 0. Puisque z,, — oo, il existe N € N tel que |z,| > R+ C

pour tout n > N. Alors, pour tout n > N, I'inégalité triangulaire inversée implique que
‘$n+yn| > |In| — Iyn| >R+ C—-C =R,

ce qui donne la conclusion.
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2. Soit R > 0. Comme x,, — 00, il existe N € N tel que |z,| > % pour tout n > N. On en tire
que pour tout n > N,

|TnYn| > g(}’ =R,

ce qui suffit. O

Remarquons que dans le second point de la Proposition 3.4.16, on peut supposer que la relation
lyn| > C n’a lieu que pour tout n > N pour un certain naturel N. Cela se produit donc si
Yn — 00.

Enfin, on a le critere de comparaison suivant pour les suites qui tendent vers l'infini.

Proposition 3.4.17. Soient (z,,)n et (Yn)n deuz suites réelles.
1. Six, — +0 et xy, <y, pour tout n, alors y, — +00.

2. Six, = —00 et T, > Y, pour tout n, alors y, — —oo0.

Démonstration. 1. Fixons R > 0. Alors il existe N € N tel que z,, > R pour tout n > N. On en
tire directement que y, > R pour tout n > N.

2. On procede de la méme maniere. ]

3.5 Calculs de limites particulieres

Dans cette section, nous calculons quelques limites qui apparaissent fréquemment. Commengons

par la régle de calcul suivant : Notons cependant que nous n’avons pas encore défini rigoureusement

aP lorsque p ¢ Q.

Proposition 3.5.1. Soit (z,,), une suite réelle a termes positifs qui converge vers 0. Si

p > 0, alors la suite (aF), converge également vers 0.

1
Démonstration. Fixons e > 0. Puisque z;,, — 0, la définition de la convergence pour &’ = £» nous

1
donne 'existence d’un naturel N pour lequel z,, = |z,| < €» dés que n > N. On en tire que

xb = |aP| < € pour tout n > N. O

4 )
Proposition 3.5.2. Les suites suivantes

1
1. <ﬁ)n pour p > 0,
2. (nPq"), pour p € R et |q| <1,
3. (%)n pour q € C,
P
4. (%)n pour p € R

convergent vers 0.

- J
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Démonstration. 1. On sait que la suite (%) converge vers 0. Il suffit donc d’appliquer la
n

Proposition 3.5.1.
2. Pour montrer que la suite (nPq"), converge vers 0, il suffit de montrer que la suite (n”|q|™),
converge vers 0. On peut donc supposer que 0 < g < 1.

1

Supposons tout d’abord que p = 1. Puisque 0 < ¢ < 1, on a 7> 1 et donc il existe r > 0

(r= % — 1) tel que % = 1+ r. Par conséquent, on peut écrire g = . Par la formule du binéme

1
1+r
de Newton, pour n > 2, on a

(1+r)"= ZC’%N > ——7r

en ne gardant que le terme correspondant a j = 2, puisque tous les autres termes de la somme

sont positifs. On en tire que

0<ng" = " < 2
="M T A = = e

En utilisant les régles de calcul, on trouve que ﬁ — 0 et on peut conclure que ng” — 0 en

1)
utilisant le théoreme du sandwich.
l . Id 7’ .
Considérons & présent le cas ot p > 0. Posons ¢’ = ¢7. Par le raisonnement précédent, on sait

que n(q’')" — 0. En appliquant la Proposition 3.5.1, on trouve alors que nPq"™ — 0.

Enfin, si p < 0, on a nP < 1. On peut donc écrire
0 <nPq" < q"

et le résultat s’obtient en utilisant le théoréme du sandwich.

3. A nouveau, on peut supposer que g > 0 puisqu’il suffit de montrer que la suite des modules

converge vers 0. Soit m € N tel que m > ¢. On en tire que

q <1 pour tout k > m.

k

Pour tout n > m, on a

¢ ¢ 9 q q
n nn—-1n—-2""mm-1""
q 4q

nm—1"
1 q"

n(m—1)!

4
2

=

IN

4
"2

=

puisque les facteurs qu’on a enlevés sont tous plus petits que 1. Si on pose C' = (mqifl)! qui est

une constante indépendante de n, on trouve que

n

L)

0<

s1Q

<

S

On conclut en utilisant le théoréme du sandwich.
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4. On a
n?  nP2"
nl 2l
Par le point 2, on sait que ;‘—5 — 0. Par le point 3, on sait que %L — 0. Par conséquent, le produit

des deux converge aussi vers 0. O

La proposition précédente nous permet de calculer de nombreuses limites de quotients en cherchant
le “terme dominant”, en gardant en téte que “les factorielles 'emportent sur les exponentielles

qui I’emportent sur les puissances”.

( )

Exemple 3.5.3. Considérons la suite

nt+ 3"

- n2+4n

Tn

Le “terme dominant” est 4". En divisant le numérateur et le dénominateur par ce terme,

on obtient

nygn It (%)n

n? 4+ 4n 21

Il reste a étudier chacun des termes. On a

puisque % < 1. De méme,

3 n 2
() 50 et = 0.
4 n

En utilisant les régles de calcul, on obtient que

%+(%>” 0+0

— = 0.
L | 0+1
N J
( )
Exemple 3.5.4. Considérons la suite
n! + 3"
n? + 4n!
Le “terme dominant” est ici n!. On écrit
nl+3" 145
- 2
n?+4nl 4y
et on trouve directement que x, — %.
\ J

On obtient aussi des résultats pour les suites qui tendent vers I'infini en utilisant la Proposition
3.4.13.
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( )

Exemple 3.5.5. Considérons la suite
T, =n! — 2™

Son “terme dominant” est n! donc intuitivement, la suite devrait tendre vers linfini. On

regarde
xn, nl—27 11— %

. 1 0% 1
Puisque -7 — 0 et =7 — 0, on trouve que mn 0 et donc x,, — 0.

& J

Proposition 3.5.6.
1. Sip >0, alors p% — 1.

2. Onan%—>1.

Démonstration. 1. Sip = 1, le résultat est évident. Si p > 1, on consideére la suite (x,),, définie par
Ty = p% — 1. Si on montre que x,, — 0, alors les régles de calcul donneront que p% =z,+1—>1.
Or, on a
n . .
p=(x,+1)"= ZC,%&:% > nzy,
j=0

en ne gardant que le terme j = 1, et on en tire que

0<z, <

3 IS

On conclut en utilisant le théoréme du sandwich.

Si p < 1, alors vu ce qui précede, on a % — 1. Les regles de calcul impliquent que p% — % =1.
p’ﬂ

2. On procéde comme dans le point 1 et on consideére la suite (), définie par =, = nw —1. A

nouveau, il suffit de montrer que cette suite converge vers 0. On a

o onn—1)
n=(r,+1)" = ZC’%xiL > ——5 n
7=0
en ne gardant que le terme j = 2. On en tire que
2
0<2?< ,
=Tn = n—1
d’ou 22 — 0. La Proposition 3.5.1 permet de conclure que x, — 0. O

3.6 Suites réelles monotones

Dans cette section, nous étudions un type trés important de suites réelles : les suites croissantes

et décroissantes.
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~

Définition 3.6.1. Une suite réelle (x,)nen est
D> croissante si x, < Tp41 pour tout n,

> décroissante si x, > Tpy1 pour tout n,

> monotone si elle est soit croissante, soit décroissante.

N J

Signalons que lorsque les inégalités ci-dessus sont strictes, on parle de suites strictement croissantes,

strictement décroissantes et strictement monotones.

Définition 3.6.2. Une suite réelle (x,)nen est
> majorée s’il existe une constante C € R telle que x, < C pour tout n,

> minorée s’il existe une constante C € R telle que x, > C pour tout n.

Remarquons que si une suite monotone n’est pas majorée, alors elle tend vers +00. De méme, si
une suite monotone n’est pas minorée, alors elle tend vers —oo. Le résultat suivant montre que
dans les autres cas, la suite converge. Il n’y a donc pas de cas ou la suite diverge sans tendre vers

I'infini et on peut donc parler de la limite (en incluant le cas infini) d’une suite monotone.

Théoréme 3.6.3. Soit (x,)nen une suite réelle.
1. Si (xn)nen est croissante et magjorée, alors elle converge vers sup{z, : n € N}.

2. Si (xn)nen est décroissante et minorée, alors elle converge vers inf{z, : n € N}.

Démonstration. 1. Supposons que (2, )neN est croissante et majorée. Considérons le sous-ensemble
de R défini par A = {z,, : n € N}. Par hypothese, la borne supérieure de A existe, on la note a.
Soit € > 0. Par définition de la borne supérieure, on sait que a — € n’est pas un majorant de A et
il existe donc un indice N € N tel que a — ¢ < x. Puisque la suite est croissante, on en tire que

a — € < x, pour tout n > N. Ainsi, pour tout n > N, on a
a—e<zp,<a<a+tce

et donc |z, — a|] < e. Ceci montre que z, — a lorsque n — +o0.

2. Le cas décroissant se traite de la méme maniere. O
~N
Corollaire 3.6.4. Toute suite monotone et bornée est convergente.
\
4 )

Exemple 3.6.5. Considérons la suite définie au moyen de la relation de récurrence suivante :

on pose xg = 2 et Tpy1 = %" + 2 pour tout n € N. Les premiers termes de cette suite sont

8 26

donnés par 2,3, %, ... Montrons que la suite (x,)nen est croissante et magjorée par 3.
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> On procéde par récurrence pour montrer que la suite est majorée par 3. On a xg = 2 <

3 et le cas de base est donc vérifié. De plus, si x, < 3, alors Tp41 = - +2 < 1+2 =3,

> Remarquons que Tpi1 = 3+ + 2 > xy, si et seulement si x, +6 > 3wp, ce qui se
réécrit 3 > x,,. Cette inégalité est vérifiée puisque chaque élément de la suite est plus

petit que 3.

Par le théoréme précédent, on sait donc que la suite (x,)pen converge. Pour trouver la
limite, on peut calculer la borne supérieure de l’ensemble {x,, : n € N}. Une autre technique
consiste & considérer la suite (Yn)nen définie par y, = xpy1. Clairement, la suite (Yp)nen @
les méme propriétés que la suite (x,)nen et converge donc vers la méme limite. On note
cette limite a. On a donc

Ty —a et Yp — a.

Or, Yn = Tnp1 = 3+ +2 et vu les regles de calcul, on sait que y, — § + 2. Par unicité de la

limite, on obtient que a = § + 2, ce qui est équivalent a a = 3. Ainsi,

T, — 3 lorsque n — 4o0.

N J

Nous avons donc obtenu des liens entre les suites convergentes et les suites bornées :

> Toute suite convergente est bornée.
> Toute suite bornée et monotone est convergente.

On peut montrer un dernier lien, connu sous le nom de Théoréme de Bolzano - Weierstrass. Nous

ne démontrerons pas ce résultat.

Théoréme 3.6.6 (Bolzano - Weierstrass). Toute suite réelle bornée posséde une sous-suite

convergente.

3.7 Critere de Cauchy

La définition de la convergence d’une suite mentionne explicitement la limite de la suite. Ainsi,
pour démontrer qu’une suite converge, il faut connaitre a priori la limite de la suite (ou tester
tous les points de R ou de C comme candidats potentiels!). Nous avons déja présenté des criteres
qui nous permettent de “deviner” la limite éventuelle d’une suite. Nous avons également étudié
le cas des suites monotones et bornées, pour lesquelles la convergence est assurée. Le critere de
Cauchy s’applique lorsqu’il est impossible d’avoir une idée a priori sur la limite recherchée : il
donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite converge sans mentionner la limite
de cette suite.

Commengons par définir les suites dites de Cauchy.

(Déﬁnition 3.7.1. Soit (z,)n une suite de nombres réels (ou complexes). On dit que (mn)nw



54 CHAPITRE 3. SUITES REELLES ET COMPLEXES

est de Cauchy si pour tout € > 0, il existe N € N tel que

|Tn, — Tm| <€ pour tous n,m > N.

Ainsi, une suite est de Cauchy si ses termes (pas nécessairement successifs!) deviennent de plus

en plus proches.

( )
Exemples 3.7.2.

> La suite (%) est de Cauchy. En effet, sie > 0 est firé, on peut trouver N € N tel

n
que N > % Alors, sin,m > N, on a

1 1

S +
nom

1
= =e.
n

L ‘ 1 ' < € €
m 2 2

> La suite ((—1)™), n’est pas de Cauchy. En effet, quel que soit N € N, sin > N est
pair, on a

(1) — (=1)" =1 - (-1)| =2.

Donc, quel que soit € < 2, la définition ne peut étre satisfaite.

Lemme 3.7.3. Si une suite de Cauchy admet une sous-suite convergente, alors elle

converge.

Démonstration. Soit (x,), une suite de Cauchy. Supposons que la suite (z,), posséde une
sous-suite (xy, )i qui converge. Soit a la limite de cette sous-suite. Montrons que z,, — a. Fixons
e > 0. Alors, il existe N1 € N tel que

5
|zp, —al < 5 bour tout k > N,

puisque x,, — a lorsque k — +00. De plus, comme la suite (), est de Cauchy, il existe No € N
tel que

€
| — 2p| < 5 pour tous m,p > Na.

Posons N = max{Nj, Na}. Pour tout m > N, on a n,, > N et donc

€ €
\mm—a|:|xm—xnm+xnm—a\S\xm—xnml+|xnm—a|<§+§zs,

ce qui suffit. O

Théoréme 3.7.4 (Critere de Cauchy). Une suite converge si et seulement si elle est de

Cauchy.

Démonstration. Supposons tout d’abord que (z,,), est une suite convergente. Soit a sa limite.

Fixons ¢ > 0. Par définition de la convergence, il existe un naturel N tel que |z, —a| < § si
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n > N. Alors, pour tous n,m > N, I'inégalité triangulaire donne

e €
|xn—xm|:|xn—a—|—a—xm|§|xn—a|+|a—xml<§—l—§:5,

ce qui montre que (z,), est de Cauchy.

Réciproquement, supposons que la suite (zy,), est de Cauchy et montrons qu’elle converge. Par
le Lemme 3.7.3, il suffit de montrer qu’elle possede une sous-suite qui converge. Construisons

donc une telle sous-suite. Comme la suite est de Cauchy, on sait qu’il existe Ny € N tel que
|z — 2p| < 107°  pour tous m,p > No.

De méme, on sait qu’il existe N1 € N tel que
| — xp| < 107! pour tous m,p > Nji.

On peut évidemment supposer que Ny > Np. On continue de la sorte pour construire la suite

(Nk)g = si Ny, ..., Np_1 ont été construits, on choisit Ny > Nj_1 tel que
| — xp| < 107%  pour tous m,p > Nj.
Montrons que la sous-suite (xn, )ken ainsi construite converge. Pour cela, on remarque que
TNy = (xNk - xNkﬂ) + (xNk—l - xNk72) + (lec—2 - xNk—3) +oot (le - $N0) + TNp-
Si x est un nombre réel, on écrit

r six>0 —x siz<O0
Ty = et x_ =
0 sinon 0 sinon

de sorte que x = x4 — x_. Etudions les suites (yi)r et (ug)r définies par

Y = (@n, — TN )+ (@N — 2N, )+ T (@N, — 2N )+ o (2N — 2N+ () +
et

up = (N, — 2N, )—+(@N, — TNy o) F (@N_, — TN, )=+ (N, —2Ny)— + (Ng) -

qui sont telles que que y, — up = xn, pour tout k. La suite (yy)x est croissante puisqu’a chaque
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étape, on rajoute un nombre positif ou nul. De plus, elle est majorée car

el < 1@y, — 2N )+ T 1@ = 2N L)+ N, —an )+l + [(@n — 2nvg)+] + [(@ng)+]
<len, =N | Flen,, — TN | FleN, , — TN, |+ o — 2| F TN
<107* D 4 107*=2 11073 b 11070 4 [y |
= 1.&/.._1/4—\3:NO|
k—1
< 24 |z |-

En appliquant le Théoréeme 3.6.3, on sait donc qu’elle converge. De méme, la suite (uy)x est
croissante et majorée par 2 + |xn,|, et elle converge donc. Les regles de calcul impliquent alors

que la suite (zn, )ren converge. La conclusion s’ensuit. ]

4 )

Remarque 3.7.5. On pourrait également démontrer ce théoréme en utilisant le Théoréme
de Bolzano - Weierstrass. Pour cela, on montre d’abord si (z,)n est une suite de Cauchy,
alors elle est bornée. Par définition, en prenant € = 1, on sait qu’il existe N € N tel que

|zy, — Tm| < 1 pour tous n,m > N. On en tire que pour tout n > N,
|Tn| = |Tn — 28 +2N| < |20 — 2N| + |2N] < 14 |2N]

en utilisant I’inégalité triangulaire. Donc, la suite (x,), est bornée a partir du N'°™ terme.
Il ne reste alors plus que les N termes xg,x1,...,TNn_1 4 considérer. Comme ils sont en

nombre fini, on peut poser
C = max{|zo|, |z1|, ..., |zN-1],1 + |zn|}

et on a |zn| < C pour tout n. Comme (zy), est bornée, elle posséde une sous-suite

convergente par le Théoréme de Bolzano - Weierstrass, ce qui permet de conclure en

utilisant @ nouwveau le Lemme 3.7.35.

J

( )

Exemple 3.7.6. Supposons que () est une suite telle que |Tp+1— | < ¢ 0t 0 < g < 1.

Montrons que (xy,), converge en utilisant le critére de Cauchy. Sim > n, on a

‘xm - xn| < ‘xm - xm—1| + ‘xm—l - xm—2‘ qF oo IF |xn+1 — In
<qm—1+qm—2+___+qn
— qn(qm—n—l + qm—n—2 NI 1)

en utilisant l’inégalité triangulaire. Or, si pour tout k on pose

Sk=q"+¢""+-- 41,
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on a
k+1
¢t = Sk11 — Sk

D’autre part, on a aussi
Sk+1=qSk +1

et donc
¢ = Sji1 — Sk =qSk +1 -8k = Sp(g— 1) + L.

On en tire que

Dans notre cas, on a donc

1—qgm™ " 1

|$m - xnl < anmfnfl = qn 1—q < qn

1—q
Puisque q”l—iq — 0, pour tout € > 0, il existe N € N tel que |q”1—iq| < € pour tout n > N

et donc |z, — x| < € pour tous n,m > N.

& J
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4 Séries réelles et complexes

Dans ce chapitre, nous étudions des suites qui se présentent sous une forme particuliere, appelées

séries. Nous développons des outils spécifiques & ces suites particulieres.

4.1 Définition

Dans de nombreuses situations, une grandeur est exprimée comme une somme de contributions.

Cette somme peut potentiellement étre “infinie”.

( )

Exemple 4.1.1. Considérons une balle lachée a une hauteur de 27m. On suppose qu’a

chaque rebond, elle perd 2/3 de son énergie cinétique, si bien qu’aprés le premier rebond,
elle remonte a 9m, aprés le deuriéme a 3m et ainsi de suite. La distance totale parcourue

par la balle est donnée par

39
- J

2742 (943414 = 4 =27 23" 9
+2(94+34+1+-+o+... ) =27+ 2)37
J:

D’un point de vue mathématique, une série est simplement une suite obtenue en sommant les

élément d’une autre suite.

Définition 4.1.2. Soit (zy,)nen une suite réelle ou compleze. La série associée d la suite

(Tn)nen est la suite (Sy)nen définie par

n
Sn = Zl‘j.
J=0

On dit que les éléments x,, sont les termes généraux de la série et que Sy est la k™ somme

partielle de la série. On utilise la notation ijog xj pour parler de la suite (Sp)neN-

Notons qu’a nouveau, l'indice j qui apparait dans la notation S 1 z; est muet et qu’on peut

q ) Ja PP =0 Lj q p
P - SNre A1 +o0 +o00

donc écrire cette série de maniere équivalente sous la forme ) ;"°) x ou encore ) &%, 7.

Attention, la notation Z;;OS x; est formelle : il s’agit d'un abus d’écriture. Elle pourra étre

considérée comme un nombre lorsque la suite (S,)nen des sommes partielles converge.

99
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Définition 4.1.3. Une série Zj:og x; converge si la suite de ses sommes partielle converge.

Dans ce cas, la limite de la suite est appelée somme de la série et on note

n 400
lim T = T
n—>—i—oo‘Z J Z J
Jj=0 Jj=0

On dit que la série est divergente si elle ne converge pas.

y

Remarque 4.1.4. Toute série est une suite particuliere : toutes les propriétés étudiées
dans le Chapitre 3 s’appliquent donc aux séries. Inversément, toute suite (x,)nen peut étre

vue comme une série : on considére pour cela la suite (yp)nen définie par
Yo =120 €l Yntl = Tn+1 — Tn-

Alors, on a

n
> 45 = (@ — Zn-1) + (@1 — Tna) + -+ + (31 — T0) + T0 = T,
=0

- J

Le critere de Cauchy se réécrit de la maniere suivante pour les séries.

4 )

Proposition 4.1.5 (Critére de Cauchy pour les séries). Une série Z;;OS xj converge si et

seulement si pour tout € > 0, il existe N € N tel que

q
Zacj <& pour tousq>p> N.
Jj=p
\_ J

Démonstration. Par le critere de Cauchy, une série converge si et seulement si la suite de ses
sommes partielles est de Cauchy. Or, par définition, la suite (S,,)nen des sommes partielles est

de Cauchy si et seulement si pour tout € > 0, il existe N € N tel que
|Sq — Sp| < e pour tous p,qg > N.
On remarque que si ¢ > p,

q
Sq — Sp = Z CE]"
Jj=p+1

Si on pose N' = N + 1, on a que pour tous ¢ >p> N', p—1> N et donc

q
Z z;| <E.
J=p
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( )

Exemple 4.1.6 (Série harmonique). La série harmonique Z;fi’i % diverge. Pour le prouver,

on va montrer qu’elle n’est pas de Cauchy. On a

2n 1

1. & 1 n
SZn*Sn:ZfZZ—:—Zf
j=n+1 J j=n+1 2n 2n 2

puisque % > ﬁ st j < 2n et puisque la somme comporte n termes. Ainsi, la définition ne

A ey \ 1
peut étre vérifiée des que € < 5.

- J

[ Corollaire 4.1.7. Si la série Zj:og x; converge, alors x; — 0 lorsque j — +o00. j

Démonstration. Soit € > 0. Comme la série converge, elle est de Cauchy. Il existe donc N € N

tel que
q
Za:j < e pour tous ¢ > p > N.
Jj=p

En prenant p = ¢, on trouve que
|zp| < e pour tout p > N,
ce qui suffit. O

Ce résultat peut étre utilisé pour montrer qu'une série diverge : si le terme général ne tend pas
vers 0, alors la série ne peut pas étre convergente! Attention, la réciproque de ce résultat est
fausse : il existe des séries divergentes dont le terme général tend vers 0! Pour converger, il faut
en fait que ce terme converge “suffisamment vite” vers 0.

( )

Exemple 4.1.8 (Série géométrique). Considérons la suite géométrique (¢")nen. La série

associée est appelée la série géométrique. Montrons qu’elle converge si et seulement si |q| < 1

et dans ce cas, on a

+
S =
n=0 1_(]

> Si|q| > 1, la suite géométrique (¢")nen ne converge pas vers 0, et donc la série
géométrique diverge.

> Si|q| < 1, on reprend le raisonnement de I’Exzemple 3.7.6 pour montrer que

1— n+1
g ——9
I—¢q
Cette égalité montre immédiatement que S, — —— puisque ¢*t! — 0 lorsque

1—q

n — 400.

& J
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Exemple 4.1.9. La suite (%) tend vers 0, mais la série harmonique Z;:i’i % diverge.
n

Si on regarde la définition de la convergence d’une suite, on se convainc facilement que la
convergence est indépendante des premiers termes de la suite : autrement dit, quel que soit
M € N, la convergence de la suite (z,,)nen est équivalente & la convergence de la suite (z,)n>nr. Le
résultat reste valide lorsque l'on travaille avec les séries, méme si les sommes partielles dépendent

des premiers termes généraux de la série.

4 )
Proposition 4.1.10. Si la série E;;OS xj converge, alors pour tout M € N, la série

ZJ W Tj converge et
Z:cj Z z; + Z x;j.

;. 9. . 2.0 +00 2.0 +00
Réciproquement, s’il existe M € N tel que la série Zj:M xj converge, alors la série ijo zj

converge.

- J

Démonstration. La suite (Sy)n>n donnée par
n M—-1 n
D I SR O
Jj=0 J=0 Jj=M
converge si et seulement si la suite (Z?: M x]-) _,, converge par les regles de calcul. O
n_

Le Théoréeme 3.6.3 possede également son équivalent en termes de séries.

Proposition 4.1.11. S Z 0 xj est une série dont tous les termes généraux sont positifs,

alors elle converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles est bornée.

Démonstration. Puisque x; > 0 pour tout j, la suite des sommes partielles est croissante. C’est

donc une conséquence directe du Théoreme 3.6.3. ]

( )

Exemple 4.1.12. Montrons que la série Z] 135G il) converge. Remarquons que

1 1

1
jG+1) 5 g+l
pour tout 7 > 1 et donc

“ " /1 1 1
Z - - =1- < L
= ]+1 S\ j+1 n+1

On en tire que la suite des sommes partielles est bornée, ce qui suffit puisque les termes
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kgénémum sont positifs. J
Enfin, on peut rééecrire les régles de calcul des suites dans le cas des séries.
4 )
Proposition 4.1.13. Soient Z] o Tj et ijog y; deuzx séries qui convergent. Alors
1. pour tout nombre ¢ € C, la série Z‘-"_Og crj converge vers CZ;_:OS 05
2. la série Z;;Og(zvj +y;) converge vers Z 0 Zj + ] Vi
g J
~
Exemple 4.1.14. Soit g € C tel que |q| < 1. Pour tout M € N, on a
“+o0o ) v +oo v v “+oo ) M
D7 =a" > M =g" ) =
j=M =M j=0 1
N J
( )
Exemple 4.1.15. Comme 1i0 <1, ona
=9 9 1 .
s 100 101 — ﬁ
Les sommes partielles de cette série sont
9 9 9 9 9 9
S1=—=09, So=—+-—=099, S3=—+—+-—-=0.999,
T 10 2710 T 100 = 10 " 100 © 1000
et on a donc montré que
0.99999999. .. =
- J
Attention, le cas de la multiplication est plus compliqué puisque
+oo +oo +o0o
Do | i | # D v
j=0 j=0 j=0
En effet, déja pour une somme de deux termes, on a en général que (a + b)(c + d) # ac + bd.
4.2 Criteres pratiques de convergence des séries
4.2.1 Critere de comparaison
4 )

Proposition 4.2.1 (Critére de comparaison). Soient Z] o Tj et ijog y; deux séries telles
que

0<x; <y; pourtoutjecN.

1. Sila série Z] —oYj converge, alors la série Z 20 converge.
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L 2. 51 la série Zj ~o T diverge, alors la série ZJ 0 Yj diverge. J

Démonstration. 1. Supposons que la série Z] ~o y; converge. Alors, elle est de Cauchy et pour
tout € > 0 fixé, il existe N € N tel que

Zyj < e pour tous p,q > N.
Jj=p

Comme 0 < z; < y; pour tout j € N, on a

pour tous p,q > N. Par le critere de Cauchy, la série Z ) T, converge.
2. Supposons que la série Z 0 x; diverge. Si la série Z+ 0 Y; converge, alors par le premier

point, la série 1% j—0 Lj converge également, ce qui est impossible. O

Corollaire 4.2.2. Soient Z] o Tj et ijog y; deux séries a termes strictement positifs. Si

la suite (i—") N converge vers une limite a > 0, alors soit les deux séries convergent, soit
n/ne

les deux séries divergent.

Démonstration. Comme a > 0, on peut fixer b tel que 0 < b < a. Par conséquent, il existe € > 0
tel que b < a — e. Comme ;—Z — a, il existe N € N tel que
Tn

= —a
Yn

< e pour tout n > N.

En particulier, on a z—" >a—¢e > bet donc x, > by, pour tout n > N. Par les Propositions
4.1.10, 4.1.13 et 4.2.1, on obtient que si la série Z o T; converge, alors la série Z+ O Yj converge
également, et si la série ZJ 0 ¥y; diverge, alors il en est de méme pour la série Z] =0 Zj-

En procédant de la méme facon, on montre que si b > a, il existe N € N tel que x,, < by,, pour
tout n > N. Par conséquent, si la série Z;;OS y; converge, alors il en est de méme pour la série

Z] °xj, et si la série Y19 =0 zj diverge, alors la série Z;—:OS y; diverge. O

Ainsi, si les termes généraux d’une série sont du “méme ordre” que ceux d’une autre série, on

peut étudier de maniere équivalente les propriétés de convergence de I'une ou de l'autre.

Exemple 4.2.3. La série Z;':o‘f J% converge. En effet, on sait par ’Exemple 4.1.12 que la
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série ZJ 1 j(j+1 converge. De plus,

.2 .
1
312 _J +]:1+j_>1

)
JG+1) J

et donc le résultat précédent permet d’obtenir la conclusion.

N J

4.2.2 Criteres de la racine et du quotient

Nous pouvons également appliquer le critére de comparaison en comparant le terme général de
la suite qui nous intéresse a celui des séries géométriques. Rappelons que si ¢ > 0, alors
“+o0

la série Z ¢’ converge si et seulement si ¢ < 1.
J=0

4 )

Proposition 4.2.4 (Critére de la racine). Soit ZJ 0 T une série dont tous les termes

générauzr sont positifs.

1. S’il existe N € N et q €]0,1] tels que
l.
()7 <q

pour tout j > N, alors la série Z;;OS x; converge.
Cela arrive notamment si la suite ((x])%)] converge vers ¢’ avec ¢’ < 1.
2. 87l existe N € N tel que
(27)7 > 1

pour tout 7 > N, alors la série Z] o T diverge.

1
Cela arrive notamment si la suite ((x;)7); converge vers q avec q¢ > 1.

- J

Démonstration. 1. On applique directement le critere de comparaison puisque dans ce cas, on a
x; < qj.

Si la suite ((a:])%)] converge vers ¢ avec ¢’ < 1, fixons g tel que ¢ < ¢ < 1 et € > 0 tel que
q +¢e < q. Alors, il existe N € N tel que

1
|(x;)7 — ¢'| <e pour tout j > N.
1
En particulier, on a (z;)7 < ¢’ +¢ < g pour tout j > N.
1
2. Si (zj)7 > 1, alors z; > 1 et la série diverge puisque son terme général ne tend pas vers 0.
1
Si ((z4)7); converge vers ¢ avec ¢ > 1, alors pour € > 0 tel que ¢ —e > 1, il existe N € N tel que

1
|(x;)7 —q| <& pour tout j > N.

1
En particulier, ()7 >q¢—¢e>1sij> N. [
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Si on veut appliquer le critére de la racine & une série 3.7 2 & termes positifs, on calcule donc
=0 "7 ) ’
si elle existe, la limite
1
lim (z;)7.
j~>+oo( J)
D> Si cette limite est strictement inférieure a 1, la série converge.

> Si cette limite est strictement supérieure a 1, la série diverge.

> Si cette limite est égale a 1, on ne sait rien dire.

241

S

2 3 J
Exemple 4.2.5. La série Z;;OT Z; avec T; = @5%411) converge car
— 2 <1
3 .

(w5)7 = 3j+4

( )

Exemple 4.2.6. Considérons la série Z;;oi’ T; avec Tj = j%7, ot a € R et ¢ > 0. Alors

[

1

(z;)7 = (G7)%—q"
Ainsi,
> st q <1, la série converge,
> st g > 1, la série diverge,

> st g =1, on ne sait rien dire.

a. On justifiera proprement le fait que si x,, — a, alors x5 — a“ lorsque 'on étudiera les fonctions.

- J

Le critére du quotient donne une deuxiéme maniere de comparer les termes généraux d’une série

avec ceux de la série géométrique.

4 )
Proposition 4.2.7 (Critéere du quotient ou regle de D’Alembert). Soit Z;;Og xj une série
dont tous les termes généraux sont strictement positifs.

1. S’il existe N € N et q €]0, 1] tels que

T
Ll
pour tout j > N, alors la série Z;;OS xj converge.
Cela arrive notamment si la suite (xfp—jl)j converge vers ¢’ avec ¢’ < 1.
2. S’il existe N € N tels que
.y
&
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pour tout j > N, alors la série Z;;OS x; diverge.

Zi+
Ly

Cela arrive notamment si la suite ( )j converge vers q avec q > 1.

Démonstration. 1. Pour tout j > N, on a
2 i—N
v <qrj 1 <qrj o< < ¢ Vay.

En posant C' = ¢~ Vzy, on a alors z; < C¢’ pour tout j > N. Le critéere de comparaison permet

de conclure a la convergence de la série.

Tj+1
T

< ¢ pour tout j suffisamment grand.

La deuxiéme partie se traite comme précédemment en montrant que si ( ); converge vers ¢’

Tj+
z;

avec ¢’ < 1, alors pour ¢ tel que ¢ < ¢ <1, on a
2. Pour tout 5 > N, on a
ZTj Z:Ejfl >.-->xy > 0.

Le terme général de la série ne converge donc pas vers 0 et la série diverge donc.

. Tj41 . s 2 Tj41 .
Si (T)J converge vers ¢ > 1, on montre comme précédemment que == > 1 pour tout j

suffisamment grand. O

. . LN . N 7. +o0 N L
Si on veut appliquer le critére du quotient a une série j—0 Lj & termes positifs, on calcule donc,
si elle existe, la limite
. Tjt+1
lim 2ot
J—+o0o l‘j
D> Si cette limite est strictement inférieure a 1, la série converge.

> Si cette limite est strictement supérieure a 1, la série diverge.

D> Si cette limite est égale a 1, on ne sait rien dire.

4 )
Exemple 4.2.8 (Série exponentielle). Pour tout x € R, la série exponentielle
il
=0 J*
converge. En effet, on a
wit1
G+D)! 2
= — 0.
% jt+1
Par définition, on pose
+oo g +oo
T 1
exp(z) = Z T et e=exp(l) = Z i
j=0 Jj=0
Nous y reviendrons plus tard.
J
4 ‘ )
Exemple 4.2.9. Considérons d nouveau la série Zj:(xf x; avec v = j4¢/, ou o € R et




68 CHAPITRE 4. SERIES REELLES ET COMPLEXES

q > 0. Alors

ziv1 _ (DY G+ ( 1>a —
7 ¢ o &
Ainsi,
> siq <1, la série converge,

> siq > 1, la série diverge,

> si g =1, on ne sait rien dire.

& J

4.2.3 Séries de Riemann

Nous allons a présent étudier une famille tres importante de séries, appelées les séries de Riemann.
Le critére de comparaison appliqué aux séries de Riemann nous donnera un outil puissant pour

tester la convergence de séries.

[Déﬁnition 4.2.10. La série de Riemann d’ordre o > 0 est la série donnée par Zj:o‘f ]% ]

Nous avons déja étudié le cas ou o = 1 : cela correspond a la série harmonique qui diverge. Le
cas o < 1 se reglera facilement par comparaison. Remarquons que si a > 1, on ne peut rien dire
avec les criteres du quotient ou de la racine : cela correspond aux exemples 4.2.6 et 4.2.9 avec

g=1letad =—a.

Proposition 4.2.11. La série de Riemann d’ordre o > 0 converge si o > 1 et diverge si
a<l1.

Démonstration. Si o < 1, on a ]ia > % et le critere de comparaison implique que la série de
Riemann d’ordre « diverge puisque la série harmonique diverge.
Si e > 1, on va écrire les sommes partielles S, de la série de Riemann en groupant les termes de

la maniére suivante : si k est tel que 28 < n < 281 on a

1 1 1 1
Sn:1+2 +3 +Z+ '+ﬁ
1 1 1 1 1 1 1
- (g*w)(p**w*m»“*(mw+“+w>
1 1 1 1 1 1
( +3)+<4++6a+7a)+ +(<2k>a+ +(2k+1—1)a)

Autrement dit,
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Remarquons a présent que chaque somme peut étre majorée par

2rtl_q 2p+l_q
1 1 1
_ — 9P
Z o < Z (Qp)a =2 9pa
]:21’ '7 J:Qp

car il y a 2PT1 — 2P = 2P termes dans la somme. Ainsi,

IS E2?
p= p=

Comme a > 1, on a 2% < 1 et la série géométrique associée converge donc. Ainsi,

S, + E - !

< 1 .

n = <2a>
p=1

On en tire que la suite des sommes partielles (S,), est bornée et comme ses termes sont positifs,

la Proposition 4.1.11 permet de conclure. O

Nous avons vu que le terme général d’une série convergente converge vers 0, mais qu’il ne s’agit
pas d’une condition nécessaire pour assurer la convergence de la série. Le critére de Riemann
compare la vitesse de convergence vers 0 du terme général d’une série avec le terme général des
séries de Riemann pour donner des conditions de convergence et de divergence. En effet, toute
série dont le terme général tend plus vite vers 0 que celui d’une série de Riemann qui converge
va egalement converger, et toute série dont le terme général tend vers 0 moins rapidement que

celui de la série harmonique va diverger.

4 )

Proposition 4.2.12 (Critére de Riemann). Soit Zjﬁg x; une série dont tous les termes

générauzr sont positifs.

1. Sl existe C >0, N € N et a > 1 tels que

pour tout j > N, alors la série Z;r:“f x; converge.

Cela arrive notamment s’il existe o > 1 tel que la suite (j*x;); converge.

2. 57l existe C' > 0 et N € N tels que
jl‘j > C

pour tout j > N, alors la série Z;r:(f xj diverge.

Cela arrive notamment si la suite (jxj); converge vers une constante non-nulle ou

tend vers l’infini.

- J

Démonstration. 1. Si j%x; < C, alors on a x; < J% et la conclusion provient du critere de

comparaison et du fait que la série de Riemann converge si o > 1.
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Supposons qu'il existe o > 1 tel que la suite (j%z;); converge. Notons a sa limite. Soit € = 1.
Alors, il existe N € N tel que |j%z; —a| < 1 pour tout j > N. Donc j%z; < a + 1, ce qui suffit.
2. Sijx; > C,alorsonax; > % et la conclusion s’obtient directement a nouveau grace au critere
de comparaison et de la divergence de la série harmonique.
Si (jzj); converge vers une constante a non-nulle, alors on montre que si 0 < b < a, il existe N
tel que jx; > b pour tout j > N. Si (jz;); tend vers 'infini, alors pour R = 1, il existe N € N
tel que jx; > 1sij> N.

O

En résumé, si on souhaite appliquer le critere de Riemann a une série Zj:og x; & termes positifs,
on étudie deux possibilités :
> S’il existe a > 1 tel que la suite (j%z;); converge, alors la série converge.

> Si la suite (jz;); converge vers une constante non-nulle ou tend vers 'infini, alors la série

diverge.

Exemple 4.2.13. Pour tous a,b > 0, la série Zjﬁg aj1+b diverge puisque

J 1
— — #0.
aj +b a?é

4.3 Séries alternées

Si une série ;08 xj converge, alors la suite (x;); converge vers 0. Nous avons vu que le contraire

est faux en général puisque la série harmonique diverge. Dans le cas des séries dites alternées, on

peut néanmoins obtenir un test tres pratique.

Définition 4.3.1. Une série alternée est une série réelle qu’on peut écrire sous la forme

+oo )
Z(_l)JTj avec r; >0 pour tout j € N.
7=0

( )
Proposition 4.3.2 (Critere des séries alternées). Si (r;)jen est une suite décroissante,

alors la série alternée
—+o00

Z (=1)r;  converge
=0

st et seulement si

rj — 0 lorsque j — +o0.
\ J

Démonstration. Sila série converge, alors son terme général converge vers 0. Comme la conver-
gence vers 0 est équivalente a la convergence des valeurs absolues vers 0, on obtient directement

que la suite (1) en converge vers 0.
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Supposons a présent que la suite (r;);en converge vers 0. Pour tout n € N, considérons la peme

somme partielle

Sn = i(—l)jrj.

j=0

Remarquons que
Spiz=Sn+ (=) g 4+ (=) P20 = Sp 4+ (=1 (rpg1 — roga).

Par hypothese, on sait que r,11 — 142 > 0. On a donc S,42 > Sy, si n est impair et S, 12 < Sy,
si n est pair.
Fixons € > 0. Comme la suite (r,), converge vers 0, on peut trouver un naturel N pair (sl est

impair, il suffit de prendre N + 1) tel que 7, < § pour tout n > N. Alors, on a
SN = SN2 2 SNta = - = Snyok

pour tout k € N. De plus,

N+2k+1

SN+2k+1 = Sntak + (—1) "N+2k+1 = SN42k — TN42k+1 < SN2k < SN

Ainsi, pour tout nombre n > N, on a
Sn < Sn.

D’autre part, on a également
SN+1 < SN43 <o < Snyoktl

pour tout £ € N. De plus,

SNiok = SNt+2k+1 — (— TN4+2k+1 = SN+2k+1 T "N42k+1 = SN+2k+1 = SN41-

Ainsi, pour tout nombre n > N, on a
S, > Snp1 =Sy 4+ (—)V Ty = Sy — v
Au total, on a donc obtenu que pour tout n > N,
SN —rn41 < Sp < Sy

et on en tire que

13
|Sn - SN| <rys1 < 5

Ainsi, si p,g > N, on a
e €
‘Sp—sq’S‘SP_SN‘+’SN_Sq‘<§+§:57

ce qui montre que la suite (S,), est de Cauchy. Par conséquent, elle converge. ]



72 CHAPITRE 4. SERIES REELLES ET COMPLEXES

( )

Exemple 4.3.3 (Série harmonique alternée). La série

converge puisque la suite (%) ~est décroissante et converge vers 0.
J

& J

4.4 Convergence absolue

Nous avons étudié des techniques pour démontrer qu’une série & termes positifs converge. En
toute généralité, on peut toujours se ramener a une telle série en considérant la série des modules
des termes généraux. Nous montrons dans cette section que si cette nouvelle série converge, alors

la série de départ converge également (la réciproque étant fausse).

Définition 4.4.1. Une série Z;;Og x; converge absolument si la série des modules
+oo
>zl
Jj=0
converge. )
4 )

Proposition 4.4.2. Si une série Zjﬁg x; converge absolument, alors elle converge. Dans

ce cas, on a

+o0 +o0
Domi| <D |l
Jj=0 Jj=0

;;08 |zj| converge, elle satisfait le critere de Cauchy. Ainsi,

pour tout € > 0, il existe N € N tel que

Démonstration. Comme la série Y

q q
Z |z;| = Z |zj|| < e pour tous p,qg > N.
J=p J=p

En appliquant I'inégalité triangulaire, on trouve que

q q
ij < Z’xﬂ, < e pour tous p,qg > N
Jj=p

J=p

et la série ijog x; vérifie donc le critere de Cauchy, donc converge.
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Pour la deuxieme partie, en appliquant a nouveau l’inégalité triangulaire, on sait que

n n
Doxi| <D |y
j=0 j=0

pour tout n € N, et la conclusion est alors une conséquence de la Proposition 3.2.5. ]

, . . , . , —1)7 .
La réciproque de ce résultat est fausse : la série alternée Zj:“f ( j) converge alors que la série

harmonique Z;r:oi’ % diverge.

Définition 4.4.3. Une série Z;r:(’g x; est semi-convergente si elle est convergente mais pas

absolument convergente.

4.5 Reécapitulatif des techniques pour ’étude de la convergence

de séries

Considérons une série (réelle ou complexe)
“+oo
§ :ZUJ'
Jj=0
dont on souhaite étudier la convergence.

1. On commence par étudier la convergence absolue de la série, autrement dit la convergence

de la série
+o0o
> Lzl
J=0
Comme il s’agit d’une série a termes positifs, on peut appliquer les criteres de la racine, du

quotient et de Riemann :

> Critere de la racine :

1 .
si |z;|7 — ¢ <1 alors la série converge absolument

et

1 PV
si |zj|7 — ¢ > 1 alors la série diverge car xz; - 0.

> Critere du quotient :

s |75 11]

2] — g < 1 alors la série converge absolument
Py
J

et

— q > 1 alors la série diverge car z; = 0.



74 CHAPITRE 4. SERIES REELLES ET COMPLEXES

> Critére de Riemann :

s'il existe o > 1 tel que j%|z;| — C > 0 alors la série converge absolument
et

si jlaj| = C > 0 ousi jlzj| — 400 alors la série ne converge pas absolument.

Si la série converge absolument, alors elle converge.

2. Si la série n’est pas absolument convergente ou si les criteres précédents ne permettent pas

de conclure, on applique si possible le critéere des séries alternées.

4 )
Exemple 4.5.1. Considérons la série de terme général donné par
(a —2)

T a1

pour tout j € Ny

ot a € R\ {0}.
On peut supposer que a # 2 car alors la série est évidemment absolument convergente. On

regarde tout d’abord la série de terme général

|a — 2P

| = Sy T 1
Vu la forme de la suite, nous allons utiliser le critére du quotient. On a

zj+1] _la—2|v2j+1  a—2|
|51 2la| v2j+3 2lal

pour tout j € Np.

De plus, on calcule que

la = 2|

2] < 1 si et seulement si 3a®> +4a—4> 0
a

c’est-a-dire si et seulement st
a<—2 ou a>-—.

Ainsi,

> sia<—2oua> %, la série est absolument convergente.

> sia €] — 2,3, alors la série diverge car x; - 0.
> sia= —2, la série se réécrit

+oo 1
; V2j+1°
On utilise le critére de Riemann pour montrer que la série diverge puisque

1

NGO

— +00.
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> Sia= %, la série se réecrit

i‘) (-1
V2 +1

1l s’agit d’une série alternée. Puisque la suite ( 2;+1) ~décroit vers 0, on en tire
J

que la série est convergente.

- J

4.6 Multiplication de séries
La multiplication des séries est plus compliquée que leur addition. Remarquons que

(o + 1) (Yo + y1) = ToYo + Toy1 + T1Yo + ToYo
= ToYo + (xoy1 +x1y0) + T1Y1

somme des indices =0  somme des indices =1  somme des indices =2

et

(xo + 1+ 22) (Yo + Y1 + Y2) = Toyo + Toy1 + ToY2 + T1Yo + T1y1 + T1Y2 + T2yo + Tay1 + Tayo

= ToYo +  (zoy1 +7190) + (Toy2 + T1y1 + T2Y0)
somme des indices =0  somme des indices =1 somme des indices =2
+  (T1y2 +woy1) + T2y
—_———— ——

somme des indices =3 somme des indices =4
De manieére générale, on montre que
n n 2n J
DL R DR D DD BETE
7=0 7=0 j=0k=0

si bien que pour étudier la convergence du produit, on se ramene a étudier la série de terme

général u; = Zi:o x,Yj—k- Nous admettrons le résultat suivant.

4 N\
Théoréme 4.6.1 (Mertens). Soient ijog xj et Z;;OS y; deuzx séries qui convergent. Pour

tout j € N, on pose

J
uj = Toyj + T1Yj-1 + -+ TiYo = D ThYj—k-
k=0
Si au moins une des deuz séries converge absolument, alors la série de terme général (uj);en

converge et
+o0o +oo +00
doui= 2| | X
J=0 J=0 J=0

La série Zj

- J

% uj est appelée le produit de Cauchy des séries Z;“’g T & Zjﬁg Yj-
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4 )

Remarque 4.6.2. Si les deux séries sont seulement semi-convergentes, le résultat est fauz.

e 77 s . J,-oo . +OO .
Considérons par exemple les séries ijo xj et ijo y; avec

(=1
F+1

Ces deux séries sont égales et convergent par le critére des séries alternées. Cependant, on a

—k J
1)7 i 1

J
“j:g)x’“yj Z\/k+1\/j—k+1_ -1 S kA DG -kt 1)

et donc

hus] = Z\/k+ EEs Zm

Le terme général de la série Z;;"g u; ne converge donc pas vers 0 et la série est donc

divergente.

- J




5 Fonctions d’une variable réelle

Les fonctions sont des outils mathématiques omniprésents dés lors qu’il s’agit de relier une
grandeur & une autre. Par exemple, la position d’'un mobile dépend du temps, la température
d’un corps peut dépendre du temps ou de la position, et I’énergie potentielle d’un systeme dépend
de sa configuration. Mathématiquement, ces dépendances sont décrites par des fonctions.

Dans ce chapitre, nous commencons par rappeler les notions de base relatives aux fonctions d’'une
variable réelle, puis nous introduisons la notion fondamentale de limite. Nous utiliserons librement
plusieurs fonctions usuelles — polynoémes, fonctions rationnelles, exponentielle, logarithme,
fonctions trigonométriques, etc. — en nous appuyant provisoirement sur leurs propriétés familieres.
Leur construction et ’étude rigoureuse de leurs propriétés seront reprises dans le chapitre consacré
aux fonctions élémentaires. Cette fagon de procéder nous permettra d’utiliser dés maintenant les

fonctions qui interviennent naturellement dans les applications, en particulier en physique.

5.1 Fonctions et graphes

Dans ce chapitre, on va s’intéresser aux fonctions d’une variable réelle a valeurs réelles ou
complexes. Autrement dit, une fonction f définie sur un ensemble A C R est une loi qui associe
a tout * € A un nombre f(z) € R ou f(x) € C.

Définition 5.1.1. Soit A un sous-ensemble de R. Une fonction définie sur A est une

application définie sur A et a valeurs dans C. On note
f:A=C:zw f(z).

On appelle x la variable et f(x) la valeur de f en x. On dit que A est le domaine de

définition de f et on le note dom(f). )

Les fonctions ne prennent pas nécessairement toutes les valeurs complexes : par exemple, la
fonction valeur absolue

|'|:R—=C: 2w |z

est une fonction a valeurs dans R, et méme dans [0, 4+o00[. Rappelons que si f : A — C, alors
I'ensemble f(A) défini par

f(A) ={f(x):z e A}

est appelé ’ensemble image de A par f. C’est ’ensemble des valeurs prises par f sur A.

77
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~

Définition 5.1.2. Soit f : A — C. On dit que f est

> une fonction réelle si f(A) C R, c’est-a-dire si f(x) est un nombre réel pour tout
reA

> une fonction positive f(A) C [0, 400, c’est-a-dire si f(x) > 0 pour tout x € A
> une fonction négative f(A) C] — 00,0], c’est-d-dire si f(x) < 0 pour tout x € A.

Si B C C est tel que f(A) C B, on note

f:A—>B

pour préciser que f prend ses valeurs dans B.

J

Notons qu’on parlera simplement de “la fonction f” lorsque le contexte est clair.

(" )
Exemples 5.1.3.

> La fonction valeur absolue |-|: R — R : z +— |x| est une fonction positive. On aurait

pu aussi considérer la fonction |- | : R — [0, +o0[: z +— |x].
> La fonction identité est la fonction id: R — R : x — x.

> Sia € R, la fonction constante égale d a est la fonction a : R — R : x +— a (attention,

on utilise la méme notation pour parler du réel et de la fonction).

> Si B C R, la fonction caractéristique de B est la fonction

1 sixeB,
Ig:R—>R:x+—
0 sinon.

> 5% on veut considérer la fonction qui a tout réel associe son inverse, on doit enlever

le réel 0 qui ne posséde pas d’inverse. On a

_ _ 1
. 1:R0—>R0:xr—>x -
T

ot Ro = R\ {0}.

>> La fonction racine carrée est définie sur [0,4o00[ par

V-1 [0, +oo[= Rz — /.
N J

5.1.1 Quelques fonctions usuelles

Avant de poursuivre, rappelons les principales fonctions que nous rencontrerons dans la suite du
cours. Nous les considérons ici comme connues et nous admettons provisoirement leurs propriétés
usuelles. Elles seront construites et étudiées de maniere plus systématique dans le chapitre

consacré aux fonctions élémentaires.
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> Les fonctions polynomiales sont les fonctions de la forme
P(x) = apz™ + -+ a1z + ayp.
Le quotient de deux polynémes définit une fonction rationnelle sur I’ensemble des points

ou le dénominateur ne s’annule pas.

> Les fonctions puissances comprennent les fonctions z — x”, avec n € 7Z, ainsi que, sur un
domaine approprié, les fonctions z — x avec a € R. Par exemple, x — /z = 212 est
définie sur [0, +o00].

> La fonction exponentielle

exp : R —]0, 400

est strictement positive et strictement croissante. Sa fonction réciproque est le logarithme
naturel
log :]0, +-00[— R.

Nous utiliserons également les exponentielles et logarithmes en base a > 0, a # 1.

>> Les fonctions trigonométriques sin et cos sont définies sur R, a valeurs dans [—1, 1], et

sont 2m-périodiques. La fonction tangente est donnée par

lorsque cosx # 0. Les fonctions arcsin, arccos et arctan sont obtenues en restreignant

convenablement les fonctions trigonométriques afin de les rendre bijectives.

> Les fonctions hyperboliques sinh, cosh et tanh seront également rencontrées. Elles sont

liées a la fonction exponentielle ; par exemple,

x —T x —T
e’ +e . e’ —e
coshx:T, sinhe = ———

Remarque 5.1.4. Le but de cette liste n’est pas encore de construire ces fonctions ni de
démontrer leurs propriétés. Nous voulons simplement pouvoir les utiliser comme exemples
tout au long des chapitres sur les limites, la continuité et la dérivation. Les justifications

rigoureuses seront données plus tard.

( )

Exemple 5.1.5 (Deux modeles usuels en physique). Une oscillation harmonique peut étre
modélisée par une fonction
x(t) = Acos(wt + ¢),

ou A est 'amplitude, w la pulsation et ¢ la phase initiale. De méme, une grandeur qui
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FIGURE 5.1 — Représentation graphique d’une fonction f sur l'intervalle [a, b].

relaxe exponentiellement vers une valeur d’équilibre Teq peut étre modélisée par
T(t) = Toq + (To — Teq)e ¥/

Ces exemples illustrent pourquoi les fonctions trigonométriques et exponentielles apparaissent

naturellement dans un cours destiné aux physiciens.

N J

Définition 5.1.6. Si f est une fonction réelle définie sur un sous-ensemble A de R, le

graphe de f est l’ensemble
G(f) ={(z,f(z)) : x € A}.

C’est un sous-ensemble de R2.

Il ne faut pas confondre le graphe de f et sa représentation graphique (ou le graphique), qui est
la représentation géométrique de son graphe. Méme si la représentation graphique d’une fonction
est tres intuitive et utile dans de nombreux exemples pratiques, elle posseéde des inconvénients.

Par exemple :
> il est impossible de tracer le graphique de certaines fonctions, c’est le cas de la fonction
1g,

>> lorsque 'on travaillera avec des fonctions a 3 variables (par rapport a des grandeurs qui

dépendent de la position dans I’espace), on ne pourra plus tracer leurs graphiques.
Terminons par quelques remarques sur différentes notations employées pour désigner une fonction :

> Comme pour l'indice des suites, la variable z est muette. Cela signifie qu’on peut aussi
écrire de maniere totalement équivalente f: A - C:t+— f(t)ou f: A—C:yw— f(y),
ou encore f: A—C:Qw— f(Q).

> Parler de “la fonction y = f(z)” est un abus de langage ; cela correspond a 1’équation

cartésienne du graphe de la fonction f.

>> Parler de “la fonction f(z)” est également un abus de langage. On l'utilise lorsque le
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contexte est clair car il est plus facile par exemple de parler de “la fonction 2 — 2z + 3”
que de parler de la fonction -2 —2-43 ou encore de la fonction f: R — R : z +— 22 — 2z + 3.

On dira aussi “soit f la fonction définie pour tout = € R par f(z) = 2% — 2z + 3",

5.2 Opérations sur les fonctions

Si deux fonctions sont définies sur le méme ensemble A, nous avons vu qu’on dit qu’elles sont
égales, ce qu'on écrit f = g, si f(x) = g(x) pour tout = € A. Si deux fonctions sont a valeurs

réelles et définies sur un méme ensemble, on peut aussi les comparer du point de vue de 'ordre.

~

Définition 5.2.1. Soient f et g deux fonctions réelles définies sur A. On dit que

> la fonction f est supérieure ou égale a g (ou que f majore g), ce qu’on note f > g,
51
f(z) > g(x) pour tout x € A,

> la fonction f est inférieure ou égale d g (ou que f minore g), ce qu’on note f < g, si

f(z) < g(x) pour tout x € A.

N J

Par exemple, si f est une fonction positive, alors f > 0.

Intéressons-nous a présent aux opérations algébriques que 1’on peut faire sur les fonctions.

~

Définition 5.2.2. Soient f,g deux fonctions définies sur A et c € C.

> La fonction f + g est définie par

f+9g:A=C:z— f(x)+g(x).

> La fonction fg est définie par

fg:A—=>C:z— f(x)g(x).

> La fonction cf est définie par

cf it A= C:z—cf(x).

> Si A ={x e A:g(zx)#0}, la fonction % est définie par

i:A’—)CZCEP—)@.

g 9() p
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Remarque 5.2.3. Si les fonctions considérées ne sont pas définies sur le méme ensemble,

on s’y rameéne en considérant A = dom(f) N dom(g).

En itérant ces constructions, on peut par exemple obtenir des combinaisons linéaires de fonctions

afit+cenfa

( )

Exemple 5.2.4. Les fonctions polynomiales
P:R—-C:z—=apz"+ - -+a1x+ag

avecn € N et ag, ...,a, € C peuvent étre obtenues da partir d’opérations algébriques sur la

fonction identité et les constantes, puisqu’on peut écrire

P=a,id...id+ -+ a1id + ag.

n fois

& J

Terminons cette section en rappelant une autre maniére de construire de nouvelles fonctions a
partir d’anciennes : en les composant. La définition est intuitive si on se rappelle qu'une fonction
est une “loi” qui a toute valeur réelle associe une valeur réelle. On peut donc imaginer appliquer
successivement plusieurs lois : partir de z, lui appliquer f pour obtenir f(z) et a cette valeur
f(z), appliquer la loi g pour obtenir g(f(z)). Evidemment, il faut que le domaine de définition
de g soit “compatible” avec ’ensemble image de f : Autrement dit, il faut que f(x) appartienne

au domaine de définition de g pour tout x € A.

Définition 5.2.5. Soient f: A — C et g : B — C deux fonctions. Si f(A) C B, la fonction

composée de f et g est la fonction go f définie par

gof:A—=C:zw— g(f(z)).

~
Exemple 5.2.6. Soient f et g les fonctions définies par
fRoR:z2—2x+1 et g:R=R:z— 2’
On a
fog:R=>R:z+—21°+1 et gof:R—R:z— (2z0+1)°5.
NS J

Si la condition f(A) C B n’est pas vérifiée, il faut d’abord restreindre f a un sous-ensemble A’

pour lequel f(A") C B et définir g o f sur A’. On peut également itérer ce procédé pour définir
fiofao--o fp.
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( )

Exemple 5.2.7. Si f : Ry — Rp: x — % est la fonction inverse et si g : R — R, on a

1
fog:A—-R:x— ——
9(x)

ou A={x eR:g(x)#0} et

1
gof:RO%R:xl—)g(>.
T

On peut également composer les fonctions polynomiales et la fonction inverse pour obtenir

les fractions rationnelles, c’est-a-dire les fonctions de la forme

anx™ + -4+ a1 + ag

:A—C:
QA= e b T ho

ot A={z € R:bpa™+---+bix+ by # 0}, avec n,m € N et ag,...,an,bo,...,by, € C.
\ J

Enfin, rappelons que si une fonction réelle f est bijective, alors on peut considérer sa fonction

réciproque f~! qui vérifie

@) =2 et f(F W)=y
pour tout x appartenant au domaine de définition de f et tout y appartenant a I’ensemble image
de f.
5.3 Propriétés particulieres des fonctions

Dans cette section, nous introduisons quelques propriétés de base qui peuvent étre satisfaites par

les fonctions. Commencons par les notions de parité.

Définition 5.3.1. Une fonction f: R — C est dite
> paire si f(—z) = f(z) pour tout x € R,

> impaire si f(—z) = —f(x) pour tout = € R.

-

Exemple 5.3.2. La fonction valeur absolue est une fonction paire, de méme que toutes les
fonctions fi : R — R : x — 22 avec k € N. Par contre, l’identité est une fonction impaire,

de méme que toutes les fonctions fi : R — R : z + 2281 quec k € N. La fonction
fRoR:z— 2% -2z

n’est ni paire, ni impaire.

J

On montre facilement que toute combinaison linéaire de fonctions paires est paire et que toute
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FIGURE 5.2 — Représentation graphique de la fonction paire f : R — R : z + 22,

combinaison linéaire de fonctions impaires est impaire.
La parité des fonctions se lit facilement sur leur représentation graphique : la représentation
graphique d’une fonction paire est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées et celle d’une

fonction impaire est symétrique par rapport a l'origine.

FIGURE 5.3 — Représentation graphique de la fonction impaire f: R — R : 2 +— 2.

Nous introduisons a présent les fonctions périodiques : elles représentent des phénomenes qui se

reproduisent a intervalle régulier.

Définition 5.3.3. Soit T' un nombre réel strictement positif. Une fonction f : R — C est

périodique de période T' st

flx+T)= f(x) pourtoutz € R.
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Remarquons que si f est périodique de période T, elle est également périodique de période nT

pour tout n € Ny puisque
f@+nT) = f(z+ (n— )T +T) = f(@+ (n— 1)) = = fz +T) = f(a).

Si elle existe, la période de f est le plus petit T pour lequel f est T-périodique.

FIGURE 5.4 — Représentation graphique d’une fonction T-périodique.

Exemple 5.3.4. La fonction cos : R — R est une fonction paire et 2mw-périodique, la

fonction sin : R — R est une fonction impaire et 2w-périodique.

FIGURE 5.5 — Représentation graphique des fonctions sinus (en bleu) et cosinus (en rouge).

~

Définition 5.3.5. Une fonction réelle f: A — R est
> croissante si pour tous x,y € A tels que x <y, on a f(z) < f(y),
>

f(y),

> décroissante si pour tous x,y € A tels que © <y, on a f(x)

> monotone si elle est soit croissante, soit décroissante.

N J

Lorsque les inégalités ci-dessus sont strictes, on parle de fonctions strictement croissantes, stricte-
ment décroissantes et strictement monotones. On parle aussi de fonction croissante, décroissante...

sur un ensemble A’ si la restriction de f a A’ est croissante, décroissante...
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(" )
Exemples 5.3.6.

> La fonction f1 : R — R : x — 23 est croissante.

> La fonction fo : R — R : 2 +— 2% est décroissante sur | — 00,0] et croissante sur

[0, +o0f .

Définition 5.3.7. Une fonction réelle f: A — R est

> bornée si 'ensemble f(A) est borné, c’est-a-dire s’il existe une constante C' > 0 telle
que
|f(z)| < C pour tout x € A,
> majorée si f(A) est majoré,
> minorée si f(A) est minoré.

On définit alors

>> la borne supérieure de f sur A comme étant la borne supérieure de f(A), et on la

note sup4 f ou sup,c 4 f(2),

> la borne inférieure de f sur A comme étant la borne inférieure de f(A), et on la

note inf 5 f ou infyecy f(x).

S’il existe xg € A tel que
f(il?o) = sup f7
A

on dit que f admet un maximum en xg sur A. De méme, s’il existe xg € A tel que

f(@o) = in f.

on dit que f admet un minimum en xg sur A.

J

Remarquons qu’une fonction peut étre bornée sans admettre de maximum ou de minimum. On
peut aussi parler de fonction & valeurs complexes bornée en remplacant dans la définition la

valeur absolue par le module.

Exemple 5.3.8. La borne supérieure de la fonction arctan : R — R est donnée par 5 et sa

borne inférieure est —%. Néanmoins, il n’existe pas de réel dont l'arc tangente est 5 ou —3.

Terminons cette section par l'introduction des fonctions concaves et convexes.

(Déﬁnition 5.3.9. Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I — R est w
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FIGURE 5.6 — Représentation graphique de la fonction arc tangente

> convexe si pour tous x1,x2 € I et tout X €]0,1]

fz+ (1= Na2) < Af(z1) + (1= A) f(22),

> concave si —f est convexe, autrement dit si pour tous x1,x2 € I et tout X €]0,1]

N\

fQzr+ (1= Nax2) > Af(21) + (1= ) f(22).
Graphiquement,

> les points Az1 + (1 — A)xg avec A €]0, 1] décrivent le segment d’extrémités x; et xo,

> la droite déterminée par les points (z1, f(x1)) et (x2, f(z2)) a pour équation

y— flaz) = fx2) — f(z1)

T — T3).
o — X1 ( 2)
Ainsi, 'ordonnée du point d’abscisse Az; + (1 — X\)z2 est donnée par
y=Af(z1) + (1 = A)f(z2).
Par conséquent, dire que f est convexe sur I revient a dire que, pour tous x1,x2 € I, le segment
d’extrémités (z1, f(x1)) et (z2, f(x2)) est “au-dessus” du graphique de f entre z; et za. Si f est

concave, ce segment sera “en-dessous” du graphique.

Y

(z1, f

1 1
T T
a b T

FIGURE 5.7 — Représentation graphique d’une fonction convexe sur l'intervalle [a, b].

87
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[ Exemple 5.3.10. La fonction f: R — R : x +— 22 est conveze. ]

5.4 Limite d’une fonction

5.4.1 Limite d’une fonction en un point

La notion de continuité d’une fonction f en un point £ repose sur le concept de limite de f en &.
De maniere intuitive, la notion de limite d’une fonction en un point peut étre comparée a celle
de limite d’une suite : la limite de f en & est la limite des valeurs f(x) lorsque la variable = se
rapproche de £. Afin de définir la limite de f en &, est nécessaire que les valeurs f(x) existent
pour z proche de £. En d’autres termes, la fonction f doit étre définie pour un nombre “suffisant”
de points “proches de £”. Il est important de noter que la fonction n’a pas besoin d’étre définie
au point ¢ lui-méme pour que la limite ait un sens. Ce qui importe dans ce contexte, ce sont les

valeurs de f(z) pour les valeurs de = proches de £, et non pas la valeur de f(¢&).

Définition 5.4.1. Soit A un sous-ensemble de R et soit £ € R. On dit que £ est adhérent
a A si pour tout € > 0, U'ensemble AN]E —,& + ¢[ est non-vide.

Autrement dit, un point £ est adhérent & A si tous les “voisinages de £” (c¢’est-a-dire les ensembles
qui contiennent un intervalle de centre £) rencontrent A. Notons qu’on n’a pas nécessairement

e A

( )
Exemples 5.4.2.

> Si A=[0,1], alors 0, 0.2 et 1 sont adhérents a A, mais 1.1 n’est pas adhérent a A.

> Si A=N, alors 5 est adhérent a A mais % n’est pas adhérent a A.

> ST A=Q, tous les réels sont adhérents a A.
N\ J

Définition 5.4.3. Soient f: A — C, £ un point adhérent a A et a € C. On dit que a est

la limite de f lorsque x tend vers & si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
pour tout x € A tel que |zt —&| <0, ona |f(z)—al <e.

Dans ce cas, on dit aussi que f tend (ou converge) vers a lorsque x tend vers & et que a est
la limite de f en &, et on note
lim f(x)=a

z—E, €A
ou
f(x) = a lorsque x — €.
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En général et seulement lorsque le contexte est clair, on écrira lim, ¢ f(x) = a sans préciser
I’ensemble A sur lequel on travaille.
S’il n’y a pas de valeur a pour laquelle la définition est satisfaite, on dit que la limite de f lorsque

x tend vers € n’existe pas.

Remarque 5.4.4. La valeur de § dépend de €. Plus € est petit, plus 0 sera également petit.

Notons que la valeur de § dépend également évidemment de &.

FiGURE 5.8 — Hlustration de la continuité en &.

(" )
Exemple 5.4.5. Considérons la fonction f définie pour tout x € Ry par

f(z) = xsin (1> .

X

Montrons que f tend vers 0 lorsque x tend vers 0. Notons tout d’abord que O est bien

adhérent a Ry. Soit e > 0. Alors, pour tout x € Ry tel que |x| < e, on a

1
x sin () —0‘ <l|z| <e.
x

Ainsi, § = & convient.

J

Si f possede une limite en un point £, alors cette limite est unique. Cela nous permet donc de

parler de la limite de f en &.

( Proposition 5.4.6. Soit f : A — C et soit £ un point adhérent 4 A. Supposons qu’il existe )
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Tl

FIGURE 5.9 — Représentation graphique de la fonction f: Ry — R : 2z +— xsin (%)

a,b e C tels que

Alors a = b.

Démonstration. Procédons par 'absurde et supposons que a # b. Posons € = ‘a—;b‘. Par définition
de la limite de f en &,

> il existe §; > 0 tel que pour tout = € A tel que |z — &| < 01, on a |f(z) — a] < ¢,
> il existe dy > 0 tel que pour tout = € A tel que |z — &| < d2, on a |f(z) — b < e.

Fixons 0 = min{d, d2}. Pour tout x € A tel que |x — &| < J, I'inégalité triangulaire donne
la=bl <la—f(z)[+|f(z) bl <e+e=la—D]

ce qui est impossible. ]

Comme pour les suites, la détermination de la limite d’une fonction en un point demande a priori
de manipuler la définition mathématique. Nous donnons ici quelques exemples pour apprendre a

utiliser cette définition.

( )
Exemples 5.4.7.

> Fizons une constante ¢ € C et considérons la fonction constante f : R — C: x > c.
Si & € R, montrons que lim,_,¢ f(z) = c.
Soit ¢ > 0. Alors, pour § = 1 (par exemple, vous pouvez prendre le § que vous

souhaitez!), on a que si |vr —¢&| <1, alors |f(x) —c| =0<e.

> Considérons la fonction identité f : R — R :x — x. Si £ € R, montrons qu’on a
lim, ¢ f(x) =¢&.
Soit € > 0. Alors, pour § = ¢, on a que si |z —&| <0, alors |f(zx) —&| = |z — €| <e.

On voit bien ici la dépendance de § en €.

> Considérons la fonction f:R — R : x> x2. Montrons que lim,_,3 f(z) = 9.
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Soit e > 0. On souhaite majorer |x? —9|. Pour cela, commengons par remarquer que
|22 — 9| = |z + 3| |z — 3]
Sid<1etsi|lr—3| <9, alors on a |x+3| < 7. Ainsi, si |t —3| <5 <1, ona

|2? — 9| = |z + 3| |z — 3| < 76.

Ainsi, il est clair que § = min{1, £} convient.

N J

4 )
Proposition 5.4.8. Soient f: A — C et £ un point adhérent a A. Si

lim f(zx)=a€C

z—E, €A

alors il existe § > 0 tel que f est bornée sur AN]E — 6,& + 4.
g J

Démonstration. Soit € = 1. Alors, il existe 6 > 0 tel que pour tout x € A satisfaisant |z — £| < 0,
on a |f(x) — a|] < 1. Ainsi, pour tout z € AN]{ — 0, + [, on a

[f (@) < [f(x) —al +|a] <1+ ]a.

5.4.2 Limite a gauche, a droite, épointée

Lorsque f est définie pour des valeurs supérieures ou inférieures a £, on peut s’intéresser au
comportement de la fonction lorsque = tend vers £ en étant respectivement plus petit ou plus

grand. C’est ce qu’on appelle les limites a gauche et d droite.

~

Définition 5.4.9. Soient f: A — C et a € C.

> Si & est un point adhérent a AN| — 00, &[, on dit que f tend (ou converge) vers a

lorsque z tend vers £ par la gauche lorsque

li =
:c—)&,regrrﬁl]—oo,f[ f(.%') ¢

Dans ce cas, a est la limite a gauche de f en £ et on note

lim f(z) =a.

z—E€, €A

> Si & est un point adhérent a AN|E, +oo[, on dit que f tend (ou converge) vers a
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lorsque z tend vers £ par la droite lorsque

li =a.
x—){,xelfllg]f,-i-oo[ f(x) @

Dans ce cas, a est la limite a droite de f en & et on note

li = a.
:c—>§1+r,n:BEA f($) @

N J

Le résultat suivant est évident mais fournit un critere pratique pour démontrer qu’'une limite

n’existe pas.

Proposition 5.4.10. Silim, ¢ zca f(z) = a, alors si elles ont du sens, les limites d droite

et a gauche de f en & sont également égales d a.

( )
Exemple 5.4.11. Considérons la fonction f: Ry — R:a — % Alors, la limite de f en 0
n’existe pas puisque

> six >0, onali—‘zl et donc
lim m =1,
z—0t T
> six <0, ona%‘:—l et donc
lim m =-1
rz—0— T
NS J
Yy
1
‘ x
1

]
-

FIGURE 5.10 — Représentation graphique de la fonction f: Ry - R:z —
Remarquons a présent que si f est définie en £, alors la limite de la fonction f en £ dépend de la
valeur prise par f en £ : en effet, quel que soit 6 > 0, on a |§ — | < 0. Ainsi, le seul candidat limite
raisonnable est f(&) puisque si a = lim,_,¢ f(x), on majorera |f(£) — a| par e. Ceci n’intervient
pas dans les limites a droite et a gauche puisqu’on ne regarde que les points = tels que = > £ et
x < & respectivement. Si on veut que la limite ne dépende pas a priori de la valeur de f en &, on

considere la notion de limite “épointée”.
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Définition 5.4.12. Soient f: A — C et a € C. Si £ est un point adhérent a A\ {£}, on

dit que a est la limite épointée de f en £ si

flx)=a

lim
r—&,zeA\{¢}

Remarquons que lim,_,¢ »c 4\(¢} f(z) = a signifie que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
pour tout x € A tel que 0 < |z —¢| < 4, on a |f(x) — a| < e. On utilise également la notation
limg ¢ ¢ f(2) = a lorsque le contexte est clair. A nouveau, si la limite de f en £ existe et est
égale a a, alors la limite épointée de f en & existe et est égale a a. L’implication réciproque est

fausse en général.

( )
Exemple 5.4.13. Considérons la fonction f : R — R définie par

fz) = {O st x # 0,

1 siz=0.

Alors, on a
lim f(z) =0, lim f(x)=0, lim f(x)=0

z—E&t x—E~ x—&,2#0

mais la limite de f en 0 n’existe pas car f(0) # 0.

N J

5.4.3 Limite infinie

Comme dans le cas des suites, lorsqu’une limite en un point n’existe pas, on peut regarder si la

fonction tend vers I'infini en ce point.

Définition 5.4.14. Soient f : A — C et £ un point adhérent a A. On dit que f tend vers

I’infini lorsque z tend vers £ si pour tout R > 0, il existe 6 > 0 tel que
pour tout x € A tel que |z —§| <, on a |f(x)] > R.

Dans ce cas, on écrit

o M) =2

ou

f(z) = 00 lorsque x — €.

N J

Autrement dit, & chaque fois qu’on se fixe un nombre positif R, on peut trouver un petit voisinage
de £ dans lequel f est en module plus grand que R.
Si la fonction est a valeurs réelles, on peut comme dans le cas des suites distinguer les convergences

vers +00 et —oo en demandant respectivement que f(z) > Rou f(z) < —Rsiz € Aet |z—¢| <.
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( )
Exemple 5.4.15. La fonction f : Ry = R : x — % tend vers l'infini en 0. En effet, si

R > 0 est fizé, alors on choisit de poser § = % de sorte que

pour tout x € Ry tel que |z — 0| < d. De plus, on montre facilement que

lim f(x)=—-oc0 et lim f(x)=+oo.

z—0~ z—0t

FIGURE 5.11 — Représentation graphique de la fonction f: Ry = R : z i

5.4.4 Caractérisation des limites par les suites et régles de calcul

Nous montrons que la limite d’une fonction en un point (ou a I'infini) peut étre caractérisée a
I’aide des suites qui tendent vers ce point. Cela nous permettra d’obtenir facilement les propriétés

de la limite d’une fonction en un point a partir des propriétés des suites.

4 )
Proposition 5.4.16 (Critere par les suites). Soit f : A — C, soit & un point adhérent & A

et soit a € C ou a = co. Alors
lim f(z)=a

z—E, €A

si et seulement si pour toute suite (xy), d’éléments de A qui converge vers &, la suite

(f(zn)), converge vers a.
h J

Démonstration. On va démontrer le cas ou a € C. Le cas ¢ = oo est laissé a titre d’exercice.

Supposons que lim,_,¢ zea f(2) = a et que x, — § avec x, € A pour tout n. Montrons que
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f(xn) — f(&). Pour cela, fixons ¢ > 0. Par définition de la limite de f en &, il existe § > 0 tel
que |f(z) —a| < e deés que = € A est tel que |z — | < d. Par ailleurs, comme z,, — &, il existe
N € N tel que |z, —&| < dsin > N. Ainsi, sin > N, on a |f(z,) — a| < g, ce qui suffit.

Pour la réciproque, on procede par I’absurde et on suppose donc qu’il existe g9 > 0 tel que pour
tout § > 0, il existe 2 € A tel que |z — | < § et |f(2) — a| > €o. En prenant § = 1, il existe donc
T, € A tel que |z, —&| < L et |f(z,) —al > eo. Alors, la suite (z,, — ), convege vers 0 par le
Théoreme de 1'étau, et donc la suite (x, ), converge vers £. Par contre, (f(x,)), ne converge pas

vers a puisque |f(x,) — a| > g0 quel que soit n. D’otl une contradiction. O

Remarque 5.4.17. En particulier, nous avons montré que si & est adhérent a A, alors il

existe une suite d’éléments de A qui converge vers &.

4 )
Exemple 5.4.18. La fonction f: Ry — R : x — sin (%) ne possede pas de limite en 0. En
effet, définissons les suites (xy)n et (Yn)n en posant T, = % et yp = m Alors

> x, >0 et f(zn) = 0 car f(z,) =0,

> yp — 0 et f(x,) = 1 car f(yn) = 1.
- J

FIGURE 5.12 — Représentation graphique de la fonction f: Ry — R : x > sin (%)

Bien sfir, le résultat précédent se particularise au cas des limites a gauche et a droite. Nous
laissons cette preuve a titre d’exercice.

Comme nous ’avons vu, il peut étre pénible de calculer des limites a ’aide de la définition. Le
critére par la suite nous permet d’obtenir directement des regles de calcul similaires & celles
obtenues pour les suites. Notons que tous ces résultats pourraient également se démontrer sans

passer par les suites et en se ramenant directement & la définition.

4 )
Proposition 5.4.19 (Reégles de calcul de limites, cas fini). Soient f: A —-Cetg: A—C

deuz fonctions, ¢ € C et & un point adhérent a A. Supposons que

li = t li =b
@ =a e 6@

ot a,b e C. Alors
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1. limg ¢ geac f(x) = ca,
2. limy ¢ zea f(x) + g(x) = a+b,
3. limgy¢ zea f(2)g(z) = ab,
4. sib#0, alors il existe A' C A sur lequel g se s’annule pas et tel que & est adhérent a
Al et
lim M = —.
€ zed g(x) b
\ J

Démonstration. Tout découle des regles de calcul pour les suites. Traitons en guide d’illustration
le point 2. Soit (zy)nen une suite de A qui converge vers £. Alors, le critére par les suites nous
apprend que f(z,) — a et g(x,) — b. Les régles de calcul pour les suites donnent alors que
f(zn) + g(xn) — a+ b et le critere par les suites permet de conclure.

Pour le point 4, on remarque comme pour les suites que si b # 0, alors il existe € > 0 tel que
|b| — e > 0. Comme ¢ converge vers b lorsque x tend vers &, il existe § > 0 tel que |g(z) —b| < ¢
siz € A est tel que |z —&| <. Alors, si A’ = ANJ¢ —6,€ + J], alors on a

lg(x)| = [b] = [g(x) = b] > [b] —& >0

pour tout z € A’. La deuxi¢me partie se démontre comme précédemment en utilisant les régles

de calcul pour les suites et le critére par les suites. ]

(" )
Exemple 5.4.20. Montrons que

. 224+ z+3
hmiz

z—=3 3xr—4 S

1l découle de ’Exemple 5.4.7 que

limz2=9 et limxz=3
x—3 r—3

et donc les regles de calcul donnent

?+z+3 94343

li = =3.
253 3z —4 o—4 °
NS J
\
Exemple 5.4.21. Montrons que
24
lim 243 _ o

z—3 xr—3

On ne peut pas utiliser directement les régles de calcul pour le quotient car lim,_3x —3 =10

par les régles de calcul. Cependant, on peut écrire

?—4x+3  (z-3)(z—1)
r—3 N r—3

=x—1
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pour tout x # 3 et donc

Remarquons qu’on aurait pu travailler sur un ensemble B C A et conserver les régles de calcul :
elles sont donc également valides pour les limites a droite, a gauche et épointées. Dans le dernier
point, le fait de réduire A & A’ permet juste de pouvoir considérer le quotient 5. La proposition

suivante peut paraitre évidente mais elle est trés pratique.

4 )
Proposition 5.4.22 (Restriction). Soient f : A — C une fonction, A’ C A et & un point
adhérent a A’. Si

li =
xefgl,rgcleAf(x) .
alors on a également
li =a.
i, fl@) =a
\ J

Démonstration. Soit € > 0. Alors il existe 6 > 0 tel que |f(x) — a| < € pour tout = € A tel que
|z — & < 0. Or, si z € A, alors on a également x € A. On en tire que |f(z) — a| < & pour tout
z € A tel que |z — ] < 4. O

Remarque 5.4.23. Dans le cas des suites, le résultat de restriction signifie que la conver-
gence de la suite (xp)nen est équivalente d la convergence de la suite (Tyn)n>n, quel que

soit le naturel M fizé.

Enfin, le théoréme de comparaison prend la forme suivante. A nouveau, on 'appelle également

théoreme de “I’étau” ou des “gendarmes”.

4 N\
Théoréme 5.4.24 (Sandwich). Soient f: A— R, g: A— R et h: A— R des fonctions

d valeurs réelles et & un point adhérent a A. Supposons que f < g < h et que
li = 1 h(z) =
i = e Me)=e
avec a € R. Alors
lim g¢(z) =a.

z—E, €A

- J

Démonstration. A nouveau, il suffit d’utiliser le critére par les suites et le théoréme du Sandwich

pour les suites. O

Exemple 5.4.25. Soit f: Ry — R : x — xsin (%) On ne peut pas appliquer directement
1

les régles de calcul car par ’Exemple 5./.18, on sait que la fonction T +— sin <5> ne possede
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pas de limite en 0. Par contre, on sait que la fonction sinus est comprise entre —1 et 1, et

(1
x sin ()‘ < |z
x

pour tout x # 0. Le théoreme de comparaison implique que

1
lim x sin () =0.
z—0 x

, N

donc
0<

FIGURE 5.13 — Représentation graphique de la fonction x — z sin (1) et des fonctions x +— x

z
(en rouge) et x — —x (en bleu).

On peut adapter facilement d’autres résultats des suites. Par exemple, on a le résultat suivant.

4 )
Proposition 5.4.26. Soient f : A >R et g: A — R deux fonctions a valeurs réelles et £

un point adhérent a A. Si f < g et si

lim f(x) =a et limg(z)=>5

r—E z—E€

avec a,b € R, alors a <b.

- J

Démonstration. Soit (zy), une suite de A qui converge vers £. Alors, on sait par le critére par
les suites que f(x,) — a et g(z,) — b. Or on a f(x,) < g(z,) et donc a < b par la Proposition

3.2.5. On conclut en appliquant & nouveau le critére par les suites. ]

4 )
Proposition 5.4.27. Soient f: A — R et g: B — C deuz fonctions telles que f(A) C B

et soit & un point adhérent a A. Supposons que
lim f(z) =a €R,
r—E

alors a est adhérent a f(A). De plus, si

lim g(z) =b

r—ra
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alors

lim g o f(z) = 0.
r—E€

Démonstration. Soit (z,,), une suite de A qui converge vers . En utilisant le critere par les
suites, on sait que (f(zy)), converge vers a. En particulier, pour tout ¢ > 0, il existe f(z,) €
f(A)N]a —e,a + ¢ et donc a est adhérent a f(A). De plus, une deuxiéme application du critére

par les suites nous donne que g(f(x,)) — b, ce qui suffit. O

Dans le cas ou la limite de f en £ est infinie, on ne peut en général rien conclure quant a la
somme et au produit de f avec une autre fonction. Cependant, comme dans le cas des suites, on

peut traiter certains cas particuliers.

4 )
Proposition 5.4.28 (Reégles de calcul de limites, cas infini). Soient f: A - Cetg: A — C

deuz fonctions et & un point adhérent a¢ A. Supposons que

li = t li =b.
xaél,na}eAf(x) < x%g,nx}eAg(x)

Alors
1. sibeC, on alimgy¢ zea f(z) + g(z) = oo,
2. sibe Co ou b= o0, alors lim, ¢ zca f(x)g(x) = oo,

3. sib=0 et si g #0, alors

lim L = 00,
4. st f #£0, alors .
lim —— = 0.
r—E (.%)
\ J

Démonstration. 11 suffit & nouveau d’appliquer le critére par les suites et la Proposition 3.4.16.
1. Comme lim, ¢ zea g(x) = b, on sait que g est bornée sur un ensemble du type AN]{ — R, £+ R).
Quitte & remplacer A par cet ensemble, on peut supposer que g est bornée sur A et appliquer le
critére par les suites et la Proposition 3.4.16.

2. Si b € Cy, soit € > 0 tel que |b| — e > 0. On peut trouver un R > 0 tel que |g| > |b] — € sur
ANJ¢ — R, & + R]. On applique ensuite le critére par les suites et la Proposition 3.4.16.

Si b = oo, alors quitte & diminuer A, on peut supposer que |g| > C > 0 et la conclusion provient
a nouveau du critere par les suites et de la Proposition 3.4.16.

3 et 4. 1l suffit d’appliquer le critére par les suites a la Proposition 3.4.13. 0

Enfin, on a I’équivalent du critere de comparaison pour les fonctions a valeurs réelles qui tendent

vers 'infini.

Proposition 5.4.29. Soient f: A - R et g: A — R deux fonctions d valeurs réelles et £

un point adhérent a A.

1. Silimg ¢ f(x) = 400 et si f < g, alors lim,_,¢ g(x) = +o00.
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L 2. Silim, ¢ f(x) = —o0 et si f > g, alors lim,_,¢ g(x) = —o0. J

Démonstration. Cela provient du critere par les suites et de la Proposition 3.4.17. ]

5.4.5 Limite a ’infini

Lorsque le domaine d’une fonction est non-borné, on peut également s’intéresser au comportement
de la fonction lorsque x tend vers 400 ou —oo. Par convention, si A est un sous-ensemble de R

qui n’est pas majoré, on pose sup A = +00. De méme, si A n’est pas minoré, on pose inf A = —oo.

~

Définition 5.4.30. Soient f: A — C eta € C.

> Sisup A = 400, on dit que f tend vers a lorsque x tend vers +o0o si pour tout € > 0,

il existe r > 0 tel que
pour tout x € A tel que x > 1, on a |f(x) —al <e.

Dans ce cas, on écrit

li =
x—>+g£xeA f(ﬂ?) “
ou
f(z) = a lorsque x — +o0.
> Siinf A = —o0, on dit que f tend vers a lorsque x tend vers —oo si pour tout € > 0,

il existe r > 0 tel que
pour tout x € A tel que x < —r, on a |f(z) —a| <e.

Dans ce cas, on écrit

ou

f(x) = a lorsque x — —oc.

NS J

Si sup A = 400, on dit que +00 est adhérent & A. De méme, si inf A = —o0, on dit que —oo est

adhérent a A.

( )
Exemple 5.4.31. La fonction f : R\ {-1} = R: 2 — {7 tend vers 1 lorsque x tend vers
linfini car

==l <
— — £
142z 14z
si || > N avec N = 1=,
N J

Enfin, il se peut que les limites en +00 et —oo aient du sens mais n’existent pas. Dans ce cas, on
peut avoir la divergence vers l'infini (que I’on adapte & nouveau en considérant les cas +oo et

—o0 si f est & valeurs réelles).
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FIGURE 5.14 — Représentation graphique de la fonction f: R\ {-1} - R: 2~ 2.

~

Définition 5.4.32. Soit f : A — C.

> Sisup A = 400, on dit que f tend vers l'infini lorsque x tend vers +oo si pour tout
R >0, il existe r > 0 tel que

pour tout x € A tel que x >r, on a |f(z)] > R.

Dans ce cas, on écrit

li =
1‘~)+101,0§}I€A f(w) >

ou

f(x) = oo lorsque x — +oo.

> Siinf A = —o0, on dit que f tend vers l'infini lorsque = tend vers —oo si pour tout

R >0, il existe r > 0 tel que
pour tout x € A tel que x < —r, on a |f(x)| > R.

Dans ce cas, on écrit

ou

f(z) = 00 lorsque x — —o0.

N J

( )

Exemple 5.4.33. La fonction f : R — R : x — z? tend vers Uinfini lorsque x tend vers
+00 car 2 > R si z > VR.

J

On démontre facilement un équivalent du critére par les suites qui tendent vers l'infini et on

en tire les propriétés des limites a I'infini. Rappelons qu’une suite (x,), tend vers I'infini si et
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seulement si la suite (%)n tend vers 0. Les limites a I'infini peuvent donc se ramener a 1’étude
n
de limites en 0 en composant avec la fonction = > %

Etudions le comportement & ’infini de la fonction rationnelle f définie par

Anx" + ap_12" L+ -+ a1z + ag

N = o b e T T bz £ by

avec a, # 0 et by, # 0, en tout point z ou le dénominateur ne s’annule pas. Comme tout polynéme

de degré n admet au plus n racines, on peut envisager la limite en +00 et en —oo. On a

ant™ + ap_12" P dartag 2" Gntap1: 4+ a1 +doge
D™ + by 12 4 b1 +by T by b1t o+ byt + by

et
1 1 1
ap + Gp-15 + -+ 151 + aogm an

111 = .
x%ioobm—kbm_l%_F..._}_bl#_Fbome b

On en tire que

0 sin<m

m An @™ + ap_ 12" 4 -+ arr 4 ag - An sin=m
z—rtoo by, ™ + bm_lxm—l 4+ -+ bix + by b

00 sin>m

en utilisant les regles de calcul.

5.4.6 Asymptotes, comparaison asymptotique et notations de Landau

Nous concluons ce chapitre en abordant la notion d’asymptote. Pour une fonction donnée, nous
examinerons 'existence d’asymptotes horizontales ou obliques, qui refletent la maniére dont la
fonction se comporte a I'infini, ainsi que les asymptotes verticales, qui traduisent un comportement

arbitrairement grand a proximité d’un point.

~

Définition 5.4.34. Soit f : A — R une fonction réelle.

> Sisup A = +o00, on dit que f admet la droite y = px+q, p,q € R, comme asymptote

en +0o st

lim (f(x) - (pz+q)) = 0.

T—+00
> Siinf A = —oo, on dit que f admet la droite y = pxr+q, p,q € R, comme asymptote
en —oo st

lim _(f(x) — (pz+q)) = 0.

T—r—00

Sip =0, on parle d’asymptote horizontale et si p # 0, on parle d’asymptote oblique.

Cette définit traduit donc le fait que la distance entre la fonction et la droite tend vers 0 a I'infini.

On a caractérisation immeédiate suivante.



5.4. LIMITE D’UNE FONCTION 103

4 )
Proposition 5.4.35. Soit f : A — R une fonction réelle définie sur un ensemble A

non-majoré. Alors, f admet la droite d’équation y = px + q comme asymptote en +0o si et

lim M:p et lim (f(z)—pz)=gq

rx—+oco I x——+00

- J

seulement st

Démonstration. Si la droite d’équation y = px + ¢ est une asymptote de f en 400, alors on a

fm 1@ _ gy @ o) prve o
X

r——+oco I Tr—+00 €T

et la deuxiéme limite est immédiate. La réciproque découle directement de la deuxieme limite. [

Définition 5.4.36. Soit f : A — R une fonction réelle et soit & un point adhérent a A. On

dit que f admet une asympotote verticale en & si

lim f(x) = oco.

r—E€

Remarquons que le comportement infini peut étre différent (400 ou —oo) pour la limite & gauche

et la limite a droite.

( )
Exemple 5.4.37. Considérons la fonction f: R\ {-1,1} = R: 2 .

> La fonction f admet une asymptote horizontale d’équation y =0 en 400 et en —oo
puisque ]

lim —— =0.

cc—l>r:Eoo r2 1 0

> La fonction f admet une asymptote verticale en —1 et en 1 puisque

1
zi}gl x2—1 -
Remarquons que
li 1 t ! aln
im =—-0 e im = 400
a—1- 12 — 1 a1+ 22 — 1
et
li ! + t li 1
im =400 e im —— = —o0.
z——1- 22 —1 e——1+ 22 — 1
N J

Exemple 5.4.38. Considérons la fonction f: R\ {-1} - R:z+— xi;fl_g.

> La fonction f admet une asymptote oblique d’équation y =x — 2 en +oo et en —o0
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-
8

FIGURE 5.15 — Représentation graphique de la fonction f: R\ {-1,1} - R:z — ﬁ et de
ses asymptotes horizontales et verticales.

puisque

- J

Lorsqu’une fonction posséde une asymptote, son comportement au voisinage d’un point ou de

I’infini peut étre comparé a celui d’une droite. De maniére plus générale, on peut comparer le
comportement d’une fonction par rapport a celui d’une autre fonction (dont la forme est plus

simple par exemple). Les notations de Landau sont introduites comme suit.

Définition 5.4.39. Soient f : A — C et g : A — C deux fonctions et soit & un point
adhérent 4 A (£ € RU{+o00,—00}). On dit que f est négligeable par rapport a g lorsque x

converge vers & st pour tout € > 0, il existe d > 0 tel que
|f(x)| <elg(z)] pour tout x € AN]E —9,€ + 4.

St c’est le cas, on écrit

L f(x) = o(g(x)) siz — & )

Le résultat suivant provient directement de la définition des limites.

Proposition 5.4.40. Soient f: A — C et g : A — C deux fonctions et soit & un point
adhérent a A (£ € RU {400, —00}). S’il existe R > 0 tel que g est non nul sur
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FIGURE 5.16 — Représentation graphique de la fonction f: R\ {-1} = R:z — “”QI_H_S et de

ses asymptotes obliques et verticale.

> ANJé— R,E+R[ si€ € R,
> AN|R,+oo[ si & = 400,
> AN] — oo, —R[ si & = —o0,
alors
B | | L f@)
f(x)=o0(g(x)) stz — & siet seulement st lim —— = 0.
. J
~
Exemple 5.4.41. Pour toutn € N, on a
2" = o(a"*) siz — 400 pour tout k € Ny
puisque
n
lim = lim — =0.
z—+oo Ntk z—+oo xk
N\ J
\
Exemple 5.4.42. Pour tout n € N, on a
" = o(z™) sixz — 0 pour tout k € Ny
puisque
$n+k
lim = lim z* = 0.
z—0 ™ z—0
N J
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(
Définition 5.4.43. Soient f : A — C et g : A — C deux fonctions et soit & un point
adhérent a A (£ € RU {400, —00}). On dit que f est équivalente a g lorsque = converge

vers & si
f(@) —g(x) = o(g(x)) six — &

Si c’est le cas, on écrit

L flx) ~g(x) siz— & y

Si g est non-nul au voisinage de &, cela signifie que

m —f(x) = 1.
~
Exemples 5.4.44.
> Si f est admet une asymptote oblique d’équation y = px + q en +0o, alors
flx) ~pr+q siz— +oo.
> Ona
e® +2¥ ~e* siz— +oo
quel que soit k € N puisque
x k k
im S 14 1m =1
T—+00 er r—+o00 ¥
> On pourra montrer qu’on a
sin(z) ~x six — 0.
N J

AN

N

FIGURE 5.17 — La fonction sinus est équivalente a la fonction z — x lorsque x converge vers 0.
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Définition 5.4.45. Soient f : A — C et g : A — C deux fonctions et soit & un point
adhérent a A (£ € RU {400, —00}). On dit que f est au plus de l'ordre de g lorsque x
converge vers £ s’il existe C' > 0 et § > 0 tels que

|f(z)] < Clg(x)] pour tout x € AN]E —6,€ + 9.
Si c’est le cas, on écrit

S f(x) = O(g(x)) siz— & y

Si g est non-nul au voisinage de &, cela signifie que 5 est bornée au voisinage de &.

Remarque 5.4.46. Si f(z) = o(g(z)) six — &, on a f(x) = O(g(x)) si x — £ mais

Uimplication inverse est fausse.

Les notations de Landau o et O sont trés souvent utilisée pour exprimer I'ordre de grandeur des
termes négligés (sans les préciser) dans un développement d’une fonction. Elles permettent donc

d’exprimer le comportement relatif de la fonction et de son approximation.
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6 Fonctions continues

L’objectif de ce chapitre est d’étudier la continuité des fonctions. Intuitivement, une fonction est
continue lorsque son graphe ne présente aucun “saut”. Cependant, afin d’établir une base solide
pour cette notion, nous allons commencer par fournir une définition formelle de la continuité.
Cette définition rigoureuse nous permettra d’obtenir des résultats fondamentaux concernant les

fonctions continues.

6.1 Définition et premieres propriétés

Définition 6.1.1. Soit f : A — C une fonction et soit £ € A. On dit que f est continue en

& si la limite lim,_,¢ f(x) existe et est finie. Par conséquent, on a

lim f(z) = f(£)-

r—E

Dans ce cas, on dit que & est un point de continuité de f. Autrement dit, f est continue en

& si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
pour tout x € A tel que |z —§| < ona|f(z)— f(§)] <e.

Si f nest pas continu en &, on dit que f est discontinu en & et que & est un point de

discontinuité de f.

y

Remarquons que la définition exige trois choses :
> la limite lim,_,¢ f(x) existe,
> f est définie au point &,

> la limite de f en £ est la valeur de f en &.

Exemples 6.1.2.

> Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = x — |z, ou |z] est le plus grand

entier tel que |x] < x. Autrement dit, si x € [n,n + 1] pour un n € Z, alors on a

109
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fz)=x—n. Soit § e R\ Z et n tel que £ €n,n+1[. On a

lim f(z) =limz —n=¢§—n=f(£)

r—E€ Tz—E
et donc f est continue en £. Si & € Z, alors les limites a4 gauche et & droite de f en

& différent puisque

lim f(z)=lim 2 —({—1)=1 et lim f(z)= lim x—&=0.

z—E~ T—E~ =&t T—=ET

Ainsi, la limite de f en £ n’existe pas. On en tire que f n’est pas continue en .

FIGURE 6.1 — Représentation graphique de la fonction f : R - R:x — x — |x].

> La fonction f : [0, 4+o00[— [0,400[: x — /T est continue en tout & > 0. En effet, soit
€>0.5&6#0, ona

_ =g _|z=¢
Ve—vil= o<

et donc |\/x — €| < e six >0 est tel que |x —&| < ey/E. Donc § = e\/€ convient.
Si &£ =0, alors
Ve —VEl=Vr<e

six >0 est tel que |[v — 0| = < €2. Donc & = €2 convient.

> La fonction f: R — [0,400[:  — |z| est continue en tout point de R. En effet, pour
tout £ €R, on a

|lz] = [€]] < |z — €]

par linégalité triangulaire inversée et donc & = € convient.

J

Le critere par les suites donne directement la caractérisation suivante de la continuité en un

point.

Proposition 6.1.3. Soit f: A — C une fonction et soit £ € A. Alors, f est continue en

¢ si et seulement si pour toute suite (x,), d’éléments de A qui converge vers &, la suite

(f(xn))n converge vers f(&).

Donnons a présent les regles de construction de nouvelles fonctions continues a partir d’anciennes.
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Elles suivent les regles de calcul pour les limites.

4 )
Proposition 6.1.4. Soient f: A — C et g: A — C deux fonctions continues en £ € A et

ce C. Alors
cfy, f+g e fg

sont continues en &. De plus, si g(§) # 0, alors la fonction

{xeA:g(x) #0} - C

Q |

est continue en .

- J

Démonstration. On considére une suite (x,), de A qui converge vers £ et on applique les
régles de calcul des suites pour montrer que cf(x,) — cf(€), f(xn) + g(zn) — (&) + g(&),

flxn)g(zn) — f(§)g(€) et % — % lorsque n tend vers 'infini. O

point puisque la fonction identité l’est (produit de fonctions continues). Par conséquent,
les polynomes sont des fonctions continues en tout point et les fractions rationnelles sont

continues en tout point ot elles sont définies.

Proposition 6.1.6. Soient f : A — C et g: B — C deux fonctions telles que f(A) C B et

soit £ € A. Si f est continue en § et g est continue en f(£), alors go f est continue en §.

Exemple 6.1.5. Pour tout n € N, la fonction f: R — R : x +— 2" est continue en tout}

Démonstration. C’est une application immédiate de la Proposition 5.4.27. ]

Proposition 6.1.7. Soient f : A — C une fonction, A’ C A et £ € A'. Si [ est continue

en &, alors f|a : A” — C est continue en &.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 5.4.22. O

Enfin, on peut s’intéresser a la continuité a gauche ou a droite d’une fonction en s’intéressant

aux limites a gauche ou a droite.

Définition 6.1.8. Soit f : A — C une fonction et soit £ € A tel que AN] — 00, &[# O et
ANJE, +oo[# . On dit que f est continue & gauche en £ si

lim f(z) = f(¢)

z—E~ €A
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et que f est continue a droite en £ si

lim  f(z) = f(&)-

z—¢t zeA

[
44444444402_k444444
8

FIGURE 6.2 — Représentation graphique d’une fonction f continue a gauche en a et continue a
droite en b.

-
Exemple 6.1.9. Soit f : R — R la fonction définie par f(x) =« — |z|. Si £ € Z, on
sait que f n’est pas continue en £ car les limites a gauche et a droite de f en £ différent.
Cependant, f est continue d droite en & puisque puisque

lim f(z)= lim 2 —&(=0= .
lim, f(@)= lim o —€=0= £(¢)
N J

6.2 Résultats essentiels

Dans cette section, nous présentons les propriétés importantes des fonctions continues en tout

point d’un intervalle fermé [a, b].

Définition 6.2.1. Une fonction f: A — C est continue sur A si elle est continue en tout

point de A. L’ensemble des fonctions continues sur A est noté CO(A).

( )
Théoréme 6.2.2 (des bornes atteintes). Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors f

est bornée et il existe c,d € [a,b] tels que

inf f(a)=f(c) et sup f(x)=f(d).

z€[a,b] z€[a,b]
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f(d) = SUP|q,p) !

fe) =infrap f

FIGURE 6.3 — Illustration du Théoréme des bornes atteintes : la fonction f est bornée sur [a, ]
et toutes les valeurs prises par f sur cet intervalle sont comprises entre f(c) et f(d).

Autrement dit, on a
f(e) < f(z) < f(d) pour tout x € [a,b].

Démonstration. Procédons par 'absurde pour montrer que f est bornée. Supposons tout d’abord
que f n’est pas majorée. Alors, pour tout n € N, il existe z,, € [a,b] tel que f(x,) > n. Comme
la suite (xy,)nen appartient a [a, b], elle est bornée et par le Théoreme de Bolzano — Weierstrass,
on en tire qu’elle possede une sous-suite (x,, ); qui converge vers un point x € R. Comme
a < z,, <b,on sait que a <z <b. Donc f est continue en x et on en tire que f(z,,) — f(z).
Or, par construction de la suite (xy,)y, la suite (f(zn,))r tend vers I'infini, d’olt une contradiction.

Montrons a présent que f atteint sa borne supérieure. Posons

A= sup f(x).
z€[a,b]
On sait vu ce qui précede que A < +00. Procédons a nouveau par ’absurde et supposons que
f(z) < A pour tout = € [a,b]. On définit alors la fonction

g:la,b] > R:x— ——0w.
A-— f(z)
Par les régles de calcul, on sait que g est continue. Donc par la premiére partie de la preuve, on

sait que g est bornée et il existe donc C > 0 tel que

——— < C pour tout x € [a,b].
A= T@ )
On en tire que )

flz)<A-— o powr tout = € [a, b]

puisque A — f(z) > 0 et C' > 0. Cela contredit le fait que A est la borne supérieure de f sur [a, b].
On procede de la méme maniére pour montrer que la fonction f est minorée et que sa borne

inférieure est atteinte. O
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Remarque 6.2.3. Le fait qu’on travaille avec un intervalle borné fermé |a,b] est essentiel
dans le résultat précédent. En effet, la fonction f:]0,1] - R:z+— % est définie et continue

sur 0, 1] mais elle n’est pas bornée.

Nous présentons a présent un résultat qui géométriquement est assez clair : si une fonction
continue “démarre” sous une droite horizontale et “termine” au-dessus, elle doit croiser la droite

quelque part. Nous donnerons ensuite quelques applications importantes de ce résultat.

Théoréme 6.2.4 (des valeurs intermédiaires, TVI). Soit f : [a,b] — R une fonction

continue. Pour tout yo compris strictement entre f(a) et f(b), il existe xo € ]a,b[ tel que

f(z0) = yo.

Démonstration. Supposons que f(a) < yo < f(b), le cas f(b) < f(a) se traite de la méme maniére.

Posons
A={z€ela,b]: f(z) <y}

Alors, A n’est pas vide car a € A et est majoré par b. Par conséquent, A admet une borne
supérieure. Notons zg = sup A. On a z¢ € [a, b]. Montrons que f(xg) = yo. Pour cela, on procede
par I'absurde en supposant que f(xg) # yo.
Regardons tout d’abord le cas ou f(zg) < yo. Soit € = yo — f(z9) > 0. Comme f est continue en
xo, il existe § > 0 tel que |f(z) — f(zo)| < € si x € [a,b] est tel que |x — xg| < J. Ainsi, pour un
tel x, on a

f(x) < f(xo) + & = yo.

On a xo # b puisque f(z9) < yo < f(b). Soit donc x € [a, b] tel que = €]z, xo + 0]. Alors, le point
x appartient & [a, b] et est tel que = > xg et f(x) < yo. Cela contredit le fait que zp majore A.

Traitons & présent le cas ou f(xp) > yo. On considére e = f(xg) — yo > 0 et la continuité de
f en xp nous donne lexistence d'un ¢’ > 0 tel que |f(z) — f(xo)| < € si & € [a,b] est tel que

|z — 29| < ¢'. Pour un tel z, on a
Yo = f(xo) — e < f(x).

Remarquons que xg # a puisque f(zg) > yo > f(a). Quitte & diminuer ¢, on peut supposer que
xg — 0’ > a. Ainsi, pour tout z € [xg — ¢’, x¢], on a f(x) > yo. Comme xy majore A, on sait que
pour tout = €]zg,b], on a f(x) > yo. Au total, on a donc que f(z) > yo pour tout x € [xg — ', b].
Cela implique que sup A < xg — &, ce qui contredit le fait que zg est le plus petit majorant de
A. O

( )

Exemple 6.2.5. Un cycliste a parcouru 20 km en une heure. Alors, il existe un temps
entre 0 et 1h ot il aura parcouru 10 km. En effet, on suppose naturellement que la fonction
f:[0,1] = R, ou f(t) est la distance parcourue a linstant t, est continue. Alors, f(0) =0
et f(1) =20 et donc il existe § €]0,1[ tel que f(&) = 10.
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FIGURE 6.4 — Illustration du TVI : Pour y fixé entre f(a) et f(b), on peut trouver z( entre a et
b pour lequel f(z¢) = yo.

On peut également montrer qu’il existe un intervalle de temps d’une demi-heure durant
lequel il parcourt exactement 10 km. Pour cela, on consideére la fonction g : [0, %] — R

définie par

1
o6 =1 (t+3) - 10
Ainsi, g(t) donne la distance parcourue entre le temps t et le temps t + 5. On a g(0) = f(3)
et g(3) = f(1) — f(3) =20 — f(3). En particulier, on a

1 1

9(0)+9() =20 avec g(0) < g(3).

On a donc que 10 < 9(%) et 10 > ¢(0). De plus, g est continue comme composition et

somme de fonctions continues et donc, par le TVI, il existe xg € [0, %] tel que g(xp) = 10.

N\

4 )
Remarque 6.2.6. Le point xo dont il est question dans l’énoncé n’est pas nécessairement
unique. Par exemple, si on considere la fonction

fi[-2,2] 5 R:z— 23—z,
alors f(—2) = —6 et f(2) = 6 et donc il existe v €] — 2,2[ tel que f(x) = 0. En fait, il
existe trois valeurs de x qui conviennent puisque f(—1) = f(0) = f(1) = 0.
- J
4 )

Remarque 6.2.7. Le théoreme des valeurs intermédiaires permet de redémontrer ’existence

de la racine carrée de 2. Considérons la fonction
f:00,2] > R:x s 2

Alors f est continue et f(0) = 0, f(2) = 4. Ainsi, il existe v €]0,2[ tel que f(x) = 2

c’est-a-dire tel que 2 = 2. Cet argument ne montre cependant pas qu’il n'existe pas d’autre

réel positif dont le carré vaut 2.

- J
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FIGURE 6.5 — Représentation graphique de la fonction f :[-2,2] = R: 2+ 2% — 2.

On en déduit directement le résultat suivant sur les racines des fonctions continues.

Corollaire 6.2.8. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Si f(a)f(b) <0, alors il existe
xo €la, b[ tel que f(xo) = 0.

Ce résultat s’applique en particulier aux polynémes a coefficients réels de degré impair. En effet,
on sait que les polyndémes de degré pair peuvent ne pas avoir de racine réelle; ceci est faux pour
les polyndémes a coefficients réels de degré impaire qui possedent au moins toujours une racine

réelle.

Corollaire 6.2.9. Tout polynéme a coefficients réels de degré impair possede au moins un

zéro réel.

Démonstration. Supposons que P s’écrit sous la forme
P(z) = apz™ + -+ a1z +ap
avec n impair, ag,...,a, € R et a, # 0. Etudions le cas a,, > 0. On a alors
IEIEOO P(x) =400 et xEIPoo P(x) = —o0.

Pour le voir, il suffit d’écrire

an—1 a1 ago
anT a1 anam

P(z) = apx™ + -+ a1 + ap = apa” <1+

et de constater que le terme entre parentheses converge vers 1 lorsque x tend vers +oo ou —oo.
Par conséquent, il existe a < b tels que P(a) < 0 et P(b) > 0. La conclusion s’obtient par le

Corollaire 6.2.8. On procede de la méme maniere si a, < 0. ]
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Corollaire 6.2.10 (Point fixe). Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue. Alors il existe
xo € [a,b] tel que f(xg) = xo.

Démonstration. Considérons la fonction g définie pour tout = € [a, b] par g(z) = f(x) — x. Alors,
ona g(a) = f(a) —a > 0et g(b) = f(b) — b < 0. Si au moins une des deux inégalités est une
égalité, alors a ou b est un point fixe. Sinon, les inégalités sont strictes et le Corollaire 6.2.8

implique qu’il existe zg €]a, b[ tel que g(zp) = 0, c’est-a-dire f(xg) = xo. O

Un point = tel que f(x) = x est appelé un point fize de f. Géométriquement, c’est un point ou le
graphe de f rencontre la diagonale d’équation y = .

Le théoreme des valeurs intermédiaires affirme que si f est une fonction réelle continue sur un
intervalle [a, ], alors son image contient toutes les valeurs entre f(a) et f(b). En fait, on peut

dire bien plus en combinant les résultats obtenus.

Théoréme 6.2.11 (de lintervalle). Si f : [a,b] — R est continue, alors f([a,b]) est un

intervalle.

Démonstration. Par le théoréme des bornes atteintes, on sait qu’il existe ¢, d € [a, b] tels que
fle) < f(z) < f(d) pour tout z € [a,b].

Par conséquent, on a

f(la, b)) € [f(c), f(d)].

Montrons qu’on a en fait I’égalité. Soit y € [f(c), f(d)] et montrons qu’il existe = € [a,b] tel
que f(z) =y. Siy = f(c) ouy = f(d), le résultat est évident. On peut donc supposer que
y €]f(c), f(d)]. Alors, le théoréme des valeurs intermédiaires donne 'existence de z entre c et d

tel que f(x) =y, ce qui sulffit. O

Terminons cette section par une étude des fonctions monotones continues. On sait que toute
fonction strictement monotone est injective : en effet, dans le cas strictement croissant, si z < y,
alors f(z) < f(y) et donc f(z) # f(y). On proceéde de méme dans le cas strictement décroissant.
Le résultat ci-dessous donne une réciproque lorsque la fonction est continue sur un intervalle

fermé borné.

Corollaire 6.2.12. Si f : [a,b] — R est continue et injective, alors f est strictement

monotone.

Démonstration. Comme f est injectif, on a f(a) # f(b). Supposons que f(a) < f(b) et montrons
que f est strictement croissante. Le cas f(a) > f(b) se traite de maniére similaire. Soient
z < y deux points de [a,b]. On doit montrer que f(z) < f(y). Pour commencer, montrons que
f(z) < f(b). Si ce n’est pas le cas, alors f(z) > f(b) puisque f est injectif. Fixons ¢ €] f(b), f(z)[.

Le théoréme des valeurs intermédiaires donne existence d'un &; €]z, b[ tel que f(&1) = ¢. Mais
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comme f(a) < f(b), on a aussi f(z) > f(a) et le théoréme des valeurs intermédiaires donne
Pexistence d'un & €la, x| tel que f(&) = ¢. Alors & # & sont tels que f(&1) = f(&2), ce qui
est impossible puisque f est injectif. Par conséquent, f(z) < f(b). Montrons que f(x) < f(y).
On procede de la méme maniére en supposant que f(z) > f(y) et en appliquant le théoréme
des valeurs intermédiaires sur 'intervalle |x,y[ et sur l'intervalle |y, b[, et en arrivant a une

contradiction avec l'injectivité de f. O

Corollaire 6.2.13. Si f : [a,b] — R est continue et strictement monotone, alors la fonction
f~: f(la,b]) — R est continue. En particulier, si f est continue et bijective, alors f~! est

continue.

Démonstration. On sait que f~! est bien définie sur f([a,b]). Supposons que f est strictement
croissante, 'autre cas se démontre de la méme maniere. Par le théoreme de 'intervalle, nous savons
qu’il existe ¢ < d tels que f([a,b]) = [c, d]. Fixons y €]c,d[ et montrons que f~! est continue en
y. Comme y appartient a I'image de f, on sait qu'il existe x € ]a, b[ tel que f(x) = y. Soit € > 0
tel que |z — ¢, 2 + €[Cla, b['. Alors, le théoréme de P'intervalle implique que f([z — e,z + ¢]) est
un intervalle de la forme [a, f]. Comme f est strictement croissante, on a o < y < /3. Alors, si
d =min{y —a,f—y} >0,onaquey—05,y+9 Cla, ] = f([x —e,x+¢]). Dong, si [t —y| < 0,

alors t = f(u) avec u € [v — €,z + €] . Donc

) = )l = lu—zf <e,

ce qui suffit.

La continuité aux extrémités se démontre de maniere semblable. O

Exemple 6.2.14. La fonction f : [0, 4+o0o[— [0, +oo[: x + 22 est une bijection continue
strictement monotone. Par conséquent, la fonction f=1 : [0, +oo[— [0, +oo[:  + /T est

continue.

6.3 Continuité uniforme

La continuité d’une fonction en un point est une propriété locale : elle n’est liée qu’au comportement
de la fonction pres du point. La continuité uniforme que nous étudions ici est une propriété

globale.

Définition 6.3.1. Soit f: A — C une fonction. On dit que f est uniformément continue

sur A si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

pour tous x,y € A tels que |[v —y| < onal|f(z)— f(y) <e.

1. 11 suffit de démontrer I'existence d’un ¢ pour un tel £ car ce  conviendra également pour tout ¢ plus grand.
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Notons la différence avec la continuité : lorsque ’on parle de continuité, on fixe un point £ € A
et un € > 0, et on cherche ensuite un 6 > 0 tel que |f(z) — f(§)| < e si |z —&| < 0. Le réel §
dépend donc de € mais aussi de £&. Pour la continuité uniforme, on ne fixe pas un point £ ; pour
tout € > 0, le § > 0 cherché doit convenir pour tous les points z,y tels que |z — y| < J et ne
dépend donc pas du point considéré.

Bien siir, toute fonction uniformément continue sur A est continue sur A. L’inverse est faux.

( )

Exemple 6.3.2. La fonction f :]0,1[— R : z +— 1 est continue en tout point de ]0,1[ mais

n’est pas uniformément continue sur]0,1[. Soit € > 0. Alors, pour tous xz,y €]0,1[, on a

11 . , |y — |
———| <e sietseulement si € > —,

r Yy Ty

ce qui se réécrit

|z —y| < zye.

Supposons que € < 1 et qu’il existe & > 0 pour lequel la définition de la continuité uniforme
est satisfaite. Quitte d diminuer §, on peut supposer que § < % Fizons alors © = % €10, 1]

ety=x+3=0¢€]0,1[. L'inégalité précédente se réecrit

9 T\T 26

et comme € et x + g sont inférieurs a 1, cela implique que g Lp= g C’est impossible.

& J

Notons également que la notion de continuité uniforme dépend du domaine sur lequel on regarde
la fonction. En effet, une fonction peut ne pas étre uniformément continue sur un domaine, mais
I’étre sur un domaine plus petit.

(" )
Exemple 6.3.3.

> Montrons que la fonction f : [0,1] — R : 2 — 22 est uniformément continue. Si

x,y €10,1], on a
|2 = y?| = |z + gl |z =yl < (2] + |yl) 2 —y| < 2]z —y|.

Par conséquent, si e > 0 est donné, alors pour d = §, on a |22 — 92| < & pour tous

x,y € [0,1] tels que |z —y| <.

> Montrons que la fonction f : R — R : 2 + 22 n’est pas uniformément continue.
Procédons par l'absurde et supposons qu’elle le soit. Soit € > 0. Alors il existe § > 0
tel que |22 —y?| < e pour tous z,y € R tels que |z —y| < 6. Fizonsx > & ety = x+3.

Alors, on a |z —y| < § et donc |z — y?| < e. Par conséquent, on obtient

8\ o
e> |-y =z +yllz—yl= (2x+2>2>5a:>5
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t puisque 2x + g > 2z et vu le choix de x, d’ot une contradiction. J

Nous venons de voir que la continuité et la continuité uniforme étaient des notions différentes. Il
y a cependant un cas dans lequel les deux notions coincident : lorsque le domaine sur lequel on

travaille est un intervalle fermé et borné.

Proposition 6.3.4 (Heine). Si f : [a,b] — C est une fonction continue, alors elle est

uniformément continue.

Démonstration. Procédons par ’absurde et supposons que f n’est pas uniformément continue.
Alors, il existe € > 0 tel que pour tout n € Ny, il existe z,,y, € [a,b] tels que |z, — y,| < %
et | f(zn) — f(yn)| > €. En particulier, z,, — y,, — 0. De plus, la suite (x,,),, ainsi construite est
bornée et le Théoreme de Bolzano — Weierstrass implique qu’elle possede une sous-suite (z, )k

qui converge. Notons c¢ sa limite. Puisque

ynky = (ynk - m’I’Lk) + J;nkv

la suite (yn, )r est la somme d’une suite qui converge vers 0 et d’une suite qui converge vers c.

On en tire que y,, — c. La continuité de f implique alors que

f(@ng) = fle) et flyn,) = f(0).

On en tire que

f(xnk) - f(ynk) — 07

ce qui est impossible puisque |f(xy,) — f(yn, )| > € pour tout k. O



7 Fonctions dérivables

Dans ce chapitre, nous abordons la notion de dérivabilité et commencons a explorer ses propriétés
fondamentales. Dans les chapitres précédents, nous avons utilisé la notion de limite pour étudier
la maniére dont les valeurs d’une fonction f convergent vers une valeur particuliére a lorsque sa
variable se rapproche d’un point donné £. La continuité garantit que la limite en & de la fonction
f est égale a f(&), établissant ainsi une connexion solide entre la fonction et sa limite en ce point.
La notion de dérivabilité, quant a elle, s’intéresse au taux de variation de la fonction lorsque
la variable se rapproche de £. Intuitivement, une fonction est dérivable en un point £ lorsque,
localement autour de &, elle peut étre approximée par une fonction affine. Cette idée sera précisée
de manieére plus formelle et généralisée grace au développement de Taylor d’une fonction en un

point.

7.1 Définition

Définition 7.1.1. Soit f : I — C une fonction définie sur un intervalle ouvert I qui

contient £&. On dit que f est dérivable en £ si la limite

fE+h) - f(©)

11m
h—0, h£0 h

existe et est finie. Dans ce cas, la limite est appelée la dérivée de f en & et est notée Df()

ou f'(£).
L ()

J

Remarquons que nous pouvons poser x = £ + h dans la limite avec x — £. Ainsi, on a

p JEEN - F© L @) - S
h—0, h#£0 h zEatt T —&

Intéressons-nous a l'interprétation géométrique de la définition de la dérivée. Pour cela, on

suppose que f est une fonction réelle. Pour tout = # £, le quotient différentiel

fz) = f(§)
r—£

représente la pente de la droite joignant les points (z, f(z)) et (&, f(€)) du graphe de f. Lorsque x
tend vers &, la droite va tendre vers la tangente & la courbe en (€, f(£)) et le quotient différentiel

va tendre vers la pente de cette tangente.

121
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Notons également que par définition de la limite, f est dérivable en £ si et seulement si il existe

un nombre noté f’(&) tel que pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que

fz) = f(§)

e O << sile—gl<s

ce qui se réecrit

[f(@) = f(&) =[x —&)| <elz—¢| silr—¢l <
Cela signifie donc qu’au voisinage de &, il existe une approximation de f par une fonction affine
z— f(&)+ f(&)(xz — &) dont la pente est f/(&).

(" )
Exemples 7.1.2.

> La dérivée d’une fonction constante f : R — R : x — ¢ existe et est nulle en tout

point de R. En effet, pour tout © € R, on a

s flx4+h)—f(x) c—c
fla)=, bm h — i e =t

> La dérivée de la fonction identité f: R — R : x — x existe et vaut 1 en tout point

de R. En effet, pour tout x € R, on a

oy fth) = f(@)
O /

= 11m
h—0, h£0

) h

= lim - =
h—0,h#0 h

> La dérivée de la fonction carré f : R — R : x +— x2 existe en tout point de R et est

donnée par

h) — h)2 — 22
fl@)=lim flz+h) = fz) = lim w = lim h+2z=2z.
h—0, h#£0 h h—0, h#£0 h h—0, h#£0

- J

( )

Exemple 7.1.3. La hauteur d’un corps en chute libre est donnée en fonction du temps t

écoulé par

z(t) = —5 ta@

o g est laccélération de la pesanteur et zg la hauteur initiale. La vitesse moyenne du corps

entre les instants t1 et to est donnée par

Z(tg) = Z(tl) . t1 + to
to — b1 9T

Pour obtenir la vitesse instantanée en t1, on calcule
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4 )

Remarque 7.1.4. On rencontre couramment une autre notation, due a Leibniz, pour la
dérivée de f en & :
D).

Cette notation refiéte le fait que le calcul de la dérivée de f en x consiste a observer une
petite variation 0x = x+h de x et d’observer la variation de 0 f = f(x+h)— f(x). La dérivée
est alors donnée par la limite du quotient % lorsque 0x — 0. Cette notation a des avantages
et des désavantages par rapport da la notation f'(x) de Newton. D’une part, la notation
de Leibniz nous rappelle la définition de la dérivée et permet de retenir plus facilement
certains résultats. Le gros inconvénient est qu’il est tentant de travailler avec % comme
st c’était une fraction, et ainsi de traiter le numérateur et le dénominateur séparément®.
Dans ce cours, il n’est donc pas permis de séparer le numérateur du dénominateur, et il

N S .
faut considérer % comme une notation a ne pas manipuler.

a. Cela peut se justifier avec la théorie des formes différentielles que nous n’aborderons pas ici.

- J

Définition 7.1.5. Une fonction f : I — C définie sur un intervalle ouvert I est dérivable

sur I si elle est dérivable en tout point de I. Dans ce cas, la fonction f’ (ou Df) définie par

I = C:zw fl()

est appelée la dérivée de f.

J

Comme nous avons introduit les notions de limites a gauche et a droite, nous pouvons également

considérer les dérivées a gauche et a droite en considérant les limites

o JEER O L fEER) = £

h—0— h h—0+ h

Cela permet par exemple de considérer des fonctions définies sur un intervalle fermé borné [a, ]
et donc de définir les dérivées a droite en a et a gauche en b. Cela permet aussi de regarder les
tangentes a gauche et a droite lorsque la tangente au graphe en £ n’existe pas.

(" )
Exemples 7.1.6.

> La fonction f :[0,+00[— R : x> \/z est dérivable sur |0,+o00[. En effet, pour tout

x>0, ona

Ve +h—yx xT+h—z 1

h (Vzth+va)h Veth+z

et donc

Ve+h—yz 1
11m = .
h—0, h#£0 h 2z

Si x =0, on pourrait regarder si la fonction est dérivable a droite. Ce n’est pas le
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cas car

— 1
lim M— lim — = +o0.

=1l
h—0+ h h—0+ /h

> La fonction f : R — R : x — |z| admet des dérivées a gauche et a droite en 0 puisque

. |hl=0 .
lim ——— =—1 et lim —— =1.
hoo- R “ S h

Elle n’admet cependant pas de dérivée en 0 (puisque les deux limites ci-dessus

différent).
- J

7.2 Propriétés

Théoréme 7.2.1. Si f : [ — R est une fonction dérivable en un point £ de l’intervalle

ouvert I, alors f est continue en &.

Démonstration. On remarque qu’on peut écrire

pour tout x € I tel que x # . Par conséquent, en utilisant les régles de calcul des limites (puisque

chacune des limites existe), on obtient

lim £(z) = lim £(¢) + lim 22 =IO o ) = pe) + 160 = fe0),

¢ z—E z—E ($ — ) x—¢
ce qui montre que f est continue en &. ]

Attention, la réciproque de ce théoréme est fausse, comme le montre I'exemple suivant '.

Exemple 7.2.2. La fonction f : R — R : x — |z| est continue sur R mais n’est pas

dérivable en 0.

Nous allons a présent donner des techniques de construction de fonctions dérivables a partir
d’autres fonctions dérivables. Nous nous intéressons comme d’habitude aux sommes, aux produits,

aux quotients et a la composition de fonctions. Commencons par les opérations algébriques.

4 )
Proposition 7.2.3. Soient f : [ — C et g : I — C deux fonctions définies sur un intervalle

ouvert I contenant £ et soit c € C. Si f et g sont dérivables en &, alors

1. la fonction cf est dérivable en & et

(cf)' (&) =c- f'(©),

1. Signalons qu’on peut méme construire des fonctions continues qui ne sont dérivables en aucun point !
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2. la fonction f + g est dérivable en & et
(f +9)(&) = (&) +4'(9),
3. la fonction fg est dérivable en & et

(f9)'(&) = £'(£)g(&) + f(£)g'(9),

4. Si g(&) # 0, alors il existe un intervalle ouvert I' C I contenant & sur lequel g ne

s’annule pas et la fonction 5 définie sur I' est dérivable en & avec

En particulier,

Démonstration. 1. Cela découle immédiatement des propriétés des limites puisque

cf€+h) —cf(§) _ flE+h) —fE)

=C

h h

2. Cela découle a nouveau des propriétés des limites en remarquant que

€+ +9€+h) =€) +9() _ [E€+h) =) g€+h) —g()
h h h '

3. Pour tout h # 0 tel que £ + h € I, on écrit

FE+MgE+h) = F(©g(&) _ FE+NgE+h) = F(E)g€+h)+ f(§g(E+h)— f(§)g(&)

h h

TN ZTE) e vy + st

g€+ h) —g(&)
- :

Puisque f et g sont dérivables en £, les deux quotients convergent respectivement vers f(&) et
g'(&). De plus, comme g est dérivable en &, on sait que g est continue en & et donc g(§+h) — g(€)

si h — 0. Ainsi, les regles de calcul des limites nous donnent

fE+ g€+ h) - F(§)g(§)

h—0, h£0 h

= f'(€)g(&) + f(£)g'(©).

4. 11 suffit de considérer le cas particulier ou f = 1. Le cas général se déduira alors du point 3
puisque 5 =f %. Tout d’abord, remarquons que é est bien définie sur un intervalle ouvert I’ qui
contient £. Cela provient du fait que g(£) # 0 et du fait que g est continue en £ puisque g est

dérivable en £. Ensuite, on écrit le quotient différentiel sous la forme

‘g<sl+h) B ﬁ ~g(€) —g(€+h) 1

h h g(§+nh)g(&)
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Comme g est dérivable et donc continu en &, on trouve que

1 1 1
h
g(€+h) 9(&) — _gl(g)

(9(€))*

I
h—>é,mh¢o h

Ce résultat nous permet de démontrer les exemples fondamentaux suivants.

4 )
Exemples 7.2.4.

> Pour tout n € Ny, la fonction f: R — R : x> x™ est dérivable en tout x € R et sa
dérivée en x vaut nx"~'. Montrons-le par récurrence. On a déja démontré les cas de
base n =1 et n = 2. Supposons a présent le résultat vérifié pour n et montrons-le

pourn+1. On a
(2" = (z2™) =2" - 1+ 2znz™ ! = (n+ 1)z".

> Il s’ensuit que tout polynome P : R — R : & — anz"+an_12" '+ - -+asx’+a1z+ag

est dérivable sur R et

P'(z) = napx™ ! + (n — l)an_lxn_2 + -+ 2a0x + ay.

& J

Passons a présent a la dérivation de fonctions composées.

4 )
Théoréme 7.2.5 (Reégle de la chaine, Chain Rule). Soient f: I - R et g: J — C deux

fonctions définies sur des intervalles ouverts I et J respectivement telles que f(I) C J et
soit £ € I. Si f est dérivable en § et si g est dérivable en f(£), alors go f est dérivable en
£ et

(g0 £)(€) =g (£(©) (&)
\ J

Démonstration. Remarquons tout d’abord que pour tout x € I, on peut écrire

f(@) = f(&) + (x - F(z)

ou F' est la fonction définie par

(G (R
Flz)={ *~¢
F'©) stz = ¢.

Remarquons que F' erst continue en £ puisque

lim F(z)= 1 7]0(:6) — g(f) = f'(¢)

im
x—)g’z;éf m%{,z;ﬁf T —
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par définition de la dérivée. De méme, pour tout y € I’, on peut écrire

9(y) = g(f(§)) + (y — f(£))G(y)

ol G est la fonction définie par

siy # f(§)
g'(f(€) siy = f(§).

A nouveau, la fonction G est bien continue en f(§) puisque g est dérivable en f(§). Ainsi, pour

tout x € I, on a

go f(x) =g(f(@)) = g(£()) + (f(x) = ()G (f(2)) = g(f (&) + (z — OF ()G (f(x)).
Par conséquent, on peut écrire le quotient différentiel sous la forme

gof(E+h)—gof(§)
h = I

E+h)G(f(E+D)).

Puisque f est dérivable en &, f est continue en & et donc f(§ + h) — f(&) si h — 0. De plus, la
fonction G est continue en f(§) (puisque g est dérivable en f(£)) et donc G(f(§+h)) — G(f())
si h — 0. Il s’ensuit que

go f(§+h)—go f(§)

1 — _r! /
i ) = FOG(/() = [(©)9 (/).
O
4 )
Théoréme 7.2.6. Soit f : I — J une fonction bijective et dérivable sur un intervalle
ouvert I et soity € J. Si f'(f~1(y)) # 0, alors f~! est dérivable en y et
1
—1y\/ _
SR )
\ J

Démonstration. Comme f~! est la réciproque de f, on peut écrire le quotient différentiel sous la

forme
O () N e O ()
t—y FUH®) = £ (W)

sit#y. Posons z = f71(t) et £ = f~1(y). Comme f est continue sur I, on sait que f~! est

également continue. Donc x — £ si t — y. Par conséquent,

ORS¢ : -8 1 1

lim = lim = =
t—+y, ty t—y v6 226 f(2) = f(§)  limy, e ppe LO=LE f(§)

puisque f/(€) = f/(f~1(y)) # 0 par hypothese. O
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(" )
Exemples 7.2.7.

> Soit m € Ng. La fonction f :]0,+00[—]0,400[: & — 2™ est une bijection dérivable
sur 10, +oo[ et
f'(x) =ma™ 1 £0  pour tout x > 0.

Par conséquent, sa fonction réciproque
#1110, 400[—]0, +00[: T > T

est également dérivable sur ]0,+oo[ et pour tout x > 0, on a

S 1 1 1.,
U0 = 501 ~ mG @)~ et~ m

-

> Considérons a présent la fonction
f:]0, +00[—=]0, 400 : & > zm

avec n,m € Ng. Alors, on peut écrire f = G o F avec G(z) = x" et F(x) = zm. Le

chain rule et 'exemple précédent impliquent que
f!(2) = G'(F(2))F'(z) = na™% —am ! = Zam

> Nous verrons que la régle de dérivation de la fonction réciproque permet d’obtenir la
dérivée de la fonction logarithme a partir de la fonction exponentielle, de la fonction

arccos d partir de la fonction cos...

& J

7.3 Condition nécessaire pour un extremum local

Un des intérets de la notion de dérivée est qu’elle permet d’étudier les points ot une fonction
réelle atteint ses maxima et minima. La dérivée étant une notion locale, elle ne permet que
d’étudier le comportement autour d’un point. Nous devons donc introduire la notion d’extrema

locaux.

~

Définition 7.3.1. Soit f : A — R une fonction et soit £ € A. On dit que

> f atteint un maximum local en § s%l existe € > 0 tel que f(x) < f(§) pour tout

x € A tel que |r —¢&| <e;

> f atteint un minimum local en & sl existe ¢ > 0 tel que f(x) > f(§) pour tout

x € A tel que |z —¢&| <e;

> f atteint un extremum local en & si f atteint un mazimum local ou un minimum

local en €.

N J
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Proposition 7.3.2. Soit f: I — R une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert I

qui contient £. Si f est dérivable en & et si [ atteint un extremum local en &, alors f'(€) = 0.

Démonstration. Considérons le cas ou f atteint un maximum local en &, autre cas se démontre
de maniére similaire. Par définition, il existe € > 0 tel que f(z) < f(§) pour tout = € ]§ —¢e,&+¢€].

Par conséquent, si x €]£,£ 4+ €[, on a

r—£ =0
etsizelé—¢,&,ona
1) =10) 5
Comme f est dérivable en &, ces deux quotients convergent vers f’(€) lorsque © — £ et @ — £~
respectivement. On en tire que f/(£) > 0 et f/(£) <0, d’ou f'(§) = 0. O

Définition 7.3.3. Soit f: I — R une fonction réelle et dérivable sur un intervalle ouvert
I. Un point £ € I tel que f'(§) =0 est appelé un point stationnaire de f dans I, ou encore

un point critique.

Nous venons de démontrer que point en lequel f atteint un extrema local est un point stationnaire.

La réciproque est fausse, comme illustré dans I’exemple suivant.

Exemple 7.3.4. La fonction f : R — R : 2+ 23 est dérivable sur R et f'(x) = 322 pour

tout © € R. Ainsi, 0 est un point stationnaire de f mais ne correspond pas a un extremum,

local de f.

La méthode classique de recherche des extrema (locaux ou globaux) d’une fonction f réelle et

dérivable consiste donc a déterminer les points stationnaires de f puis d’étudier chacun des

points pour vérifier s’ils sont des extrema ou non.

( )
Exemple 7.3.5. Soit f :[0,3] - R: 2z — z(x — 1)(x — 2). Cette fonction est continue

sur un intervalle fermé borné, et elle y atteint donc ses bornes. Cherchons les points en

lesquels les bornes de f sont atteintes. Comme f est dérivable sur |0,3[, on cherche les
points x €10, 3[ tels que
fl(x) =322 -6z +2=0.

On trouve les points 1 + % et1l— % Les seules possibilités pour les valeurs mazximales de

[ sur [0,3] sont donc
) J1= =), et 1),
1

V3
En calculant, on trouve que f(0) =0, f(1+ ﬁ) = —%, f(1- %) = % et f(3) = 6.
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FIGURE 7.1 — Illustration du théoréeme de Rolle : on a f(a) = f(b) et on peut trouver £ €la, b]
avec f'(€) = 0. Ici deux points critiques &; et & apparaissent.

On en tire que le minimum de f sur [0, 3] est —% qui est atteint en x = 1 + % et le

mazimum est 6 qui est atteint en x = 3.

7.4 TAF et condition nécessaire pour la monotonie

Dans cette section, nous présentons le théoréme des accroissements finis et donnons ses consé-
quences pour étudier la monotonie d’une fonction. Commencons par démontrer un cas particulier,

appelé théoreme de Rolle.

Théoréme 7.4.1 (Rolle). Soit f : [a,b] — R une fonction réelle continue sur [a,b] et
dérivable sur |a,b[. Si f(a) = f(b), alors il existe & €]a,b] tel que f'(§) = 0.

Démonstration. Si f est constant sur [a, b], alors tout point de [a, b] convient. Sinon, puisque
f est continue, on peut appliquer le théoréme des bornes atteintes. On sait donc qu’il existe
x1,T2 € [a,b] tels que

f(z1) < f(x) < f(z2) pour tout = € [a, b]

avec f(x1) # f(x2). Alors, au moins une des deux valeurs f(z1) ou f(x2) n’est pas égale a
f(a) = f(b). Donc, au moins un des deux points se trouve dans |a, b[. On note ce point £. Comme

f atteint un extremum global en &, ¢’est donc un extremum local et la Proposition 7.3.2 implique
que f/(€) = 0. 0

4 )
Théoréme 7.4.2 (des accroissements finis, TAF). Soit f : [a,b] — R une fonction réelle

continue sur |a,b] et dérivable sur |a,b]. Alors, il existe & € la,b] tel que
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(b, £ (b))

(a, f(a))

T

a £ b

FIGURE 7.2 — Illustration du TAF : la tangente & f en £ est paralléle & la droite reliant (a, f(a))
et (b, £(b)).

Démonstration. Considérons la fonction g définie pour tout x € [a, b] par

ou
f(b) — f(a)
b—a
Alors, g est continue sur [a,b] et est dérivable sur |a,b| puisque f l'est. De plus, on vérifie
directement que g(a) = g(b). On peut donc appliquer le Théoréeme de Rolle qui nous donne

I'existence d'un nombre = €]a, b tel que ¢'(z) = 0. Or, on a

et on en tire donc que

O

Remarquons que le TAF implique 'existence d’un point x strictement compris entre a et b tel
que

f(b) = fla) + (b= a) f'(x).

Notons aussi que d’un point de vue géométrique, le TAF signifie qu’il existe un point x pour
lequel la tangente du graphe de f au point (z, f(x)) est parallele a la droite qui joint les points
(a, f(a)) et (b, f(b)). On appelle parfois le TAF aussi le théoréeme de la moyenne.

Remarque 7.4.3. Signalons que le TAF ne s’applique pas aux fonctions d valeurs complexes.
Si on Uapplique aux parties réelles et imaginaires, on obtient des points x1 et xo qui sont

en général différents.

Regardons a présent comment le TAF peut aider dans ’étude de la monotonie d’une fonction.
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4 )

Proposition 7.4.4. Soit f : [a,b] — R une fonction réelle continue sur [a,b] et dérivable
sur ]a, bl.
1. Si f'(x) > 0 pour tout x € |a,b[, alors f est strictement croissante sur |a, b].

2. Si f'(x) < 0 pour tout x €la, b, alors f est strictement décroissante sur [a,b].

3. On a f'(x) =0 pour tout x €|a,b[ si et seulement si f est constante sur [a,b].

- J

Démonstration. 1. Soient z1,x9 € [a,b] avec x; < x3. Si on applique le TAF sur l'intervalle
[1, z2], on obtient l'existence d’une valeur = €]z, x2| telle que
f(w2) — f(z1)
fll@) =—=—"—"—.
Tro9 — 1
Comme f/(z) > 0, on en tire que f(z2) > f(z1).
2. La preuve est semblable & celle du point 1.
3. On sait déja que la dérivée de toute fonction constante est nulle. Réciproquement, supposons
que f'(z) = 0 pour tout = €|a,b[. Soient x1,x2 € [a,b] tels que x1 # x2. Montrons qu’on a
f(z1) = f(x2). Par le TAF, il existe x €]z, x| tel que

Tro — 1

fi(z) =

Comme f/(z) =0, on en tire que f(z2) = f(z1). O

Corollaire 7.4.5. Soient f : [a,b] — R et g : [a,b] = R deux fonctions réelles continues
sur [a,b] et dérivables sur ]a,b[. Si f'(x) = ¢'(x) pour tout x €]a,b[, alors il existe une

constante ¢ € R telle que f =g+ c.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le point 3 de la Proposition 7.4.4 a la fonction f — g. 0

4 )

Remarque 7.4.6. Le méme résultat reste valable si l'intervalle [a,b] est remplacé par un

intervalle ouvert I : si f,g: 1 — R sont dérivables sur I et si

f'(z) =g (z) pour tout x € I,

alors il existe une constante ¢ € R telle que f = g+ ¢ sur I.

- J

Contrairement au 3°™ point, les réciproques des points 1 et 2 de la Proposition 7.4.4 sont fausses.
Il suffit par exemple de considérer la fonction f définie sur R par f(z) = 23. Cette fonction est

strictement croissante mais f'(0) = 0. On a par contre le résultat suivant.
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4 )
Proposition 7.4.7. Soit f : [a,b] — R une fonction réelle continue sur [a,b] et dérivable

sur ]a, bl.

1. On a f'(z) > 0 pour tout x €la,b] si et seulement si f est croissante sur [a,b].

2. On a f'(x) <0 pour tout x €la,b[ si et seulement si f est décroissante sur [a,b].

- J

Démonstration. 1. Si f'(x) > 0 pour tout = €]a, b[, on procéde comme dans la preuve précédente.

Réciproquement, si f est croissante sur [a, b, alors pour tout = €|a, b[, on a

fle+h) - f(z) fle+h) - f(z)

()= i = li > 0.

F(@) ha(l),mh;éo h hi%l+ h =0
2. On procede comme dans le premier cas. O
4 )

Corollaire 7.4.8 (Test de de la dérivée premiere). Soit f : [a,b] — R une fonction réelle
continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b| et soit xo €a,b[.
1. Sl existe 6 > 0 tel que f'(x) > 0 pour tout x €|xg — d,z0[ et f'(x) < 0 pour tout
x €lxg,xo + 0[, alors la fonction f admet un maximum local en xg.
2. S7il existe § > 0 tel que f'(x) < 0 pour tout x €|xg — §,z0[ et f'(x) > 0 pour tout

x €|z, xo + [, alors la fonction f admet un minimum local en xy.
\§ J

Démonstration. 1. Vu la Proposition 7.4.7, la fonction f est croissante sur |zg — 0,z et dé-
croissante sur |z, zo + d[. Par conséquent, pour tous z,y €|xg — I, zo[ tels que x < y, on a

f(z) < f(y). En prenant la limite pour y — z; et en utilisant la continuité de f, il vient

f(x) < lim f(y) = f(zo).

y—z,

De méme, pour tous x,y € |xg, xo + [ tels que z > y, on a f(z) < f(y) et donc

f@)éighf@)zf@w-

2. On procede de la méme maniere. O

Terminons cette section en signalant que le TAF permet bien souvent de démontrer des inégalités.

( )

Exemple 7.4.9 (Inégalité de Bernoulli). Fizons a > 1% et montrons que

(1+x)*>1+ax pour tout x > 0.

Posons h(z) = (14 z)® pour tout x > 0. Alors, h est une fonction dérivable sur ]0,+oo[ et

h'(x) = a(l +z2)* 1. Soit x > 0. En appliquant le TAF sur l’intervalle |0, [, on sait qu’il
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existe un nombre ¢ €10,z tel que h(x) — h(0) = h'(c)(z — 0), ¢’est-a-dire
14+2)*—-1=a(l+c)* 'z
Comme c>0eta—1>0,ona(l+c)* 1 >1 etdonc

(14+2)*—=1> az.

a. Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que des exposants rationnels mais le raisonnement reste valide
dans ce contexte général.

& J

7.5 Dérivation d’ordre n et développement de Taylor

Il peut étre tres pratique d’approcher les fonctions par des polynomes. L’objectif de cette section
est de démontrer un résultat fondamental, le Théoreme de Taylor, ainsi que quelques applications.
Le Théoréme de Taylor peut étre vu comme une généralisation du TAF. En effet, supposons
que 'on veut approximer une fonction continue et dérivable f en un point x par sa valeur en un

point xg voisin. Le TAF permet de contrdler l'erreur faite via la dérivée de f puisque

f(x) = f(xo) + (z — z0) f(€)

pour un point £ entre x et xg. Cette erreur est donc donnée par (x — xg)f'(&).

Le Théoréeme de Taylor va donner une relation entre les valeurs d’une fonction et les dérivées

successives. Notons que si f est dérivable en x(, on peut écrire
f(x) = f(zo) + (x — x0) f'(w0) + o(x —xo) si x— 20
puisque

lim f(@) = fxo) — (& — 20) [/ (20) _ lim f(z) — f(zo)

T—T0 T — X T—T0 T — xp

— f/<3?0) = 0.

Ainsi, au voisinage de xg, on peut approcher f par la fonction affine

x> f(xo) + (x — x0) f'(w0),

et lerreur associée est négligeable par rapport & x — xg. La formule de Taylor va permettre
d’approcher f avec une erreur plus petite, en ajoutant des termes au développement. Ces termes

sont liés aux dérivées successives de f.

Les dérivées d’ordre n > 2 sont une extension naturelle du processus de dérivation. En effet, si
la dérivée f’ d’une fonction f existe dans un intervalle |a, b[, on peut s’intéresser a 1’existence
de la dérivée de la fonction f’ en tout point de Ja,b[. Si f’ est dérivable en &, alors on dit que
sa dérivée est la dérivée seconde ou d’ordre 2 de f en € et on la note f”(£), f*(€) ou encore
D2f(€). De la méme maniére, on peut & présent s’intéresser a la dérivée de la fonction f”, ce qui

mene a la notion de dérivée d’ordre 3, etc.
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Définition 7.5.1. Soit f :]a,b]— C une fonction définie sur un intervalle Ja,b[. On dit

que f est

> continiment dérivable sur |a,b| si elle est dérivable sur |a,b[ et si sa dérivée f' est
continue sur |a,b|. L’ensemble des fonctions continiment dérivables sur |a,b| est

noté C1(Ja,b[) ;

> n fois dérivable sur ]a,b| si f,f’,..., f™ ezistent sur ]a,b[, ot on pose f) =
(f("_l))’. On dit qu ) est la dérivée d’ordre n de f. On la note également D™ f ;

> n fois contintiment dérivable sur Ja,b[ si elle est n fois dérivable sur ]a,b| et si les
fonctions f, f',..., f™ sont continues sur la,b]. L’ensemble des fonctions n fois

continiment dérivables sur |a,b| est noté C"(]a,b[) ;

> infiniment continiment dérivable sur |a, b[ si elle est n fois continiment dérivable sur
la, b] pour tout n € Ny. L’ensemble des fonctions infiniment continiment dérivables
sur la, b] est noté C*°(]a,b|).

N J

Notons qu’on pose souvent f(© = f.

4 )

Remarque 7.5.2. Toute fonction dérivable n’est pas continiment dérivable. Par exemple,

la fonction f définie sur R par
2.0 (1 .
résin (=) six#0
- )
0 stx =0
est continue et dérivable sur R, mais sa dérivée

) = {stin (%) — cos (%) six #0

0 stx =0

n’est pas continue en 0.

J
(" )
Exemple 7.5.3. Soit f la fonction définie sur R par
22 six >0
fz) =
3 siz<O0.
Alors f est dérivable sur |0,+o00[ avec f'(x) = 2z, et f est dérivable sur | — 0o, 0] avec

f'(z) =322 En 0, on calcule les limites a gauche et a droite

(0 O N B (1 B ) N

h—0+ h b0t h h—0— h  hoo0- h
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et on en tire que f est dérivable en 0. On a

2¢ six >0

322 six<O.

On vérifie directement que f' est continue donc f € CY(R). Par contre, f' est dérivable en
tout point sauf en 0 car
f'(h) = f/(0) _ .. 2h . fi(h) = f(0) _ . 3R

lim —-F————~2 =1 — =2 e 1 £X2g o Yi =] — =0
hi%h h hir{)l‘F h ¢ hi%l— h hi%l— h

et donc f n’est pas 2 fois dérivable en 0.

- J

Evidemment, les propriétés des dérivées permettent de dire que toute combinaison linéaire
(somme, multiplication par une constante), tout produit, tout quotient (avec un dénominateur
qui ne s’annule en aucun point) et toute composition de fonctions de C™(]a,b[) appartient a

C"(]a,b[). On a aussi les regles de calcul
(P49 = [ g™ et ()™ =)

si f, g sont n fois dérivables et ¢ € C. Pour calculer la dérivée d’ordre n d’un produit de deux

fonctions n fois dérivables, on utilise la formule suivante.

4 N\
Proposition 7.5.4 (Formule de Leibniz). Soient f :]a,b[— C et g :]a,b|— C deux fonctions

n fois dérivables sur]a,b[. Alors, fg est n fois dérivable sur |a,b| et on a

n

(fg)(n) _ Z Cglf(j)g(n*j).

J=0

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence. Si n = 1, on a déja vu que

T '
(fo) =fd + flg= Z C{f(])g(lfj)

§=0

et I’égalité est donc vraie. Supposons donc avoir le résultat pour n — 1 et montrons-le pour n.

Par hypothese de récurrence, on sait que

n—1
(fg)(n—l) — Z Ci_lf(J)g(N—l—J)‘
§=0
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n—1 !
Ci_lf(j)g(nflfj)
=0

— c’ 1(f(j)g(n—1—j))’

On en tire que

(f9)™

=0

n—1 ) ) ) n—1 ) ] ]
— Cf%lf(frl)g(nflﬁ) + Z C;,lf(ﬂ)g(”*”

=0 j=0

j=1

Z i+0ﬂ D9+ CR g
n—1
= ">g+ZCﬂf =+ ¢y fg™
— Z C%'f(j)g(n—j)
§=0

ol on a utilisé la formule du triangle de Pascal

O

Revenons a présent a 'approximation d’une fonction f par un polyndéme. Si f posseéde une dérivée
d’ordre n en un point xg, alors il n’est pas difficile de construire un polynéme P, de degré n tel
que

PW) (20) = f®) () pour tout k € {0,...,n}.

Il suffit en effet de considérer le polynome

(n)
(x_x0)2 + .4 “f,rl(!$(])(x_xo)n7

#(z0)
2

Pu(x) = f(@0) + f'(z0)(x — z0) +

appelé le n®™ polynéome de Taylor de f en xy ou développement limité de f en xo & Uordre
n. Il est raisonnable d’espérer que ce polyndéme fournisse une bonne approximation de f pour
des valeurs de x proches de xg. Pour jauger la qualité de cette approximation, il faut pouvoir

controler le reste
Ry(z) = f(z) — Py(2).

Le théoreme de Taylor nous donne exactement cette information.

Théoréme 7.5.5 (Développement de Taylor). Soit f : [a,b] — R une fonction réelle

appartenant a C"*1(]a,b]) et soit g €a,b[. Six €]a, b, alors il existe un point & compris
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strictement entre x et xg tel que

" O (g i D (g .
):Z j(! 0)(90—960) +(n—|—1()!)(x_x0) T

Démonstration. Fixons zg,x € |a,b[. Soit C' le nombre qui satisfait

() (g ‘
):Zf j(! 0)(a:—mo)j+ ¢ .(x—xo)nﬂ.

Nous devons trouver une expression pour C' en termes de la dérivée d’ordre n + 1 de f. Notons I

I'intervalle fermé d’extrémités xg et x et définissons la fonction F' sur I en posant

n£(9) .
j=0

(:E _ t)n—l—l

T (n+1)!

de sorte que F'(x) = F(xo) = 0. Cette fonction est continue sur I et dérivable sur 'intervalle

ouvert correspondant et le Théoreme de Rolle implique alors qu’il existe & entre x et xq tel que

F'(§)=0
Or on a
n U+ mFE( . C
F/(t)——]z:%)f ] (t) ]+Z f t‘ )]—1+n‘(m_t)n
n e(j+1) 1)
__Zfﬁj'(t) J+Zf]+ t) z =t + @ —t)"
j=0 )
(n+1)
= L0yt Sy
Il s’ensuit que
0= F'(¢) ( f(n+1)(£) + C) (= ;'5)
d'ott C' = f(H1)(¢). O
4 )

Remarque 7.5.6. Si f est n+ 1 fois continiment dérivable, alors sa dérivée est continue

et donc bornée sur [xg, x| (resp. [x,x0]). Autrement dit, il existe C > 0 tel que
|f @) < C

pour tout t entre x et xg. On en tire donc que si R, exprime l'erreur commise en approchant

f par P, on a
R, (x)

(x — )™

(m _ xo)n-ﬁ-l

it Dl —zo)r|

lim
T—T0

< lim C

T—TQ
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f(xo) f(=o)

(a) Approximation a lordre 0 (par une fonction

(b) Approximation a l'ordre 1 (par une droite).
constante).

f(zo) f(=o)

(c) Approximation & lordre 2 (par un polyndme de

(d) Approximation & lordre 3 (par un polynoéme de
degré 2).

degré 3).

FIGURE 7.3 — Développements de Taylor d’une fonction f en xg, aux ordres 0, 1, 2 et 3. Plus
I’ordre est élevé, meilleure est I’approximation locale de la courbe de f.
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On a donc

o 4G) (g |
f@) =3 280 (o ik o((@ — zo)7)

=

ST T — xQ.

La formule de Taylor limitée s’appelle également la formule de Taylor-Lagrange. Notons déja
qu’il existe d’autres méthodes pour estimer le reste R,,, qui dépendent des hypotheses faites sur
la fonction : la formule de Taylor-Young et la formule de Taylor-Laplace avec reste intégral.
Terminons cette section en donnant quelques applications de la formule de Taylor. Tout d’abord,
il est clair qu’elle permet d’estimer l'erreur effectuée lorsque I’on approche une fonction par son
polynoéme de Taylor P,. Illustrons ce calcul sur un exemple.

( )

Exemple 7.5.7. Utilisons la formule de Taylor ¢ l'ordre n = 2 pour approcher la fonction

[ définie par f(x) = (1+ :L‘)% pour x > —1 au point g = 0. On calcule

10
= 277(

fa)=30+0)F, @)= 200 o O = D1t

9

On a donc f(0) =1, f'(0) =1, f”(0) = =2 et on peut écrire

£(@) = Po) + Ro(z) = 1 + éx - %:& + Ro(a)

avec ) .
Ra(x) = gf(g)(f)xg = ﬁ(l +§)%8953

pour un nombre réel & entre O et x. Par exemple, si x = 0.3, on trouve que

- 5 73\ 1
Po(03) = 1.09 et [Ra(0.3)| < (147035 < > () = o5 < 017107

k)
81 81 \ 10
puisque (1 —f—f)%g < 1, ce qui nous donne la précision de l'approximation de f(0.3) = (1.3)%

par 1.09.
N\ J

( )
Exemple 7.5.8 (Approximation des petits angles). Pour z proche de 0, les développements

de Taylor donnent

2
sinz =z + O(z?), cosle—x—+0(:c4).

2
Ces approximations sont omniprésentes en physique. Par exemple, pour de petites oscillations
angulaires, remplacer sin x par x permet de linéariser le modéle du pendule. Il faut cependant

garder en téte qu’il s’agit d’une approxzimation locale, valable lorsque |x| est suffisamment

petit.
N J

Le théoreme de Taylor permet aussi de démontrer des inégalités.
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(" )
Exemple 7.5.9. Montrons que

1
1-— 5:02 < cos(z) VreR.

L’inégalité est vérifiée pour x = 0. On pose f(x) = cos(x) et on considére le point xg = 0.

Alors, la formule de Taylor nous donne

G sin(€)
7 P =g O

1
cos(z) =1— §x2 + Ro(z) ou Ro(z) =

pour un & entre 0 et x. Il reste a montrer que Ra(x) > 0 pour tout x. Supposons que
x €]0,7], alors on a aussi & €]0,7] et donc sin(¢) > 0 et 23 > 0. Si x € [-7,0], on a

sin(€) < 0 et 3 < 0. Dans les deux cas, le produit est positif. Enfin, si |x| > w, alors on a
L,
1-— 5% < —3 < cos(x)

et l'inégalité est valide.

& J

7.6 Technique pour la convexité

Nous avons vu que, lors de la recherche d’extrema d’une fonction, les points stationnaires étaient
de bons candidats. Pour vérifier qu’un tel point correspond effectivement a un extremum local

(ou méme global) de la fonction, la notion de convexité est utile.

Une fonction convexe sur un intervalle n’est pas nécessairement dérivable en chaque point, comme
le montre I'exemple f(z) = |z|, mais on peut montrer que les dérivées a gauche et a droite
existent toujours. Par conséquent, une fonction convexe sur un intervalle y est continue. Nous ne
démontrerons pas ces affirmations, nous nous contentons ici de donner un lien entre la convexité

d’une fonction et sa dérivée seconde, si elle existe.

4 )
Proposition 7.6.1. Soit f : [a,b] — R une fonction réelle. Supposons que f est deux fois

continiment dérivable sur |a,b|. Alors f est

1. conveze sur [a,b] si et seulement si f"(x) > 0 pour tout x € la,b[,

2. concave sur [a,b] si et seulement si f"(x) <0 pour tout x €la, b .
- J

Démonstration. 1. Supposons tout d’abord que f”(x) > 0 pour tout = € ]a, b[. Fixons z,y € [a, b].

On introduit la fonction A définie par
h:[0,1] > R: A= f(Az+ (1= XN)y) = Af(x) — (1= N)f(y).

On doit montrer que h(\) < 0 pour tout A €]0, 1[. Procédons par ’absurde et supposons qu’il

existe A €]0,1[ tel que h(A) > 0. Comme h est une fonction continue, on sait par le Théoréme
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des bornes atteintes qu’il existe Ag € [0, 1] tel que

sup h = h(Ao).

[0,1]
Comme h(Ag) > h(A) > 0, on a h(Ag) > 0. Par conséquent Ao # 0 et A\g # 1 car h(0) = h(1) = 0.
Donc A\ €]0,1[ et la Proposition 7.3.2 implique que h/(Ag) = 0. Comme h € C2(]0,1[), en

utilisant le Théoréme 7.5.5, pour tout ¢ €]0, 1], il existe £ entre ¢ et Ao tel que

h"(§) h"(§)
2

2

h(t) = h(Xo) + h'(Xo)(t — Ao) + (t = X0)? = h(Xo) + (t = 20)* = h(Xo)

car W'(&) = f"(éx+(1—&)y)(z —y)? > 0. Comme h(Ag) est la borne supérieure de h sur [0, 1], on
en tire que h est constante sur |0, 1[. Or, h est continue sur [0, 1] donc on a aussi 0 = h(0) = h(Ao),
ce qui est impossible.

Pour la réciproque, on suppose que f est convexe et on veut montrer que f”(z) > 0 pour tout
x €la,b[. On proceéde par absurde et on suppose qu'il existe zg € ]a, b tel que f”(xo) < 0. Par
continuité de f”, il existe alors § > 0 tel que f”(x) < 0 pour tout z €]zg — §,x9 + d[. Par la
premiére partie de la preuve, on en tire que — f est convexe sur |xg — d, 29 + [, c’est-a-dire que
f vy est concave. Donc f est a la fois convexe et concave sur |xg — d, xg + [ et y est donc affine.
Par conséquent, on a f”(z) = 0 sur |zg — d, 29 + d[, ce qui est impossible.

2. On utilise la méme méthode ou on applique le point 1 a —f. O

Vu le lien entre dérivée et monotonie, on a montré que f est convexe si et seulement si f’ est une

fonction croissante. De méme, f est concave si et seulement si f’ est une fonction décroissante.

( )
Proposition 7.6.2 (Test de la dérivée seconde). Soit f :]a,b[— R une fonction réelle de

C?(Ja, b]).
1. Si f'(xo) =0 et f"(zo) > 0, alors la fonction f admet un minimum local en xg.

2. Si f'(xo) =0 et f"(xo) <0, alors la fonction f admet un mazimum local en x.
\_ J

Démonstration. 1. Comme f” est continu, il existe § > 0 tel que f”(x) > 0 pour tout =z €
Jzo — 9, ¢ + d]. Des lors, par le Théoréme 7.5.5, pour tout = € Jzg — d,z9 + [, il existe £ entre x

et xg tel que

1"(€)

5 (x — m0)* > f(0)

f(x) = f(zo) + f'(z0)(x — x0) + (z —20)® = f(20) +

f"(€)
2

puisque f’(xg) = 0 et puisque f”(£) > 0.

2. On procede de la méme manieére. ]

En combinant les deux résultats précédents, on obtient donc le lien suivant entre extrema et

concavité.

( Corollaire 7.6.3. Soit f :]a,b[— R une fonction de C?(]a,b|). Supposons que xq est un}
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point stationnaire de f.
1. Si f est conveze, alors xg est un minimum de f sur ]a,b[.

2. Si f est concave, alors xo est un maximum de f sur |a,b|.

7.7 Regle de I’Hospital

Dans cette section, nous présentons un résultat tres important qui permet de déterminer la limite
d’un quotient a partir des dérivées de son numérateur et de son dénominateur.
Soient f et g deux fonctions continues réelles. On souhaite déterminer la limite
x
lim —f( )
z—¢ g(x)
pour un point £ appartenant aux domaines de définition de f et g. En utilisant les regles de

calcul, on sait que si g(§) # 0, alors

flz) _ f(©)

eot g(m)  9(&)

Sig(€) = 0 et f(§) # 0, alors la limite sera +o0o ou —oo selon le signe de f(§). Lorsque
f(&) = g(&) = 0, les résultats obtenus jusqu’a présent ne permettent pas de conclure : la valeur
de la limite dépendra de la “vitesse” a laquelle f et g tendent vers 0 respectivement. Si f tend
vers 0 “plus vite” que g, on est tenté de dire que le “numérateur 'emportera” et donc la limite
sera nulle. Si par contre f tend vers 0 “moins vite” que g, le “dénominateur ’emportera” et donc
la limite sera infinie.

Puisque 'on veut comparer les “vitesses” de f et g “en 07, il semble naturel d’utiliser la notion
de dérivée. C’est ce que le Théoréme de I’Hospital nous montre. Nous commencons par un cas

simple ou la fonction g est dérivable en &.

4 )

Proposition 7.7.1 (Reégle de I'Hospital, cas simple). Considérons deux fonctions réelles
f:la,b] = R et g:[a,b] - R continues sur [a,b] et dérivables sur ]a,b| et soit & €]a,b[. Si
f(&)=g(&) =0 et sig(&) #0, alors on a

L 1@ )
=t g(@) g
- J

Démonstration. Pour tout x € [a,b] tel que g(x) # g(&) et g(z) #0, on a

Par conséquent, si ¢'(§) # 0, on a

L@ @) - )

S li v = .
oot g(z) et x—€  antglz)—g() g€
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O

( )

Exemple 7.7.2. Aprés les avoir définies proprement, nous montrerons que les fonctions
cos et sin sont dérivables en tout point avec sin’ = cos et cos’ = —sin. En appliquant la
regle de I’Hospital, montrons que

sin(x
lim (z)

z—0 a3

= I,

Posons f(x) =sin(z) et g(x) = x pour tout x € R. Alors, f et g sont dérivables sur R et
f(0) = g(0) = 0. Par conséquent, puisque g'(0) =1 #0, on a

sin(z) _ cos(0)

lim = I,
z—0 a5 1

& J

La premiere généralisation de la régle de I’Hospital consiste a ne plus supposer la dérivabilité de

f et gen & et donc regarder la limite lorsque x tend vers £ du quotient g :E;;

4 )
Théoréme 7.7.3 (Régle de I'Hospital). Soient —oco < a < b < 400 et considérons deux

fonctions réelles f :Ja,b]— R et g :]a,b| — R dérivables sur ]a,b[. Supposons que

lim f(z) = lim g(x) =0

T—ra T—a

et que ¢'(x) # 0 pour tout x €a,b[. Si la limite

lim f'(z)

T—a g/(g;)

existe dans R U {—o0, +00}, alors on a

@ _ o 1@

P gl@) e ge)
. J
Démonstration. 1. Supposons que
/
lim £ _
T—a g’(q;)

Par le critere par les suites, il suffit de montrer que

a(en)

pour toute suite (2 )nen, qui prend ses valeurs dans |a, b[ et qui converge vers a. Fixons une

telle suite. Soit h, la fonction définie par

h(z) = {f(ﬂf)g(a?n) —g(x)f(zn) siz#a

0 siz=a
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pour tout x € [a,x,]. Alors, h, est continue sur [a,z,] et dérivable sur |a,z,[. De plus, on a

hn(a) = hyp(x,) = 0. Le Théoréme de Rolle implique qu’il existe y,, €]a, ;| tel que

0= hy(yn) = f'(Yn)9(@n) — g’ (yn) f(20)

d’ou
F(un) _ Faa)

9Wn)  glwn)

Comme x, = a et a < y, < T,, le théoréme du sandwich permet d’affirmer que y, — a. On en

tire que
9(xn)

— L lorsque n — oo.
O

On peut évidemment obtenir le méme résultat pour la limite lorsque x tend vers b. Le résultat
permet de gérer des limites du type %. Bien sfr, il suffit d’avoir les hypotheses du théoréeme
vérifiées au voisinage de a.

4 )
Exemple 7.7.4. On a

cos(z)
i
2z

sin(z) = lim 2y/xcos(z) = 0.

r—0t

lim = lim
z—07t \/5 z—0t

Remarquons que le dénominateur n’est pas dérivable en 0 et qu’on ne peut donc pas appliquer

la regle simple de I’Hospital.

J

( )
Exemple 7.7.5. Parfois, il est nécessaire d’appliquer la régle de I’Hospital plusieurs fois

d’affilée car le quotient g,lgg satisfait les mémes hypothéses que % . Par exemple, on

souhaite calculer la limite
1 — cos(x)

lim >

x—0 7

Pour cela, on aimerait se ramener a [’étude de la limite

sin(x)

lim

z—0 2x
pour appliquer la régle de ’Hospital. Or, on est encore dans un cas % et donc on est amené
a étudier

cos(xz) 1

lim = —.
x—0 2 2

Ainsi, une premiére application de la régle de I’Hospital donne

sin(z) 1

lim —— =
z—=0 2z 2
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et une seconde application permet de conclure que

1-— 1
lim 2= 0@ _ 1
z—0 X

Il existe une dernicre version de la regle de ’'Hospital qui permet de gérer les cas “5”. En fait,

les seuls cas dans lesquels cette reégle est utile est le cas “22” et le cas ot f n’admet pas de limite

en a puisque “ = =0"sice C.

4 )
Théoréme 7.7.6 (Regle de I'Hospital). Soient —oco < a < b < 400 et considérons deux

fonctions réelles f : [a,b] — R et g : [a,b] — R dérivables sur ]a,b[. Supposons que

lim g(z) = oo

et que g'(x) # 0 pour tout x € |a,b[. Si la limite

f'(=)

ama gl (z)

existe dans R U {—o0, 400}, alors on a

- J

Les regles présentées permettent donc de gérer les cas “%” et “22” qui sont indéterminés par les

regles de calcul des limites. Signalons que les autres cas d’indétermination peuvent s’y ramener

facilement.
> Le cas “0-00” se raméne au cas “%” ou au cas “22” en notant que
fg= T
g
> Pour le cas “+00 — o0”, on remarque que
g
f—g=fQ1- ?)-
> Les cas “007, “1%°7 et “cc?” se traitent en utilisant la formule A® = eB™A. Nous

reviendrons sur cette formule plus tard.

4 )
Exemples 7.7.7.

> Montrons que

lim zIn(z) = 0.
x—07t

On ne peut pas appliquer directement la régle de I’Hospital mais on peut s’y ramener
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T

)

(

In

K] [=

xln(z) =

en remarquant que
Nous sommes a présent dans les conditions pour appliquer la régle de I’Hospital. On

1
lim % = lim (—z) =0
— r—0t
(ce sera démontré lorsque [’on introduira proprement la fonction

=

calcule donc
+
z—0 =2

1

puisque (In(x)) = ¢

logarithme) et (1)/ = ;—21, et cela permet de conclure.
1
=0

T

> Montrons que
lim — — —
a—0x  sin(z)
On écrit "
1 1 1 < x ) 1= sin(z
e =Z(1-= —
x sin(z) = sin(x) x

et on sait par le théoréme de [’Hospital que
lim —— =1
2—0 sin(z)
On calcule la limite du quotient des dérivées

On est donc dans le cas indéterminé “% 7
sin(x)—x cos(x) .
i S @ I x cos(z) — sin(z)
im = lim i
250 1 0 sin?(z)
Puisqu’on est a nouveau dans le cas indéterminé “% 7 on calcule cette limite en
calculant la limite du quotient des dérivées
cos(z) + xzsin(x) — cos(z T
(@) + asin(a) - cos(a) _ | i
2sin(x) cos(x) z—0 2 cos(x)

lim
z—0
et on obtient le résultat en appliquant successivement le théoréeme de I’Hospital.

Montrons que

1 xX

lim (1 + ) =e.
T—+00 €T

>
Pour cela, on écrit
1 X
<1+> = exp (xln (1+)>
T T
et on remarque que
1 In(1+41 In (&L
(l—i-) = lim ( 7 ”’> = lim (133 )
xT T—+00 > T—+00 >

lim zlIn
T—+00o

lim 22" —
T—r—+00 ;21 )
T

Pour appliquer la régle de I’Hospital, on calcule
z -1
2
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On a donc .
lim z2ln(14+-)=1
r——+00 9B
et comme la fonction exponentielle est continue, on en tire que
1 x
lim <1+—> =el=e.
r——+00 a8
> De la méme maniere, on montre que
1
lim (14+x)* =e.
z—0t
N J
Terminons cette section par quelques remarques sur la regle de I’Hospital.
4 )
Remarque 7.7.8. Si
lim @ = Il
x—a g(gg)
on ne peut pas en déduire que
/
lim 2 _
z—a g’(;c)
1l suffit de considérer l'ezemple f(x) = z + sin(z), g(z) = x et a = +o0.
o J
[

Remarque 7.7.9. L’utilisation de la régle de I’Hospital ne permet pas toujours de conclure.
Par exemple, considérons les fonctions f(x) = x et g(x) = V1 + 22 et regardons la limite du
quotient en a = +o00. On est dans le cas “% 7 mais en calculant les dérivées du numérateur

et du dénominateur, la régle de I’Hopital nous rameéne da l’étude de

fz) 1 Jita?

Néanmoins, cette limite peut se calculer avec des manipulations algébriques simples.

-




8 Fonctions de plusieurs variables réelles

Dans de nombreuses applications, il est nécessaire de décrire des quantités qui dépendent de
plusieurs parametres. Par exemple, nous pouvons examiner la distribution de la température a
I’intérieur d’un liquide, qui varie en fonction de la position et évolue dans le temps. Ainsi, nous
avons une fonction qui dépend de quatre variables : (x,y, z,t), ou (z,vy, z) représente la position
d’un point et t représente le temps.

Dans ce chapitre, nous allons donc introduire des fonctions qui dépendent non plus d’une seule
variable, mais de plusieurs variables réelles. Nous nous limiterons a 1’étude du cas ou ces fonctions

prennent des valeurs réelles (ou complexes), et non pas des valeurs vectorielles.

8.1 Définitions

Afin de rester le plus général possible, nous allons considérer des fonctions de n variables, avec

n € Np.

~

Définition 8.1.1. L’ensemble
R" = {(z1,...,2n) : T1,..., 2 € R}

des n-uples de nombres réels est appelé ’espace euclidien de dimension n.

> Sije{l,...,n} et siz=(z1,...,2,) € R, on dira que x; est la j*™° composante
de x.
> On dira que deux points x = (z1,...,2Zn) ety = (Y1,...,Yn) de R" sont égaux si

leurs composantes sont égales, c’est-a-dire si
xzj=y; pourtoutje{l,...,n}

> On définit l'addition de deux points v = (z1,...,2n) ety = (Y1,...,Yn) de R"

composante & composante, c’est-a-dire

r4+y=(r1+y1,-- s Tn+Yn)

149
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et la multiplication par un scalaire ¢ € R composante d composante, c’est-a-dire

cx = (cxy,...,cxy).

Dans le cas ou n = 2, 3,4, on utilisera souvent plutét les notations (x,y), (z,y, 2) et (x,y, 2, t)

respectivement.

Définition 8.1.2. Soit A un sous-ensemble de R™. Une fonction réelle de n variables réelles

définie sur A est une application définie sur A et a valeurs dans R. On note
fiA=-R:ix=(21,...,24) = f(x) = f(x1,...,20).

L’ensemble A est le domaine de définition de f et l’ensemble f(A) = {f(z) : z € A} est
l’ensemble image de A par f. Y.

Comme dans le cas d’une seule variable, on peut introduire le graphe de f qui est le sous-ensemble
de R™*! défini par

G(f) ={(z f(z)):x € A}.

Evidemment, si f est définie sur une partie de R™ avec n > 3, il est impossible de représenter
le graphe de f. Par contre, si f est définie sur une partie de R? et & valeurs réelles, alors la

représentation graphique de f sera donnée par la surface d’équation cartésienne

z = f(xay)

Si une fonction dépend de 2 ou de 3 variables réelles, il est aussi courant de la représenter au

moyen de ses courbes ou surfaces de niveau.

Définition 8.1.3. Si f est une fonction réelle de deuzx variables réelles définie sur A C R?

et si C appartient a f(A), alors l'ensemble

{(z,y) € A: f(z,y) =C}

est une courbe de niveau de f.

J

Ainsi, la courbe de niveau associée a C' est ’ensemble des points dont I'image est C'. On utilise par

exemple cette technique pour représenter I’ensemble des points du sol ayant la méme température
(les isothermes). Si f est définie sur une partie de R3, alors les courbes de niveau deviennent des

surfaces de niveau.

Définition 8.1.4. Si f est une fonction réelle de trois variables réelles définie sur A C R3

et si C appartient a f(A), alors I'ensemble

{(z,y,2) € A: f(z,y,2) =C}
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Lest une surface de niveau de f. )

8.2 L’espace euclidien

Afin de généraliser les notions étudiées dans le cas de fonctions a une seule variable réelle (limites,

continuité, dérivabilité), il faut pouvoir parler de la distance entre deux points de R™.

~

Définition 8.2.1.

> Six=(z1,...,2,) €R", la norme euclidienne de = est définie par
lzll = /ot + - +af.
> Siz=(x1,...,2,) ety = (Y1,...,Yn) sont deux points de R", la distance euclidienne

entre x et y est définie par

d(z,y) = |z — yll = /(@1 —91)2 + -+ + (@n — )2

N J

Remarquons que si n = 2, le Théoréme de Pythagore nous assure que ||z — y|| est bien la distance

entre = et y. De plus, si n = 1, la distance entre x et y est simplement donnée par |z — y].

4 )
Proposition 8.2.2. Pour tous x,y € R" et tout o € R, on a

1zl = 0,

2. ||lz|]| = 0 si et seulement si x =0,

3. Nazl| = |af [|]- )

On retrouve I'inégalité triangulaire et 'inégalité triangulaire inversée démontrées dans le cas
n = 1.

4 )
Proposition 8.2.3 (Inégalité triangulaire). Pour tous x,y € R™, on a

lz +yll < =]l + [lyll

et

[l =yl < llz =yl
\ J

La norme euclidienne est liée au produit scalaire défini ci-dessous.

(Déﬁnition 8.2.4. Six = (x1,...,2p) ety = (Y1,-..,Yn) sont deuzx points de R", le produitw
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scalaire entre x et y, noté (x,y), est défini par

(x,y) = 2191+ + TpYn.

Le produit scalaire jouit des propriétés suivantes. Il s’agit de simples vérifications.

4 )
Proposition 8.2.5. Pour tous x,y,z € R" et tous a, 3 € R, on a

1. |z]? = (z, ),
2. (z,y) = (y, ),

3. {ax + By, z) = alz, z) + B(y, 2).
\_ J

Un lien trés important entre le produit scalaire et la distance dans R™ est donné par I'inégalité

de Cauchy-Schwarz.

4 )
Proposition 8.2.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous x,y € R", on a

(@, )| < ll=[llyll-
Autrement dit, on a
n Z n n
2 2
DIEZTN R DA N DI
j=1 j=1 j=1

pour touS Ti,...,Tn,Y1,---,Yn € R.
De plus, on a l’égalité si et seulement si x et y sont linéairement dépendants, c’est-da-dire

s’il existe o, B € R avec a # 0 ou B # 0 tels que

ar + Sy = 0.
\ J

Démonstration. On remarque que
0 < o+ Ayl = (= + Ay, + Ny) = [|2]|* + 2X\(z, y) + X[|y[|”
quel que soit A € R. Posons
P() = |z +2X(z, y) + N|ly||?
pour tout A € R. Alors P est un polynéme de degré 2 en A qui est toujours positif ou nul et donc
A((z,y)* — 4=yl < 0

c’est-a-dire
((z,9))* < [lz[I*[ly]I?,

ce qui permet de conclure la premiere partie. De plus, on a 1’égalité si et seulement si le polynéme

P admet une racine, c’est-a-dire s’il existe A € R tel que ||z + Ay|[[> = 0. On en tire que
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x+ Ay =0. O

Enfin, afin d’envisager la notion de limite qui est a la base des développements présentés
précédemment pour les fonctions d’une variable réelle, il faut introduire la généralisation des
points adhérents a un ensemble. Pour cela, commengons par généraliser la notion d’intervalle

centré en un point.

~

Définition 8.2.7. Soient £ € R" et r > 0.

> La boule ouverte de centre £ et de rayon r est définie par
b(&,r) ={z eR": |z —&[| <}

> La boule fermée de centre £ et de rayon r est définie par

b,r)={z eR":|lz—¢]| <r}.
N J

La boule ouverte de centre £ et de rayon r est donc ’ensemble des points de R situés a une
distance strictement inférieure a r de £. Si n = 1, alors cette boule est simplement 'intervalle
ouvert |€ —r, & +7[. De méme, la boule fermée b(¢,r) correspond & I'intervalle fermé [€ —r, & + 7]
sin=1.

4 )

Remarque 8.2.8. Nous aurions pu considérer une approche légerement différente pour

généraliser la notion d’intervalle : un intervalle de R™ est un produit de n intervalles de R.

Par exemple, st n = 2, alors
[0,3] x [1,2] ={(7,y): 0<z<3etl<y<2}

est un intervalle de R?. On parle d’intervalle ouvert s’il s’agit d’un produit d’intervalles
ouverts, et d’un intervalle fermé si c’est un produit d’intervalles fermés. Notons que cette

approche donnerait lieu auxr mémes notions de limite car toute boule contient un intervalle

et tout intervalle contient une boule.

- J

Définition 8.2.9. Soit A un sous-ensemble de R™ et soit £ € R™. On dit que £ est adhérent
a A si pour tout € > 0, 'ensemble ANb(E, &) est non-vide.

8.3 Limites et continuité

Avec ces définitions en mains, nous pouvons donner les définitions de limite et de continuité pour
des fonctions a plusieurs variables réelles. Ces notions se définissent de maniere identique a ce
qui avait été fait pour les fonctions d’une variable réelle, en remplagant la valeur absolue |z — ¢|

entre des points = et £ de R par la distance ||z — || entre des points x et £ de R".
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Définition 8.3.1. Soit f : A — R une fonction définie sur A C R"™ et soit & un point
adhérent a A. On dit que a est la limite de f lorsque = tend vers &£ si pour tout € > 0, il

existe 6 > 0 tel que
pour tout x € A tel que ||z — || <J, ona [f(z) —a| <e.

Dans ce cas, on dit aussi que f tend (ou converge) vers a lorsque x tend vers & et que a est

la limite de f en &, et on note
lim f(z)=a

z—E, €A

ou

f(x) = a lorsque x — &.

N J

La condition ||z —&|| < J signifie que z est dans la boule ouverte de centre £ et de rayon §. Notons
que les régles de calcul des limites et les résultats de comparaison obtenus dans le Chapitre 5

restent valides.

( )
Exemple 8.3.2. Considérons la fonction f définie sur R\ {(0,0)} par

_$3+y3

f(xvy)_ $2_‘_y2'

FEtudions la limite lorsque (x,y) tend vers (0,0). On a

lim 234+y3=0 et lim z2+4y2=0
(z,y)—(0,0) (2,y)—(0,0)

et on se retrouve donc avec un cas indéterminé “% ” Remarquons cependant que

LL’3+y3 _ z3 y3 ’«T3| |y3‘ <@+@:\m\+\yl
x2+y2 x2+y2 x2+y2 —x2+y2 $2+y2_ 1.2 y2
Comme
lim x|+ |y =0,
(z,y)—(0,0) 2l + vl
le théoreme de I’étau permet de conclure que
3 3
(2,y)—(0,0) = + Yy
\ J

Bien que les notions de limite & gauche et a droite introduites dans R ne peuvent étre considérées
dans le cas de fonctions de n variables, remarquons que lorsqu’elle existe, la limite d’une fonction
de n variables en un point ne doit pas dépendre de la maniére dont on tend vers le point. Par
conséquent, on peut montrer qu'une limite n’existe pas en montrant que les limites obtenues en

approchant le point selon deux courbes différentes ont des valeurs différentes.
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4 )
Exemple 8.3.3. Considérons la fonction f définie sur R?\ {(0,0)} par
__ 7y
f(xvy) - :EQ_'_yQ'

FEtudions la limite lorsque (z,y) tend vers (0,0). Si on fize y = 0 et que l'on tend vers (0, 0)

sur “l’aze des 1'”, alors on a
0 f( ) )

Approchons a présent le point (0,0) selon une direction A > 0, c’est-a-dire le long de la
droite y = Ax. On calcule alors

Py

. . A
e ) = i e~ Ty 7

Ainsi, la limite de f en (0,0) n'existe pas.

N J

05

FIGURE 8.1 — Comportement autour de l'origine de la fonction f(z,y) = %, montrant deux
trajectoires vers (0,0) : en rouge 'axe des x (y = 0) ou la limite est 0, et en bleu la droite y = x
ou la limite vaut %

4 )

Exemple 8.3.4. [l ne suffit pas de regarder comment la fonction tend vers un point selon
toutes les directions, mais bien toutes les courbes. Considérons par exemple la fonction f

définie sur R?\ {(0,0)} par
x2y

h g2

flz,y) =

Si on regarde les limites en (0,0) sur les droites y = Az, on trouve

3
lim f(z, Az) = lim AT i AT 0.
z—0

— = lim ———
-0 24 + X222 250 2 + \2
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Or, on a

x4 1

. 2\ _ 1s _
AT = M =70

et la limite en (0,0) n’existe donc pas.

FIGURE 8.2 — Comportement autour de l'origine de la fonction f(z,y) = zfQTyy?’ montrant deux

trajectoires vers (0,0) : en bleu la droite y = z ot la limite est 0, et en rouge la parabole y = 2

ou la limite vaut %

La définition de la continuité en & s’énonce de maniere identique au cas d’une seule variable

réelle.

Définition 8.3.5. Soit f: A — R une fonction définie sur A C R" et soit £ € A. On dit

que f est continue en & si la limite lim,_,¢ f(x) existe et est finie. Par conséquent, on a

lim f(z) = f(£)

r—E

Dans ce cas, on dit que £ est un point de continuité de f. Autrement dit, f est continue en

& si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
pour tout x € A tel que |[|[x —&[| < ona|f(z) — f(§] <e.

Si f nlest pas continu en &, on dit que f est discontinu en & et que & est un point de

discontinuité de f.

y

A nouveau, les propriétés des fonctions continues sont identiques & celles énoncées dans la
Proposition 6.1.4 du Chapitre 6 pour les fonctions d’une variable réelle. On a aussi I’équivalent

de la Proposition 6.1.6.
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Proposition 8.3.6. Soit f : A — R une fonction définie sur une partie A de R™ et a
valeurs réelles, et soit g : B — C une fonction définie sur une partie B de R telle que
f(A) C B. Si f est continue en & € A et si g est continue en f(§), alors go f est continue

en €.

Afin d’énoncer la généralisation du Théoréme 6.2.2 des bornes atteintes, introduisons la notion

d’ensemble compact.

~

Définition 8.3.7.

> Un sous-ensemble U de R™ est ouvert si pour tout x € U, il existe r > 0 tel que
b(xz,r) CU.

> Un sous-ensemble F' de R" est fermé si R™ \ F' est ouvert.

> Un sous-ensemble B de R™ est borné s’il existe une constante C > 0 telle que

lz|| < C  pour tout x € B.

> Un sous-ensemble K de R™ est compact s’il est fermé et borné.

N J

4 )

Théoréme 8.3.8 (des bornes atteintes). Soit f : K — R une fonction continue sur un

ensemble compact K de R™. Alors f est bornée et il existe c,d € K tels que

Inf f(z) = flc) et G f(z) = f(d).
Autrement dit, on a

fle) < f(x) < f(d) pour tout x € K.
\_ y

8.4 Dérivées partielles

Nous allons a présent nous intéresser au sens a donner au “taux de variation instantané” pour
une fonction qui dépend de plusieurs variables réelles. Il est important de rappeler que la dérivée
d’une fonction d’une variable réelle donne la pente de la tangente a sa représentation graphique.
Si on travaille avec une fonction f de deux variables réelles, la représentation graphique de f est
une surface plutét qu’une courbe. Par conséquent, notre objectif est d’obtenir des “directions
tangentes” qui permettront de décrire le “plan tangent” a la surface en un point.

Pour cela, nous introduisons les dérivées partielles, qui nous donnent des informations sur les
taux de variation instantanés de la fonction par rapport a chaque variable, tout en maintenant

les autres variables constantes. Pour ce faire, pour tout j € {1,...,n}, notons e; le point de R"
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donné par

ej:(O,...,O, 1 ,0,...,0).
jéme position

Remarquons que ces éléments forment une base de R™. En effet, tout élément x € R™ peut s’écrire

de maniére unique sous la forme
n
Tr = E Tj€j
=1

avec &1, ...,y € R. Les coefficients de la décomposition sont exactement les composantes de z.

Définition 8.4.1. Soit f une fonction réelle définie sur un ouvert U de R™ et £ € U.

> On dit que f est partiellement dérivable en & par rapport a sa j°™¢ coordonnée si la

limite
f(E+ hey) — f(§)

111
h—0,h£0 h

existe et est finie. Dans ce cas, on dit que cette limite est la j*™° dérivée partielle de

fen & et on la note
of

aij(ﬁ) ou D;f(§).

> Si f est partiellement dérivable en & par rapport a toutes ses coordonnées, on dit

que f est dérivable en &.

> On dit que f est dérivable sur U si f est dérivable en tout point de U.

N J

Remarquons que si & = (1, ...,&,), alors
lim f(§+h€])_f(§) _ lim f(gla7£j—17§]+h7§]+177§n>_f(€177§n)
h—0,hERg h h—0,hERy h '

Le calcul s’effectue donc ici comme une limite d’une fonction d’une seule variable, les autres
étant fixées. Ainsi, la j*™° dérivée partielle de f en ¢ donne la pente de la tangente au graphe
dans la direction donnée par le j°™¢ axe.

( )

Exemple 8.4.2. Considérons la fonction f définie sur R? par

f(x,y) = x cos(y).

On a

(z,y) = cos(y) et Daf(x,y)=

Dif(e,y) =5 S (@.9) = —a sin(y).

Au point (0,0), on obtient donc

of _ of _
500 =1 et a—y(o,o)_o,
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z

z
Surface
. Surface
| — 7 z=f(x.y) 2= f(x.y)
]
(XY Z,)
Ty
y
X
Slope of the surface in the x-direction Slope of the surface in the y-direction

FI1GURE 8.3 — Illustration des dérivées partielles d’une fonction de deux variables. La surface est
représentée en vert clair, avec les tangentes dans les directions = et y au point de coordonnées

(z0,90).-

Lce qui donne les pentes des tangentes au graphe au point (0,0) dans les directions des axes.J

Puisque les dérivées partielles s’obtiennent comme des dérivées d’une fonction d’une seule variable
réelle, les autres étant maintenues constantes, les regles de calcul des dérivées s’appliquent au
calcul des dérivées partielles. Par exemple, si f et g sont partiellement dérivables en £ par rapport

a la j7°™€ coordonnée, on a

a(f9)
8.213j

_of

N (9l‘j

99
81‘]'

€) (£) 9(&) + f(&) 5 (&).

De méme, si f est partiellement dérivable en ¢ par rapport a la j°™¢ coordonnée et si g est une

fonction d’une variable réelle dérivable en f(§), on a

6(9°f) o of
T;j(f) =9 (f(f))aixj(f)

Le TAF prend la forme générale suivante.

4 )
Théoréme 8.4.3 (des accroissements finis). Soit f une fonction réelle continue et dérivable
sur un ouvert U de R" et soient a = (ai,...,a,) et b = (b1,...,by) deuzx points de U.
Notons

I=1Lx---x1,

le plus petit intervalle qui contient a et b® et supposons que I C U. Alors, il existe des
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points ¢V, ... ™ de I tels que

Zaf 2 (bj — aj).

a. Par exemple, si b=a+ h avec hy > 0,...,h, >0,0nal =[ai,a1 +hi1] X - X [an,an + hn].
\_ J

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Le cas de base n = 1 correspond au TAF dans

le cas d’une fonction d’une seule variable réelle et est donc vérifié. Supposons le résultat correct

pour les fonctions & n — 1 variables. On a

f(bl, . ,bn) — f(al, Ce ,an) = (f(bl, .. -,bn—lybn) — f(bl,. . .,bn_l,an))
+ (f(bl, ... ,bn,l,an) — f(al, ... ,an,l,an)).

Par hypothese de récurrence, il existe des points (cg ), e cill_)l), ce (cgn_l), R gn 11)) de I x

- X I,_1 tels que
b ~ 9f () b — a
f( 1y--- n*laan)_f(alv"'yanflaan Zai a"'acn_lyan)(]_a])'

De plus, le TAF dans le cas d’une seule variable fournit ¢, € I,, tel que

of

Bire b 1ibn) — F(brse s b gsay) = -
f(l) y 1 ) f(l la) a.’)ﬂ'n

(blu ooy b, Cn)(bn - an)-
On obtient donc le résultat en posant

C(j):(cgj),...,Cglhan) SIJE{I,,n_l}

et
C(n) = (bl, e 7bn—1u Cn).
O

4 I

Remarque 8.4.4. En appliquant le résultat précédent auzx points a et a + h, on obtient

Vezistence de points hV, ... A de R™ de norme plus petite ou égale a ||h|| tels que

"9
fla+h)—fla)=3 Tf(a +n9)h,.
=1 9%

G J

On a vu que si f est une fonction d’une seule variable qui est dérivable en un point, alors elle est
continue en ce point. On obtient donc directement que si f est partiellement dérivable en £ par
rapport & sa j°™¢ composante, alors elle est continue selon la j°™¢ composante. Autrement dit,

on a

tli{?_f(fh o 7€j—17t7€j+17 s 7671) = f(glv ... 7§j—17£j7§j+17 ... 7677/) = f(g)

Attention, cela n’implique pas que la fonction est continue!
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(" )
Exemple 8.4.5. La fonction f définie sur R?\ {(0,0)} par
_ Ty
f(xay) - 1132 _|_y2

est continue selon ses deux composantes en (0,0) mais elle n’est pas continue en (0,0) vu
U’Ezemple 8.3.5.

J

Pour obtenir la continuité, on ajoute une hypothese sur les dérivées partielles.

Définition 8.4.6. Soit f une fonction réelle définie sur un ouvert U de R™. On dit que f
est contintiment dérivable sur U si f est dérivable sur U et si ses dérivées partielles sont

continues sur U. Dans ce cas, on note

cl(v).
L fec(U) )

Proposition 8.4.7. Si f est une fonction réelle continiment dérivable sur un ouvert U de

R™, alors f est continue sur U.

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence du TAF pour les fonctions de plusieurs variables. En

effet, soit £ € U. On sait que si h est suffisamment petit, alors

-~ Of : " | af .
[FE+Rh) = F©O]= 3 5 - +hD)hy| < 37|26+ )| |hy]
et 0z ot 0z
pour des points (1), ... A" de R™ de norme plus petite ou égale & ||h||. Comme les dérivées
partielles sont continues, on a
af of

) () A
5o (€420 = 5(6)

lorsque h — 0 (puisqu’alors on a h() — 0 par de théoréme I’étau). On en tire que

|f(E+h) = f(E)] =0 sih—0.

8.5 Différentiation des fonctions composées

Si g est une fonction d’une variable réelle, on peut la composer avec une fonction f a valeurs

Aol =g o)

réelles et obtenir la formule
of

5 (©

lorsque les dérivées existent. On pourrait aussi prendre n fonctions f1, ..., f, réelles a m variables

définies sur une partie de R™ et appliquer une fonction g a n variables a (fi(z),..., fn(x)). Sila
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composition a du sens, on définit ainsi une fonction g(f1,..., f,) & m variables en posant

g(f17~--7fn)($) = g(fl(x),,fn(fv))

La résultat suivant nous montre comment dériver une telle fonction a partir des dérivées des

fonctions qui la composent et des dérivées partielles de g.

4 )
Proposition 8.5.1. Soient f1,..., fn des fonctions réelles dérivables sur un ouvert U de

R™ et soit g une fonction continiment dérivable sur un ouvert qui contient l’ensemble

{(fi(z),..., fu(x)): 2z € U}. Alors, g(fi,..., fn) est une fonction dérivable sur U et on a

3(g(f1,. 7fn))

_ Ofr
oz &) =

—— (& uuy f”(g))?nj(g)

pour tout j € {1,...,m} et tout { € U.
\ J

Démonstration. Soit £ € U. Fixons r > 0 tel que la boule centrée en (f1(§),. .., fn(£)) et de rayon
r soit incluse dans l'ouvert sur lequel g est dérivable. Pour tout k € {1,...,n}, la dérivabilité de

fr en € implique la continuité en £ de fi dans chaque direction, c’est-a-dire
fk(f—i-hej) —)fk(f) si h—>0, hERO

quel que soit j € {1,...,m}. Appliquons & présent le TAF aux points (f1(§),..., fn(§)) et
(fi(€ + hej), ..., ful€ + hej)) et & la fonction g. Il existe donc HM, ..., H™ € R™ tels que

g(f1(§ + hej)? ) fn(f + hej)) - g(f1(€)7 . ,fn(f))
99 ((£1(6), . £ul€) + HP)(Ful€ + hey) — fu(©)

et on sait en plus que

[H® || < | fe(€ + hej) — frl(€)).

On obtient donc

g(fl(f + hej)v s 7fn(§ + hej)) _g(fl(f)w . ,fn(f))

h
< 9 (fe(€ + hej) — fr(6))
“3 ()t + 11 DA

Si h tend vers 0, alors on a aussi |[H®)| — 0 et la continuité des dérivées partielles de g permet

d’affirmer que

25 (i€ Inl€) + HO) = 2L (a(6). ... ule).
Tk Tk

Puisqu’on a aussi par définition

(fi(€ + hej) = fiu(©))  Of
h 695]-

€)
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si h tend vers 0, on obtient le résultat. O

( )

Exemple 8.5.2. On souhaite dériver la fonction g définie sur R? par
g(z,y) = (sin(zy))*.

On calcule directement que

dg o Jg o
%(a:,y) = 2sin(xy)y cos(zy) et By (z,y) = 2sin(zy)x cos(xy).

On peut aussi calculer ces dérivées partielles de la maniére suivante.

> Considérons la fonction définie sur R? par
f(@,y) = sin(zy).
On constate directement que f est dérivable sur R? et que

0 0
oL (@) = yeos(ay) et G (a,y) = wcos(ay).

> On pose maintenant
h(t) = t*

pour tout t € R. La formule précédente permet d’écrire
9 (2, 5) = W( (2, 9)) 22 (2, ) = 2sin(ay)y cos(y)

et

gg<x, y) = h'(f(sc,y>>§§<x,y> — 2sin(ey)z cos(zy).

Exemple 8.5.3. On pose

h(.ﬁlﬁ, y) = g(fl(xa y): f2($>y))

avec fi(z,y) = x> —y? et fo(x,y) =  — y pour tous (x,y) € R2. On suppose que g est

continiment dérivable dans R2. On a alors

oh 0 0 0 0
%(x7y) = aig(fl(may%fQ(x?y))aiJ‘;l(xay) + az(fl(x7y)7f2(x7y))a);2(x7y)
- ngi(ﬁ —y? - y) + gz(m2 —y? - Y)




164 CHAPITRE 8. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES REELLES

et
oh 0 0 0 0
G @:0) = G2 ) faler ) G @) + 52 (o), ol ) G2 (02)
0 0
= -2z (@~ e~ y) - a—z(aﬂ —yhz—y).
& J

8.6 Dérivées directionnelles et gradient

Nous avons introduit les dérivées partielles qui donnent, un point, les taux de variation de la
fonction dans les directions paralléles aux axes. On pourrait naturellement s’intéresser au taux

de variation dans d’autres directions. On introduit pour cela la notion suivante.

Définition 8.6.1. Soit f une fonction réelle définie sur un ouvert U de R", £ € U et

v € R™. On dit f est admet une dérivée directionnelle en & selon v si la limite

I f(&+ hv) — f(&)

m
h—0,h€Rg h

existe et est finie. Dans ce cas, on note cette limite

A f(§).
N © J

Il est clair que cette définition généralise la notion de dérivée partielle puisqu’on a

of

e, f(8) (&) = D; f(&)-

Attention, malgré son nom, la dérivée directionnelle ne dépend pas que de la direction de v, mais

aussi de sa longueur! En effet, on a

Do f(€) = lim  LEH200) = /(O

h—0,h€Rg h
B . fE+Nv) = f(§)
=2 h’—})l,rfBERo h’ = 2 ¢)

en posant i/ = 2h. Pour cette raison, on s’intéresse en général aux dérivées directionnelles selon
des vecteurs de norme 1. Montrons a présent que les dérivées directionnelles existent et peuvent

se calculer facilement dés que les dérivées partielles sont connues et continues.

Définition 8.6.2. Soit f une fonction réelle définie sur un ouvert U de R™ et dérivable en
€ € U. On définit le gradient de f en &, noté V f(£) ou grad f(&), comme étant le vecteur

de R™ de composantes 5 5
VIE) = (50O 5 @)

Ox1 > Oxy,

N J

Le gradient est donc simplement le vecteur formé des dérivées partielles.
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Proposition 8.6.3. Soit f une fonction réelle continiment dérivable sur un ouvert U de
R™ et soit v € R™. Alors,

By f(€) = (V[(£),v).

Démonstration. On veut montrer que

lim
h—0,h€Rg

Si on définit la fonction g en posant

g(h) = f(§+ hv)
pour tout h € R, on a

. f(E+hv) — f(&) : g(h) —g(0)
h—)lol,II?eRo h - h—})l,%leRo h =9(0)

et il suffit de calculer ¢’(0). Remarquons que
E+hv= (& + hvy, ..., & + hoy)

et donc, si on pose
fi(h) = & + hoy,

pour tout k € {1,...,n} et tout h € R, on peut écrire

g(h) = f(fi(h), ..., fu(h)).
La Proposition 8.5.1 donne donc

i e Of S Of
g0)=>" 87%(]"1(0)7 ooy [n(0)) f(0) = kgl Tm(é)vk,

ce qui permet de conclure. ]

Le résultat suivant indique que le gradient indique la direction dans laquelle la fonction varie le

plus rapidement.

4 )
Corollaire 8.6.4. Soit f : R™ — R une fonction dérivable en £&. Pour tout v € R™, on a

|00 f ()] < Nlvl[ IV

avec égalité si et seulement si il existe ¢ € R tel que v =cV f(&).

- J

Démonstration. 11 s’agit de 'inégalité de Cauchy-Schwarz donnée dans la Proposition 8.2.6

puisque 8, f(§) = (Vf(£), v). -
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4 )
Exemple 8.6.5 (Champ de température). Supposons que T (z,y,z) désigne la température

en un point de l'espace. Le vecteur VT (§) indique la direction dans laquelle la température

augmente le plus rapidement au voisinage du point . Pour un vecteur unitaire v, la quantité

9, T(§) = (VT (§),v)

mesure le taur de variation instantané de la température dans cette direction. Les directions
orthogonales au gradient sont donc, au premier ordre, des directions le long desquelles la

température ne varie pas.

J

Le corollaire précédent montre que si le vecteur V f(§) est non-nul, il définit la demi-droite issue

de &£ sur laquelle la fonction f croit le plus fort. Ainsi,

> le taux de variation d’une fonction f en un point £ est maximum dans la direction et le
sens du vecteur V f(§),

> le taux de variation d’'une fonction f en un point £ est minimum dans la direction et le
sens du vecteur —V f(§),

> le taux de variation d’une fonction f en un point £ est nul dans toute direction orthogonale

au vecteur Vf(§).

8.7 Dérivées multiples et approximations polynomiales

Comme dans le cas des fonctions d’une variable réelle, on peut se demander si les dérivées

partielles admettent également des dérivées partielles. Par exemple, si f est une fonction de deux

- . of o L 0O & D Of o
variables réelles telle que 7 existe, on peut se demander si 55 et By o1 existent.

Définition 8.7.1. Soient f une fonction réelle définie sur un ouvert U de R™, £ € U et
p € Np.

> On appelle dérivée partielle d’ordre p de f en & toute expression de la forme

o ..9Of
Oxy, Oxy,

©)

avec k1,...,k, € {1,...,n}.

> On dit que f est p fois contintiment dérivable sur U si toutes les dérivées partielles
d’ordre q < p existent en tout point de U et si chacune de ces dérivées partielles
est continue sur U. On note CP(U) l’ensemble des fonctions p fois continiment

dérivables sur U.

> On dit que f est infiniment continiment dérivable sur U si elle est p fois continiment
dérivable sur U pour tout p € N. On note C*°(U) lensemble des fonctions infiniment

continiment dérivables sur U.
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En général, on utilise la notation

o f 9 of
Oxy, .. .8:ckp N Oxy, 8$kp'

Le résultat suivant montre que le calcul des dérivées partielles successives peut se faire dans

n’importe quel ordre.

4 )
Proposition 8.7.2. Soit f une fonction réelle définie sur un ouvert U de R™. Considérons
deuz indices ki, ko € {1,...,n}. Si les dérivées partielles

er L P
8$k1 a$k2 aku 8:3,.31

existent et sont continues sur U, alors elles sont égales.

- J

Remarque 8.7.3. Signalons que dans la proposition précédente, [’hypothése de continuité

des dérivées partielles est essentielle.

Le résultat précédent se généralise de la maniere suivante.

Proposition 8.7.4. Si une fonction est p fois continiment dérivable sur U, alors toutes
ses dérivées partielles d’ordre q < p qui ne différent que par l'ordre dans lequel on dérive

sont égales.

Ce résultat permet d’introduire des notations plus allégées pour les dérivées partielles. En effet,

si f est p fois continiiment dérivable sur un ouvert U, si ji,...,jn € N sont tels que
nt-+jm=p

et si ki,...,kyn €{1,...,n}, on note

orf _ orf
3#{/}1 o axiz Oz, ...0xy, ...0x, Oxy,

ou I'indice k, est répété j, fois. Par exemple, si f : RZ — R est 3 fois continfiment dérivable, on

note
OB f B O3 f
0z20y  Oxdxdy’

Comme dans le cas n = 1, I'idée derriere la formule de Taylor est de chercher un polynéme a n
variables dont toutes les dérivées partielles jusqu’a ’ordre p en un point x( coincident avec celles
de la fonction f. Plus le degré p du polynome est grand, plus on peut espérer approcher fidelement

la fonction f au voisinage de xg. La formule de Taylor dans R™ prend la forme suivante.
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4 N
Théoréme 8.7.5 (Développement de Taylor dans R™). Soit f une fonction réelle p+1 fois

continiment dérivable sur un ouvert U de R™. Si xg,x9 + h € U et si le segment joignant

xo @ xo + h est inclus dans U, alors il existe 0 €)0, 1] tel que

n

h) )h Yhi h
f(wo+h) Z 3?0 i klZ:lkZ 8xk18 . (20) ey gy

(xo)hkl e hkp

ap—l—lf
p s 1 al‘kl . 855kp+1

- J

1 n n
17 EZ: Zl 8xk1...8xk
Z Z

(o + Qh)hkl ... hg

p+1°

(" )
Exemple 8.7.6. Si f(z,y) = —% on a

f(h1,h2) =1 — hy + hy — hihy + h3 + o(||(h1, ha)|?)

au voisinage de (0,0).

- J

Comme dans le cas univarié, le reste peut s’exprimer comme o(||h||P). Dans les cas p = 1 et
p = 2, la formule de Taylor prend une forme plus simple. Pour cela, nous introduisons la matrice

suivante.

Définition 8.7.7. Soit f une fonction réelle 2 fois continiment dérivable sur un ouvert
U deR". Si & € U, la matrice Hessienne de f en § est la matrice carrée symétrique H (&)
définie par
HO),, = (@) vijell....n)

PSS 0x;0x; ’ B
NS J

Ainsi, la matrice Hessienne de f en £ est la matrice dont la composante & la i€ ligne et la j®™¢
colonne est la dérivée partielle d’ordre 2 par rapport a z; et x;.

Grace a l'introduction de cette matrice, le développement de Taylor a 'ordre 1

flwo+h) = Za—fxohw >y

k1=1ko=

Oh)hi. h
8mk18xk2 (w0 + )y

se réecrit

Flao + B) = F(z0) + (V£ (o). ) + 3 (hH sz + Oh). ).

Si p = 2, on peut aussi écrire

Flao+h) = (o) + (Y (o), ) + 5 (hH (o), ) + of 1)),
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8.8 Recherche d’extrema

Dans cette section, nous généralisons les méthodes développées pour la recherche d’extrema dans

le cas de fonctions d’une variable réelle au cas de fonctions de plusieurs variables réelles.

Définition 8.8.1. Soit f une fonction réelle définie sur un sous-ensemble A de R™ et soit
&€ A. On dit que

> f admet un maximum local en £ s’il existe € > 0 tel que
f(=) < £(€)
pour tout x € ANb(E,€);
> f admet un minimum local en & s’il existe € > 0 tel que
f(@) = (&)

pour tout x € ANb,€);

> f admet unextremum local en & si f admet un maximum local ou un minimum local

en €.

Si les inégalités ci-dessus sont strictes pour x # &, on parle de maximum ou minimum local

strict.
N J

Le résultat suivant se déduit facilement du cas d’une fonction d’une variable réelle puisque le
calcul des dérivées partielles s’effectue comme une limite d’une fonction d’une seule variable, les

autres étant fixées.

4 )

Proposition 8.8.2. Soit f une fonction réelle définie sur un ouvert U de R™ qui contient

£. Si f est dérivable en & et si & est un extremum local de f, alors

of o _ :
87:5](5) =0 pourtout j€{1,...,n}.

- J

Démonstration. Supposons que £ est un maximum local. Alors, il existe € > 0 tel que f(z) < f(&)

pour tout x € b(&, e). En particulier,

8f T f(£+h6>_f(€) T f(§17"'7§'—17§'+h7£' 17~-->£n)_f(§17~-->§n)
Ox; (&)= hlgg+ ijz N hlgél+ — ]2 =0
« of F€ -+ hey) — F(€)
. e;) —
7, O = h 20,

ce qui suffit pour conclure. O
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Définition 8.8.3. Soit f une fonction réelle définie sur un ouvert U de R™. Un point
£ e U tel que %(5) = 0 pour tout j € {1,...,n} est appelé un point stationnaire de f

dans U, ou encore un point critique.

Un point stationnaire est donc un point en lequel le gradient s’annule. Comme dans le cas
univarié, tout extrema local est un point stationnaire mais la réciproque est fausse.

( )
Exemple 8.8.4. Considérons la fonction f définie en tout point (z,y) de R? par

f(z,y) = zy.
Alors, on a
of _ of _

et par conséquent, (0,0) est un point stationnaire de f. Ce n’est cependant pas un extremum

local de f puisque pour tout t € Ry, on a

ft,t)=t*>0 et f(t,—t)=—t*><0.

FIGURE 8.4 — Surface de la fonction f(z,y) = zy. Le point noir au centre correspond au point
stationnaire (0,0). La courbe rouge montre les valeurs de f le long de la droite y = x et la courbe
bleue le long de la droite y = —z. Cela montre que (0,0) n’est pas un extremum local.

Dans le cas univarié, nous avons utilisé le développement de Taylor & l'ordre 2 pour obtenir le
test de la dérivée seconde et détecter si des points stationnaires sont effectivement des extrema.
Supposons que £ est un point stationnaire de f. Alors pour tout h € R™ suffisamment petit, le

développement de Taylor a I'ordre 2 donne 6 €]0, 1] tel que

F(E-+ ) = F(©) + 5 {hHS €+ 6m), By
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puisque le gradient de f en £ est le vecteur nul. Si (hH (£ + 6h),h) > 0, on en tire que

fE+h) > f(E).

Ceci motive le rappel suivant des notions d’algebre matricielle.

n

n €st

Définition 8.8.5. On dit qu’une matrice symétrique H € R
> définie positive si (xH,z) > 0 pour tout x € R™\ {0},

définie négative si (zH,z) < 0 pour tout x € R™\ {0},

semi-définie négative si (xH,z) <0 pour tout z € R",

>
>> semi-définie positive si (zH,z) > 0 pour tout z € R",
>
>

indéfinie dans les autres cas.

N J

Rappelons également le critere pratique suivant.

4 )

Proposition 8.8.6. Soit H € R une matrice symétrique dont toutes les sous-matrices
diagonales Hy, ..., Hy, de H occupant le coin supérieur gauche ont un déterminant non-nul.
Alors H est

> définie positive si et seulement si det Hy, > 0 pour tout k € {1,...,n};

> définie négative si et seulement si (—1)F det Hy, > 0 pour tout k € {1,...,n};

> indéfinie sinon.
g J

4 )

Remarque 8.8.7. On montre en algébre matricielle que toute matrice carrée symétrique
H est diagonalisable par une matrice carrée orthogonale réelle et que les valeurs propres de

H sont des nombres réels. On en tire que

> H est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement

positives ;

> H est définie négative si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement

négatives ;
> H est semi-définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives ;
> H est semi-définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont négatives ;

> H est indéfinie si elle posséde au moins une valeur propre strictement positive et

une valeur propre strictement négative.

- J

Le lien avec la recherche des extrema s’énonce comme suit.
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4 )

Proposition 8.8.8. Soit f une fonction réelle deuzx fois continiment dérivable sur un

ouvert U de R™ et soit £ € I un point stationnaire de f.
> Si Hy(€) est définie positive, alors f admet un minimum local strict en §.
> Si Hy(€) est définie négative, alors f admet un mazimum local strict en &.

> S’il existe € > 0 tel que Hy(x) est semi-définie positive pour tout x € b(&,€), alors f

admet un minimum local en &.

> S’il existe € > 0 tel que Hy(x) est semi-définie négative pour tout x € b(§,€), alors f

admet un mazximum local en &.

- J

Démonstration. 1. Si Hy(&) est définie positive, alors pour tout j € {1,...,n}, la sous-matrice
diagonale carrée de dimension j de H¢(£) occupant le coin supérieur gauche a un déterminant
strictement positif. Par continuité, il existe r; > 0 tel que ce déterminant de la sous-matrice
diagonale carrée de dimension j de Hf(x) occupant le coin supérieur gauche reste positif pour
tout € R" tel que x € b(&, ;). En prenant » = min{r,...,7,}, on obtient que Hy(x) est définie
positive pour tout x € b(£, ). Maintenant, pour tout h € R™ tel que ||h|| < r, le développement
de Taylor a I'ordre 2 donne 6 €0, 1] tel que

F(€-+ 1) = F(€) + 5 {hHy €+ 6m), by

puisque le gradient de f en & est le vecteur nul. Comme ||h| <7, on a & + 0h € b(E, ) et donc
Hy (& + 0h) est définie positive. Ainsi,

(hH (€ + 0h),h) >0

et on en tire que

fE+h) > f(E).

2. On procede comme dans le premier cas.

3. On procede a nouveau comme dans le premier cas. Supposons que H(x) est semi-définie
positive pour tout x € b(&, ). Pour tout h € R"™ tel que ||h|| < €, le développement de Taylor a
I'ordre 1 donne 6 €]0, 1] tel que

F(E-+R) = F(€) + 5 (hHy(€ + 01), B

puisque le gradient de f en £ est le vecteur nul. Comme ||h|| < &, on a £ + 0h € b(, ¢) et donc
H¢ (& + 0h) est semi-définie positive. Ainsi,

(hHf(&+60h),h) >0

et on en tire que

fE+h) = f(E).

4. Le dernier point se démontre de maniere identique au troisieme point. O
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( )

Exemple 8.8.9. Considérons la fonction
f:R2 S R: (z,y) — 22 +y% — 4o — 6y + 13.
On calcule directement que son gradient est donné par
(22 — 4,2y — 6)

et que l'unique point stationnaire est (2,3). En ce point, la matrice Hessienne est

o3

Puisque cette matrice est définie positive, (2,3) est un minimum local strict de f.

- J

Terminons en présentant le cas indéfini.

Proposition 8.8.10. Soit f une fonction réelle deux fois continiment dérivable sur un
ouvert U de R™ et soit & € U un point stationnaire de f. St H(§) est indéfinie, alors &

n’est pas un extremum local de f dans U.

Démonstration. Comme H () est indéfinie, il existe h, h’ € R™ tels que
(RHf(&),h) >0 et (WHs(E),h) <O.
Par continuité de la matrice Hessienne, pour tout # > 0 suffisamment petit, on a
(hH (€ +6h),h) >0 et (WH(&+60R),R) <O,
En utilisant le développement de Taylor & I'ordre 2!, on trouve que

fE+R)> f(&) et fE+R)<[f(E).

1. Quitte & multiplier h et A’ par une constante, on peut supposer que leur norme est suffisamment petite et
doncque E+hcUeté+h €U.
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9 Fonctions élémentaires

Ce chapitre se consacre a ’exploration des fonctions élémentaires. Nous entamons notre étude avec
les séries de puissances, parmi lesquelles la fonction exponentielle occupe une place particuliere.
A partir de ’exponentielle, nous abordons également la fonction logarithmique ainsi que les

fonctions trigonométriques et circulaires.

9.1 Séries de puissances

Si f est une fonction de classe C*° sur |a, b[ et si xg € ]a, b], alors on peut effectuer le développement
limité de f a n’importe quel ordre. Pour certaines fonctions, le reste R,(x) = f(z) — P,(x)
converge vers 0 pour tout point x € |xg — R, z¢ + R[, pour un certain R > 0 suffisamment petit.

Dans ce cas, on trouve que

J) )
Zf CUO x—xo)j
7=0

pour tout x € |xg — R, z9 + R[. On a donc obtenu un développement illimité de f autour de zg.

Une telle série s’appelle une série de puissances de (x — xp).

4 )

Remarque 9.1.1. Attention, en général, la relation entre la série de Taylor et la fonction

f n’est pas aussi intime qu’on pourrait l'imaginer :
> il existe f € C°(R) tel que la série de Taylor de f en 0 diverge pour tout x # 0 ;
> il existe f € C°(R) tel que la série de Taylor de f en O converge en tout point

x € R, mais la valeur de la série est différente de f(x) si x # 0. C’est le cas de la

fonction
exp(—1/2?) sixz #0
0 stx =0

fTRoR:z—

pour laquelle f((0) = 0 pour tout n € N.
- J

Les séries de puissances fournissent un outil pratique pour définir des fonctions et étudier leurs
propriétés. Les séries de puissances possédent des propriétés de convergence et de régularité
remarquables, qui s’expriment pour la plupart a ’aide de leur rayon de convergence R. Grossiére-
ment parlant, une série de puissances est un polynéme de degré infini ou bien sfir, il faut faire

intervenir une limite dans la définition.

175
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~

Définition 9.1.2. Soit (a;)jcn une suite compleze et soit g € R. La série de puissances

associée a la suite (aj)jen en (v — xo) est la série définie par

400 )
> aj(@ —xo).
=0
- J

Pour zg et (a;);en fixés, le premier objectif est de déterminer I’ensemble des points € R pour

lesquels la série est convergente. Sur cet ensemble, on aura alors défini une fonction.

( )

Exemple 9.1.3. La série de puissances associée a la suite constante égale a 1 en x est la

série géométrique en x
+oo
>
=0

qui converge si |z| < 1 et diverge sinon. Elle définit donc une fonction sur | —1,1] et on a

Za:j =7, bour tout xe€]—1,1].
j=0 7

& J

Nous allons étendre cette étude en définissant une fonction d variable complexe. Autrement dit,
on fixe une suite (a;);en et un nombre complexe zg € C et on étudie les propriétés de convergence

de la série

+o0o ]
Z a;(z — z9)’
i=0

pour z € C.
La convergence d’une série de puissances est traitée en introduisant le concept de rayon de
convergence.
4 )

Proposition 9.1.4 (Abel). Si la suite (|a;|r’)jen est bornée, alors la série de puissances

—+00

Z a;(z — zo)j

J=0

converge absolument en tout point z € C tel que |z — zo| < 7.

- J

Démonstration. Par hypothese, on sait qu’il existe une constante C' > 0 telle que |aj|7“j <C

pour tout j € N. Soit z € C tel que |z — zp| < r. On peut écrire

) ) _ J _ J
= = 20)] = layle? (E=21)" < o (E=2d)

r

|z—20]
T

conclure. O

|z—20|

Comme .

< 1, la série de raison < 1 converge et le critére de comparaison permet de



9.1. SERIES DE PUISSANCES 177

On considere 'ensemble
I={r>0:(|aj|r’)jen est une suite bornée }.

Remarquons que cet ensemble contient 0 et est un intervalle de [0, +oo[. En effet, si rg € I est

tel que la suite (|aj|rg)jeN est bornée par une constante C' > 0, alors pour tout r < rg, on a
lan|r"™ <lan|rg < C.

Ainsi r € I. On est donc amené a considérer le “plus grand” r pour lequel la suite (|a;|r7);jen est

bornée.

~

Définition 9.1.5. Le rayon de convergence de la série de puissances
+oo
) J
Z aj(z — 20)
J=0

est défini par

R =sup{r >0: (Jaj|r')nen est une suite bornée }.

NS J

Une série de puissances converge si |z — zg| < R et diverge si |z — zp| > R, comme le montre le

résultat suivant.

4 )

Proposition 9.1.6. Si R est le rayon de convergence de la série de puissances
+00 )
Z a;j(z — z0)’,
j=0

alors

1. si z € C est tel que |z — 29| < R, la série de puissances converge absolument en z,

2. si z € C est tel que |z — zo| > R, la série de puissances diverge en z.

- J

Démonstration. 1. Si |z — zp| < R, alors il existe < R tel que |z — 29| < r. Comme R = sup I et
que I est un intervalle, on a r € I et la suite (|a,|r™)nen est bornée. La Proposition 9.1.4 permet
de conclure.

2. 8i |z — 20| > R, alors |z — 20| ¢ I. Par conséquent, la suite (|an| |z — 20|")nen n'est pas bornée.

En particulier, elle ne converge pas vers 0. La série ne peut donc pas converger. O

( Exemple 9.1.7. Le rayon de convergence peut prendre toutes les valeurs de 0 a 400 z'nclus.w
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> Le rayon de convergence de la série de puissances
400 ]
> iz — 2
Jj=0

est égal a 0 car pour tout r > 0, la suite (j!rj)jeN tend vers l’infini.
> Le rayon de convergence de la série de puissances
+00
1 )
= 7 — o
2 gz =)
7=0
ot R >0 est égal a R.

> Le rayon de convergence de la série de puissances

est égal a +00 car pour tout v > 0, la suite (%)jeN tend vers 0 et est donc bornée.

Exemple 9.1.8. Le cas des nombres pour lesquels |z — zo| = R est indéterminé en général.
> Le rayon de convergence de la série de puissances
400 ]
Z(z —29)?
Jj=0
est égal a 1 et la série diverge si |z — zo| = 1 puisque son terme général ne tend pas

vers 0.

> Le rayon de convergence de la série de puissances

Z *.(Z - ZO)J
=17

est égal a 1, la série est convergente si z — zg = —1 et diverge si z — zg = 1.
> Le rayon de convergence de la série de puissances
+o0 1

Z j—2(z — z)?

Jj=1

est égal a 1 et la série est convergente si |z — zg| = 1.

& J

En pratique, il est parfois possible d’éviter le calcul de la borne supérieure apparaissant dans la
définition du rayon de convergence. On peut plutét déterminer celui-ci en utilisant le critére du

quotient et de la racine.
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4 )

Proposition 9.1.9. Soit R le rayon de convergence de la série de puissances
400 )
Z a;(z — zp)’.
=0

Supposons que l'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

1
(Iajlﬂ )JEN

1. la suite

admet une limite L finie ou infinie,

2. il existe J > 0 tel que a; # 0 pour tout j > J et la suite

(’ajﬂ’)
lajl ) is;

admet une limite L finie ou infinie.

Alors, on a
400 siL=0
R=(1 si L €]0,+00]
0 st L = 4o00.
g J

1
Démonstration. 1. Si |aj|7 — L, alors on a

N 1
(lagl 12 = 2017)7 = la| 7|2 = 20| = L |z = 20| si j — +o0.
Le critere de la racine permet d’affirmer que la série converge si |z — zg| < % et diverge si
|2 — 20| > + (avec les adaptations évidentes si L = 0 ou L = +00).

9. 8i laml L, alors on a

las]
) — o] tL )
[ 1l ]2 = 2P _ |a]+1|!z—zo! — L|z — 2|
|a;] |z — 2ol |a;]
et on conclut en utilisant le critere du quotient. O

Plagons-nous a nouveau dans le cas d’une variable réelle. Si R est le rayon de convergence de la
série .

> aj(x —xo),

j=0
alors celle-ci définit une fonction sur |xg — R, z¢ + R[ ou un des intervalles [zg — R, z¢ + R[,
lzo— R, z0+ R], [£0 — R, x0+ R]. Dans les 4 cas, on peut s’intéresser aux propriétés de dérivabilité
de la série sur Jzg — R,zo + R[. Il est intéressant de noter que les séries de puissances sont
particulierement régulieres a l'intérieur de leur intervalle de convergence. En particulier, le résultat
suivant nous indique qu’il suffit de dériver chaque terme individuel de la série pour obtenir la

dérivée de la série elle-méme. Cette propriété découle du concept de convergence uniforme de
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suites de fonctions, un sujet que vous explorerez ’année prochaine. Pour le moment, nous allons

I’accepter comme un fait établi.

4 )
Proposition 9.1.10. Soit R le rayon de convergence de la série de puissances

+oo ]
Z aj(z — xp)’.
j=0

Alors, la fonction
+00 ]
S:zx€lrg—R,zo+ R[> R:z— Zaj(x—xo)]
j=0

est infiniment continiment dérivable dans |xg — R, xo + R[ et pour tout n € Ny, on a

(n) = 4! -
S (x)zzaj(‘_n)'(a:—mo)]
=

six €lxg — R,x0+ R[.

\_ J
( )
Exemple 9.1.11. Cherchons le domaine de convergence de la série de puissances
S = s J
0= 5

c’est-a-dire l’ensemble des points ot la série définit bien une fonction. On utilise le critére

du quotient car

1 .
(+1)27+1 J 1
1T = o0 5
o 2+1) 2

et le rayon de convergence de la série est donc égal a 2. Cela signifie que la série converge
absolument pour tout x €] — 2,2[ et diverge si |x| > 2. Si x = 2, on retrouve la série
harmonique qui diverge et si x = —2, on a la série harmonique alternée qui converge. Ainsi,

la série de puissances est bien définie sur [—2,2[. On calcule directement que

400 400 +o0 j
1 . 1 . 1 x\’ 1
/ . -1 _ _ _
S@) =2, 557 = L g = 22)(2) “5
J= J= J=

size]—2,2[.
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( )

Exemple 9.1.12. Calculons la valeur des séries
+o0 ) +o00 ]
Zjaﬂ*l et Zj(j = 1)1‘372
j=1 J=2
pour x €] — 1,1[. On remarque tout d’abord que la série
+oo
S(z) = Z i
j=0

a un rayon de convergence égal d 1 et on sait que si x €] — 1,1[, alors

1
Sz = T
On calcule
S'(z) = 1 et S"(x)= 2
(1) (1—=)3
Par la Proposition 9.1.10, on obtient donc que
+00 - 1 +00 - 2
jrl T = ——— et jGg-1Da? ™ = —.
LT =g o L oy
N\ J

9.2 La fonction exponentielle

Nous allons & présent définir la fonction exponentielle et démontrer ses propriétés principales. On
introduit ’étude de la fonction exponentielle en cherchant la forme que devrait avoir une fonction

f dérivable sur R telle que f’ = f. Pour cela, on remarque tout d’abord que les polynémes

2 3 n
T x T
Pn($)=1+$+?+§+"'+ﬁ
donnent un espoir de solution puisque
2 3 n—1
x T x

P’ =1 B T O
() +x+2+3!+ +(n—1)!

On est donc naturellement amené a étudier la série de puissances en x associée a la suite (%) N
1) je

Nous allons généraliser la définition de I’exponentielle que vous connaissez a une fonction a

variable complexe définie sur C tout entier.

Définition 9.2.1. La fonction exponentielle est la fonction définie par

J

exp:C—>C:z—exp(z) =¢* = E Z—'
— |

7=0
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Remarquons que cette définition est 1égitime car

G+ 1
(]‘gl)! = — =0
I T+

sij — 400

et donc le rayon de convergence de la série de puissances est égal & +o0o0.

Proposition 9.2.2. Pour tous z,w € C, on a

exp(z + w) = exp(z) exp(w).

Démonstration. Par définition, on a

Jj=0 7t Jj=0 J! Jj=0 gt
De plus, en utilisant la formule du bindme de Newton, on calcule
i(z—i—w)f 72762 2 kyk 7271:2]: Ak k Zz”: 2k wk
T TR AT NI — B K
=0 J =0 k=0 J i U RLRL S U Rk
o okl
k=0 1=0 ik

n n in i n n—k | Lk n in i
(z +w)’ T w| z'w J J
D D IS DL LIPS D D)
§=0 j=0+" j=0 k=0 1=0 Jj=0""j5=0
k=1l=n—k+1 l' kl
2 no Lk n no Lk
= X gt X X gy
k=1 l=n—k+1 —E o =n—k+1
EE el ol & Je el
DI D AP DD Dl b
h=1i=2 1=0 k=241
+o0 |l +oo ’w|k
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et ce dernier terme tend vers 0 si n tend vers l'infini puisqu’il s’agit de la queue de séries qui

convergent. ]

Les conséquences de cette propriété fondamentale ! de Iexponentielle sont directes mais trés

1. C’est une deuxiéme maniere d’introduire la fonction exponentielle : on cherche une fonction f qui satisfait
f(z+w) = f(2)f(w) pour tous z,w € C. On obtient alors son développement en série de puissances en utilisant le
théoréeme de Taylor.
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importantes.

4 )
Proposition 9.2.3. On a exp(0) =1 et pour tout z € C,

> exp(z)exp(—z) =1

> exp

—~ o~ o~
N

— ~— ~—
LN
)

En particulier,

€| =1  pour tout z € R.

. J
Démonstration. 1l est clair que
00 0_7
exp(0) = Z — =1
j=0J*

puisque 0/ = 0 pour tout j # 0. On en tire que exp(z) exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1 et en
particulier, exp(z) # 0. De plus, on a exp(z) = exp(Rz + iSz) = exp(Rz) exp(iYz).

On peut aussi écrire

et donc

|exp(2)|* = exp(2)exp(z) = exp(2) exp(Z) = exp(z+Z) = exp(2R2) = exp(Rz+Rz) = (exp(Rz))%.

On en tire que |exp(z)| = | exp(RNz)|. De plus,
exp(Rz) = exp(Rz/2) exp(Rz/2) = (exp(Rz/2))?
et donc exp(Rz) > 0, d’ou | exp(z)| = exp(Rz). Enfin, si x € R, alors pour z = iz, on a
|exp(iz)| = exp(Rz) = exp(0) = 1,

ce qui conclut la preuve. ]

Nous allons maintenant présenter les principales propriétés de la fonction exponentielle réelle

Il s’agit simplement de la restriction de I’exponentielle complexe & R. On va donc pouvoir parler

de positivité, de croissance...
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4 )
Proposition 9.2.4 (Exponentielle réelle).

1. La fonction exp est infiniment contindment dérivable sur R et exp(™ (z) = exp(z)

pour tout n € N et tout x € R.
2. Pour tout x € R, on a exp(x) > 0.
3. La fonction exp est strictement croissante et convexe sur R.

4. On a
lim exp(z) =400 et lim exp(z) = 0.

r—r—+00 T——00

Plus généralement, pour tout n € N, on a

lim exp(z) =400 et lim z"exp(x) = 0.
rz—+oo M T——00

- J

Démonstration. 1. Cela découle immédiatemment de la Proposition 9.1.10.

2. On sait que l'exponentielle est toujours non-nulle. De plus, |exp(z)| = exp(Rz) = exp(z), donc
exp(z) > 0.

3. Puisque exp” = exp’ = exp et que I'exponentielle est strictement positive, cela découle des
Propositions 7.4.4 et 7.6.1.

4. Soit n e N. Siz >0, o0na

+0 . n+1
T X
eplr) =3 D> I
=7 (n+1)!

On en tire que
exp(z) S _ T

T (n+1)!

et il s’ensuit par comparaison que

lim exp(z) = +o0.
rz—+oo "

Pour la deuxiéme limite, on calcule

‘,L,’I’L

. n — i —x)" — =(-D" I =
xgr_noo z" exp(z) = xgﬁloo( )" exp(—z) = (~1) xginoo exp(z) 0
vu ce qui précede. -

Le dernier point signifie que “I’exponentielle 'emporte sur les puissances”. On peut aussi montrer
cette propriété en utilisant le théoreme de 1'Hospital.

Terminons cette section en introduisant le nombre e.

Définition 9.2.5. Le nombre e est défini par

+001

e=cel =exp(l) = Z

=0 7!
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-

FIGURE 9.1 — Représentation graphique de la fonction exp réelle.

Remarquons que
exp(m) =exp(l+---+1) =exp(l)...exp(l) = €™,

m fois m fois

ce qui justifie la notation employée. A partir de sa définition, on peut démontrer que le nombre €

est un nombre irrationnel. On a e ~ 2.71828.

9.3 La fonction logarithme

Puisque la fonction exponentielle réelle est strictement croissante, a valeurs dans |0, +oo[ avec
une limite égale & 0 en —oo et & 400 en +00, il s’agit d’une bijection de R dans |0, +oo[. La

définition suivante est donc légitime.

Définition 9.3.1. Le logarithme naturel ou logarithme népérien est la fonction inverse de
exp : R =10, 4+o00[. On le note
In :]0, +00[ — R.

Autrement dit, pour tout y €10, 400, le nombre In(y) est l'unique nombre réel qui satisfait

exp(In(y)) = y.

Pour tout x € R, on a aussi

In(exp(z)) = x.

N J

Les propriétés du logarithme se déduisent directement de celles de I’exponentielle.
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4 )
Proposition 9.3.2.

1. La fonction In est infiniment contintiment dérivable et vérifie

In'(x) = !

.
2. La fonction In est strictement croissante et concave.

3. Onaln(l) =0 et
In(z) <0 si z€]0,1] et In(z) >0 si x €]1,400[.

4. Pour tous x,y >0, on a
In(zy) = In(x) + In(y).

5. Pour tout n € Ny et tout x > 0, on a

1
In(z") =nln(z) et In (x) = —In(z).
6. On a
lim In(z) =—0c0 et lim In(z) = +oc.
z—0t T——+00

7. Pour tout n € Ny, on a

1 n
lim zIn"(z) =0 et lim n’(w)
z—0t T—-+00 X

=0.

Démonstration. 1. On applique le Théoréeme 7.2.6 pour obtenir que In est dérivable et que

)=+ 1
() = exp/(In(x)) =

puisque la dérivée de la fonction exponentielle est la fonction exponentielle. De la, on en tire que
In est de classe C*°(]0, +o00[).

2. Cela découle des Propositions 7.4.4 et 7.6.1 puisque

1 1
ln’(x):; >0 et ln"(x):ﬁ <0

si z €10, 400 .

3. On a In(1) = In(exp(0)) = 0. La croissance stricte de la fonction In permet d’obtenir les deux

inégalités annoncées.

4. Pour tous x,y > 0, on a

exp(In(zy)) = zy = exp(In(z)) exp(In(y)) = exp(In(z) + In(y))

et donc In(zy) = In(x) + In(y).
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5. Il s’agit d’un cas particulier du point 4 puisque

In(z") = In(z -

n fois

Pour la seconde partie, on note que

In (1> +1In(z) =1In(1) = 0.

X

6. En utilisant la Proposition 5.4.27, on peut écrire

lim In(z) = lim 1 = lim y=—
Jlim In(z) = lim In(exp(y)) = lim y= —oco

et
lim In(xz) = lim In(exp(y)) = lim y= +oo.

T—+00 y—+o00 y—r+00
7. On applique a nouveau la Proposition 5.4.27 pour écrire

In"(z)

lim = lim In"(z)exp(—In(z)) = lim y"exp(—y) =0

r—+o0 T T—+00 Yy—+00

et on en tire que

1 1 In"
lim zln"(z) = lim —1In" () =(=1)" lim n"(y) =0.
z—0F y—+oo Yy Y

La derniére propriété signifie que “toute puissance ’emporte sur la fonction logarithme”.

Y

FIGURE 9.2 — Représentation graphique de la fonction In.

9.4 Les fonctions exponentielle et logarithme en base a

187

Les fonctions exponentielle et logarithme népérien introduites précédemment nous permettent de

définir des fonctions exponentielle et logarithme en base a > 0. Ces fonctions vont étre 'inverse
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I’'une de l'autre. Si a = e, on retrouve les définitions précédentes. L’exponentielle en base z

permet définir la valeur de 2°, que 'on avait seulement introduit pour des puissances rationnelles.

Définition 9.4.1. Soit a > 0. La fonction exponentielle de base a est la fonction définie
par
x € R a® = exp(zln(a)).

Sia = e, ona e’ = exp(xrln(e)) = exp(z), et donc on a bien généralisé la définition de

I’exponentielle. Remarquons également que si n € Ny, alors

a" = exp(nln(a)) = exp(In(a™)) = a"
et on retrouve les puissances naturelles. On peut faire de méme avec ¢ € Q puisque

a? = exp(qln(a)) = exp(In(a?)) = af.

On retrouve donc bien toutes les puissances rationnelles de a > 0 que 'on avait déja considérées.
Les propriétés de I'’exponentielle en base a se déduisent aisément de celles de I’exponentielle. Le

cas a = 1 n’est pas présenté car il correspond simplement a la fonction constante égale a 1.

4 )
Proposition 9.4.2. Sia > 0, la fonction exponentielle en base a

z€R—a”

satisfait les propriétés suivantes :
1. elle est strictement positive,

2. elle est infiniment contintiment dérivable sur R et
(a") = a® In(a),

3. elle est strictement croissante si a > 1 et strictement décroissante si 0 < a < 1,
4. elle est conveze,

5. on a

. +oo sia>1 ) 0 sia>1
lim o® = et lim a® =
G=AE9 0 si0<a<l1 T +oo si0<a<l.

- J

Remarquons qu’on a également les formules suivantes. Il s’agit de simples vérifications.
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_/1 1\\

FIGURE 9.3 — Représentation graphique de la fonction x — 3% a gauche et de la fonction
x +— (1/2)* a droite.

4 )
Proposition 9.4.3. Soit a > 0. Pour tous x,y € R, on a

a®a¥ =a”™¥ et (a%)¥ = a"™.

En particulier, pour tout © € Ry, on a

- J

Si a # 1, la fonction exponentielle en base a est strictement monotone, elle définit une bijection

entre R et |0, +00[. A nouveau, on peut considérer son application inverse.

~

Définition 9.4.4. Soit a €]0,1[U]1, 4+o00[. Le logarithme en base a est la fonction inverse

de l’exponentielle en base a. On le note
log, :]0, +o00[ — R.
Autrement dit, pour tout y € 10,400, le nombre log,(y) est l'unique nombre réel qui satisfait

alogaW) = 4.

Pour tout x € R, on a aussi

log,(a®) = x.

NS J

Le logarithme népérien est donc le logarithme en base e.
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[ Notation 9.4.5. Si a = 10, le logarithme en base 10 est noté simplement log. ]

Proposition 9.4.6. Soit a €]0,1[U]1, +oo[. Pour tout x > 0, on a

log,(z) = n(a)’

Démonstration. En effet, on a

In(z) <ln(x)

a'n(@) = exp
O

Par conséquent, les propriétés du logarithme en base a sont données par celles du logarithme
népérien, en tenant compte du signe de In(a). Ainsi, si a €]0, 1], le logarithme en base a est

strictement décroissant tandis que si a > 1, il est strictement croissant. On a aussi

log, (zy) = log,(z) + log,(y) pour tous z,y > 0.

—_
8

FIGURE 9.4 — Représentation graphique de la fonction log, avec a = %

9.5 Les fonctions puissances
Nous généralisons a présent les fonctions de puissances rationnelles

x— zf

pour q € Q.
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Définition 9.5.1. Soit a € R. La fonction puissance a est la fonction définie par

z €10, 400 2% = exp(aln(z)).

A nouveau, les propriétés de cette fonction s’obtiennent en utilisant les propriétés des fonctions

exponentielle et logarithme.

4 )
Proposition 9.5.2. Sia € R, la fonction puissance a

x €10, +oo[— z°

satisfait les propriétés suivantes :
1. elle est strictement positive,

2. elle est infiniment continiment dérivable sur |0, +o00| et

($a)/ — ama—l’

3. elle est strictement croissante si a > 0 et strictement décroissante si a < 0,

4. elle est conveze sia €] —00,0[U]1,+o0] et concave si a €]0,1],

5. on a
+oo sta>0 0 sia>0
lim z% = et lim z% =
T=+00 0 sia<0 z—=0%F 400 sia<0.
\_ J
Y Yy

1 z 1 z

FIGURE1 9.5 — Représentation graphique de la fonction = — x5 A gauche et de la fonction
x +— x~ 2 a droite.

On trouve également directement la formule suivante.
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Proposition 9.5.3. Pour tous x,y > 0, on a

Démonstration. En effet, on a

z%y* = exp(aln(z)) exp(aln(y)) = exp(a(ln(z) + In(y))) = exp(aln(zy)) = (zy)*.

9.6 Les fonctions trigonométriques

Nous introduisons dans cette section les fonctions sinus, cosinus, tangente et cotangente. Nous
avons vu que pour tout z € C, on a
Ok
e? = €%Z€Z\Xz.
Ainsi, pour bien comprendre I'’exponentielle complexe, il suffit de bien comprendre les deux
fonctions a variable réelle

r—= % et oz e

Nous avons déja étudié la premiere fonction. Pour étudier la seconde, qui est & valeurs complexes,

on étudie séparément sa partie réelle et sa partie imaginaire.

~

Définition 9.6.1. La fonction cosinus est la fonction définie par

) dzz —iT

cos: R — [—1,1] : z — R(e"*) = e te
La fonction sinus est la fonction définie par

) eix _ efia:

sin: R — [-1,1] : 2 — () = —

i
N J

On remarque que ces fonctions sont bien a valeurs dans [—1, 1] puisque |e"*| = 1, c’est-a-dire

cos?(z) +sin?(z) =1 pour tout = € R.

Cette formule nous montre aussi que les fonctions cosinus et sinus ne s’annulent jamais en
méme temps. Grace a cette formule, on peut faire un lien avec le cercle trigonométrique et
I'interprétation usuelle du cosinus et du sinus. En effet, posons a = cos(z) et b = sin(x). Alors,
on a

a+b’=1

et donc le couple (a,b) correspond & un point du cercle unité. Bien stir, on a les relations

e = cos(z) + isin(z) et e = cos(zx) — isin(x)
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valables pour tout x € R. Par définition de e"* via les séries de puissances, on a aussi les

développements en série suivants.

-
Proposition 9.6.2. Pour tout x € R, on a
+00 2 400 2j+1
. T
cos(z) =) (1)Y= et sin(z)=) (1)) —F——x
;;% (2)! ;;% (2 +1)!

et ces séries sont absolument convergentes.

&

Démonstration. Cela provient des égalités

- o - R
cos(z) = R(e*) = Z %(2])? et sin(z) = () = Z %(Z])F
j=0 ' j=0 '

et
1 sij =4k

i osij=4k+1
1 sij=4k+2

i sij=4k+3.

O]

On pourrait également retrouver ce résultat en utilisant le développement de Taylor. Les propriétés

des fonctions cosinus et sinus découlent de celles de I’exponentielle.

-
Proposition 9.6.3.

cos’ = —sin et sin’ = cos.

2. La fonction cosinus est paire, la fonction sinus est impaire.

3. On a cos(0) =1 et sin(0) = 0.

-

1. Les fonctions cosinus et sinus sont infiniment continiment dérivables sur R et on a

Démonstration. Tout découle des relations

T —iz T ,—ix
2 29

En manipulant les définitions, on trouve les formules trigonométriques suivantes.
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4 )
Proposition 9.6.4. Pour tous x,y € R, on a

sin(x £ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

cos(x) cos(y) F sin(z) sin(y)

(z+y) =

cos(x £ y) =
cos(x + y) + cos(x — y) = 2 cos(x) cos(y)

(r—y) =

(z—y) =

)

T+
cos(x + y) — cos(x — y) = —2sin(z) sin(y)

sin(z + y) + sin(z — y) = 2sin(z) cos(y)

+
sin(z) £ sin(y) = 2sin (3: 5 y) cos <$ il

)
cos(z) + cos(y) = 2 cos (x‘;‘l/) cos <:E2_y>
Y

cos(x) — cos(y) = —2sin (T) g (J;;>

sin(2z) = 2sin(x) cos(x)
cos(2x) = cos?(z) — sin’(x)
2cos?(z) = 1 + cos(2z)
2sin?(z) = 1 — cos(2z)
\_ J

Démonstration. Les deux formules d’addition découlent de

cos(z £ y) + isin(z + y) = /@HY)

eizeiiy

= (cos(x) + isin(z))(cos(y) £ isin(y))

= (cos(x) cos(y) F sin(z) sin(y)) + i(sin(z) cos(y) £ cos(z) sin(y))

et il suffit ensuite d’identifier les parties réelles et imaginaires. De la, on déduit les trois formules
suivantes. En posant ' = z &y et ¥/ = z F y, on en déduit les trois égalités suivantes. Les
formules d’addition en z = y donnent les formules pour les angles doubles. Enfin, les deux
dernieres égalités (formules de Carnot) s’obtiennent en prenant x = y dans les troisiémes et

quatriemes formules. O

Introduisons a présent le nombre w. En utilisant le développement en série de puissances du
cosinus, on peut montrer que cos(2) < 0. Comme cos(0) = 1 et que la fonction cosinus est
continue, le TVI implique qu’elle posséde un zéro dans l'intervalle |0, 2[. De plus, en utilisant
le développement en série de puissances du cosinus, on peut montrer que sin(x) > 0 pour tout
z €]0,2[. Comme cos’ = —sin, la fonction cosinus est donc strictement décroissante sur |0, 2].

Au total, le cosinus admet un unique zéro dans |0, 2.

Définition 9.6.5. Le nombre m est défini comme le nombre égal a deux fois l'unique zéro

du cosinus dans ]0,2[.
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Remarquons que

sinQ(g) = sin2(g) + cos2(g) =1

et donc sin(5) = £1. Comme le sinus est positif sur ]0,2[ et que § est entre 0 et 2, on en tire que

i - = 1-
S1n (2)

Par conséquent, on peut calculer les valeurs importantes suivantes.

4 N
Proposition 9.6.6. On a

E 3 . :
=1, €2=4q €"==1, €72 =—i et ¥ =1.

De plus, pour tout k € Z, on a

62ik7r -1,
\ J

Démonstration. On sait déja que e = 1. On a
el = cos(g) + isin(g) = isin(g) =1

et de la, on en tire les relations

i T

el™ — i3 ela 222:_1
el = el — 4

. 37w
622#2612 etz — 1

De plus, on a

O
Pour les fonctions cosinus et sinus, cela se traduit de maniere suivante
T 05| m 37” 27
cos(z) |[1]0]|—=1| 0
sin(z) (0|1 0 |—=1]0
4 )

Proposition 9.6.7. Pour tout x € R, on a

sin(z) = cos (;T - x) et cos(z) = sin (g — x)

et

cos(m —x) = —cos(z) et sin(m—x) = sin(x).
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L De plus, les fonctions cosinus et sinus sont 2mw-périodiques. J

Démonstration. 1l suffit d’utiliser les formules d’addition. O

Ainsi, pour étudier les fonctions sinus et cosinus, il suffit en fait de les connaitre sur [0, T].

4 )
Proposition 9.6.8.

1. La fonction cosinus vérifie cos(0) = 1 et cos(3) = 0. De plus, elle est strictement

décroissante et concave sur [0, 5.

2. La fonction sinus vérifie sin(0) = 0 et sin(5) = 1. De plus, elle est strictement

croissante et concave sur [0, 5.

- J

Au total, voici ce qu’on obtient

Lo fof [5] [«[ %[ [or]
cos(z) | 1IN O [N\ |—=1]| ] 0| "1
sin(z) [0 211N\ O |\ |-1],710
y
1

FIGURE 9.6 — Représentation graphique des fonctions sinus (en bleu) et cosinus (en rouge).

Proposition 9.6.9.
1. Les nombres km, k € 7. sont les seuls zéros de la fonction sinus.

2. Les nombres 5 + km, k € Z sont les seuls zéros de la fonction cosinus.

Afin de conclure cette section, nous introduisons les fonctions tangente et cotangente. Leurs

propriétés se déduiront de celles des fonctions cosinus et sinus.

~

Définition 9.6.10.

> La fonction tangente est la fonction définie par

sin(z)

tan:R\{g+kﬂ:k€Z}—>R:x'—>

cos(z)’
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> La fonction cotangente est la fonction définie par

cos(x)

cotan : R\ {kr : k‘EZ}—)R:xr—)Sm(x).

Ces deux fonctions sont infiniment continiment dérivables sur leur domaine de définition. La

fonction tangente est m-périodique et il suffit donc de I’étudier sur | — Z, 5.
4 )
Proposition 9.6.11.
1. On a
tan(0) = 0, lim tan(z) =—oco0 et lim tan(z) = +oo.

_r+ ™=
TH—5 T3

2. La fonction tangente est infiniment continiment dérivable sur son domaine de défini-

tion et on a

' 1 )
tan’ = — =1+ tan”.
cos
3. La fonction tangente est strictement croissante sur | — g, g[ FElle est concave sur
] = 5,0[ et convexe sur )0, 5.
) J
)

[MIE]

FIGURE 9.7 — Représentation graphique de la fonction tan.

L’étude de la fonction cotangente se déduit de celle de la tangente car on a
™
cotan(z) = tan(§ —x).

Ainsi, on étudie la fonction cotangente sur |0, 7[ et on notera que

cotan’ = — = —(1 + cotan?).
sin

En utilisant les formules des cosinus et sinus, on obtient les formules suivantes.
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ME]

N

FIGURE 9.8 — Représentation graphique de la fonction cotan.

( )
Proposition 9.6.12. Pour tous x,y € R\ {§ + k7w : k € Z}, on a

B tan(x) + tan(y)
tan(z £ y) = 1 F tan(x) tan(y)

et pour tout x tel que 2z € R\ {5 + kr :€ Z}, on a
2 tan(z)

1 — tan?(z)’
- J

tan(2x) =

Enfin, rappelons les valeurs remarquables des fonctions cosinus, sinus et tangente sur [0, T].

e [o[5]3]5]3
sin(z) 0] 3 ? @ 1
cos(z) || 1 § @ 510
tan(z) || 0 @ 1 [V3]/
cotan(z) || / | V3] 1 @ 0

Tout peut se déduire des formules trigonométriques et du fait que cos(5) = 0.

9.7 Les fonctions trigonométriques inverses

En restreignant correctement les intervalles de définition des fonctions trigonométriques, on
obtient des bijections et on peut donc considérer leurs fonctions inverses. Tout d’abord, on

remarque que la restriction de la fonction cosinus a [0, 7| est une bijection de [0, 7] dans [—1,1].
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Définition 9.7.1. La fonction arc cosinus est la fonction inverse de la fonction
cos : [0,m] — [—1,1].
On la note
arccos : [—1,1] — [0, 7].

Autrement dit, pour tout y € [—1,1], le nombre arccos(y) est l'unique nombre de [0, 7] tel
que

cos(arccos(y)) = .

Pour tout x € [0, 7], on a aussi

arccos(cos(z)) = .

N J

Les propriétés de la fonction arc cosinus sont rassemblées dans la proposition suivante.

4 )
Proposition 9.7.2.

1. La fonction arc cosinus est strictement décroissante sur [—1,1], convexe sur [—1,0] et

concave sur [0, 1].
2. On a arccos(—1) = 7 et arccos(1) = 0.

3. La fonction arc cosinus est continue sur [—1,1] et infiniment continiment dérivable

sur] —1,1[. De plus, on a

arccos' (z) = ———  pour tout z €] — 1,1].
@)= » |- 1,1]
\ J

Démonstration. Tout se calcule directement. Notons que pour la dérivée, on utilise le Théoréme

7.2.6 pour écrire )

— sin(arccos(x))

arccos’ (z) =

Si y = arccos(z), alors y € [0, 7] et puisque le sinus est positif sur [0, 7], on a

sin(y) = 1/1 — cos?(y) = \/1 — cos?(arccos(z)) = V1 — a2

O

Intéressons-nous & présent a la fonction sinus. Sa restriction a [—7, §] est bijective et on considere

donc la définition suivante.

Définition 9.7.3. La fonction arc sinus est la fonction inverse de la fonction

sin : [—g, g] 5 [-1,1].
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(B

FIGURE 9.9 — Représentation graphique de la fonction arc cosinus.

On la note
arcsin : [—1,1] — [— ] .

Autrement dit, pour tout y € [—1,1], le nombre arcsin(y) est l'unique nombre de [—F, 7] tel
que

sin(arcsin(y)) = y.

Pour tout x € [—F, 5], on a aussi

arcsin(sin(z)) = .

N J

Les propriétés de la fonction arc sinus sont données dans la proposition suivante. On procede
comme dans le cas de l'arc cosinus pour calculer la dérivée, ou on utilise la relation donnée dans

le premier point de la Proposition ci-dessous.

4 )
Proposition 9.7.4.

1. Pour tout x € [-1,1], on a
) s
arcsin(z) = 5= arccos(z).

2. La fonction arc sinus est strictement croissante sur [—1,1|, concave sur [—1,0] et
conveze sur [0, 1].

3. On a arcsin(—1) = =7 et arcsin(1) =

m
5-
4. La fonction arc sinus est continue sur [—1,1] et infiniment continiment dérivable sur
| = 1,1[. De plus, on a
1

arcsin’(r) = ———  pour tout x €] — 1,1].

V1—zx2
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Démonstration. Pour le premier point, on remarque que
A
sin (2 - arccos(a:)) = cos(arccos(z)) = x,

ce qui suffit. Les autres points se déduisent facilement. O

ISIE]

FIGURE 9.10 — Représentation graphique de la fonction arc sinus.

Continuons en étudiant 'inverse de la fonction tangente : pour pouvoir le définir, on restreint la

tangente & l'intervalle | — 7, 5.

~

Définition 9.7.5. La fonction arc tangente est la fonction inverse de la fonction

T
tan:| — —, =[— R.
an =20
On la note
T
tan: R =] — — —J.
arctan ] 2,2[

Autrement dit, pour tout y € R, le nombre arctan(y) est l'unique nombre de ] — 75, 5[ tel que
tan(arctan(y)) = y.
Pour tout v €] — 5, 5[, on a aussi

arctan(tan(z)) = x.

N J

4 )
Proposition 9.7.6.

1. La fonction arc tangente est strictement croissante sur R, convere sur | — 0o,0] et

concave sur [0, +oo] .

2. On a arctan(0) =0 et

I tan(z) = —— et i tan(z) =
x_l)r_nooarc an(r) = 9 e $—1>I—&I-looarc an(x —2




202 CHAPITRE 9. FONCTIONS ELEMENTAIRES
3. La fonction arc tangente est infiniment continiment dérivable sur R. De plus, on a

1
arctan’(r) = Ly BT tout z € R.
x

Démonstration. Pour le calcul de la dérivée, on utilise le Théoreme 7.2.6 et on trouve

arctan’(z) = ! S
1 +tan?(arctan(z)) 1 +22’

—_—
8

FIGURE 9.11 — Représentation graphique de la fonction arc tangente.

Terminons en étudiant 'inverse de la fonction cotangente.

Définition 9.7.7. La fonction arc cotangente est la fonction inverse de la fonction

cotan :]0, 7[ — R.

On la note

arccotan : R — 0, 7[.

Autrement dit, pour tout y € R, le nombre arccotan(y) est l'unique nombre de |0, x| tel que

cotan(arccotan(y)) = y.

Pour tout x €10, 7[, on a aussi

N\

arccotan(cotan(x)) = x.

J
P

Proposition 9.7.8.

1. Pour tout x € R, on a

arccotan(x) = g — arctan(z).

2. La fonction arc cotangente est strictement décroissante sur R, concave sur | — oo, 0]
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et convexe sur [0, +00] .

3. On a

lim arccotan(xz) =7 et  lim arccotan(z) = 0.
T——00 T—+00

4. La fonction arc cotangente est infiniment continiment dérivable sur R. De plus, on a

1
arccotan’ (z) = 1z Pour tout x € R.
x

FIGURE 9.12 — Représentation graphique de la fonction arc cotangente.

9.8 Les fonctions hyperboliques

Via les fonctions cosinus et sinus, nous avons étudié les parties réelle et imaginaire de la fonction

x — €. Rappelons que pour tout z € C, on a

s Cx
7 = e?Rzez\yz.

Dans cette section, nous allons nous intéresser au premier facteur et donc a la fonction x +— €.

Plus précisément, nous allons étudier les parties paire et impaire de cette fonction.

~

Définition 9.8.1. Si f : R — R est une fonction réelle, on définit

> la partie paire de f par la fonction

f(@) + f(=x)

g R=>R:z~ 5 ,

> la partie impaire de f par la fonction

h:R—)R:xHW.

NS J

On vérifie immédiatement que g est une fonction paire, h une fonction impaire et

f=g+h.
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Appliquons cette décomposition & la fonction exponentielle réelle.

~

Définition 9.8.2.

> La fonction cosinus hyperbolique, notée cosh, est la partie paire de la fonction

exponentielle réelle, c’est-a-dire

T

cosh:R—-R:z—

+e "

> La fonction sinus hyperbolique, notée sinh, est la partie impaire de la fonction

exponentielle réelle, c’est-a-dire

T _ —x
sinh:R—HR::vr—)%

\ | Y,

On a donc les relations

e’ = cosh(x) 4+ sinh(z) et e ¥ = cosh(z) — sinh(x)

pour tout « € R. De plus, on a

T —z\ 2 r _ -z 2
cosh?(z) — sinh?(z) = <e—|—e> - (ee)
2 2
1
4
1

(621 + 6—2m + 2¢%TeT (€2m + 6—237 o 2eme—w))

et donc

cosh?(z) —sinh?(z) =1 pour tout z € R.

En posant a = cosh(x) et b = sinh(b), on voit donc que le point (a,b) appartient a I’hyperbole
d’équation X2 — Y2 = 1. Le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique permettent de décrire
les points de cette hyperbole (comme le cosinus et le sinus permettaient de décrire ceux du cercle
unité).

Une manipulation immédiate de la série de puissances définissant I’exponentielle mene au résultat

suivant.

4 )
Proposition 9.8.3. Pour tout x € R, on a

wio 22 -io 22+
cosh(z) = — et sinh(z)=) —
= (29)! = (25 + 1)!

et ces séries sont absolument convergentes.

- J

On pourrait également retrouver ce résultat en utilisant le développement de Taylor. Les propriétés

des fonctions cosinus et sinus découlent de celles de 'exponentielle.
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4 )
Proposition 9.8.4.

1. Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique sont infiniment contintiment

dérivables sur R et on a

/ . RN
cosh’ =sinh et sinh’ = cosh.

2. On a cosh(0) =1 et cosh(z) > 0 pour tout x # 0.
3. On a sinh(0) = 0, sinh(z) < 0 pour tout v < 0 et sinh(x) > 0 pour tout x > 0.

4. La fonction cosh est strictement décroissante sur | — 0o, 0[ et strictement croissante

sur 0,400 . Elle est conveze sur R.

5. La fonction sinh est strictement croissante sur R. Elle est concave sur ] — 0o,0[ et

conveze sur |0, 400 .

6. On a

mll)rinoo cosh(z) = 400 et xkrinoo sinh(z) = +o00.

FIGURE 9.13 — Représentation graphique des fonction cosinus hyperbolique (en rouge) et sinus
hyperbolique (en bleu).

Remarquons que puisque cosh(0) = 1 et vu les propriétés de décroissance et de croissance de la

fonction cosinus hyperbolique, on a en fait que cosh(z) > 1 pour tout z € R.

Notons qu’on peut aussi écrire des formules de calcul hyperbolique comme nous I’avons fait a la

Proposition 9.6.4 pour les fonctions trigonométriques. Pour démontrer ces formules, il suffit de se
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ramener a la forme exponentielle et d’écrire par exemple

T—eTe¥ eV n e +e eV —e
2 2 2 2
_ i <6x+y 4 etV VT _ e~ (@+Y) 4Tty oY YT 6_($+y)>

e

sinh(z) cosh(y) 4 cosh(x) sinh(y) =

e-l"i‘y — e_(x+y)
2
= sinh(z + y).

4 )
Proposition 9.8.5. Pour tous x,y € R, on a

sinh(x £+ y) = sinh(z) cosh(y) £ cosh(x) sinh(y)
cosh(z £ y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)
cosh(z + y) + cosh(z — y) = 2 cosh(z) cosh(y)
cosh(z + y) — cosh(z — y) = 2sinh(x) sinh(y)
sinh(z 4 y) + sinh(z — y) = 2sinh(z) cosh(y)
sinh(z) + sinh(y) = 2sinh <

cosh(x) + cosh(y) = 2 cosh

cosh(z) — cosh(y) = 2sinh

sinh(2z) = 2sinh(z) cosh(z)
cosh(2z) = cosh?(z) + sinh?(2)
2 cosh?(x) = 1 + cosh(2z)
)=

2sinh?(z) = cosh(2z) — 1.
- J

Nous introduisons a présent les fonctions tangente et cotangente hyperboliques.

Définition 9.8.6.

> La fonction tangente hyperbolique est la fonction définie par

sinh(z)
cosh(z)’

tanh: R —>R:2 —

> La fonction cotangente hyperbolique est la fonction définie par

cotanh : Rg — R: 2z — c.osh(;v)‘
sinh(x)

NS J

Les propriétés de la fonction exponentielle permettent d’obtenir les propriétés suivantes de la

tangente hyperbolique et de la cotangente hyperbolique.
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4 )
Proposition 9.8.7.

1. Les fonctions tangente hyperbolique et cotangente hyperbolique sont infiniment conti-

nument dérivables respectivement sur R et Rg et on a

tanh’ = =1 — cotanh? .

—=1- tanh? et cotanh’ = — ;
cosh sinh

2. La fonction tanh est strictement croissante sur R. Elle est convexe sur | — 0o, 0] et
concave sur |0, +o0] .

3. La fonction cotanh est strictement décroissante sur | — oo, 0[ et sur |0, +o00[. Elle est

concave sur ] — 00,0 et conveze sur |0, 400 .

4. On a
lim, 1 tanh(z) = £1 et lim cotanh(z) = +1,
T—Fo00
lim,_,o+ cotanh(z) = +o0 et 11%1 cotanh(z) = —oo.
i d VU
. J

Démonstration. Tout est direct en calculant les dérivées. Par exemple,

h?(z) — sinh? 1
tanh’ (z) = cosh?(x) 2sm (z) _ :
cosh?(x) cosh?®(x)
et 2 2 2
inh h — sinh 1
| — tanh2(z) = 1 — sin 2(;10) _cos (z) 2sm (z) _ .
cosh?(x) cosh?(x) cosh?®(x)

Pour le calcul des limites, on calcule par exemple

) ) et — % ) 61:(1 o 6—2:1:) ] 1— 6—2x
lim tanh(z) = lim ——— = lim ———% = lim — =
T——+00 z—+oo e¥ + e~ 7T T—+00 ex(l —+ 6_29”) z54o00 1 + e 2%

En utilisant les formules des cosinus et sinus hyperboliques, on vérifie directement les formules

suivantes.

4 )
Proposition 9.8.8. Pour tous x,y € R, on a

tanh(z) £ tanh(y)
tanh(z £y) =
anh(z £y) 1 £ tanh(z) tanh(y)

et
2 tanh(z)

tanh(?x) = HTnh?(x)
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FIGURE 9.14 — Représentation graphique des fonction tangente hyperbolique (en rouge) et
cotangente hyberbolique (en bleu).

9.9 Les fonctions hyperboliques inverses

Dans cette section, nous nous intéressons aux fonctions inverses des fonctions cosinus, sinus,
tangente et cotangente hyperboliques. La fonction cosinus hyperbolique est strictement croissante
sur [0, +00[ et tend vers 400 en +oo. Puisque cosh(0) = 1, on en tire que le cosinus hyperbolique

est une bijection de [0, +-o00[ dans [1, 4o0].

Définition 9.9.1. La fonction arc cosinus hyperbolique est la fonction inverse de la

fonction cosh : [0, +00[ — [1,+00[. On la note
arccosh : [1, +o00[ — [0, 400].

Autrement dit, pour tout y € [1,4o00[, le nombre arccosh(y) est l'unique nombre de [0, +00]
tel que
cosh(arccosh(y)) = y.

Pour tout x € [0, +00[, on a aussi

arccosh(cosh(z)) = =.

N J

Les propriétés de la fonction arc cosinus hyperbolique sont rassemblées dans la proposition

suivante.

Proposition 9.9.2.

1. La fonction arc cosinus hyperbolique est strictement croissante et concave sur [1,+00] .
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2. On a arccosh(l) =0 et

lim arccosh(z) = +oo.
T——+00

3. La fonction arc cosinus hyperbolique est continue sur [1,+oo[ et infiniment contini-

ment dérivable sur]1,4o00[. De plus, on a

1
arccosh’(z) = ———= pour tout x > 1.
z2 -1
. J
Démonstration. Tout se calcule directement. Notons que pour la dérivée, on utilise le Théoréme
7.2.6. O
Y
1 41
i x

FIGURE 9.15 — Représentation graphique de la fonction arc cosinus hyperbolique.

Passons a I’inverse de la fonction sinus hyperbolique. Rappelons que cette fonction est strictement

croissante et tend vers o0 en Fo0. Il s’agit donc d’une bijection entre R et R.

Définition 9.9.3. La fonction arc sinus hyperbolique est la fonction inverse de la fonction
sinh : R — R. On la note
arcsinh : R — R.

Autrement dit, pour tout y € R, le nombre arcsinh(y) est 'unique nombre de R tel que
sinh(arcsinh(y)) = y.

Pour tout x € R, on a aussi

arcsinh(sinh(z)) = x.

N J

On étudie facilement les propriétés de la fonction arc sinus hyperbolique.

Proposition 9.9.4.

1. La fonction arc sinus hyperbolique est strictement croissante sur R, elle est convexe

sur ] — o0, 0[ et concave sur |0, +0o0].
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2. On a arcsinh(0) =0 et

lim arcsinh(z) = +oo.
r—+*Eoo

3. La fonction arc sinus hyperbolique est infiniment continiment dérivable sur R et on a

1
arcsinh’(z) = ——=  pour tout x € R.

V142

FIGURE 9.16 — Représentation graphique de la fonction arc sinus hyperbolique.

On procede de la méme maniére a partir de la fonction tangente hyperbolique qui est une bijection

entre R et | — 1, 1] pour introduire I’arc tangente hyperbolique.

Définition 9.9.5. La fonction arc tangente hyperbolique est la fonction inverse de la
fonction tanh : R —] —1,1[. On la note

arctanh :] — 1,1[— R.

Autrement dit, pour tout y €| — 1,1, le nombre arctanh(y) est l'unique nombre de R tel
que

tanh(arctanh(y)) = y.

Pour tout x € R, on a aussi
arctanh(tanh(x)) = z.

N J

A nouveau, on étudie facilement la fonction arc tangente hyperbolique.

Proposition 9.9.6.

1. La fonction arc tangente hyperbolique est strictement croissante sur | —1,1[, elle est

concave sur | —1,0[ et conveze sur ]0,1].
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2. On a arctanh(0) = 0 et

lim arctanh(z) = —co et lim arctanh(z) = 4o0.
z——17+ r—1—
3. La fonction arc tangente hyperbolique est infiniment continiment dérivable sur|—1,1].
De plus, on a
arctanh’(z) = T—L2 bowr tout v €] —1,1].
\ J
Y
1 A4

i

FIGURE 9.17 — Représentation graphique de la fonction arc tangente hyperbolique.

Enfin, on termine avec la fonction arc cotangente hyperbolique, en remarquant que la restriction

de la cotangente hyperbolique a ]0, +oo[ est une bijection de |0, +o00[ dans |1, +00].

N\

Définition 9.9.7. La fonction arc cotangente hyperbolique est la fonction inverse de la
fonction cotanh :]0, +oco[ —]1,4+00[. On la note

Autrement dit, pour tout y €]1,+00[, le nombre arccotanh(y) est ['unique nombre de
10, +o00] tel que

Pour tout x €]0,+00[, on a aussi

arccotanh : |1, +00[ — |0, +00] .

cotanh(arccotanh(y)) = y.

arccotanh(cotanh(z)) = x.

On termine avec les propriétés élémentaires de la fonction arc cotangente hyperbolique.

Proposition 9.9.8.

1. La fonction arc cotangente hyperbolique est strictement décroissante et convexre sur
1, +oof .
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2. On a

lim arccotanh(z) =400 et  lim arccotanh(z) = 0.
z—1t T—+00

3. La fonction arc tangente hyperbolique est infiniment continiment dérivable sur]1, +00] .

De plus, on a

pour tout x > 1.

1
tanh’'(z) =
arccotanh’(z) T2

FIGURE 9.18 — Représentation graphique de la fonction arc cotangente hyperbolique.

Toutes les fonctions hyperboliques inverses peuvent se rééecrire a partir de la fonction logarithme.

En effet, on peut montrer le résultat suivant.

4 )
Proposition 9.9.9.

1. Six > 1, alors

arccosh(z) = In(z + Va2 — 1).

2. Six € R, alors

arcsinh(z) = In(z + V1 + 22).

3. Sixze]—1,1], alors

arctanh(z) = %ln <1 + $> .
-z

4. Stx > 1, alors

1 1
arccotanh(x) = P In ( + ai) .
7 —

- J

Démonstration. On démontre ces formules en se ramenant a la forme exponentielle des fonctions
hyperboliques. Par exemple, on a arccosh(z) = w si et seulement si cosh(w) = z, c’est-a-dire

e + e~ = 2z ou encore e*¥ — 2ze™” + 1 = 0. En posant t = €%, cette équation se rééecrit
2 _
t°—22t+1=0.

Les solutions de cette équation sont

r+vVri—1 et xz—+Vax2-—1.
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On remarque que * — Va2 — 1 < 1 et donc on garde I’autre solution. Ainsi, t = z + va22 — 1 et
g )

donc

w=lIn(z+ Va2 —1).
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9.10 Récapitulatif

Dans cette section, nous présentons un tableau récapitulatif des différentes fonctions étudiées

jusqu’a présent, leur domaine de définition et de dérivabilité, et leur dérivée.

Fonction H Définition ‘ Domaine de définition ‘ Domaine de dérivabilité ‘ Dérivée
exp Z;':OS ?—: R R exp
In exp ! 10, +o00] 10, +o00] i
z™ T...T R R ma™ 1
T~ me Ry Ro —mg— ™1
% e In(z) [0, +00] 10, +o00] ax® !
b* v () R R b* In(b)
cos em*;_m R R —sin
sin em_szm R R cos
tan sn R\{5+kr:keZ} | R\{+kr:kelk} —2 =1+ tan®
cotan o R\ {km: ke Z} R\ {km:keZ} —ﬁ = —(1 + cotan?)
arccos cos™! [—1,1] | —1,1] 1_—le
arcsin sin~! [—1,1] | —1,1] 11_362
arctan tan~! R R x%ﬂ
arccotan | cotan~! R R 1;;2
cosh e$+2e_x R R sinh
sinh e R R cosh
tanh 232?1 R R coihZ =1 + tanh?
cotanh gﬁfﬁ Ro Rg sinlh2 =1 — cotanh?
arccosh cosh™! [1,4+00] J1, 400 mé_l
arcsinh sinh~! R R \/ﬁ?
arctanh tanh ™! | —1,1] | —1,1] ﬁ
arccotanh || cotanh™! 11, +o0f ]1, 4o00] ,lxz

avec m € Ny, a € R, b > 0 et en posant 0¢ = 0.
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