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Avant propos

Ce cours est une introduction a la topologie générale. Cette discipline a pour objet principal
I’étude abstraite de notions telles que la continuité, la compacité, la connexité etc... ainsi que les
propriétés et théorémes s’y rapportant. Ces notions sont définies dans un ensemble quelconque,
pas nécessairement muni d’une distance, et généralisent celles qui ont été introduites dans le
cours d’analyse pour les espaces euclidiens.

Ces notes de cours ont été rédigées sur la base du cours de Pierre Mathonet donné & I’Université de
Liége aux étudiants de 3°™° année en Sciences Mathématiques. Je I’en remercie chaleureusement.



Chapitre 1

Espaces topologiques

Dans ce premier chapitre, nous nous basons sur les propriétés des ouverts de R pour introduire
la notion d’ouvert sur un ensemble quelconque. Il s’agit de se donner une collection de sous-
ensembles qui doivent avoir des propriétés de stabilité vis-a-vis des unions et des intersections
finies. Cette collection de sous-ensembles est appelée une topologie. Nous présentons plusieurs
moyens de définir une topologie sur un ensemble (via les ouverts, les fermés, les bases, les sous-
bases et les systémes de voisinages). Nous montrons également que cette définition axiomatique
permet des réintroduire les notions bien connues d’intérieur, d’adhérence et de frontiére d’un
ensemble, ainsi que la notion centrale de continuité d’une application, méme si les espaces sur
lesquels on travaille ne sont pas munis d’une distance.

1.1 Topologies et fermés

Le point de départ de la topologie est la définition axiomatique de la notion d’ouvert.

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble. Une topologie sur X est une partie 7 de P(X) telle
que

(T1) toute union d’éléments de T est un élément de T,
(T2) toute intersection finie d’élements de 7 est un élément de T,
(T3) DeTetXeT.

Les éléments de T sont appelés les ouverts. Un couple (X,T) formé d’un ensemble X et
d’une topologie T sur X est appelé un espace topologique.

Ainsi, une topologie sur X est la donnée d’une famille de sous-ensembles (les ouverts) de X
contenant le vide et X, stable par union et par intersection finie. Remarquons que pour vérifier
la stabilité par intersection finie, en procédant de proche en proche il suffit de vérifier que I'in-
tersection de deux éléments de 7 est un élément de 7. Remarquons également que parmi les
unions quelconques d’éléments de T, il y a 'union sur la famille vide qui est ’ensemble vide.
De méme, parmi les intersections finies d’éléments de 7, il y a I'intersection sur la famille vide
qui est 'ensemble X. On peut définir une topologie en se limitant aux conditions (71) et (72).
Dans la pratique, pour vérifier qu’une partie de sous-ensembles de X est une topologie, on vérifie
néanmoins la condition (73) puisqu’on travaille avec des unions non-triviales et I'intersection de
deux éléments.

Donnons quelques exemples d’espaces topologiques.

Exemple 1.1.2 On peut toujours considérer les deux topologies suivantes sur un ensemble X :
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1.1. TOPOLOGIES ET FERMES 5

— la topologie discréte T = P(X) pour laquelle tout sous-ensemble de X est ouvert,
— la topologie triviale T = {0, X} pour laquelle seuls I’ensemble vide et I'ensemble X lui-
méme sont des ouverts.

Exemple 1.1.3 Si X est un ensemble, la topologie cofinie sur X est définie par
Teot = {0} U{w C X : X\ w est fini }.

Exemple 1.1.4 Soit X = {x,y,z}. Alors 'ensemble T = {0, {z},{y, 2}, X} est une topologie
sur X.

Exemple 1.1.5 L’ensemble des ouverts de R™ forme une topologie, appelée la topologie eucli-
dienne.

L’exemple de la topologie euclidienne se généralise facilement & tout ensemble muni d’une dis-
tance ou d’une pseudo-distance.

Définition 1.1.6 Soit X un ensemble. Une pseudo-distance sur X est une application
d: X x X —[0,400] telle que

> d(z,y) = d(y,z) pour tous z,y € X,

> d(z,z) = 0 pour tout z € X,

> d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) pour tous z,y,z € X.
C’est une distance si de plus d(z,y) = 0 implique x = y. Un espace (pseudo-)métrique est
un couple (X, d) ot X est un ensemble et d est une (pseudo-)distance sur X. Si (X, d) est
un espace (pseudo-)métrique, on définit la boule ouverte de centre x € X et de rayon r > 0
par

b(z,r)={y e X :d(z,y) <r}.

La topologie Ty associée a d est définie par

Ta={w C X :Vz €wIr >0 tel que b(x,r) C w}.

On vérifie facilement que si (X, d) est un espace (pseudo-)métrique, alors 73 est bien une topologie
sur X.

(T1) Soit wa, € A, une famille d’éléments de 73 et soit x € |, 4 Wa. Alors il existe ap € A
tel que = € wy,. Comme wey, € Tg, il existe r > 0 tel que b(z,7) C way € Upea Wa-

(T2) Soient w; et we deux éléments de Ty et & € wy Nws. Il existe donc 71,79 > 0 tels que
b(x,r;) C w; pour i € {1,2}. Alors, pour r = min{ry, 72}, on a

b(x,r) Cb(x,r1) Nb(z,r2) C w1 Nwa.

(73) Clairement, () € 73 (aucune condition) et X € Ty (si z € X, toute boule ouverte centrée
en z est incluse dans X).

Remarque 1.1.7 Deux distances différentes peuvent mener & la méme topologie. Par exemple
sur R, montrons que la distance euclidienne dg(z,y) = /(21 — y1)2 + (22 — y2)? et la distance
de Manhattan dy;(x,y) = |z1—y1|+|x2—y2| (pour lesquelles les boules sont des carrés) définissent
toutes les deux la topologie euclidienne. Il est clair que dg(z,y) < dy(z,y) et donc tout carré
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(boule pour djs) contient une boule euclidienne de méme centre (et de méme rayon). D’autre
part, on a

dir(z,y) = (21— y1)* + (w2 — y2)* + 2[a1 — y1| 22 — y2l
et

dy(2,y) = (11— y1)° + (22 — y2)*.

Puisque u? 4+ v? > 2uv pour tous u,v € R, il s’ensuit que 2dg(z,y)? > das(z,y)? en considérant
u=|r1 —y1| et v = |za — Y2|. Ainsi, %dM(x, y) < dg(z,y) et toute boule euclidienne contient
un carré (une boule pour dys) possédant le méme centre.

Certaines topologies déja considérées peuvent étre définies via une distance. Par exemple, la
topologie discréte sur un ensemble X est donnée par la distance discréte définie par

d(z,y) = {1 six#y

0 sinon

pour tous z,y € X. En effet, b(z,r) = {x} pour tout r €]0, 1] et tout x € X. On en tire que
les singletons sont ouverts pour 7y et par stabilité par union, que tout sous-ensemble de X est
ouvert pour 74. On dit que la topologie discréte est métrisable.

Définition 1.1.8 Un espace topologique (X, T) est (pseudo-)métrisable s’il existe une dis-
tance d sur X telle que T = 73.

Tous les espaces topologiques ne sont pas pseudo-métrisables. En effet, considérons X = {z,y}
muni de la topologie T = {0, {z}, X} et supposons qu’il existe une pseudo-distance d sur X qui
définit 7. Alors, puisque z € {x}, il existe r > 0 tel que b(z,r) = {z}. En particulier, y ¢ b(z,r)
et donc d(z,y) > r. On en tire que b(y,r) = {y} et donc {y} € T, ce qui est impossible.

Passons & présent & la définition des ensembles fermés.

Définition 1.1.9 Soit (X,7) un espace topologique. On dit qu’un sous-ensemble F' de X
est fermé si X \ FF € T.

Autrement dit, les ensembles fermés sont les complémentaires des ensembles ouverts. Les pro-
priétés des fermés se traduisent donc par passage au complémentaire des propriétés des ouverts.

Proposition 1.1.10 Soit (X,7) un espace topologique. Notons F I’ensemble des fermés
pour T . Alors

(F1) toute intersection d’éléments de F est un élément de F,
(F2) toute union finie d’éléments de F est un élément de F,
(F3) De Fet X € F.

Bien stir, afin de définir une topologie, on peut se donner les ensembles fermés plutét que les
ensembles ouverts.

Proposition 1.1.11 Soient X un ensemble et F une partie de P(X) qui satisfait les condi-
tions (F1), (F2) et (F3). Alors, il existe une unique topologie T sur X pour laquelle les
éléments de F sont exactement les ensembles fermés pour T .
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Démonstration : On vérifie immédiatement que
T={wCX:X\weF}

est une topologie qui convient. L’unicité est évidente. [

1.2 Bases de topologies

11 se peut que les ensembles ouverts d’un espace topologique soient difficiles & écrire explicitement
mais que néamoins, ils puissent étre décrits & partir d’ensembles ouverts plus simples. C’est le
cas par exemple des espaces métrisables, pour lesquels la topologie peut étre décrite a partir des
boules ouvertes. Ainsi, une partie de la topologie peut nous permettre de décrire la topologie
dans son entiéreté. De plus, nous verrons que certaines propriétés topologiques peuvent étre
caractérisées a partir de ces ouverts particuliers.

Définition 1.2.1 Soit (X,7) un espace topologique. Une base de T est une partie B de T
telle que tout élément de T est union d’éléments de B.

Exemple 1.2.2 Une base de la topologie discréte est donnée par les singletons.

Remarque 1.2.3 Si B est une base de T, alors tout élément de T est union d’éléments de B.
De plus, on a B C T et donc toute union d’éléments de B est un élément de 7. Ainsi, 7 ne peut
étre que la famille des unions d’éléments de B.

Proposition 1.2.4 Soit (X,T) un espace topologique. Une partie B de T est une base de
T si et seulement si pour tout w € T et tout x € w, il existe B € B tel que x € B C w. En
particulier,

T={wCX:VorecwiBe B tel quex € B C w}.

Démonstration : Supposons que B est une base de 7. Soient w € T et x € w. Par définition
d’une base de topologie, il existe une famille w,, a € A, d’éléments de B tels que

o= wn

Puisque x € w, il existe donc ag € A tel que z € wy, C w.

Réciproquement, si w € 7T, alors pour tout x € w, il existe par hypothése w, € B tel que
T € wy C w. Par conséquent,
w= U W,

TEW

ce qui suffit. [

Exemple 1.2.5 Si (X,d) est un espace métrisable, la topologie Ty associée a d est définie via
la base formée des boules ouvertes. Remarquons que l’ensemble des boules ouvertes de rayon
rationnel est également une base de 7y.

Exemple 1.2.6 Dans R", ’ensemble des boules centrées en les rationnels de Q" est une base
de la topologie euclidienne.

Le résultat suivant donne les propriétés qui caractérisent les bases de topologie.



1.2. BASES DE TOPOLOGIES 8

Proposition 1.2.7 Soient (X, T) un espace topologique et B une base de T. Alors,
(B1) I'intersection de deux éléments de B est une union d’éléments de B,
(B2) X est une union d’éléments de B.

Démonstration : Comme B C 7T, l'intersection de deux éléments de B est un ouvert et est
donc une union d’éléments de B. De méme, X € T et donc X est une union d’éléments de 5. m

Réciproquement, on a le résultat suivant.

Proposition 1.2.8 Soient X un ensemble et B une partie de P(X) qui satisfait les condi-
tions (B1) et (B2). Alors, il existe une unique topologie T sur X pour laquelle B est une
base de T .

Démonstration : L’unicité est claire puisque si 7 est une topologie qui convient, alors par la
Remarque T est la famille des unions d’éléments de B. Il reste donc & montrer que cette
famille est bien une topologie.

(71) Bien str, toute union d’unions d’éléments de B est une union d’éléments de 5.

(T2) Siwr =Uuea, Ba et w2 =Ugea, Bs sont des unions d’éléments de B, alors

w1 Nwg = U U BaﬁBﬁ.
a€A] BEA,

Or par hypothése, pour tout a € Ay et tout 8 € Az, B, N Bg est une union d’éléments
de B, et donc il en est de méme pour wi N ws.

(73) Par hypothése, X est une union d’éléments de 5. De plus, ’ensemble vide est 'union
sur la famille vide d’éléments de B.

On peut aller une étape plus loin en réduisant encore la famille des ouverts que I'on considére
pour décrire la topologie.

Définition 1.2.9 Soit (X,7) un espace topologique. Une sous-base de T est une partie S
de T telle que la famille de toutes les intersections finies d’éléments de S forme une base de
T, c’est-a-dire tout élément de T est union d’intersections finies d’éléments de S.

Exemple 1.2.10 Les demi-droites de la forme | — 0o, b] ou Ja, +o0o[, a,b € R, forment une sous-
base de la topologie euclidienne de R. En effet, on a

]a7b[:] - oo,b[ﬂ]a, +OO[
et les intervalles ouverts forment une base de la topologie euclidienne.

Il n’y a aucune propriété nécessaire pour qu’une famille de sous-ensembles forme une sous-base.
Elles permettent donc de définir la plus petite topologie qui contient une famille de sous-ensembles
donnés.
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Proposition 1.2.11 Soient X un ensemble et S une partie de P(X). Alors, il existe une
unique topologie T sur X pour laquelle S est une sous-base de T . Cette topologie contient
S et est incluse dans toute topologie contenant S. On la note Ts et on 'appelle la topologie
engendrée par S.

Démonstration : Notons B 'ensemble formé des intersections finies d’éléments de S. Alors,
B satisfait la propriété (B1) puisque toute intersection finie d’éléments de B est un élément de 5.
De plus, X est I'intersection sur la famille vide et donc B satisfait la propriété (B2). Cela suffit
pour obtenir lexistence et I'unicité de Ts par la Proposition [1.2.§]

On a donc que Tg est la famille des unions d’intersection finies d’éléments de S. Ainsi, si 7" est
une topologie telle que S C T, alors Ts C T’ par définition d’une topologie. [ ]

Exemple 1.2.12 Dans R?, considérons I’ensemble

S ={]a,b[ xR :a < b} U{RX]e,d[: c < d}.

La topologie engendrée par S admet pour base les intervalles |a, b] x]c, d] et est donc la topologie
euclidienne. Si
S ={[a,b) xR:a <bYU{R x [¢,d] : ¢ <d},

alors une base de Tg/ contient les singletons et 7s/ est donc la topologie discréte.

Les propriétés aximatiques que nous avons considérées jusqu’a présent permettent de donner une
preuve purement topologique de théorie des nombres (démonstration de Furstenberg).

Proposition 1.2.13 Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration : Pour tous a,b € Ny, on considére la progression arithmétique
Pap :={a+bn : ne N}

Considérons la famille B formée de ces progressions arithmétiques et montrons que B forme une
base de topologie sur Ng. Soient a, b, ¢,d € Ny. Siy € Py NP, 4 et si on note o« = min(P, sNPeq),
alors v peut s’écrire sous la forme v = a+nb et v = o +n'd pour des naturels n,n’ € Ny. Ainsi,
~—« est un multiple de b et de d, et donc de 5 = ppem(b, d). Par conséquent, il existe m € N tel
que v = a+mf3. On en tire que si Py NP, q est non-vide, alors il est égal a P, g et B satisfait
la condition (B1).

De plus, Ng = P11 et donc B satisfait la condition (B2). Notons 7T la topologie sur Ny admettant
B comme base. Remarquons que tout ouvert non-vide de 7 contient une infinité de naturels
puisqu’il contient au moins une progression arithmétique. De plus, remarquons que pour tout
b € Ny, I’ensemble ouvert Py des multiples non-nuls de b est également fermé puisque

b—1
No \ Py = U Pip-
j=1

Comme tout élément de Ny \ {1} est un multiple non-nul d’un nombre premier, on a

No\ {1} = U Ppp:

p premier
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Si 'ensemble des nombres premiers était fini, le membre de droite serait une union finie d’en-
sembles fermés, et donc un ensemble fermé. Or, puisqu’il est fini, ’ensemble {1} n’est pas ouvert
et donc Ny \ {1} n’est pas fermé. D’ou la conclusion. |

1.3 Voisinages

Bien souvent, il est intéressant de travailler localement (autour d’un point) plutdt que globale-
ment. Nous introduisons pour cette raison la notion de voisinage d’un point et nous montrons
que les voisinages donnent une nouvelle méthode pour construire une topologie.

Définition 1.3.1 Soient (X, 7) un espace topologique et x € X. Un sous-ensemble V' de X
est un voisinage de x s'il existe w € T tel que z € w C V. L’ensemble de tous les voisinages
de x est appelé le systéme de voisinages de = et est noté V,.

Exemple 1.3.2 Dans R", un sous-ensemble V' est un voisinage d’un point x pour la topologie
euclidienne s’il existe un ouvert w tel que x € w C V, et donc 8’1l existe r > 0 tel que b(z,r) C V.

Exemple 1.3.3 Si un ensemble X est muni de la topologie discréte, alors V,, est 'ensemble des
parties de X qui contiennent z.

Exemple 1.3.4 Si on considére 'ensemble X = {z,y, z,¢t} muni de la topologie T définie par
T =10, {z},{z, vy, 2}, {y, 2}, {y, 2, t}, X}, on a V; = {{y, 2,t}, X} tandis que V, est I'ensemble
des parties de X qui contiennent x.

Les voisinages permettent de caractériser les ensembles ouverts : un ensemble ouvert est un
ensemble qui est voisinage de chacun de ses points. Cette relation est fondamentale et nous
I'utiliserons réguliérement.

Proposition 1.3.5 . Soit (X,7T) un espace topologique. Un sous-ensemble A de X est
ouvert si et seulement si pour tout x € A, A € V,.

Démonstration : Supposons que A € 7. Alors pour tout z € A, z € A C A et donc A € V,.
Réciproquement, si pour tout z € A, il existe w, € T tel que z € w, C A, alors A = |J, o4 wz et
A est donc un ouvert. [ ]

Les propriétés suivantes caractérisent les systémes de voisinages.

Proposition 1.3.6 Soit (X,7) un espace topologique. Les systémes de voisinages satisfont
les propriétés suivantes :

(V1) siV €V,, alorsz €V,

V2) siV eV, et VCW,alors W eV,

(V3) X €V,

(V4) si V,W €V, alors VW €V,

(V5) siV € V,, il existe W € V, tel que pour tout y € W, onaV €V,.
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Démonstration : Les trois premiers points sont évidents. Pour le quatriéme, on sait qu’il
existe wi,wo € T tels que x € w1 C V et z € wy C W. Par conséquent, z € w1 Nwy CVNW
avec wi Nwsg € T, ce qui suffit. Enfin pour le cinquiéme point, il existe w € T tel que x € w C V
et W = w convient. [ |

Réciproquement, on a le résultat suivant qui permet de construire des topologies a partir de
systémes de voisinages.

Proposition 1.3.7 Soient X un ensemble et pour tout x € X, une partie V, de P(X)
qui satisfait les conditions (V1) a (V5). Alors, il existe une unique topologie T sur X pour
laquelle pour tout x € X, V, est le systéme de voisinages de x.

Démonstration : Par la Proposition [1.3.5] on sait que si une telle topologie T existe, alors les
ouverts sont exactement les ensembles qui sont voisinages de chacun de leurs points, c¢’est-a-dire

T={wCX:VerecwweV}.

11 suffit donc de montrer que 7 est bien une topologie et que les systémes de voisinages pour T
sont donnés par les ensembles V,.

(T1) Soit wq, o € A, une famille d’ensembles de 7. Si z € (J,c 4 Wa, il existe ag € A tel que
T € wq, et donc wy, € V, par définition de 7. La propriété (V2) implique alors que
Uaca wa € Ve
(T2) Soient wy,ws € T. Si & € w; Nwa, alors wi,ws € V, et donc wy Nwy € V, par (V4).
(73) Bien sir, ) € T puisqu’il n’y a pas de condition a vérifier, et X € T par (V3).
Ainsi T est bien une topologie. Fixons x € X et montrons que V, est le systéme de voisinages
de x pour 7. D’une part, si V' est un voisinage de x, alors il existe w € T tel que z € w C V. Par
définition de T, on a w € V, et donc la propriété (V2) implique que V' € V,. D’autre part, fixons
V € V, et montrons que V est un voisinage de z. Pour cela, posons U = {y € X : V € V,}.
On sait que x € U et que U C V par la propriété (V1). 1l suffit donc de montrer que U € T
c’est-a-dire, par définition de 7, que U € V, pour tout y € U. Or, si y € U, on sait que V € V),
et la propriété (V5) nous permet de considérer un ensemble W € V, tel que pour tout z € W,
V € V.. En particulier, on a W C U et la propriété (V2) permet de conclure que U € V. ]

Comme pour les ouverts d’une topologie, on considére souvent une collection de voisinages d’un
point qui permet de décrire tous les voisinages de ce point.

Définition 1.3.8 Soient (X, 7) un espace topologique et = € X. Une base de voisinages de
x est une partie B, C V, telle que pour tout V € V,, il existe B € B, tel que B C V.

Si B, est une base de voisinages de x, on a donc qu’un sous-ensemble V' C X est un voisinage
de z si et seulement si il contient un élément de B,,.

Exemple 1.3.9 Dans R", I'ensemble des boules ouvertes (ou fermées) centrées en un point
x € R™ et de rayon strictement positif est une base de voisinages de z. On peut également
montrer facilement que si (7, ),en est une suite de nombres strictement positifs qui converge vers
0, alors ’ensemble des boules ouvertes (ou fermées) centrées sur = et de rayon 7, est une base
de voisinages de x.
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Exemple 1.3.10 Si un ensemble X est muni de la topologie discréte, alors pour tout z € X,
B, = {{z}} est une base de voisinages de z.

Le résultat suivant est immeédiat et permet de caractériser les ensembles ouverts & partir des
bases de voisinages.

Proposition 1.3.11 Soient (X,7) un espace topologique et pour tout x € X, une base de
voisinages B, de x. Un sous-ensemble A de X est ouvert si et seulement si pour tout x € A,
il existe B € B, tel que B C A.

Démonstration : Par définition d’une base de voisinages, on sait que A est un voisinage de x
si et seulement si il contient un élément de B,. La Proposition donne alors la conclusion. m

Nous présentons & présent un lien naturel entre bases de topologie et bases de voisinages.

Proposition 1.3.12 Soient (X,7T) un espace topologique et B C T . Pour tout x € X, on
pose
B, ={Be€B:x¢c B}.

Alors B est une base de T si et seulement si pour tout x € X, B, est une base de voisinages
de x.

Démonstration : Supposons que B est une base de T et fixons x € X. Si V € V,, alors par
définition des voisinages, il existe w € T tel que x € w C V. Par définition des bases de topologie,
il existe B € B tel que z € B Cw C V, ce qui suffit.

Supposons & présent que pour tout x € X, B, est une base de voisinages de x. Soit w € T et
x € w. Alors w est un voisinage de z et il existe B € B, tel que B C w. Par définition de B;, on
ax € Bet Be B, dou la conclusion. [ |

A nouveau, les bases de voisinages peuvent permettre de construire une topologie. Nous laissons
les preuves des résultats suivants en exercice.

Proposition 1.3.13 Soient (X,7) un espace topologique et pour tout x € X, une base de
voisinages B, de .

(BV1) SiV € By, alors z € V,
(BV2) SiVi, Vs € By, alors il existe V3 € B, tel que V3 C Vi N Vs,

(BV3) Si Vi € By, il existe Vo € B, tel que pour tout y € Vs, il existe V3 € B, tel que
V3 C V1.

Réciproquement, on a le résultat suivant.

Proposition 1.3.14 Soient X un ensemble et pour tout x € X, une partie B, de P(X) qui
satisfait les conditions (BV1), (BV2) et (BV3). Alors, il existe une unique topologie T sur
X pour laquelle pour tout x € X, B, est une base de voisinages de x. Cette topologie est
donnée par

T={wCX:VorewdV e B, tel que V C w}.
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1.4 Intérieur, adhérence et frontiére

Une partie A d’un espace topologique (X, 7T) n’est en général ni ouverte ni fermée. Néanmoins,
on va lui associer trois nouveaux sous-ensembles avec de belles propriétés topologiques : son
intérieur, son adhérence et sa frontiére.

Définition 1.4.1 Soient (X,7) un espace topologique et A C X. Un point x € X est
intérieur a A si A € V,. L’ensemble des points intérieurs a A est appelé Iintérieur de A et
est noté A°.

Proposition 1.4.2 Soient (X,7T) un espace topologique et A C X. L’intérieur de A est le
plus grand ouvert inclus dans A.

Démonstration : Siw € T est tel que w C A, alors tout les points de w appartiennent a A°.
De plus, si z € A°, alors il existe w € T tel que z € w C A. Au total, on a donc

U wC A°,

w€eT tels que wCA
ce qui montre que A° est un ouvert inclus dans A et contenant tout ouvert inclus dans A. [

Passons & présent & I’adhérence.

Définition 1.4.3 Soient (X,7) un espace topologique et A C X. Un point x € X est
adhérent & A si pour tout V€ V,, VN A # (. L’ensemble des points adhérents a A est
appelé 'adhérence de A et est noté A.

Les propriétés de 'adhérence sont duales de celles de I’'intérieur.

Proposition 1.4.4 Soient (X,7T) un espace topologique et A C X.
1. On a x € A si et seulement si tout ouvert contenant x rencontre A.
2. 0naAd=X\(X\A°.

3. L’adhérence de A est le plus petit fermé contenant A.

Démonstration : Le premier point est évident puisque tout ouvert contenant x est un voi-
sinage de = et tout voisinage de = contient un ouvert contenant x. En particulier, z € A si et
seulement si aucun ouvert contenant z n’est inclus dans X \ A, ce qui est équivalent a dire que
r ¢ (X \ A)°. Le deuxiéme point est ainsi prouvé et en particulier, A est un ensemble fermé
puisque (X \ A)° est ouvert. Clairement, on a A C A. Enfin, si F est un fermé contenant A,
alors X \ FC X\ Adou X\ F C(X\A)°. Cela implique que A = X \ (X \ A)° C F, d’out la

conclusion. ]

Remarque 1.4.5 Comme toute intersection d’ensembles fermés est un fermé, le troisiéme point
de la proposition précédente implique que 'adhérence de A est I'intersection de tous les fermés
contenant A.

Introduisons a présent la notion de frontiére d’un sous-ensemble.
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Définition 1.4.6 Soient (X,7) un espace topologique et A C X. La frontiére de A, notée
A®, est 'ensemble des points adhérents a A et & X \ A. On a donc

A*=AN X\ A).

Remarquons que

A0 =ANTXVA) = (X \ (X \ 4)°) N (X \47) = X\ ((X\ 4)° U 4°).

Proposition 1.4.7 Soient (X,T) un espace topologique et A C X. On a
1. A® est un ensemble fermé,
2. A=A°UA® et A°NA® =0,
3. A= AU A°,
4. A° = A\ A°.

Démonstration : 1. C’est clair par définition puisque A® est I'intersection de deux ensembles
fermés.

2.0na A° C A C A dou A° C A. De plus, par définition, A* C A. Au total, on a donc
A° U A® C A. De plus, si z € A, deux cas exclusifs peuvent se produire :

— soit il existe w € T tel que x € w C A

— soit pour tout w € T tel que € w, on a w N (X \ A) # 0.

Dans le premier cas, © € A° et dans le deuxiéme cas, x € (X \ A) et donc = € A°.

3.8z € A, alorsz € A° C Aoux € A® par le deuxiéme point. L’inclusion inverse est immédiate
puisque A et A® sont inclus dans A.

4. Si xz € A° alors x € A et © ¢ A® par le deuxiéme point. Enfin, si x € A\ A®, alors
x € A\ A® = A° par le deuxiéme point. ]

Terminons cette section en introduisant la notion de densité.

Définition 1.4.8 Soient (X,7) un espace topologique et A, B deux sous-ensembles de X.
On dit que A est dense dans B si
ACBCA

En particulier, un sous-ensemble A est dense (dans X ) si A = X, c’est-a-dire si tout ouvert
non-vide de X rencontre A.

1.5 Continuité

Rappelons qu’une application f : R — R est continue en x € R si pour tout € > 0, il existe
n > 0 tel que |f(z) — f(y)| < & pour tout y € R tel que |[x — y| < n. Cette définition peut se
traduire en termes de boules (donc de bases de voisinages) : pour tout € > 0, il existe n > 0
tel que f(b(x,n)) C b(f(x),e). On peut encore traduire la continuité de I'application f en z en
termes de voisinages : puisqu’un ensemble de R est un voisinage d’un point s’il contient une boule
centrée en ce point, on a que f est continu en x si et seulement si pour tout voisinage V' de f(x),
f71(V) est un voisinage de x. Cette caractérisation ne fait plus du tout apparaitre la notion de
distance et permet une généralisation de la notion de continuité aux applications entre espaces
topologiques quelconques.
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Définition 1.5.1 Soient (X,7) et (Y,7’) deux espaces topologiques, f : X — Y une
application et z € X. On dit que f est continue au point z si pour tout V. € Vy(,, on a
L)y ev,.

Cette définition est donnée en termes de voisinages. Dans le résultat suivant, nous montrons
comment elle se traduit en termes d’ouverts ou de bases de voisinages.

Proposition 1.5.2 Soient (X,T) et (Y,T') deux espaces topologiques, f : X — Y une
application et x € X. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’application f est continue en .

2. Si B, et By(y) sont des bases de voisinages de x et f(x) respectivement, alors pour tout
B € By, il existe A € B, tel que f(A) C B.

3. Pour tout o' € T’ tel que f(x) € W', il existe w € T tel que x € w et f(w) C w'.

4. Si B et B’ sont des bases de T et T’ respectivement, alors pour tout B € B’ tel que
f(z) € B, il existe A € B tel que x € A et f(A) C B.

Démonstration :

1. = 2. Soit B € By(,). Alors B est un voisinage de f(x) et par hypothese, f~YB) € V,. Par
conséquent, il existe A € B, tel que A C f~1(B), d'out f(A) C B.

2. = 1. Soit V' € Vy(,. Alors il existe B € By, tel que B C V. Par hypotheése, il existe A € B,
tel que f(A) C BCV,dou AC f~HV). Ainsi f~1(V) € V,.

2. & 3. C’est direct en utilisant les bases de voisinages
B, ={weT:zew} et By, ={w" T :flx)ecu}

2. & 4. C’est direct par la Proposition [1.3.12 [ |

Remarque 1.5.3 L’énoncé précédent est légérement ambigu puisque les assertions 2 et 4 peuvent
étre comprises comme des propriétés valides pour toute paire de bases ou pour une seule. Nous
avons montré en fait I’équivalence entre toutes ces assertions.

Passons a présent a la définition d’une application continue.

Définition 1.5.4 Soient (X, 7T) et (Y,T’) deux espaces topologiques. On dit qu'une appli-
cation f: X — Y est continue si elle est continue en tout point x de X.

A nouveau, la continuité peut s’exprimer en termes d’ouverts, de voisinages, d’ouverts de bases
ou méme de sous-bases.

Proposition 1.5.5 Soient (X,T) et (Y,T’) deux espaces topologiques et soit f: X — Y
une application. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’application f est continue.

2. Pour tout w’ € T', on a f~1(w') € T.

3. Pour tout fermé F de Y, f~Y(F) est un fermé de X.

4. Si B est une base de T', alors pour tout w' € B', on a f~1(u') € T.
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5. Si &' est une sous-base de T', alors pour tout w' € ', on a f~1(u') € T.

Le deuxiéme point signifie qu'une application f : X — Y est continue si et seulement si 'image
inverse par f de tout ouvert de Y est un ouvert de X. Les deux derniers points montrent qu’il
suffit de le vérifier sur les ouverts de base ou de sous-base.

Démonstration :

1. = 2. Soit ' € T' et soit € f~1(w'). Comme f est continue en x et comme f(z) € w’, on
sait que f~1(w’) € V,. On conclut par la Proposition m

2. = 1. Soient € X et w’' € T tels que f(x) € w'. Par hypothése, on a f~(w') € T. Par
conséquent, si on pose w = f~H(w),onaz cwe T et f(w) Cw.

2. = 4.(5.) C’est évident puisque les éléments d'une (sous-)base sont des ouverts.

4.(5.) = 2. Il suffit d’écrire tout ouvert comme une union (d’intersections finies) d’ouverts de
(sous-)base et d’utiliser le fait que I'image inverse d’unions (d’intersections finies) est 'union (des
intersection finies) des images inverses.

2. & 3. C’est évident par passage au complémentaire. ]

La définition que nous avons adoptée pour la continuité permet de prouver directement le résultat
suivant.

Proposition 1.5.6 Soient (X, 7)), (Y, T') et (Z,T") des espaces topologiques. Si f : X =Y
et g: Y — Z sont des applications continues, alors gof : X — Z est une application continue.

Démonstration : Si Q€ 7", on a

(go ') ={reX:g(fx) e ={zeX: fx) g (D} =g ()
qui est un ouvert de X par continuité de f puisque g~*(£2) est un ouvert de Y par continuité de
g. [ |

La définition suivante donne la notion d’équivalence d’espaces topologoques.

Définition 1.5.7 Soient (X, 7T) et (Y,T’) deux espaces topologiques. On dit qu’'une appli-
cation f : X — Y est un homéomorphisme si f est bijectif, continu et d’inverse continu.
S’il existe un homéomorphisme entre deux espaces topologiques, on dit qu’ils sont homéo-
morphes.

Deux espaces homéomorphes sont topologiquement équivalents : d’un point de vue topologique,
ils sont indistinguables. Remarquons qu’il s’agit d’une relation d’équivalence sur la classe des
espaces topologiques. Les notions que 'on considére en topologie sont des notions qui sont pré-
servées par homéomorphisme : on parle de propriétés topologiques.

Exemple 1.5.8 Tous les intervalles ouverts de R sont homéomorphes entre eux et & R tout
entier. Si a,b € R, 'application

f:10,1[—=]a,b[: z— a+ (b—a)x
est un homéomorphisme entre |0, 1[ et ]a,b[. Pour passer & R, on peut par exemple considérer

I’homéomorphisme

g:]—l,l[%R:than(%w)



1.5. CONTINUITE 17

et pour U'intervalle ]0, +o0[, on utilise '’homéomorphisme
h:R —]0,400[: x — exp(x).

Exemple 1.5.9 On peut montrer que les intervalles semi-ouverts de la forme | — oo, al, ]a, b,
[a,b[ et [a, +oo[ sont également homéomorphes entre eux. Il faut pour cela introduire une topo-
logie sur ces intervalles. De méme, on peut montrer que tous les intervalles compacts [a, b] sont
homéomorphes entre eux.

Exemple 1.5.10 Dans R?, toute boule est homéomorphe & tout rectanglelﬂ

Exemple 1.5.11 Le cercle S' = {z € R? : |z| = 1} peut étre identifi¢ topologiquement & Iinter-
valle [0,1] dans lequel les deux extrémités sont identifiées (on a donc une relation d’équivalence
R). On considére la fonction

f:x€[0,1]/R — exp(2inx).

Il est pour cela nécessaire de définir une topologie sur les ensembles obtenus par quotient.

Exemple 1.5.12 Le cylindre S! x [0,1] est homéomorphe au carré [0,1] x [0, 1] dans lequel on
a identifié deux cotés. Le tore S x S' est homéomorphe au carré [0,1] x [0, 1] dans lequel on a

FIGURE 1.1 — Si on recolle les cotés du carré en suivant les fléches, on obtient un cylindre.

identifié les cotés paralléles. Si on considére & nouveau le carre [0, 1] x [0, 1] mais on identifie a
présent deux des cotés paralléles en inversant le sens. On obtient alors le ruban de Mébius. Enfin,
en identifiant les cotés paralléles du carré en préservant une fois le sens et en l'inversant 'autre
fois, on obtient la bouteille de Klein. Pour traiter ces exemples, on doit définir une topologie sur
les ensembles obtenus par produit.

A titre d’exemple, terminons ce chapitre en montrant que la notion d’espace métrisable est bien
une notion topologique.

Proposition 1.5.13 Soient (X, T) et (Y,T') deux espaces topologiques et f : X — Y un
homéomorphisme. Si (X,T) est métrisable, alors (Y, T') I'est également.

1. Pour différencier les deux notamment via ’existence de “points anguleux” dans les rectangles, il faut intro-
duire la notion de difféomorphisme, qui prend en compte la dérivée, et qui est centrale en géométrie différentielle.
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x

FIGURE 1.2 — Si on recolle successivement les c6tés du carré en suivant les fléches, on obtient un

tore.

FIGURE 1.3 — Le ruban de Mobius peut étre obtenu en faisant subir une torsion & une bande de
papier rectangulaire.

FIGURE 1.4 — La bouteille de Klein obtenue en identifiant les cotés du carré.

Démonstration : Soit d une distance définissant la topologie de X et posons

d'(y1,y2) = d(f (w1), £ (w2))

pour tous y1,y2 € Y. On vérifie directement qu’il s’agit bien d’une distance sur Y.
— Il est clair que d’ est symétrique.
— On a d/(y1,y2) = 0 si et seulement si d(f'(y1), f~'(y2)). Puisque d est une distance,
c’est équivalent & f~!(y1) = f~!(y2) et comme f est injectif, c’est équivalent & y; = yo.
— Si on considére un troisiéme point y3, on a

d'(y1,y2) = d(f 7 ), ) < AT f T (ws)) + (T (ys), £ (12)
= d'(y1,y3) +d'(y3,12)
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en utilisant I'inégalité triangulaire pour d.

Il reste & montrer que la topologie associée a d’ est la topologie T'. Soient Q € T’ et y € Q.
Puisque f est continue, f~1(Q) est un ouvert de 7 qui contient f~!(y). Il existe donc r > 0
tel que b(f~1(y),r) € f1(Q). Si z € V(y,r), alors d'(y,2) = d(f~(2), f*(y)) < r et donc
F~Yz2) eb(f~y),r) € fF71(Q). Dot z € Q. Ainsi, ¥ (y,7) C Q et Q est ouvert pour la topologie
associée a d'.

Réciproquement, montrons que les boules ouvertes pour d’ sont ouvertes dans (Y, 7"). Soient
y € Y et r > 0. En utilisant la définition de d’ et la bijectivité de f,on a t'(y,7) = f(b(f~(y),r)).
Puisque f est un homéomorphisme, I'image de la boule ouverte b(f~!(y),r) de X est ouverte
dans Y. Donc V' (y,r) € T". u



Chapitre 2

Constructions classiques de topologies

Dans ce chapitre, nous introduisons trois méthodes classiques qui permettent de construire de
nouveaux espaces topologiques & partir d’existants : les sous-espaces, les espaces produits et les
espaces quotients.

2.1 Comparaison de topologies

Etant donné un ensemble X, nous savons que nous pouvons toujours considérer sur X deux
topologies : la topologie discréte et la topologie triviale. Ces topologies sont extrémes dans le
sens oil toute topologie sur X contient toujours la topologie triviale et est toujours incluse dans
la topologie discréte. On peut en fait mettre un ordre (partiel) sur la collection des topologies
d’un ensemble.

Définition 2.1.1 Soient X un ensemble et 7,7’ deux topologies sur X. On dit que 7 est
plus fin que T’ si T posséde plus d’ouverts que 77, c’est-a-dire si 7/ C T.

Exemple 2.1.2 Sur X = {xz,y,z}, on a
{0, X} < {0, {z}, X} {0, {z}, {z, y}, X} {0, {=}, {y}, {z,y}, X} € P(X).
Par contre, les topologies {0, {z,y}, X} et {0, {z}, X} ne sont pas comparables.

La relation d’ordre entre deux topologies sur X peut également s’exprimer via la continuité de
I’application identité.

Proposition 2.1.3 Soient X un ensemble et T, T’ deux topologies sur X. Alors, T est plus
fin que T si et seulement si Iapplication identité

id: (X,T)— (X,T")

est continue.

Démonstration : C’est immédiat en utilisant la Proposition puisque

id W)= eT WeT «— TCT.

20
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Terminons cette section en remarquant que toute collection de topologies admet toujours une
borne inférieure et une borne supérieure.

Proposition 2.1.4 Soient X un ensemble et A une collection de topologies sur X. Alors,
(N7ea T est la borne inférieure de A et la topologie engendrée par |J;., T est la borne
supérieure de A.

Démonstration : Il est clair que [}, 7 est une topologie moins fine que toutes les topologies
de A. De plus, si 77 est moins fine que toutes les topologies de A, alors 7/ C T pour tout 7 € A,
et donc 77 € [1¢p T- On procéde de méme pour la borne supérieure. ]

2.2 Topologies initiales et finales
Considérons ’application suivante

1 six=0,

ffR=2R:zx~— '
3 siz#0.

Cette application est-elle continue ? La réponse dépend de la topologie que I'on met sur ’espace de
départ R et sur I’espace d’arrivée R. En effet, si la topologie sur ’espace de départ est la topologie
discréte, f sera continue quelque soit la topologie d’arrivée. De plus, si 'espace d’arrivée est muni
de la topologie triviale, I’application sera continue quelque soit la topologie de départ.

Dans cette section, nous considérons une application quelconque f : X — Y et nous fixons une
topologie sur un des deux ensembles. Nous déterminons ensuite la topologie sur I’autre ensemble
qui rend D'application f continue et qui s’éloigne le plus possible des exemples triviaux cités
ci-dessus. Ces topologies s’appelent les topologies initiales et finales relatives a f. Elles nous
permettront par la suite d’introduire les topologies induites, produits et quotients.

Commencons par définir la topologie initiale. On considére un ensemble X, un espace topologique
(Y, T") et une application f : X — Y. On cherche a mettre sur X une topologie qui rend f continu
et qui contient le moins d’ouverts possibles.

Proposition 2.2.1 Soient X un ensemble, (Y, T’) un espace topologique et f : X — Y une
application. On définit f~1(T") par

T ={f(W) W' €T}

Alors, f~1(T") est I'unique topologie sur X qui rend f continu et qui est moins fine que
toute topologie sur X rendant f continu. On appelle la topologie initiale relative a f.

Démonstration : Il est clair que f~1(7”) est une topologie et en, utilisant la Propositionm
qu’elle rend bien I’application f continue. De plus, si 7" est une topologie qui rend f continu,
la. Proposition implique directement que f~(7) C T". [

Le résultat suivant découle directement.

Corollaire 2.2.2 Soient (X,T) et (Y,T') deux espaces topologiques et f : X — Y une
application. Alors f : (X,T) — (Y, T') est continu si et seulement si f~1(T") C T.

On peut généraliser la construction précédente & une famille d’applications définies sur un méme
ensemble.
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Proposition 2.2.3 Soient X un ensemble, (Yo, Ta), o € A, une collection d’espaces topo-
logiques et pour tout o € A, une application f, : X — Y,. Alors la topologie

sup fo, ' (7a)

acA

est I'unique topologie sur X qui rend les applications f, continues et qui est moins fine que
toute topologie sur X rendant les applications f, continues. On I’appelle la topologie initiale
relative aux applications fn, o € A.

Démonstration : Par le Corollaire il est clair que sup,e4 fo '(7a) rend les applications
fa continues. De plus, la définition de la borne supérieure implique que c’est la topologie la moins
fine avec cette propriété. [ |

Remarque 2.2.4 Par la Proposition [2.1.4] la topologie initiale relative aux f, est la topologie
engendrée par I'union des f; (7). La définition des sous-bases donne que cette topologie admet
pour base les intersections finies de la forme

f(;ll(wal)ﬁ"'ﬁf;nl(wan)
avec n € No, aj € Aj et wa,; € To, pour tout j € {1,...,n}.

Terminons cette partie sur la topologie initiale par la caractérisation des applications continues
a valeurs dans un espace muni d’'une topologie initiale.

Proposition 2.2.5 Soient X un ensemble, (Yy,T,), a € A, une collection d’espaces topo-
logiques et pour tout a € A, une application f, : X — Y,. Si on munit X de la topologie
initiale relative aux applications fo, a € A, alors une application g : (Z,T) — X est continue
si et seulement si pour tout o € A, I'application f,0q:(Z,T) — (Y, Ta) est continue.

Démonstration : Si g est continu, alors pour tout o € A, f, 0g est continu par la Proposition
[1.5.6] Réciproquement, supposons que les applications f, o g sont continues. La Proposition [I.5.5]
implique qu’il suffit de montrer que I'image inverse par g de tout ouvert de sous-base de X est
un ouvert de Z. Par définition de la topologie initiale, un tel ouvert est de la forme f;!(w,) ot
a€ Aetwy €Ty On a

97 (3 @) = (fa 0 9) " (wa),s
qui est ouvert dans Z par hypothése. [
Intéressons-nous & présent a la définition la topologie finale. On considére un espace topologique

(X, T), un ensemble Y et une application f : X — Y. On cherche a mettre sur Y une topologie
qui rend f continu et qui contient le plus d’ouverts possibles.

Proposition 2.2.6 Soient (X,7T) un espace topologique, Y un ensemble et f : X — Y une
application. On définit f(T) par

fM={w'CY: fH()eT}
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Alors, f(T) est I'unique topologie sur Y qui rend f continu et qui est plus fine que toute
topologie sur Y rendant f continu. On I'appelle la topologie finale relative a f.

Démonstration : En utilisant la Proposition on sait que f : (X,7T) — (Y,T') est
continu si et seulement si pour tout w’ € 77, on a f~1(w’) € T, ce qui se réécrit 7' C f(T). On
vérifie directement que f(7) est une topologie sur Y, ce qui donne la conclusion. [ |

A nouveau, le résultat précédent permet d’obtenir directement une caractérisation des topologies
sur Y rendant f continu.

Corollaire 2.2.7 Soient (X,7T) un espace topologique, Y un ensemble et f : X — Y une
application. Alors, f : (X,T) — (Y, T") est continu si et seulement si T' C f(T).

Comme dans le cas de la topologie initiale, on peut généraliser la construction de la topologie
finale & une famille d’applications définies sur un méme ensemble.

Proposition 2.2.8 Soient (X,,7a), @ € A, une collection d’espaces topologiques, Y un
ensemble et pour tout o € A, une application f, : X, — Y. Alors la topologie

inf fo(Ta) = (] fa(Ta)

acA

est I'unique topologie sur Y qui rend les applications f, continues et qui est plus fine que
toute topologie sur Y rendant les applications f, continues. On I'appelle la topologie finale
relative aux applications fn, o € A.

Démonstration : Par le Corollaire 2.2.7] il est clair que infyea fo(7a) rend les applications
fa continues. De plus, la définition de la borne inférieure implique que c’est la topologie la plus
fine avec cette propriété. [ |

Enfin, présentons un résultat qui permet d’obtenir la continuité d’applications définies sur un
espace muni d’une topologie finale.

Proposition 2.2.9 Soient (X,,7a), @ € A, une collection d’espaces topologiques, Y un
ensemble et pour tout o € A, une application f, : Xo — Y. Si on munit Y de la topologie
finale relative aux applications f,, o € A, alors une application g : Y — (Z,T) est continue
si et seulement si pour tout o € A, I'application g o fo : (Ya,Ta) — (Z,T) est continue.

Démonstration : Si g est continu, alors la Proposition implique que pour tout a &€
A, g o f, est continu. Réciproquement, supposons que les applications f, o g sont continues.
Considérons w € T et montrons que g~ '(w) appartient & la topologie finale sur Y~ qui est donnée
par (aea fa(7Ta). Or, pour tout a € A, on a f3(g7 (w)) = (go fa) ! (w) € T par hypothese,
ce qui suffit. [ |

2.3 Sous-espaces

Un sous-ensemble d’un espace topologique hérite de maniére naturelle d’une topologie. Nous
présentons cette topologie et ses premiéres propriétés dans cette section.
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Définition 2.3.1 Soient (X,7) un espace topologique et Y C X. La topologie induite sur
Y par (X, T) est la topologie initiale relative & I'inclusion ¢ : ¥ — X. On la note Tipgq ou
Tx. L’ensemble Y muni de cette topologie est appelé un sous-espace topologique de (X, T).

Remarquons que

ﬂnd:{i_l(w):we’T}:{wﬂY:weT}.

Ainsi, les ouverts de Y sont simplement les intersections des ouverts de X avec Y. En particulier,
si Y C X est un ouvert, alors

{wnNY:weTl={w:weT,wCY}
puisque 7 est stable par intersection finie.
Exemple 2.3.2 L’espace R vu comme partie de R? est un sous-espace topologique de R2.
Exemple 2.3.3 La topologie induite par R sur N est la topologie discréte.

Au vu des exemples précédents, on pourrait se demander si N muni de la topologie discréte est
un sous-espace topologique de R?. La réponse est positive et est obtenue dans le résultat suivant.

Proposition 2.3.4 Si (X,7) est un espace topologique et si Z C'Y C X, alors les topolo-
gies induites dans Z par X et Y (muni de la topologie induite par X ) coincident.

Démonstration : Soit w un ouvert de la topologie induite par Y. Alors, il existe un ouvert (2
de Y tel que w = QN Z. Or, comme ) est un ouvert de Y, il existe ' € T tel que Q = Q' NY.
Au total, on adonc w = NY NZ=Q"NZ et west un ouvert de la topologie induite par X.
De méme, si w est un ouvert de la topologie induite par X sur Z, alors il existe Q € 7" tel que
w=0NZ.Onentireque w=w NZouw =2NY est un ouvert de Y. [ ]

Les fermés d’un sous-espace topologique sont obtenus a partir des fermés de ’espace de maniére
semblable aux ouverts.

Proposition 2.3.5 Soient (X,7T) un espace topologique et Y C X. Un ensemble A C'Y
est fermé pour la topologie induite sur Y si et seulement si il existe un fermé F' de X tel que

A=FnNY.

Démonstration : Il suffit de passer au complémentaire. En effet, si A est fermé dans Y, alors
il existe w € T tel que Y\ A =wnNY. On en tire que A =Y N (X \ w). Réciproquement, si F'
est un fermé de X et si A=FNY,alors Y\ A= (Y N(X\F)) et donc A est fermé dans Y. m

Ce résultat permet par exemple de calculer I'adhérence d’un sous-ensemble de Y & partir de son
adhérence dans X.

Corollaire 2.3.6 Soient (X,T) un espace topologique et Y C X. Pour toute partie A de
—Y =X
Y, onaA =A NY.
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Démonstration : Par la Proposition on sait que AXNY est un fermé de Y. De plus, il
contient A et donc A" C A% NY. D’autre part, soit y € A% MY et soit un ouvert w de Y qui
contient y. Alors, il existe Q € T tel que w = QNY et wNA=QNYNA=QNA# D car
ye A, n
Remarque 2.3.7 En général, on a A°Y # A°X NY. Il suffit de prendre A=Y =Qet X =R

puisque dans ce cas, A°Y = A et A°X = ().

Les deux résultats suivants sont utilisés couramment lorsque ’on étudie la continuité d’applica-
tions sur des sous-espaces.

Proposition 2.3.8 Soient (X,T) et (Z,T') deux espaces topologiques et f : X — Z une
application continue. Si Y C X est muni de la topologie induite par X, alors la restriction
fly : Y — Z est continue.

Démonstration : Il suffit d’utiliser la Proposition et de remarquer que fly = foioui
est continu par définition de la topologie induite. [

Le résultat suivant est une simple réécriture de la Proposition dans notre cas particulier.

Proposition 2.3.9 Soient (X,T) et (Z,T') deux espaces topologiques et f : X — Z une
application continue. Si'Y est un sous-espace topologique de Z qui satisfait f(X) C Y, alors
Papplication f : X — Y est continue.

Exemple 2.3.10 Soit S? = {(z,y, 2) € R : 22 + y? + 22 = 1}. Puisque 'application
fiRY = R:(z,y,2) 2

est continue, sa restriction a S? l'est également. On en tire également que f : S? — [—1,1] est
continue.

Si une application est continue, on a vu que ses restrictions a tous les sous-espaces topologiques
sont continues. Il est donc naturel de se demander si on peut avoir une réciproque a ce résultat.
Il suffit en fait de regarder ce qui se passe sur une famille de sous-espaces qui recouvrent un
voisinage de chaque pointde I’espace de base.

Proposition 2.3.11 Soit (X, T) un espace topologique et soit A C P(X) tel que A contient
un voisinage de chaque point x € X. Une application f : (X,T) — (Y,T') est continue si et
seulement si pour tout A € A, 'application f|4 est continue.

Démonstration : On a déja démontré que la condition était nécessaire dans la Proposition
. Montrons qu’elle est suffisante. Pour cela, soit w € 77 et soit € f~!(w). Par hypothése,
il existe un ensemble A € A tel que A € V,. En particulier, x € A°. On sait aussi que f|4 est
continu et donc il existe un ouvert 2 € T tel que (f|a) !} (w) = QN A. Alors, QN A° est un
ouvert de X contenant x et inclus dans f~!(w), d’out f~H(w) € V. [ |

Terminons cette section par des propriétés relatives au comportement des bases de topologie et
bases de voisinages vis-a-vis des sous-espaces. Les preuves sont laissées a titre d’exercice.
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Proposition 2.3.12 Soient (X, 7 ) un espace topologique et Y C X muni de la topologie
induite.
1. Si B est une base de T, alors {BNY : B € B} est une base de Y.

2. Si B, est une base de voisinages dans X de x € Y, alors {BNY : B € B,} est une
base de voisinages de x dans Y .

2.4 Espaces produits

Dans cette section, nous montrons comment munir un produit cartésien d’espaces topologiques
d’une topologie naturelle et utile. Nous commencons par étendre la définition d’un produit car-
tésien & une famille quelconque d’espaces.

Définition 2.4.1 Soit X,, o € A, une famille d’ensembles. Le produit cartésien des en-
sembles X, a € A, est 'ensemble

H Xo ={(xa)aca : Ta € XoVa € A}.
aEA

Exemple 2.4.2 Si A ={1,...,n} est un ensemble fini, alors

[l Xoe=Xix- xXp={(z1,...,20) : 3 € X;Vi <n}.
ae{l,...n}

Exemple 2.4.3 Si A =N et X,, = X pour tout n € N, alors

HX:XN:{(:cn)neN::cneXVneN}
aeN

est I’ensemble des suites de X.

Exemple 2.4.4 Si A =R et X, =R pour tout o € R, alors

H R =R® = {(f(a))acr : f(a) € RVa € R}.

a€eR

Autrement dit, il s’agit de I’ensemble des fonctions définies sur R et & valeurs dans R.

Remarque 2.4.5 Lorsque l'on considére un produit général, il faut que I'on puisse sélectionner
un élément dans chaque ensemble considéré. Ainsi, I’axiome du choix est nécessaire.

Définition 2.4.6 Soit X,, @ € A, une famille d’ensembles. Pour tout oy € A, la projection
canonique pq, est 'application définie par

Dag H Xo = Xop  (Ta)aca = Tay-
acA

Ces applications vont nous permettre de définir une topologie sur le produit cartésien d’espaces
topologiques.
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Définition 2.4.7 Soit (X4, 7o), @ € A, une famille d’espaces topologiques. La topologie
produit ou topologie faible sur le produit cartésien [] .4 X, est la topologie initiale relative
a la famille des projections canoniques po, o € A.

On sait donc qu’une base de la topologie produit est donnée par les intersections finies de la
forme

p;ll(wal) - ﬂp;i(wan)
avec n € No, aj € Aj et wa; € To, pour tout j € {1,...,n}. Remarquons que

Pay (@ar) N Npet (W) = [] Za o Za =

acA

Wa; Sia=a;pourun je{l,...,n}
X,  sinon.

Par conséquent, les ouverts de base sont donnés par les produits des ouverts des espaces X, dont
seulement un nombre fini d’entre eux est propre (différent de X, ). Par contre, si on considére un
produit fini, les ouverts de base sont les produits d’ouverts.

Exemple 2.4.8 Une base de R x R est donnée par les produits wy X we d’ouverts de la topologie
euclidienne de R. Comme une base de la topologie euclidienne est donnée par les intervalles
ouverts, on trouve facilement qu'une base de R x R est donnée par les produits d’intervalles
ouverts. On retrouve donc la topologie euclidienne de R x R = R?.

Exemple 2.4.9 Considérons RN I’ensemble des suites de R muni de la topologie produit. Le
sous-ensemble | — 1, 1[N formé des suites de | — 1, 1[ n’est pas ouvert puisqu’il n’y a pas d’ouvert
de base inclus dedans.

Exemple 2.4.10 Considérons I’espace R¥ des applications définies sur R et a valeurs dans R.
Une base de voisinages d’'une fonction f € RF pour la topologie produit est donnée par les
ensembles U(f,z1,...,%n,€1,...,&,) de la forme

Ulf1s s tmsers o nzn) = {9 € R g(a;) €1f(x5) — e, f(w5) + 51 Vi € {L,...,n}}
— {9 €R®:|glay) — flz)| <&V € {L,....n})
avec n € Ny, z; € Ret €5 > 0 pour tout j € {1,...,n}, vu la Proposition [1.3.12

Dans tout espace produit, on a par contre que tout produit de fermés est fermé.

Proposition 2.4.11 Soit (X,, 7o), o € A, une famille d’espaces topologiques. Si pour tout
a € A, F, est un fermé de X, alors [],c 4 Fo est fermé dans [[,c4 Xa-

Démonstration : On remarque que

[T X\ I Fo = {(za)aca : 3og € A tel que zoy & Fuo} = | pag (Xap \ Fay)

acA acA apg€A
qui est un ouvert puisque chaque projection est continue. [ |
Si on considére une application f a valeurs dans R™, on sait qu’elle est continue si et seulement si
chacune de ses composantes 'est. La définition de la topologie produit comme topologie initiale

permet de généraliser cette caractérisation de la continuité pour des applications & valeurs dans
un produit quelconque.
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Proposition 2.4.12 Soient (X,, 7o), @ € A, une famille d’espaces topologiques, (Y,T) un
espace topologique et f :'Y — [ c4Xqo. Si on munit [[,.4 Xo de la topologie produit,
alors application f est continue si et seulement si pour tout o € A, I'application p, o f est
continue.

Démonstration : Il s’agit d’une reformulation de la Proposition dans le contexte des
espaces produits. [ |

Donnons une application directe mais trés utile du résultat précédent.

Corollaire 2.4.13 Soit (X,7T) un espace topologique. On munit R de la topologie eucli-
dienne. Si f : X — R et g : X — R sont des applications continues, alors fg, f + g et cf o
¢ € R sont des applications continues. Si g # 0 sur X, alors f/g est continu sur X.

Démonstration : Nous démontrons le cas de la somme. Les autres cas se traitent de maniére
semblable. Considérons ’application

(f,9): X = RxR:z = (f(z),9(z)).
Elle est continue car p; o (f,g) = f et p2 o (f,g9) = g. On sait que I'application
+:RxR—=R:(z,y)—z+y

est continue puisque R est muni de la topologie euclidienne. Par conséquent, +o (f,g) = f + g
est continue. ]

Fréquemment, l'espace R? est représenté par un plan en y tracant des axes. Chaque axe est
identifi¢ & R via l'application = +— (z,0) ou = — (0,z). Le point 0 que 'on privilégie est
évidemment arbitraire et on pourrait identifier R & toute droite horizontale ou verticale. Cette
identification reste valade d’un point de vue topologique dans n’importe quel espace produit.

Proposition 2.4.14 Soit (X,,7.), a € A, une famille d’espaces topologiques. Pour tout
ap € A, I'espace topologique (Xqq, Ta,) est homéomorphe a un sous-espace topologique du
produit [[,c4 Xo. Plus précisément, si pour tout a € A\ {ag} on fixe un point z, € X,
alors I'application

i Xog — HXa:yH(ya)aeA ol Yo =

acA Y si o= qp

{xa s« # ag

est un homéomorphisme entre (X, Ta,) €t i(Xa,) muni de la topologie induite par le
produit.

Démonstration : Commengons par montrer que ¢ est une application injective. Supposons
donc que i(y) = i(z). Alors, on a pa, (i(y)) = pay (i(2)) c’est-a-dire y = z. On obtient en particulier
que l'inverse de i : Xo, — i(Xagy) €8t pagli X.,,)- Puisque pq, est une application continue, la
Proposition implique que pq, |i( Xap) St également continu. Pour conclure, il suffit de montrer
que ¢ : Xog — | [4ca Xa est continu en utilisant la Proposition Or, pour tout a € A, il est
clair que p,, o7 est continu. La Proposition donne la conclusion. [ ]
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2.5 Espaces quotients

Considérons un ensemble X et une relation d’équivalence R sur X, c’est-a-dire une relation
réflexive, symétrique et transitive. L’ensemble quotient de X par R, noté X/R, est 'ensemble
formé des classes d’équivalence [z]g = {y € X : yRa}. Le passage au quotient est application

T X = X/R:z— [z]g.

Définition 2.5.1 Soient (X, 7T) un espace topologique sur X et R une relation d’équivalence
sur X. La topologie quotient sur X/R est la topologie finale mr (7T) relative & 7g.

Les ouverts de X/R sont donc les ensembles w C X/R tels que 7' (w) € 7. La définition de
la topologie quotient permet de caractériser les applications continues sur le quotient. Commen-
cons pour cela par montrer que toute application définie sur un espace quotient est liée & une
application définie sur ’espace de départ.

Proposition 2.5.2 Soient f: X — Y une application et R une relation d’équivalence sur
X. Alors f est constante sur les classes d’équivalence (c’est-a-dire xRy = f(x) = f(y)) si
et seulement si il existe une unique application f : X/R — Y telle que f = f o wg.

Démonstration : Si f est une application constante sur les classes d’équivalence, alors il est

clair que f([z]g) = f(x) pour tout x € X est 'unique application qui convient. La réciproque
est immeédiate. m

Cette propriété permet de caractériser la continuité d’applications définies sur un espace quotient.

Proposition 2.5.3 Soient (X,7T) et (Y,7') deux espaces topologiques et R une relation
d’équivalence sur X. Une application f : (X,T) — (Y,T") est continue si et seulement si
[ (X/R,7r(T)) — (Y, T') est continue.

Démonstration : Puisque f = fo TR, le résultat découle directement de la Proposition m
|

Exemple 2.5.4 Considérons sur la droite R la relation d’équivalence R définie par
TRy <z —y€EZ.

Autrement dit, on a R/R = R/Z. Cet espace quotient est homéomorphe au cercle S! par I’ap-
plication B
f:R/Z — S : [z] = (cos(27x),sin(27x)).

On sait que fest bijectif et est continu par les Propositions et puisque f : R — R?
I'est. Enfin, f~! est continu si et seulement si f est ouvert (I'image de tout ouvert est un ouvert).
Soit w un ouvert de R/Z, c’est-a-dire un sous-ensemble de R/Z tel que 7~ !(w) est un ouvert de
R. Alors

Flw)={f([2]) : [2] € w} = {f(w(2)) : w(x) € w} = {f() :x €77} (W)} = f(x ' (w))

d’ou le résultat puisque f est une application ouverte (exercice). Mentionnons que nous verrons
un résultat qui permet d’obtenir plus facilement la continuité de f—1.



Chapitre 3

Convergence, filtres et axiomes

Dans R, différentes notions topologiques peuvent étre caractérisées via la convergence de suites.
Naturellement, on peut se demander s’il est possible d’obtenir des résultats similaires dans le
cas d’espaces topologiques quelconques. Pour cela, nous introduisons tout d’abord la notion
de convergence de suites dans un espace topologique. Nous montrons ensuite que cette notion
de convergence séquentielle n’est adaptée qu’aux espaces topologiques qui satisfont le premier
axiome de dénombrabilité. Nous introduisons alors un concept de convergence plus général basé
sur les filtres qui remplace la convergence séquentielle dans ces espaces topologiques.

3.1 Convergence dans un espace topologique

Rappelons qu’une suite (x,)neny de R converge vers x € R si pour tout € > 0, il existe N € N
tel que |z, — x| < € si n > N, clest-a-dire x,, €]x —e,x + ¢ si n > N. Ainsi, la suite finira
par appartenir & n’importe quel voisinage de la limite. Ceci méne naturellement & la définition
suivante.

Définition 3.1.1 Soit (X, 7) un espace topologique. Une suite (z,,)nen de X converge vers
x € X si pour tout V € V,, il existe N € N tel que x,, € V pour tout n > N. Dans ce cas,
on note x, — x.

Bien sir, il suffit de regarder ce qui se passe sur une base de voisinages de x. La limite d’une
suite convergente posséde les propriétés suivantes, bien connues lorsque 'on travaille dans R™.

Proposition 3.1.2 Soient (X,T) et (Y,T') deux espaces topologiques, (xp)nen une suite
de X, AC X et f:(X,T)— (Y,T') une application continue.

1. Si (zn)nen est une suite de A et si z, — x, alors x € A.

2. Six, — x, alors f(x,) — f(z).

Démonstration : 1. Soit V' € V,. La convergence de la suite (z,,),en vers x implique 'existence
d’un naturel N € N tel que x,, € V pour tout n > N. Comme z,, € A, on a VN A # (). Il s’ensuit
que z € A.

2. Soit V' € Vy(y). Comme f est continu en z, on sait que f~1(V) € V.. De plus, comme z,, — z,
il existe N € N tel que z,, € f~1(V) pour tout n > N, et donc f(z,) € V pour tout n > N. m

Afin d’obtenir les réciproques de ces propriétés, nous devons restreindre la famille des espaces
topologiques sur lesquels nous travaillons. En effet, la convergence séquentielle est suffisante pour

30
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décrire des topologies pour lesquelles les voisinages des points peuvent étre décrits de maniére
dénombrable (c’est-a-dire avec la méme cardinalité que 'ensemble des indices des suites).

Définition 3.1.3 Un espace topologique (X, 7T) satisfait le premier axiome de dénombrabi-
lité si tout point de X admet une base dénombrable de voisinages.

On vérifie directement qu’il s’agit d’une notion topologique : si (X, 7) et (Y, 7") sont homéo-
morphes et si (X,7) satisfait le premier axiome de dénombrabilité, alors (Y,7’) le satisfait
également.

Evidemment, 'existence d’une base dénombrable de voisinages d’un point n’implique pas que
toutes ses bases de voisinages sont dénombrables puisqu’on peut toujours ajouter des voisinages
& une base, tout en gardant une base.

Exemple 3.1.4 Dans R" ou dans un espace métrique quelconque, ’ensemble des boules ouvertes
centrées sur x et de rayon %, n € Np, est une base dénombrable de voisinages de zx, tandis
que 'ensemble des boules ouvertes centrées sur X de rayon strictement positif est une base de

voisinages non-dénombrable.

Proposition 3.1.5 Si (X,7) est un espace topologique qui satisfait le premier axiome
de dénombrabilité, alors toute base de voisinages de x contient une base dénombrable de
voisinages de x. De plus, toute base dénombrable de voisinages de x peut étre modifiée en
une base décroissante de voisinages de x.

Démonstration : Soit B, une base de voisinages de x. Commencons par montrer que B
contient une base dénombrable de voisinages. Par hypothése, on peut considérer une base dé-
nombrable B/, = {V,) : n € N} de voisinages de z. Alors, pour tout n € N, il existe V,, € B, tel
que V,, C V,{. L’ensemble dénombrable

B ={V, :n €N}

est formée de voisinages de x. De plus, si V' € V,, alors il existe n € N tel que V,) C V et par suite,
V., C V. Donc, B est une base dénombrable de voisinages de x. On peut la rendre décroissante
en considérant 1’ensemble

n
(Vi:neN
j=0
]
Nous pouvons & présent obtenir les réciproques de la Proposition sous I'hypothése supplé-

mentaire que ’espace topologique sur lequel on travaille satisfait le premier axiome de dénom-
brabilité.

Proposition 3.1.6 Soient (X,T) et (Y,T’) deux espaces topologiques, A C X et z € X.
Supposons que (X, T) satisfait le premier axiome de dénombrabilité.

1. On a x € A si et seulement si il existe une suite (x,)nen de A telle que x,, — .

2. Une application f : (X,T) — (Y,T’) est continue si et seulement si pour toute suite
(Tn)nen de X qui converge vers x € X, on a f(zn) — f(x).
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Démonstration : 1. Soit x € A et soit B, = {V,, : n € N} une base dénombrable décroissante
de voisinages de x. Pour tout n € N, il existe x,, € ANV,,. La suite (zy)necn de A ainsi construite
converge vers x puisque si V € V., il existe N € N tel que V,, C Vy C V pour tout n > N. La
réciproque découle de la Proposition [3.1.2]

2. Si f est continu, le résultat découle de la Proposition Pour I'implication inverse, soit F
un fermé de (Y, 7”). Montrons que f~!(F) est un fermé de (X, 7). Pour cela, il suffit de montrer
que f~1(F) = f~1(F). Bien stir, on a f~1(F) C f~1(F). De plus, si € f~1(F), alors par le
point 1, il existe une suite (z,)neny de f~H(F) qui converge vers z. Par hypothése, on sait que
f(x,) — f(z) et donc par le point 1, f(x) € F = F. Cela implique que x € f~1(F), ce qui suffit.

|

Remarque 3.1.7 Soient (X,7) et (Y,7T’) deux espaces topologiques, et soit f : X — Y une
application. On différencie la continuité de la continuité séquentielle comme suit : f est séquen-
tiellement continu si pour toute suite (z,,),en de X qui converge vers x, (f(zy))nen converge vers
f(z). Ainsi, dans un espace qui satisfait le premier axiome de dénombrabilité, la continuité est
équivalente a la continuité séquentielle. C’est vrai en particulier dans tous les espaces métriques.

On en tire que dans les espaces topologiques qui satisfont le premier axiome de dénombrabilité,
les suites convergentes permettent de caractériser les ensembles fermés et donc la topologie en
général. En particulier, on peut comparer les topologies grace aux suites.

Proposition 3.1.8 Soient T et 7' deux topologies sur un ensemble X. Supposons que
(X, T) satisfait le premier axiome de dénombrabilité. Alors T est plus fin que T’ si et
seulement si toute suite (zp)neny de X qui converge vers x € X dans (X,7T) converge
également vers x dans (X, T").

Démonstration : On remarque que l'identité
id: (X,7T) = (X, T

est continue si et seulement si 7/ C 7. La Proposition permet de conclure. [ |

3.2 Filtres

Certains espaces topologiques ne sont pas & base dénombrable de voisinages. C’est le cas par
exemple de R/Z, ou encore de tout ensemble non-dénombrable X muni de la topologie cofinie.
Dans ces espaces, on ne peut pas utiliser les suites pour caractériser les différentes notions topo-
logiques. On peut alors utiliser la notion de filtre qui permet de généraliser celle de convergence.

Définition 3.2.1 Soit X un ensemble. Un filtre sur X est une partie non-vide F de P(X)
qui vérifie les propriétés suivantes :

(F1) 0 ¢ F,
(F2) si Fy, Fy € F,alors F1 N Fy € F,
(F3) Si Fy € Fet Fy C Fy, alors Fy € F.

Exemple 3.2.2 Si Y C X est non-vide, alors Fy = {F C X : Y C F} est un filtre sur X.
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Exemple 3.2.3 Si X est infini, alors F = {F C X : X \ F est fini } est un filtre sur X.

Un filtre trés important pour définir la notion de convergence de filtres est le filtre des voisinages
d’un point.

Définition 3.2.4 Soit (X, 7) un espace topologique. Si z € X, I’ensemble V, des voisinages
de x est un filtre sur X appelé le filtre des voisinages de x.

Le fait qu’il s’agisse d’un filtre découle immédiatement des propriétés (V1), (V2) et (V4) des
voisinages d’un point.

Définition 3.2.5 Soit (X, 7T) un espace topologique. Un filtre F sur X converge vers x € X
si V, € F. On dit que z est un point limite du filtre F et on note F — z.

Comme dans le cas des suites, on peut évidemment vérifier qu’un filtre F converge vers x en
montrant que F contient une base de voisinages B, de x par la propriété (F3). Bien str, le filtre
V., des voisinages de x converge vers x.

La définition que nous venons d’introduire généralise la notion de convergence des suites. Pour
cela, commengons par remarquer qu’a toute suite correspond un filtre. Autrement dit, on peut
voir les filtres comme des suites généralisées.

Définition 3.2.6 Si (z,),en est une suite d’un ensemble X, I'ensemble des parties de X qui
contiennent une queue de cette suite est un filtre sur X, appelé le filtre associé & (zy,)nen-

Il est direct de vérifier qu’il s’agit bien d’un filtre.

Proposition 3.2.7 Soit (X,7) un espace topologique. Une suite (z,)nen de X converge
vers x € X si et seulement si le filtre associé a (x,,)neN converge vers x.

Démonstration : Par définition, on a x, — x si pour tout V € V,, il existe N € N tel que
xn € V pour tout n > N. C’est équivalent a dire que le filtre associé a (x,)nen contient V,,
c’est-a-dire converge vers . |

Introduisons a présent la notion de base de filtre, qui permet de construire des filtres & partir
d’une famille d’ensembles.

Définition 3.2.8 Soient X un ensemble et F un filtre sur X. Une partie B de F est une
base de F si pour tout F' € F, il existe B € B tel que B C I, c’est-a-dire si

F={FCX:3B¢cBtelque BC F}.

Les bases de filtres satisfont la propriété suivante. Nous verrons qu’elle les caractérise entiérement.

Proposition 3.2.9 Soient X un ensemble et F un filtre sur X. Si B est une base de F,
alors pour tous By, Bo € B, il existe Bs € B tel que Bg C B1 N Bos.

Démonstration : Par définition, on a By, By € F et donc par (F2), on a aussi By N By € F.
La conclusion en découle. ]

La réciproque est donnée dans le résultat suivant.
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Proposition 3.2.10 Soit B une famille non-vide de parties non-vides de X telle que pour
tous By, By € B, il existe Bs € B tel que B3 C By N By. Alors

F={FCX:3BeBtel que BC F}

est un filtre sur X, appelé le filtre engendré par B.

Démonstration : La preuve est immédiate, il s’agit de simples vérifications laissées & titre
d’exercice. m

Les bases de filtres permettent de définir I'image d’un filtre par une application qui sera utile
pour la caractérisation des applications continues.

Définition 3.2.11 Soient X et Y deux ensembles, f : X — Y une application et F un filtre
sur X. Le filtre image est le filtre sur Y engendré par {f(F) : F € F}. On le note f(F).

On peut facilement montrer que f(F)={BCY : f}(B) e F}

Le résultat suivant fournit la généralisation souhaitée de la Proposition Notons que nous
n’imposons plus rien sur les espaces topologiques.

Proposition 3.2.12 Soient (X, T) et (Y,T’) deux espaces topologiques, A C X et x € X.
1. On a x € A si et seulement si il existe un filtre F tel que A € F et F — .

2. Une application f : (X,T) — (Y, T") est continue si et seulement si pour tout filtre F
de X qui converge vers x € X, on a f(F) — f(x) dans Y.

Démonstration : 1. Supposons tout d’abord que z € A. Alors, pour tout V € V,, ANV # ()
et clairement B = {ANV : V € V,} est la base d'un filtre F sur X. Ce filtre contient A et
converge vers x car pour tout V€V, VNACYV.

Réciproquement, supposons que F est un filtre de X tel que A € F et F — x. Alors, pour tout
V €V, V € F. En particulier, VN A # et x € A.

2. Supposons que [ est continu et que F — z. Soit V' € Vy(,. Alors 1 (V) € V, et donc
f~YV) € F. On en tire que f(f~1(V)) € f(F) et comme f(f~1(V)) C V, il s’ensuit que
V € f(F), ce qui suffit.

Réciproquement, soit V, le filtre des voisinages de x. Alors, V, — x et par hypothése, on a
également f(V;) — f(x). Ainsi, pour tout V' € Vy(g), V' € f(Vs) cest-a-dire il existe V € V,
tel que f(V) C V'. La conclusion s’ensuit. |

On en tire que la notion de convergence de filtres permet de définir la topologie de I'espace, via
ses ensembles fermés par exemple.

Proposition 3.2.13 Soient T et T’ deux topologies sur un ensemble X. Alors T est plus
fin que T si et seulement si tout filtre de X qui converge vers x € X dans (X,T) converge
également vers x dans (X, T").

Démonstration : L’identité

id: (X,7T) — (X, T
est continue si et seulement si 7’/ C 7. La Proposition |3.2.12| donne la conclusion. [
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Par conséquent, deux topologies sur X sont égales si et seulement si elles ont les mémes filtres
convergents et les mémes limites. De plus, plus une topologie est fine, moins il y a de filtres
convergents pour cette topologie.

Terminons cette section sur les filtres en montrant que la topologie que nous avons introduite
sur le produit traduit la convergence terme & terme.

Proposition 3.2.14 Soit (X4, Ta), @ € A, une famille d’espaces topologiques. Un filtre F
sur [ [ e 4 Xa converge vers x si et seulement si pour tout a € A, po(F) — pa(x) dans X,.

Démonstration : Si F — z, alors par continuité de py, on a po(F) — pa(x). Supposons donc
que po(F) = palz) pour tout o € A. Les ensembles du type p,!(wa,) N -+ N pyl(wa,) avec
n € No, aj € Aj et 2o, € wa,; € To; pour tout j € {1,...,n} forment une base de voisinages
de z dans le produit. Pour un tel élément, on a w,; € Vmaj et puisque pq, (F) — Tq;, ON en tire
que Wq; € pa,(F). Par conséquent, il existe F; € F tel que py,(Fa;) € wa,. On en tire que
Fo, C p;jl(waj). En posant F'= F,,; N---NF,,,on a I € F par (F2) et

F Cpyl(wa) NN pat(way,)-

La propriété (F3) implique alors que p3 ' (wa,) N -+ N pgHwa,) € F, et done F — . |

3.3 Axiomes de séparation

Les notions de limite de suite et de limite de filtre dans des espaces topologiques introduites dans
les sections précédentes n’assurent pas l'unicité de la limite. Par exemple, si X est muni de la
topologie triviale et si F est un filtre de X, alors pour tout = € X, F contient V, et converge
donc vers z.

Dans un espace topologique quelconque (X, 7)), si un filtre F converge vers deux points = et y
avec x # y, alors V, C F et V, C F. Ainsi, pour tout V € V, et tout V' € V,, la propriété (F2)
implique que VNV’ € F et donc par (F1), VNV’ # (). Dans le cas particulier des suites, ceci se
réécrit de la maniére suivante : si une suite (x,,),en converge vers x # y, alors pour tous V € V,
et V' €V, il existe N € N tel que z,, € VNV’ pour tout n > N , d'oa VNV’ # .

Pour assurer 'unicité de la limite, on doit donc s’assurer que cette situation est impossible.

Définition 3.3.1 Un espace topologique (X, 7)) est séparé ou de Hausdorff si pour tous
z,y € X tels que x # y, il existe des voisinages V € V, et V/ € V, qui satisfont V NV’ = (.
Dans ce cas, on dit également que (X, 7)) satisfait I'axiome (7).

L’axiome (T3) peut s’écrire sous les formes équivalentes suivantes.

Proposition 3.3.2 Soit (X,7) un espace topologique. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

1. L’espace (X, T) est séparé.

2. Pour tous z,y € X tels que x # y, il existe wy,wy € T tels que v € wy, y € wy et
we Nwy = 0.

3. Pour tous z,y € X tels que x # y, il existe un voisinage fermé V de x qui ne contient
pasy.
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De plus, si (X, T) est séparé, alors les singletons de X sont fermés.

Démonstration :

1. = 2. C’est évident par définition des voisinages puique tout voisinage d’un point contient un
ouvert qui contient le point.

2. = 3. On sait qu’il existe w,,w, € T tels que x € wy, ¥ € wy et wy Nwy, # 0. Alors w, C X\ wy
et donc w; € X \ wy. Par conséquent, @, est un voisinage fermé de x qui ne contient pas y.

3.=1. Si V est un voisinage fermé de = qui ne contient pas y, alors x € V° et X \ V est
voisinage ouvert de y qui ne rencontre pas V°.

De plus, si (X, 7T) est séparé et si x € X, alors pour tout y € X \ {z}, il existe w € T tel que
y € wet z ¢ w. Ceci montre que X \ {z} est un voisinage de chacun de ses points, et est donc
ouvert. -

Les espaces topologiques dans lesquels tout singleton est fermé sont appelés des espaces acces-
sibles. On dit qu’ils satisfont 'axiome (77).

Exemple 3.3.3 Tout espace métrique (X, d) est séparé. En effet, si  # y, alors d(z,y) > 0 et
les boules centrées en x et y respectivement de rayon %d(m, y) sont disjointes.

Exemple 3.3.4 Considérons 'espace R? muni de la topologie initiale relative & la premiére
projection pj. Les ouverts sont les unions d’ensembles de la forme |a, b[xR. Ainsi, les points de
la forme (z,y) et (x,z) avec y # z ne peuvent étre séparés par des ouverts disjoints. L’espace
n’est donc pas séparé.

Exemple 3.3.5 Considérons un ensemble infini X muni de la topologie cofinie. Cet espace
topologique n’est pas séparé car il ne posséde pas de couple d’ouverts non-vides disjoints (mais
il est accessible).

Le raisonnement établi en début de section montre que les espaces séparés fournissent un cadre
naturel pour parler de limite.

Proposition 3.3.6 Soit (X,7) un espace topologique. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

1. L’espace (X, T) est séparé.
2. Tout filtre F sur X qui converge admet une limite unique.
3. La diagonale Ax = {(z,z) : © € X} est fermée dans X x X.

Démonstration :
1. = 2. C’est le raisonnement effectué en début de section.
2. = 1. Si (X,7T) n'est pas séparé, alors il existe z # y tel que pour tous wy,w, € T tels que
T Ewy ety € wy,onaw,Nwy # (). En utilisant la Proposition [3.2.10l, on vérifie directement que
I’ensemble

{we Nwy 1wy, wy €T, 2 € Wy, Y € wy}
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est la base d’un filtre 7. On a V,, C F car pour tout V € V,, il existe w, € T tel que z € w, CV
et w; = wy; Nwy pour wy = X. De méme, V, C F et le filtre F converge donc vers x et vers v,
ce qui est impossible.

1. & 3. Par définition de la topologie produit, I'ensemble Ax est fermé si et seulement si pour
tout couple (z,y) € X x X \ Ay, il existe wy,ws € T tels que

(,y) Ewp Xxwes C X x X\ Ax.

Autrement dit, A est fermé si et seulement si pour tous z,y € X tels que z # y, il existe
wi,wo € T tels que € wy, ¥y € wy et w; X wo N Ax = (). Cette derniére relation signifie
exactement que wy Nwy = (. [ ]

Présentons a présent les propriétés de 'axiome (T3) vis-a-vis des constructions classiques d’es-
paces topologiques. Signalons qu’une application est ouverte si I'image de tout ouvert est un
ouvert.

Proposition 3.3.7 1. Tout sous-espace d’un espace topologique séparé est séparé.
2. Tout produit d’espaces topologiques séparés est séparé.

3. Si X/R est séparé, alors le graphe G(R) = {(z,y) € X x X : 2Ry} de R est fermé
dans X x X.

4. Si le graphe de R est fermé dans X x X et si mr est une application ouverte, alors
X/R est séparé.

Démonstration : 1. Soient (X,7) un espace topologique séparé et Y C X. Si z,y sont deux
points différents de Y C X, il existe des ouverts disjoints w;,w, de X qui contiennent z et
y respectivement. Alors, les ensembles w, NY et w, N'Y sont des ouverts disjoints de Y qui
contiennent x et y respectivement.

2. Soit (X4, Ta), @ € A, une famille d’espaces topologiques séparés. Soient * = (Zq)aca et
Y = (Ya)aca deux points distincts du produit ], 4 Xa. Alors il existe ag € A tel que x4, #
Yoy~ Puisque Pespace (Xo,, Tay) est séparé, il existe des ouverts disjoints wy,ws € Ta, tels que
Tag € W1, Yao € wa. Alors, les ouverts p, ! (w1) et p,) (w2) sont disjoints et contiennent les points
x et y respectivement.

3. Considérons ’application
TRXTR: X XX - X/RxX/R: (z,y) — (mr(z), 7r(v)).

Il s’agit d’une application continue par la Proposition [2.4.12}

X x X —RX/R x X/R

lpl O ip’l

X X/R

™R

Si X/R est séparé, la Proposition implique que sa diagonale Ay, est fermée. Or, on a

G(R) = (mr x ) (Ax/R)
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et donc G(R) est fermé.

4. Si mr est une application ouverte, alors 'image de tout ouvert de base de X x X par mr X g
est ouverte puisque mr X TR (w1 X wy) = TR(w1) X TR(w2), et donc TR X TR est une application
ouverte. Par conséquent, si G(R) est fermé, ’ensemble

TR X TR(X x X\ G(R)) = X/R x X/R\ Ax/r
est ouvert. Cela suffit par la Proposition [3.3.6] [ ]

Enfin, la proposition suivante généralise un résultat bien connu dans R".

Proposition 3.3.8 Si f et g sont deux applications continues de (X,7T) dans (Y,T") et si
(Y, T") est séparé, alors I'ensemble

{reX: f(z)=9g(x)}

est fermé. En particulier, si f et g coincident sur un ensemble dense D de X, alors f = g.

Démonstration : Par la Proposition Papplication
(f,9): X =Y xY 2= (f(z),9(z))

est continue. Comme Ay est fermé par la Proposition on obtient que I’ensemble
(f.9) " (Ay) ={z € X : f(z) = g(x)}

est fermé. ]

Bien souvent, on est amené & considérer d’autres axiomes de séparation. Nous présentons ici les
axiomes (73) et (T4). Pour cela, nous avons besoin de généraliser la notion de voisinage.

Définition 3.3.9 Soient (X,7) un espace topologique et A C X. Un sous-ensemble V' de
A est un voisinage de A s'il existe w € T tel que A Cw C V.

Un voisinage d’un point z € X est donc exactement un voisinage de I’ensemble {x}.

Définition 3.3.10 Un espace topologique (X, T) est régulier si pour tout fermé F' de X et
tout point z € X \ F, F' et x ont des voisinages disjoints. Dans ce cas, on dit également que
(X, T) satisfait axiome (T3).

Notons qu’en général, axiome (73) n’est pas plus fort que 'axiome (7%). Par contre, les axiomes
(Th) et (T3) impliquent (T5).

L’axiome (73) admet les reformulations suivantes.

Proposition 3.3.11 Soit (X,7T) un espace topologique. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

1. L’espace (X, T) est régulier.

2. Pour tout fermé F et tout point x € X \ F, il existe Q,w € T tels que F C Q, = € w,
et QNw = 0.

3. Pour tout fermé F et tout point x € X \ F, il existe w € T tel que x € w et WNF = ().
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4. Tout point x € X admet une base de voisinages fermés.

Démonstration :
1. = 2. C’est évident par définition des voisinages.

2. = 3. Considérons des ouverts Q,w € T tels que F C Q, x € wet QNw = 0. Alors, on a
w C X\ et donc également w C X \ Q. En particulier, @ et F' sont disjoints.

3. = 4. Soit x € X. Posons
By ={w:weT;xe€w}.

Clairement, les éléments de B, sont des voisinages fermés de x. De plus, si V € V,, il contient
un ouvert € contenant x. Alors x ¢ X \ Q et par hypothése, il existe w € T tel que x € w et
wN(X\Q) =0, cequidonnew CQCV.

4. = 1. Soit z € X et soit F' un fermé ne contenant pas x. Alors, x appartient a l'ouvert X \ F'
et par hypothése, il existe un voisinage fermé V de z tel que V.C X \ F. Alors V et X \ V sont
des voisinages disjoints de = et F. ]

Exemple 3.3.12 Nous montrerons que tout espace métrisable est régulier.

Exemple 3.3.13 Soit X un ensemble contenant au moins deux points. Muni de la topologie
triviale, cet espace n’est pas séparé mais il est régulier.

Exemple 3.3.14 Considérons la droite réelle R munie de la topologie 7 engendrée par TeucaN{Q}
ol Teucl est la topologie euclidienne. Cet espace est séparé puisqu’on peut séparer deux points
disjoints de R par des ouverts de la topologie euclidienne donc de 7. Montrons que cet espace
n’est cependant pas régulier. Considérons pour cela le point 0 € R et le fermé FF = R\ Q.
Supposons qu’il existe des ouverts w,Q € T tels que 0 € w, F C Q et wNQ = (). Alors, il
existe un ouvert de base w’ tel que 0 € W’ C w et vu la forme de la base, il existe € > 0 tel
que | —,e[NQ C W'. Soit x €] — g,e[N F. 1l existe un ouvert de base ' tel que z € Q' C Q
et comme z ¢ Q, cet ouvert est nécessairement un ouvert de la topologie euclidienne. Comme
] —e,e[N est un ouvert euclidien non-vide, il rencontre Q. Cela implique que w N Q # @, d’ou
une contradiction.

Les propriétés de 'axiome (T3) vis-a-vis des constructions classiques d’espaces topologiques sont
données dans le résultat suivant.

Proposition 3.3.15
1. Tout sous-espace d’un espace topologique régulier est régulier.

2. Tout produit d’espaces topologiques réguliers est régulier.

Démonstration : 1. Soient (X, 7) un espace topologique régulier et Y C X. Fixons un fermé
F deY et z € Y\ F. La Proposition fournit un fermé F’ de X tel que F = F' NY. Alors,
x ¢ F' et par hypotheése, il existe des ouverts disjoints 2, w de X tels que F' C Q et x € w. Pour
conclure, il suffit de remarquer que les ensembles wNY et 2 NY sont des ouverts disjoints de Y’
qui contiennent x et F' respectivement.
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2. Soit (Xq, Ta), @ € A, une famille d’espaces topologiques réguliers. Fixons un point z = (24)aca
du produit [] 4 Xo. Pour tout a € A, comme (X4, 75) est régulier, z, posséde une base B, de
voisinages fermés. Soit B I’ensemble formé des produits du type

HZa oil {ZaEBa SiOéE{Oél,...,an}

Zo =X, sinon

acA
pour n € Ny, a1,...,a, € A. Les éléments de B sont fermés par la Proposition [2.4.11] De plus,
pour tout j € {1,...,n}, il existe wa; € Ta; tel que € wa; € Zs,;. En posant wy = X, si
a ¢ {aj,...,a,}, on obtient

Hwag HZou

acA acA
ce qui montre que les éléments de B sont des voisinages de . Enfin, si V' est un voisinage de z
pour la topologie produit, alors il existe un ouvert de base [[,c4 Wa qui contient z et qui est
inclus dans V. On sait qu'il existe n € No, a1, ..., a0, € A tels que Wy, € Ty, sij € {1,...,n} et
Wo = Xasia & {ag,..., o} llexiste donc Vy,; € By, tel que xo; C Vo, © Wy, sij € {1,...,n}.
En posant V,, = X, si a ¢ {a1,...,a,}, on obtient

[[Vac IIWacV

a€cA acA

et les éléments de B forment donc bien une base de voisinages de x. ]

Enfin, terminons cette section en considérant I’axiome (7}).

Définition 3.3.16 Un espace topologique (X, 7)) est normal si tous fermés disjoints F, F’
de X ont des voisinages disjoints. Dans ce cas, on dit également que (X, T) satisfait I’axiome

(Ty).

Proposition 3.3.17 Soit (X,7T) un espace topologique. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

1. L’espace (X,T) est normal.

2. Pour tous fermés disjoints F, F' de X, il existe w,w’ € T tels que F C w, F' C W' et
wnNw' =10.

3. Pour tous fermés disjoints F, F' de X, il existe w € T tel que F Cw et wN F' = ().

4. Pour tout fermé F et tout ouvert 2 € T tel que F C €, il existe w € T tel que
FCwCwC.

Démonstration :
1. = 2. Il suffit d’utiliser la définition des voisinages.
2. = 3. On procéde comme dans la preuve de la Proposition [3.3.11

3. = 4. Si F est un fermé inclus dans un ouvert 2, alors F' et X \ {2 sont deux fermés disjoints. Par
hypotheése, il existe donc un ouvert w tel que F C w et wNX\Q = (), c’est-a-dire F C w C w C Q.
4. = 1. Soient F et F’ deux fermés disjoints de X. Alors, F' est inclus dans 'ouvert X \ F” et
par hypotheése, il existe w € T tel que F C w Cw C X \ F’. Par conséquent, w et X \ @ sont des
ouverts disjoints qui contiennent F' et F’ respectivement. [
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Exemple 3.3.18 Soit (X,d) un espace métrique et soient F et F’ deux fermés disjoints de
(X, Tq). Alors X \ F est un ouvert qui contient F’. Ainsi, pour tout x € F’, il existe r, > 0 tel
que b(z,r;) € X \ F. De méme, pour tout = € F, il existe R, > 0 tel que b(z, R;) C X \ F'.
Posons w1 = (Jyep b(z, Re/2) et wo = (U, cp b(x,72/2). Sil existe x € wy N wa, on peut alors
trouver x; € F et g € F} tels que d(x, 1) < Ry, /2 et d(x,x2) < 74,/2. Sans perte de généralité,
on peut supposer que r;, < Ry, . En utilisant 'inégalité triangulaire, il vient alors

Rxl + Ty

d(zy,x9) < d(z1, ) + d(x, 2) < 5

< Ry,.
Par conséquent, x5 € b(x1, Ry, ), ce qui est impossible puisque 25 € F’. On en tire que (X, 73)
est normal. Comme tout singleton est fermé, on trouve que (X, 73) est également régulier.

Exemple 3.3.19 Considérons la droite R munie de la topologie T = {]a, +oo[: a € R}U{0, R}.
Cet espace n’est ni séparé, ni régulier. En effet, premiérement, si x < y, alors tout ouvert
contenant x contient y. De plus, le fermé F =] — 00, 0] et le point £ = 1 ne peuvent pas avoir
des voisinages disjoints. Néanmoins, ’espace est normal car il n’existe pas de couple de fermés
non-vides disjoints.

Proposition 3.3.20 Tout sous-espace fermé d’un espace normal est normal.

Démonstration : Si Y est un sous-ensemble fermé de X, alors par la Proposition des
fermés disjoints de Y sont également des fermés disjoints de X. On peut donc les séparer par
des ouverts disjoints de X. La trace de ces ouverts dans Y donne des ouverts disjoints de Y qui
conviennent. [ |

Signalons qu’en général, un produit d’espaces normaux n’est pas nécessairement normal.

Remarque 3.3.21 On vérifie directement que les axiomes (72),(73) et (T4) sont des notions
topologiques, c’est-a-dire stables par homéomorphisme.

Terminons cette section par la caractérisation suivante des espaces normaux. Il s’agit d’un des
grands théorémes de topologie et nous en présenterons une conséquence a la fin de ce chapitre.

Théoréme 3.3.22 (Lemme d’Urysohn) Un espace topologique (X,7T) est normal si et
seulement si pour tous fermés disjoints Fy et Fy de X, il existe une application continue
f:X —[0,1] telle que f|p, =0 et flp = 1.

Démonstration : Construisons une famille d’ouverts Uy, t € Q N [0, 1] tels que
75 CU; Vs<t.

Par hypothése, il existe un ouvert Uy € T tel que Fy C Uy et Uy N F; = (. Comme Uy et
Fy sont deux fermés disjoints, il existe un ouvert U; € T tel que Uy C Uy et Uy N Fy = 0.
Comme Q N [0, 1] est dénombrable, on peut 'écrire sous la forme {r, : n € N} avec rg = 0 et
r1 = 1. Il suffit alors de procéder de proche en proche. Supposons que les ouverts Uy, Uy, , ..., U,,
ont été construits et construisons U, ,. Notons r; et r; le prédécesseur et le successeur directs
de 741 dans {rg,...,rp}, cest-a-dire r; < rpp1 < 75 et |y, ri[N{ro,...,"ne1} = {rns1}. Par
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construction, on sait que Uy, C Uy, et donc les fermés U,, et X \ U, sont disjoints. Il existe donc
un ouvert U, ., tel que Uirz c U, et U,  C Uy,

n41 Tn+1
Construisons a présent la fonction f. Pour tout z € X, on définit I’ensemble

. ={teQnio,1]: 2z €U U{1}.
Remarquons que chaque ensemble (), est croissant : sit € @, et si s > t, alors s € Q... Posons

f(z) = inf(Qz).

Bien stir, f est a valeurs dans [0, 1]. Si x € Fp, alors x € Uy et donc f(z) = 0. Si x € F}, alors
x ¢ U, pour tout t € QN [0, 1] puisque U; € X \ F. Il reste donc & montrer que f : X — [0, 1]
est continue. Comme les ensembles de la forme [0, b] et |a, 1] engendrent la topologie de [0, 1], il
suffit de montrer que I'image inverse par f de ces ensembles est ouverte. Or, on a f(z) < b si et
seulement si il existe t € Q N [0, b] tel que = € Uy. Autrement dit,

o= |J o

teQN[0,b]

qui est bien un ensemble ouvert. De plus, on a f(z) > a si et seulement si inf(Q,) > a. Par
densité de QN [0, 1] dans [0, 1], il existe t € QN [0, 1] tel que a < ¢ < inf(Qy). Cela implique que
x ¢ U;. Réciproquement, puisque @, est croissant, 'existence d'un ¢t € QNJa, 1] tel que x ¢ U,
implique que inf(Q;) >t > a. On a donc

a1 = | x\=Xx\ () U

teQn]a,1] teQn]a,1]

Il reste donc & montrer que ﬂte@m] a1] U; est fermé. Or, par construction des ensembles Uy, on a

N = () U

teQn]a,1] teQn]a,1]

ce qui suffit.

Réciproquement, supposons que Fy et F; sont deux fermés disjoints de X. Par hypotheése, il
existe une application continue f X — [0,1] telle que f|g, =0 et f|p, = 1. Alors, les ensembles
wo = f7Y([0 ,2[) et w = f~ (] 1]) sont des ouverts disjoints de X qui contiennent Fy et Fj
respectivement. [ |

Remarque 3.3.23 Les nombres 0 et 1 du Théoréme d’Urysohn peuvent étre remplacés facile-
ment par des réels a < b. Ainsi, 'espace (X, T) est normal si et seulement si pour tous fermés
disjoints F, et F}, de X, il existe une application continue f : X — [a,b] telle que f|p, = a et
flm = a. Si f est la fonction donnée par le Théoréme d’Urysohn, il suffit de poser

f=0-a)f+a

Notons que ce résultat permet également de démontrer le Théoréme d’extension de Tietze, qui
permet d’étendre continument toute application continue et définie sur un sous-ensemble fermé
a l'espace tout entier.
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Théoréme 3.3.24 (Théoréme de Tietze) Un espace topologique (X, T ) est normal si et
seulement si pour tout fermé F de X et toute application continue f : F' — R, il existe une
application continue g : X — R telle que g|p = f.

Afin de démontrer ce résulat, commencons par énoncer deux lemmes. Le premier s’intéresse a la
convergence uniforme d’une suite de fonctions continues.

Lemme 3.3.25 Soit (fp,)men une suite de fonctions continues de X dans R. Si la suite est
uniformément de Cauchy, c’est-a-dire si

sup [ fp(y) — fo(y)| =0 si. p,qg— +oo,
yeX

alors la fonction
f: X —>R:z— lim fp(z)

m——+00

est bien définie est continue.

Démonstration : Pour tout z € X, la suite (f,(2))men est une suite réelle de Cauchy, puisque

0 < [fp(x) = fo(z)] < Zogg |fo(y) = fo(y)l-

Puisque R est complet, la suite (f,(x))men converge vers un nombre réel et la fonction f est
donc bien définie.

Soient un intervalle Ja,b[ dans R et x9 € f~1(Ja,b[). Alors, il existe e > 0 tel que f(xg) €
Ja+€,b — ¢[. Par hypothése, il existe N € N tel que

£ .
SuP‘fp(y)_fq(y)’§§a SlpquN-
yeX

Fixons alors ¢ = N. Pour tout y € X, la suite (f,(y))m>n est dans la boule fermée de rayon £

2
et de centre fx(y). Donc sa limite est dans la boule fermée, c’est-a-dire

sup |£(y) — fn(y)| < 5.
yeX

On en tire que fy(zo) €Ja + 5,b— [ et Vouvert U = fy'(Ja + 5,b — £[) contient donc zg. 11
est également inclus dans f~*(]a, b[), puisqu’on a, pour tout y dans U, fy(y) €la+ §,b— 5[ et
) — In(w) < & .

Lemme 3.3.26 Soient (X,T') un espace normal, F' un fermé de X, et a > 0. Pour toute
fonction continue f : F' — [—a,al, il existe une fonction continue g : X — [—a/3,a/3] telle
que

sup | f(z) — g(z)] <

2a
zeF 3 '

Démonstration : Posons Fy = f1([—-a,—a/3]) et F} = f~1([a/3,a]). Ces ensembles sont
des fermés de f puisque f est continue. Comme F' est un sous-ensemble fermé de X, ce sont
également des fermés de X et le Lemme d’Urysohn implique 'existence d’une fonction continue
g : X — [-a/3,a/3] qui vaut —§ sur Fy et § sur F3. Cela implique directement I'inégalité
demandée. [ |
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Démonstration : Preuve du Théoréme de Tietze Traitons d’abord le cas particulier ou la
fonction f est a valeurs dans [—1,1]. On utilise le Lemme pour f et avec a = 1 : il
existe une fonction f1 : X — [—1/3,1/3], continue, et telle que (f — f1)(F) C [-2/3,2/3]. On
utilise le méme lemme avec la fonction f — f; continue sur F' et a = 2/3 : il existe une fonction
fo: X — [-2/9,2/9], continue, et telle que (f — fi — fo)(F) C [-4/9,4/9]. On construit par

induction une suite f,, de fonctions continues sur X et telles que

om — 1 2m—1} Ui 2

e A IO WA=

FnX) € |- <2

el =1

Appliquons a présent le Lemme [3.3.25| & la suite de fonctions continues g, = > - fx. On a,

) — g = | 3 R Y @3 Y o

k=q+1 k=q+1 k=q+1

pour tous p > q et tout x € X. Par conséquent,
sup |gp(z) — gq(z)| = 0
zeX

lorsque p, g — oco. Le Lemme [3.3.25] permet de conclure que la fonction
+00
9=> I
k=1
est bien définie et est continue. De plus, g|p = f puisque pour tout x € F, on a

F(@) - g@)| = lim_|f(z) — gm(z)] < lim (;) _o.

m—r+00 m—r+00

Traitons maintenant le cas général. Comme | — 1, 1] est homéomorphe & R, il existe une homéo-
morphisme
v:R—=]—1,1].

Alors, le premier cas permet de montrer I’existence d’une fonction gg continue de X dans R telle
que go|F = po f. Posons & présent Fy = g5 '(R\] — 1, 1[). C’est un fermé de X, disjoint de F' car
sur F, go est a valeurs dans | — 1, 1[. Par le lemme d’Urysohn, il existe une fonction h : X — [0, 1]
telle que h|p = 1 et h|p, = 0. La fonction hgg est maintenant & valeurs dans | — 1, 1], est continue
et coincide avec ' sur F. La fonction ¢ ~! o hgg convient. [ |

3.4 Axiomes de dénombrabilité

Dans cette section, nous introduisons trois propriétés topologiques liées au caractére dénombrable
de certaines parties de l'espace topologique et nous étudions les liens qui existent entre elles.
Rappelons que nous avons déja introduit un premier axiome de dénombrabilité qui impose &
I’espace de posséder pour tout point, une base dénombrable de voisinages. On a le deuxiéme
axiome suivant.
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Définition 3.4.1 Un espace topologique (X, T) satisfait le deuziéme aziome de dénombra-
bilité s’il admet une base dénombrable.

On vérifie directement qu’il s’agit d’'une notion topologique.

Exemple 3.4.2 L’ensemble des boules centrées en des points & composantes rationnelles et &
rayon rationnel forme une base de R", qui satisfait donc le deuxiéme axiome de dénombrabilité.

Proposition 3.4.3 Tout espace qui satisfait le deuxiéme axiome de dénombrabilité satisfait
le premier axiome de dénombrabilité.

Démonstration : La Propositon [1.3.12] donne directement le résultat. |

A nouveau, si (X, T) satisfait le deuxiéme axiome de dénombrabilité, une base quelconque de T
n’est pas nécessairement dénombrable. Néanmoins, nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.4.4 Si (X, 7T) est un espace topologique qui satisfait le deuxiéme axiome de
dénombrabilité, alors toute base de T contient une base dénombrable de T .

Démonstration : Soit B une base de T. Par hypotheése, il existe B’ = {w,, : n € N} une base
dénombrable de 7. Pour tout couple (7,7) pour lequel il existe B € B avec w; C B C wj, on
choisit un tel B et on le note B;;. On désigne par B” ensemble formé des éléments B;;. Bien sir,
B" est dénombrable et ses éléments sont des ouverts. De plus, soient  un ouvert et z un point de
Q. 11 existe un ouvert w; € B’ tel que z € w; C Q. De méme, il existe B € B tel que z € B C w;
et il s’ensuit qu’il existe w; € B’ tel que x € w; C B. Au total, on a donc z € w; € B C w;j C
et par construction, on obtient également z € w; C B;; C w; C ). En particulier, x € B;; C (),
ce qui montre que B” est une base de T. ]

Afin d’introduire la notion suivante, rappelons qu’'un recouvrement d’un ensemble X est une
famille Uy, o € A, de sous-ensembles de X telle que |J,c 4 Us = X. On dit que le recouvrement
est ouvert si U, € T pour tout a € A.

Définition 3.4.5 Un espace topologique (X, T) est de Lindeldf si tout recouvrement ouvert
de X contient un recouvrement dénombrable.

Le résultat suivant montre qu’il s’agit bien d’une notion topologique.

Proposition 3.4.6 Soient (X, T) un espace topologique de Lindelofet f : (X, T) — (Y, T")
une application continue. Alors, 'espace f(X) muni de la topologie induite est de Lindeldf.

Démonstration : Soit w,, a € A, un recouvrement ouvert de f(X). Puisque f : X — f(X)
est continu par la Proposition on en tire que les ensembles f~!(w,) sont des ouverts de X.
Comme ils forment un recouvrement de X, il existe une suite (ay,)pen d’éléments de A telle que

X = UnEN f_l(wan)v d’ott f(X) = UnEN Way,, - |

Nous introduisons & présent la notion d’espace séparable.

Définition 3.4.7 Un espace topologique (X,7T) est séparable s'il contient une partie dé-
nombrable et dense.
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Remarquons que D est dense dans X si pour tout x € X et tout 2 € T tel que z € 2, on a
QN D # (. Cela revient a dire que D rencontre tout ouvert non-vide. Autrement dit, (X,7)
est séparable s’il existe un ensemble dénombrable D C X tel que D = X tel que pour tout
QeT\{0},onaQnD#0Q.

Clairement, il s’agit & nouveau d’une notion topologique puisque si f : (X,7T) — (Y,T’) est
continu et si D est une partie dénombrable dense de X, alors f(D) est une partie dénombrable
dense de f(X).

Exemple 3.4.8 L’espace R"” muni de la topologie euclidienne est séparable puisque I’ensemble
Q™ y est dense.

Proposition 3.4.9 Si (X, T) est un espace topologique qui satisfait le deuxiéme axiome de
dénombrabilité, alors (X, T) est de Lindelof et séparable.

Démonstration : Soit B = {w, : n € N} une base de 7. Considérons un recouvrement ouvert
O de X. Pour tout n € N tel que w,, est inclus dans un élément de O, choisissons un tel élément
et notons-le 2,,. Pour tout z € X, il existe 2 € O tel que x € 2. Puisque B est une base, il
existe n € N tel que z € w,, C Q et donc par construction, x € w, C §2,. Ainsi, le sous-ensemble
dénombrable {2, : n € N} de O est un recouvrement de X. Ceci montre que (X,7) est de
Lindelof.

De plus, pour tout n € N, fixons un élément x,, € w,, et considérons ’ensemble D = {x,, : n € N}.
Soit £ un ouvert non-vide. Alors, il existe n € N tel que w,, C Q et donc z,, € 2. Par conséquent,
D rencontre Q et D est dense dans (X, 7) |

La réciproque de cette propriété est fausse en général. Néanmoins, dans les espaces métriques,
on a les équivalences suivantes.

Proposition 3.4.10 Soit (X, d) un espace (pseudo-)métrique. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

1. L’espace (X, Ty) satisfait le deuxiéme axiome de dénombrabilité.
2. L’espace (X,7g) est de Lindeldf.
3. L’espace (X,7Tg) est séparable.

Démonstration : Par la Proposition il suffit de montrer que 2. = 1. et 3. = 1.

2. = 1. Pour tout k € Ny, considérons le recouvrement ouvert
O = {b(z, 1) 1z € X}

de X. Comme (X, 7g) est de Lindeldf, il existe une suite (z;);jen d’éléments de X pour laquelle
les boules b(x; x, %), 7 € N, forment un recouvrement de X. Montrons que

{b(zjk, 1) j € N,k € No}

est une base de Ty. Soit Q € 75 et © € Q. Alors, il existe r > 0 tel que b(z,r) C Q. Soit k € Ny
tel que % < 5. Comme les boules de centre (z1);jen et de rayon % forment un recouvrement de
X, il existe j € N tel que x € b(x;, %) On vérifie directement que b(x; j, %) C b(x,r) CQ, ce
qui suffit.
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3. = 1. Soit D une partie dénombrable dense de (X, 7). L’ensemble dénombrable
B={b(z,¢):z € D,k €N}

est formé d’ouverts. Soient Q € Ty et x € Q. Alors, il existe r > 0 tel que b(x,r) C Q. Par
hypothese, il existe y € D Nb(z, 5). On vérifie facilement que z € b(y, +) C b(z,r) C Qsi + < &
et on en tire que B est une base de 7y . |

Proposition 3.4.11 Tout espace topologique (X, T) régulier et de Lindelof est normal.

Démonstration : Soient F et F’ deux fermés disjoints de X. Pour tout z € F, il existe w, € T
tel que z € w, et wy N F' = (). Ces ouverts et X \ F recouvrent X. Par hypothése, on peut donc
en extraire un recouvrement dénombrable

X=JwUX\F.
neN

En particulier, on a F' C | J,,cyy wn- De la méme maniére, on construit une suite d’ouverts (€2;,,)men
tels que F' C UmeN Q,, et Q,, N F = (. On vérifie directement que les ouverts

w= U(wn\ Um) et Q= U (Qm\ U(,Tn)

neN m<n meN n<m
contiennent F' et I’ respectivement et sont disjoints. [ |

En combinant le résultat précédent avec la Proposition on obtient directement le résultat
suivant.

Corollaire 3.4.12 Tout espace régulier qui satisfait le deuxiéme axiome de dénombrabilité
est normal.

Le dernier résultat de ce chapitre donne une condition suffisante pour obtenir la métrisabilité
d’un espace topologique.

Théoréme 3.4.13 (Théoréme d’Urysohn) Si (X,7) est un espace topologique séparé,
régulier et a base dénombrable, alors il est métrisable.

Démonstration : Soit B = {B,, : n € N} une base dénombrable de 7. Notons P I’ensemble des
paires (B;, B;) telles que B; C Bj. Comme cet ensemble est dénombrable, on peut I’écrire sous
la forme P = {P,, : n € N}. Par le lemme d’Urysohn, on sait que pour toute paire P, = (B;, Bj),
il existe fn : X — [0,1] tel que fy|z; =1 et fulx\p, = 0. On définit ensuite 'application d sur
X x X par

+o0o
d(z,y) =D 27" fulx) = fuly)|.
n=0

Montrons que d définit bien une distance sur X.
— Il est clair que d est bien a valeurs dans [0, +00[ et que d(x,y) = d(y, x) pour tous z,y € X.
— On a d(z,z) = 0 pour tout x € X. De plus, supposons que = # y et montrons que
d(z,y) # 0. Comme X est séparé, il existe w € T tel que x € w et y ¢ w. Il existe
un ouvert de base B; tel que x € B; C w. De plus, comme X est séparé, le singleton
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{z} est fermé. Comme il est disjoint du fermé X \ Bj, il existe un ouvert w’ tel que
r € w' C W' C Bj. Soit B; un ouvert de base tel que z € B; C w’. On a en particulier
B; C Bj et il existe n € N tel que P, = (B;, B;). Alors fu(z) = 1 et f,(y) = 0, d’on
|fr(x) — fu(y)] = 1 et on en tire que d(z,y) > 27" > 0.

— Pour linégalité triangulaire, il suffit de noter que

pour tout n € N.
Ainsi, d est une distance sur X et il reste & montrer que la topologie 7T associée & d coincide
avec la topologie T de X.

Soient 2 € T et z € Q. Alors il existe j € N tel que z € B; C Q. Les fermés {z} et X \ B; sont
disjoints et par normalité, il existe donc w € T tel que x € w C w C B;. On trouve alors ¢ € N
tel que z € B; C w. Par conséquent, B; C Bj et il existe n € N tel que P, = (B;, B;). Pour ce
n,on a fu(z) =1et fo|x\o = 0. On vérifie facilement que

x€bx,27") C B; CQ.

En effet, si y € b(z,27"), alors on a |f,(z) — fn(y)| < 1 et puisque f,(x) =1, cela implique que
fn(y) # 0. Par conséquent, y ¢ X \ Bj, i.e. y € Bj C .

Soient & présent un ouvert 2 € Ty et x € Q. Alors, il existe 7 > 0 tel que b(x,r) C Q. Soit N € N
tel que ), < 27" < 1/2. Posons ensuite

Tn—l
U= N {rex: 10 - i<}

n<N

Chaque ensemble apparaissant dans I'intersection finie est ouvert puisqu’il s’agit de I'image in-
n—1

verse de la boule euclidienne de centre f,(x) et de rayon "QT par 'application continue f;,.

Par conséquent, U est également ouvert. De plus, U contient clairement x et U C b(x,r) car si

y € U, alors

:T’

|3

N—-1 , N—1 .
d(z,y) < g 27" ful@) — faly)| + 5 < Z:: .

ou on a utilisé le fait que f est a valeurs dans [0, 1]. n



Chapitre 4

Compacts et connexes

La compacité est un outil fondamental de ’analyse qui permet de faire passer certaines propriétés
du local au global. Ainsi, une propriété qui est vraie au voisinage de chaque point devient vraie
de facon uniforme sur tout le compact. Cela permet par exemple de montrer que toute fonction
continue sur un compact y est uniformément continue.

Nous introduisons dans ce chapitre la notion de compacité dans le cas d’espaces topologiques
quelconques. Nous montrons qu’a l'instar des compacts de R™ pouvant étre caractérisés par les
sous-suites convergentes, les espaces topologiques compacts peuvent étre caractérisés grace aux
valeurs d’adhérences de filtres et aux ultrafiltres. Nous en déduisons ensuite que tout produit
d’espaces compacts est compact.

Nous aborderons ensuite les notions d’espaces localement compacts, qui sont des espaces qui
conservent certaines propriétés des espaces compacts, et les compactifications, qui fournissent un
moyen de plonger tout espace topologique dans un espace compact.

Dans la derniére partie du chapitre, nous étudions les espaces connexes. Cette notion est identique
a celle étudiée dans R™.

4.1 Espaces topologiques compacts

Définition 4.1.1 Un espace topologique (X, 7T) est compact si de tout recouvrement ouvert
de X, on peut extraire un recouvrement fini.

Autrement dit, pour toute famille wy, o € A, formée d’ouverts de X et telle que X = [J,c 4 Wa,
il existe un nombre fini d’éléments aq,...,a, € A tels que X = wq, U+ - Uwg,, .

On peut exprimer la définition des espaces compacts en termes de fermés et non d’ouverts par
passage au complémentaire. En passant a la contraposée, on trouve une troisiéme caractérisation.

Proposition 4.1.2 Soit (X,7T) un espace topologique. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

1. L’espace (X,T) est compact.

2. Toute famille F de fermés d’intersection vide contient une sous-famille finie d’intersec-
tion vide.

3. Si F est une famille de fermés dont toutes les sous-familles finies sont d’intersection
non-vide, alors (\per F # 0.

On peut étendre la définition des espaces compacts & des sous-ensembles comme suit.

49
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Définition 4.1.3 Soit (X, 7T) un espace topologique. Un sous-ensemble Y de X est compact
s’il est compact pour la topologie induite par X.

Il est souvent utile de traduire cette définition en termes d’ouverts de X plutét que de travailler
avec les ouverts de Y. Remarquons que si w,, @ € A, est un recouvrement de Y par des ouverts
de la topologie induite, alors on a
Y=)nYy
acA

ot Qy €T et wo =2 NY. On adoncY C (J,cq Q- On dit que Qq, a € A, est un recouvre-
ment de Y par des ouverts de X. Inversément, tout recouvrement de Y par des ouverts de X
induit naturellement un recouvrement de Y par des ouverts de la topologie induite. Ainsi, Y est
compact si et seulement si de tout recouvrement de Y par des ouverts de X, on peut extraire un
recouvrement fini.

Exemple 4.1.4 Tout sous-ensemble fini d’un espace topologique est compact.

La notion de compacité est bien une notion topologique comme le montre le résultat suivant.

Proposition 4.1.5 L’image d’un compact par une application continue est compacte.

Démonstration : Il suffit de procéder comme dans la preuve de la Proposition [3.4.6] n

En particulier, tout espace quotient d’un espace compact est compact.

Dans R™, nous savons que tout ensemble compact est fermé et que tout fermé inclus dans un
compact est également compact. Ces relations restent valides dans tout espace topologique séparé.

Proposition 4.1.6

1. Si (X, T) est un espace topologique compact, alors tout sous-ensemble fermé de X est
compact.

2. Si (X,T) est un espace topologique séparé, alors tout compact K et tout point de
X \ K ont des voisinages disjoints.

3. Si (X, T) est un espace topologique séparé, alors tout sous-ensemble compact de X est
fermé.

Démonstration : 1. Soit F' un ensemble fermé de (X, 7). Supposons que O est un recou-
vrement ouvert de F. Alors O U {X \ F} est un recouvrement ouvert de X. Il contient donc
un recouvrement fini. Soient donc wi,...,w, € O tels que X = wj U---Uw, U (X \ F). Alors
F CwiU---Uwy,, ce qui suffit.

2. Soient K un ensemble compact et x un point n’appartenant pas a K. Pour tout y € K, il
existe des ouverts wy et Q, de X tels que z € Q, y € wy et w, N Q, = . En particulier, on
a K C UyeK wy et par compacité, il existe y1,...,y, € K tels que K C wy, U---Uwy, . Pour
conclure, il suffit de considérer les ouverts disjoints w := wy, U---Uw,, et Q:=Q, N---NQ,,
qui contiennent K et = respectivement.

3. Soit K un compact de l'espace séparé (X, T). Pour tout € X \ K, le point précédent fournit
des ouverts disjoints w et Q tels que z € w et K C Q. En particulier, x € w C X \ K, ce qui
montre que X \ K est un voisinage de chacun de ses points. |
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Les compacts partagent avec les fermés les propriétés relatives aux unions et aux intersections.

Proposition 4.1.7 Soit (X,7T) un espace topologique.
1. Toute union finie de sous-ensembles compacts de X est un ensemble compact.

2. Si (X, T) est séparé, toute intersection non-triviale de sous-ensembles compacts de X
est un ensemble compact.

Démonstration : 1. C’est évident car si @ est un recouvrement ouvert de Ky U --- U K,
c’est en particulier un recouvrement ouvert de chaque Kj, j € {1,...,n}. On peut donc trouver
Wity Win; € O tels que K € ;2 wjy. On en tire que Ji_; K; € U5 U2y wis-

2. Si F est une famille non-vide de compacts, les éléments de F sont fermés et donc il en est
de méme pour U'intersection ()¢ F'. Puisque cette intersection est incluse dans n’importe quel
Fy € F qui est compact, elle forme donc un ensemble compact. [ |

Proposition 4.1.8 Toute bijection continue d’un espace compact dans un espace séparé
est un homéomorphisme.

Démonstration : Soient (X,7) un espace compact et (Y, 7’) un espace séparé. Supposons
que f: X — Y est une bijection continue. Montrons que f~! est continu. Pour tout fermé F de
X,ona (f7Y)"YF) = f(F). Puisque F est fermé dans un espace compact, c’est un ensemble
compact. Par conséquent, f(F) est compact dans (Y,7”) qui est séparé, d’ou f(F) est fermé. m

Exemple 4.1.9 Reprenons 'exemple I1 était immédiat de vérifier que 'application
fiR/Z — S : [z] = (cos(2mz), sin(2mx)).

est bijective et continue. Pour montrer qu’il s’agit d’un homéomorphisme, il suffit de constater
que l'espace R/Z est compact par application de la Proposition puisque S! est séparé dans
R2. Pour cela, on remarque que l’application

o) 1 [0,1] = R/Z : x — [z]
est continue et surjective. Ainsi, R/Z est compact comme image continue de [0, 1].

Remarquons que nous avons montré dans la Proposition que dans un espace topologique sé-
paré, on peut séparer un point et un compact. En fait, les sous-ensembles compacts se comportent
“comme des points” et on peut renforcer le résultat précédent en séparant deux compacts.

Proposition 4.1.10

1. Un espace topologique (X, T) est séparé si et seulement si deux compacts disjoints de
X ont des voisinages disjoints.

2. Un espace topologique (X, T) est régulier si et seulement si pour tout fermé F de X
et tout compact K de X tels que FNK = (), F et K ont des voisinages disjoints.
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Démonstration : 1. Soient K; et Ky deux ensembles compacts disjoints de X. Par la Pro-
position [L.1.6] pour tout z € Kj, il existe des ouverts w, et 2, tels que z € w,, K C Q et
wy N Qy = (. Puisque K; C U:peKl wg, il existe x1,...,x, € Ki tels que K1 C w, o on a
posé w = wy, U+ Uwy,. Alors, ouvert Q := Q,, N---NQ,, contient Ky et Q@ Nw = () par
construction, ce qui suffit.

La réciproque est immédiate puisque les singletons sont des ensembles compacts.

2. On procéde exactement de la méme maniére en faisant jouer a F' le role de K. ]

Corollaire 4.1.11
1. Si (X, T) est un espace séparé et compact, alors il est régulier.

2. Si (X, T) est un espace régulier et compact, alors il est normal.

3. Si (X,T) est un espace séparé et compact, alors il est normal.

Démonstration : 1. Soit F' un fermé de X et z € X \ F. Comme F est fermé dans un espace
compact, il est compact. La Proposition permet de conclure.

2. Soient F} et Fy deux fermés disjoints de X. Comme (X, 7) est compact, F} est un ensemble
compact et on conclut en utilisant la Proposition |4.1.10

3. Il suffit de combiner les deux points précédents. [
A titre d’exemple et afin de cloturer cette section, montrons comment la compactié permet

de passer du local au global. Si (X,7) est un espace topologique, on dit qu’une application
f X — R est localement bornée si pour tout x € X, il existe V € V, tel que f est borné sur V.

Proposition 4.1.12 Soit (X,7T) un espace topologique compact. Si f : X — R est une
application localement bornée, alors elle est bornée.

Démonstration : Par hypothése, pour tout z € X, il existe un ouvert w, et une constante
Cz > 0 tels que [f(y)| < C; pour tout y € wy. On a X = |J,.x w, et par compacité, il existe
un nombre fini d’éléments z1,...,x, € X tels que X = w;, U---Uw,,. On remarque alors que
|f| < C pour C = max{Cy,,...,Cy, }. ]

4.2 Compacts, ultrafiltres et produits

Le théoréme de Bolzano-Weierstrass donne une caractérisation des compacts de R™ par les suites.
Plus précisément, une partie K de R™ est compacte si et seulement si de toute suite de K on peut
extraire une sous-suite qui converge vers un point de K. On parle d’ensemble extractable. Comme
on peut s’y attendre, cette caractérisation des ensembles compacts via les suites n’est pas valide
dans tous les espaces topologiques et il faut passer par la notion de filtre pour obtenir un cadre
plus général de convergence. Ce cadre plus général nous permettra de démontrer directement
que tout produit d’espaces compacts est compact.

Commengons par proposer une généralisation des “sous-suites convergentes” aux filtres. Rap-
pelons que si (z,)nen est une suite de X, alors la convergence de la suite est équivalente a la
convergence du filtre associé, formé par les parties de X qui contiennent une queue de la suite. Le
filtre associé & une sous-suite (xk(n))nEN de (zp)nen est constitué des parties de X qui contiennent
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une queue de la sous-suite. Evidemment, toute partie qui contient une queue de la suite contient
une queue de la sous-suite. Ainsi, le filtre associé & (xy(,))nen contient le filtre associé a (zn)nen-

Définition 4.2.1 Soient X un ensemble et F7, Fo deux filtres sur X. On dit que JF; est plus
fin que Fa si Fo C F7.

Ainsi, le filtre associé a une sous-suite de (xy,)nen est plus fin que le filtre associé & (zy,)nen. La
limite de la sous-suite va étre exprimée en terme de valeur d’adhérence du filtre.

Définition 4.2.2 Soient X un ensemble et F un filtre sur X. Un point z € X est une valeur
d’adhérence de F si x est adhérent a tous les éléments de F.

L’ensemble des valeurs d’adhérence de F est donc donné par (p.z F. On vérifie facilement que
si un filtre F converge vers x, alors x est une valeur d’adhérence de F.

Proposition 4.2.3 Soit F un filtre sur X. Un point x € X est une valeur d’adhérence de
F si et seulement si il existe un filtre G plus fin que F qui converge vers .

Démonstration : Supposons que z € (\pcr F'. Alors, pour tout V € V, et tout F' € F, on a
V N F # (. Les propriétés des filtres et des voisinages impliquent que 1’ensemble

{VNF:V eV, FeF}

est la base d’un filtre G qui contient F et V,, ce qui suffit.

Réciproquement, supposons que F C G et G — x. Soient F' € F et V € V... En particulier, on a
F,V eGetdonc VNF €g. Par (F1), on obtient VN F # ), dot x € F. |

Nous avons naturellement mis une relation d’ordre sur I’ensemble des filtres de X. Cet ensemble
est inductif car si F,, o € A, est une chaine formée de filtres sur X, alors on vérifie directement
que (Jyeq Fao est un filtre qui majore les filtres F,. Par le Lemme de Zorn, il existe donc un
élément maximal dans I’ensemble des filtres sur X.

Définition 4.2.4 Soit X un ensemble. Un ultrafiltre sur X est un filtre F qui est maximal
pour l'inclusion.

Autrement dit, un filtre U est un ultrafiltre si pour tout filtre F tel que Y C F, on ald = F.
Le lemme de Zorn nous a assuré 'existence d’un ultrafiltre sur X. De maniére plus générale, il
permet de montrer que tout filtre est inclus dans un ultrafiltre.

Proposition 4.2.5 Soit X un ensemble. Tout filtre sur X est inclus dans un ultrafiltre.

Démonstration : Soit F un filtre sur X. Notons § la collection des filtres sur X plus fins
que F, ordonné par inclusion. Alors, toute chaine de § admet un majorant donné par 'union
des éléments de la chaine. En appliquant le lemme de Zorn, on obtient ’existence d’un élément
maximal de §. Il est clair que cet élément est un ultrafiltre qui contient F. [ |

Remarque 4.2.6 Le résultat précédent nous donne l'existence d’un ultrafiltre contenant un
filtre donné. Cet ultrafiltre n’est en général pas unique. Par exemple, si F est le filtre formé des
parties contenant A C X, alors pour tout x € A, le filtre de tous les ensembles contenant z est
un ultrafiltre qui contient F par la Proposition ci-dessous.
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Si un filtre converge, sa limite est une valeur d’adhérence. Pour un ultrafiltre, les seules valeurs
d’adhérence sont les points limites.

Proposition 4.2.7 Soient X un ensemble et U un ultrafiltre sur X. Si x est une valeur
d’adhérence de U, alors U — x.

Démonstration : Par la Proposition [£.2.3] on sait que si x est une valeur d’adhérence, alors
il existe un filtre G plus fin que U qui converge vers x. Comme U est un ultrafiltre, on a U = G,
ce qui suffit. [ |

Nous pouvons a présent énoncer la caractérisation des espaces compacts par les filtres.

Proposition 4.2.8 Soit (X, 7) un espace topologique. Les affirmations suivantes sont équi-
valentes.

1. L’espace (X,T) est compact.
2. Tout filtre sur X posséde une valeur d’adhérence.

3. Tout ultrafiltre sur X converge.

Démonstration :

1. = 2. Supposons que F est un filtre sur X tel que (\pez F = 0. Comme (X, 7T) est compact,
il existe donc Fi,...,F, € F tels que F1 N---NF, = . Par (F3), on sait que Fi,...,F, € F.
La propriété (F2) implique alors que Fy N---NF, € F, ce qui est impossible par (F1).

2. = 3. Il suffit d’appliquer la Proposition

3. = 2. C’est évident puisque tout filtre est inclus dans un ultrafiltre qui converge donc.

2. = 1. Soit O un recouvrement ouvert de X. Supposons que O ne contient pas de recouvrement
fini de X. Par conséquent, pour tout n € Ny et tous wy,...,w, € O, X\ (w1 U---Uwy,) # 0. Par
conséquent, I’ensemble

{X\ (W U---Uwy) :n € Ny,wi,...,w, € O}

est la base d’un filtre F sur X (puisque 'intersection de deux de ses éléments est un de ses élé-
ments). Par hypothése, ce filtre admet une valeur d’adhérence . Comme O est un recouvrement
de X, il existe 2 € O tel que z € ). La Proposition implique qu’il existe un filtre G plus
fin que F qui converge vers x et donc en particulier, {2 € G. D’autre part, par construction, on
aX\QeFCG. Par (F1), on en tire que QN (X \ Q) =0 € G, ce qui contredit (F1).

Afin d’obtenir le résultat sur les produits d’espaces compacts, nous devons introduire encore
quelques résultats préliminaires. Nous savons par les propriétés (F1) et (F2) que si F est un
filtre et si A C X, alors on ne peut pas avoir simultanément A € F et X \ A € F. Dans le cas
d’un ultrafiltre, on peut affirmer qu’'une des deux appartenances est vraie.

Proposition 4.2.9 Soient X un ensemble et U un filtre sur X. Alors U est un ultrafiltre si
et seulement si, quel que soit AC X, ona A€l ou X\ A €Ufl

a. 11 S’agit d’un “ou” exclusif car AN (X \ A) = 0.
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Démonstration : Supposons que U est un ultrafiltre et qu’il existe une partie A de X telle
que ni A ni X \ A n’appartiennent & . Alors, pour tout F' € U, on a F N A # () car sinon,
F C X\ Aetdonc X\ AeU par (F3). On vérifie alors directement que {FNA: F € U} est la
base d’un filtre qui contient . Ce filtre est plus fin que U car il contient A, ce qui est impossible.

Réciproquement, supposons qu’il existe un filtre F strictement plus fin que U. Alors, il existe
A € F tel que A ¢ U. Par hypothése, on en tire que X \ A € U C F, et donc par (F2),
AN(X\A)=0¢eF. Ceci contredit (F1). [

Proposition 4.2.10 Soient X et Y deux ensembles, f : X — Y une application et U un
ultrafiltre sur X. Alors le filtre image f(U) est un ultrafiltre sur Y.

Démonstration : Soit A C Y. Par hypothése, f~1(A) e U ou f~HY \ 4) =X\ f1(A) e U.
La Proposition [£.2.9) permet de conclure puisque le filtre f(U) est engendré par {f(F): F € F}
et puisque f(f~!(B)) C B pour tout B C Y. [ |

Nous pouvons a présent démontrer que tout produit de compacts est compact. Remarquons que
la preuve est élémentaire mais signalons que ce résultat est équivalent au lemme de Zorn, et donc
a l'axiome du choix. On ne peut donc pas démontrer ce résultat en utilisant la caractérisation
des compacts par les valeurs d’adhérence des filtres, la notion d’ultrafiltre est ici primordiale.

Théoréme 4.2.11 (Tychonoff) Soit (X4, 7a), @ € A, une famille d’espaces topologiques.
Alors HaeA X, est compact si et seulement si tous les espaces X, o € A, sont compacts.

Démonstration : Si le produit est compact, alors chaque espace X, 1’est par continuité de la
projection p, et la Proposition

Supposons & présent que les espaces (Xq, 7o) sont compacts. Soit I un ultrafiltre sur [ .4 Xq.
Pour tout o € A, po(U) est un ultrafiltre sur X, par la Proposition [£.2.10] La Proposition [4.2.§]
implique qu’il existe z, € X, tel que po(U) — z4. On conclut que U converge vers (Tq)aca par

la Proposition [3.2.14] Cela suffit par la Proposition

4.3 Espaces localement compacts et Théoréme de Baire

De nombreux espaces topologiques que I'on rencontre ne sont pas compacts, mais jouissent d’une
propriété légérement plus faible, la compacité locale.

Définition 4.3.1 Un espace topologique (X, 7)) est localement compact si tout point de X
posséde un voisinage compact.

Autrement dit, pour tout z € X, il existe un compact K et un ouvert w tels que z € w C K.
Cela revient & demander que x € K°.

Exemple 4.3.2 Evidemment, tout espace compact X est localement compact puisque X est
voisinage de chacun de ses points.

Exemple 4.3.3 L’espace R™ muni de la topologie euclidienne est localement compact puisque
les boules fermées centrées sur un point forment des voisinages compacts de ce point.
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Exemple 4.3.4 L’ensemble QQ muni de la topologie induite par R n’est pas localement compact.
En effet, supposons que 0 admet un voisinage compact K. Alors, il existe € > 0 tel que I =
[—e,e] NQ C K. Comme I est fermé dans Q et inclus dans K, il est compact. Donc, son image
par U'inclusion ¢ : Q — R est également compacte, c’est-a-dire I est compact donc fermé dans R.
Or I = [—¢,¢] # I, ce qui donne une contradiction.

Dans le cas des espaces localement compacts séparés, le résultat suivant montre qu’on peut
trouver beaucoup de voisinages compacts d’un point. Il montre également que les propriétés de
séparation peuvent étre renforcées.

Proposition 4.3.5 Soit (X,7T) un espace topologique.
1. Si (X, T) est localement compact et séparé, alors il est régulier.

2. Si (X, T) est localement compact et régulier, alors tout point de X admet une base de
voisinages compacts et fermés.

Démonstration : 1. Supposons que (X,7T) est localement compact et séparé. Soient F' un
fermé de X et z un point n’appartenant pas & F. Par hypothése, il existe un voisinage com-
pact K de z. En particulier, comme X est séparé, K est fermé. Deux cas peuvent se produire.
Premiérement, si K N F = (), alors K° et X \ K sont des ouverts disjoints qui contiennent z
et F respectivement. Deuxiémement, si K N F # (), alors K N F est un fermé inclus dans K et
donc K N F est compact. Comme X est séparé, la Proposition implique qu’il existe des
ouverts wy,wo tels que x € wy, KN F C wy et wy Nwy = 0. Alors wy U X \ K est un ouvert qui
contient F' et K°Nwy est un ouvert qui contient x. Puisque ces ouverts sont disjoints, on obtient
la conclusion.

2. Soient x € X et K un voisinage compact de X. Comme 'espace est régulier, il existe une base
B de voisinages fermés de x. On pose

B ={BeB:BCK}
et on vérifie directement que B’ forme une base de voisinages compacts de . [

Nous allons & présent démontrer le théoréme de Baire. Ce résultat posséde de nombreuses appli-
cations. Signalons par exemple que deux des théorémes les plus puissants d’analyse fonctionnelleE]
sont des conséquences directes du théoréme de Baire.

Définition 4.3.6 Un espace topologique (X, 7)) est de Baire si toute intersection dénom-
brable d’ouverts denses dans X est dense dans X.

En passant au complémentaire, on obtient qu’un espace est de Baire si toute union dénombrable
de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide.

Théoréme 4.3.7 (Baire)
1. Si (X, T) est un espace localement compact et séparé, alors il est de Baire.

2. Si (X,d) est un espace métrique complet, alors (X, T;) est de Baire.

1. Le théoréme du graphe fermé et le théoréme de Banach-Steinhaus.
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Démonstration : Dans les deux cas, soit (€2, )nen une suite d’ouverts denses dans X. Il faut
montrer que si w est un ouvert non-vide, alors

ﬂQnﬂw#@.

neN

1. Par la Proposition on sait que tout point de X admet une base de voisinages compacts
et fermés. Comme 2y est dense dans X, il existe g € ¢ Nw et donc un voisinage fermé et
compact Ky de xq tel que Ko C Q Nw. Alors K§ est un ouvert non-vide (puisqu’il contient xg)
et par densité de €21 dans X, il existe un compact K d’intérieur non-vide tel que K1 C KjN Q.
En continuant de la sorte, on construit une suite (K,),en de compacts d’intérieur non-vide tels

que K,, CK; 1 N,. Ona
ﬂ K, C ﬂﬂnﬂw
neN neN

et il suffit de montrer que l'intersection des K,, n € N, est non-vide. Ces compacts sont des
fermés non-vides emboités en décroissant et donc toute sous-famille finie est d’intersection non-
vide. Comme ils sont inclus dans le compact Ky, on en tire que leur intersection est non-vide, ce
qui suffit.

2. Comme )y est dense dans X, il existe xg € Qg Nw. On peut donc trouver une boule ouverte
b(xo,r0) avec rg < 1 telle que b(xg,79) € Qo N w. La méme construction avec Q3 N b(zg, ro)
donne une boule b(z1,71) avec r; < % et b(z1,r1) C Q1 Nb(xg, 7). En continuant de la sorte, on
construit une suite de boules b(x,,, ) avec r, < 27" et b(zy,rn) C Qy Nb(Tp—1,7n—1). On a

ﬂ b(xp, ) C ﬂ Q,Nw

neN neN

et il reste & montrer que 'intersection des boules est non-vide. Pour cela, remarquons que la suite
(n)nen est de Cauchy car si p,q > N, xp, 24 € b(zn,7N) et donc

d(.’L‘p,.’L‘q) < QW
Comme ’espace est complet, la suite (2, )nen converge vers un point z. On sait que x € b(xy,, ry,)
pour tout n, d’ou la conclusion.

On peut montrer qu’aucune des deux conditions du théoréme de Baire n’implique 'autre.

L’utilisation du théoréme de Baire permet de prouver facilement ’existence d’objets qui sont
difficiles a construire et encore plus a visualiser. En 1931, une application du théoréme de Baire
permit & Banach et Mazurkiewicz de démontrer que ’ensemble des fonctions nulle part dérivables
est dense dans ’espace des fonctions continues, sans utiliser de construction explicite d’une telle
fonction.

Proposition 4.3.8 Il existe des fonctions continues sur [0, 1] qui ne sont nulle part déri-
vables.
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Démonstration : Soit C([0,1]) I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1]. Sur cet espace,
on définit une distance en posant

d(f,g) = ilﬁ)p”\f(fv)—g(w)lv Vf,g € C([0,1]).

On sait que cet espace métrique est completﬂ Soit B l’ensemble des fonctions de C([0,1])
dérivables en au moins un point de [0, 1]. Remarquons que si une fonction f est dérivable en z,

on a
sup LW =@
y€[0,1] ly — |
Il s’ensuit que
BC |J F,
n€Ng

ou pour tout n € Ny, F), est défini par
Fo={feC(0,1]): 3w €[0,1] Yy €[0,1] [f(y) — f(2)] < nly —[}.
Il reste & montrer que pour tout n € Ny, F,, est un fermé d’intérieur vide de C([0, 1]).

1. F, est fermé dans C([0,1]).

Comme on travaille dans un espace métrique, on peut utiliser le critére par les suites. Considérons
une suite (fx)ren de F, telle que fy — f dans C([0, 1]). Montrons que f € F),. Puisque fi € F,,
il existe 3, € [0,1] tel que

[fe(y) = fre(zp)| < nly — | Vy € [0,1].

Comme la suite (71 )ren ainsi construite est bornée, on peut en extraire une sous-suite (,,(x))keN
convergente. Notons x € [0, 1] sa limite. Pour tout y € [0,1], on a

)= f@) < 1f) = fe@)+ [fx W) — fr (@)l + [ fx(xx) — f@x)| + [f(zx) — f(2)]
< 2d(f, fx) +nly —zx| + [f (k) — f(2)]

pour tout K € N. Si K = m(k) — +00, on obtient

|f(y) — f(@)] < nly —=|.
Ainsi, f € F,.

2. F,, est d’intérieur vide dans C(][0,1]).

Soit f € F,. Montrons que pour tout € > 0, B(f,e) € F,, i.e. montrons qu’il existe g € C([0, 1])
tel que ||f —g|| <eet g ¢ F,. Au vu du théoréme de Weierstrasslﬂ il existe un polynome P tel
que

d(f,P) <

Do M

2. La distance traduit la convergence uniforme des fonctions sur [0,1]. Or, une suite de fonctions converge
uniformément si et seulement si elle vérifie le critére de Cauchy uniforme.

3. Les polynomes forment une partie dense de C([0, 1]), i.e. toute fonction continue sur [0, 1] est limite uniforme
d’une suite de polynomes sur [0, 1].
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Choisissons M = sup,cp 1 |P'(z)| et considérons N € N tel que eN > 2(M + n + 1). Soit la
fonction ® définie par ®(x) = dist(x, Z), i.e.

®(z) ;== min(z — |z],|z] +1—2), zeR.

Cette fonction donne la distance entre x et ’entier le plus proche. En particulier, elle est continue
et 1 - périodique. De plus, elle admet une dérivée & droite en tout point. Posons

h(z) = g@(Na:).

Remarquons que h est % - périodique, continue et sur [O, L [, on a

h(z) =
5(1—-Nzx) siz>;
Ainsi,
sup [h(z)| = =
z€]0,1]

et de plus, en tout point z,
eN
W (z)| = - > M+ntl,
ou h'T désigne la dérivée a droite de h. Posons ¢ = P + h et montrons que g convient. Tout

d’abord, on a
d(f,g) < d(f,P)+d(h,0) < §+Z <e

D’autre part, pour tous z,y € [0,1], on a
l9(y) — 9(z)| = |h(y) — h(z)| — |P(y) — P(z)|.
Vu le choix de M et le théoréme des accroissements finis, pour tout y € [0,1], on a
[P(y) — P(x)| < Mz —yl.
De plus, comme |h'"(z)| > M +n + 1, pour tout y > z suffisamment proche de z, on a
[h(y) = h(z)| > (M +n+1)|z -yl
On en tire qu'il existe y € [0, 1] tel que
l9(y) —g9(@)| = (M +n+1)|z —y| = M|z —y| > nlz —yl,

d’ou la conclusion. m

Remarque 4.3.9 On a en fait montré que l'ensemble des fonctions continues et nulle part
dérivables est dense dans C([0, 1]) muni de la norme uniforme. On aurait pu obtenir la densité
de I'ensemble des fonctions nulle part dérivables dans C/([0, 1]) par un autre argument. En effet,
soit f € C(]0,1]) et soit g une fonction nulle part dérivable. Comme f — g € C([0,1]), il existe
une suite (Py,)nen de polynomes tels que

d(f,g+ P,) =d(f —g,P,) — 0 lorsque n — +oo.

La suite (g + P,,)nen converge donc vers f dans C([0,1]). De plus, s’il existe z € [0, 1] tel que
g + P, est dérivable en z, alors il en est de méme pour g = (g + P,,) — Py, ce qui est impossible.

Remarquons que cette preuve utilise le fait qu’il existe une fonction nulle part dérivable, alors
que le théoréme de Baire nous donne en plus l'existence !
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4.4 Compactifications

Comme les espaces compacts ont de belles propriétés, il est souvent intéressant d’étudier des
procédés de “compactification”, qui permettent de plonger I'espace topologique étudié dans un
espace topologique compact.

Définition 4.4.1 Un compactifié ou une compactification d’un espace topologique (X,T)
est un couple ((Y,7T7), f) tel que

— (Y, T") est un espace topologique compact,

— f: X — Y est un homéomorphisme de X sur f(X),

— f(X) est dense dans Y.

En général et lorsque le contexte est clair, on parlera du compactifié Y de X sans préciser la
topologie et ’application f.

Exemple 4.4.2 Puisque, pour la topologie euclidienne, ]0, 1] est dense dans [0, 1] qui est com-
pact, I'inclusion i : |0, 1[— [0, 1] permet de voir [0, 1] comme un compactifié¢ de ]0,1].

Exemple 4.4.3 L’application arctan : R —]=7, 5[ est un homéomorphisme et donc [5*, 5] est
un compactifié de R.

Exemple 4.4.4 La projection stéréographique donne un homéomorphisme entre le cercle S*
privé du poéle nord et R. Ainsi, S est un compactifié de R.

Nous allons présenter une méthode générale de compactification des espaces non-compacts. Avant
de présenter cette construction, étudions un cas particulier.

Rappelons que pour une fonction définie sur R, on a lim,_,,, f(z) = L si pour tout € > 0, il
existe 6 > 0 tel que |f(z) — L| < & pour tout x tel que |z — x| < J§. Autrement dit, pour
tout voisinage V' de L, il existe un voisinage Vj de xg tel que f(Vp) C V. Ainsi, la limite d’une
fonction en un point peut se traduire en termes de voisinages. Pour pouvoir définir la limite de
f a linfini, il faudrait donc définir les voisinages de l'infini. Rappelons que lim,_,~ f(x) = L si
pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que |f(x) — L| < € pour tout x tel que |x| > M. Ainsi,
tout se passe comme si on avait ajouté a R le point oo et défini ses voisinages comme étant les
ensembles de la forme {z € R: |z| > M} U {co}. C’est exactement la démarche qu’on suit pour
définir le compactifié d’Alexandroff.

Définition 4.4.5 Soit (X, 7)) un espace topologique. On définit X* = X U {oo}, ot oo est
un symbole n’appartenant pas a X, et

T =T U{wg = (X \ K)U{oo}: K compact fermé de X}.

Si 7 est l'inclusion de X dans X*, le couple ((X*,T%),1) est le compactifié d’Alezandroff de
(X, 7).

Il faut évidemment montrer que le compactifié d’Alexandroff est bien un compactifié de (X, 7).
C’est ce que 'on fait dans la proposition suivante.
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Proposition 4.4.6 Soit (X,7) un espace topologique.
1. L’ensemble T* définit une topologie sur X*.
La topologie induite par T* dans X est T.
L’espace topologique (X*,T*) est compact.
Si (X, T) n’est pas compact, alors X est dense dans X*.

AT U N

L’espace (X, T) est localement compact et séparé si et seulement si (X*, T*) est séparé.

Démonstration : 1. Il s’agit d’une simple vérification.

2. Si w est un ouvert de la topologie induite sur X par (X*,7*), alors il existe € T* tel que
w=0QNX.SiQeT,alorswnNX =0Q€cT.SiQ=uwg,alorsw=X\ K €T puisque K est un
fermé de X. De plus, tout ouvert de T est un ouvert de 7* et donc de la topologie induite.

3. Soit O un recouvrement ouvert de X*. Alors, il existe 2 € O tel que oo € 2, et Q = wg pour
un compact fermé K de X. Dés lors, O\ {Q} est un recouvrement de K par des ouverts de T*,
et il s’ensuit que {wN X : w € O\ {Q}} est un recouvrement de K par des ouverts de T par le
point 2. Il existe donc des ouverts Q,...,Q, € O telsque K C (N X)U---U(Q,NX), don
X*=QuUQU---UQ,.

4. Soit 2 un ouvert non-vide de 7*. On a QN X =  si et seulement si 2 = {oco}. Or, cet ensemble
est ouvert si et seulement si X est un compact fermé de X.

5. Supposons que (X, T) est localement compact et séparé. Soient z et y deux points distincts de
X*. Sixz,y € X, alors on peut les séparer par des ouverts de 7 et doncde T*. Siz € X et y = o0,
alors x admet un voisinage compact fermé K, donc K° et wx séparent x et y. Réciproquement,
si (X*,T*) est séparé, alors (X, T) est séparé¢ par le point 2 et la Proposition [3.3.7} De plus, si
x € X, alors on peut séparer x et co. Il existe donc un ouvert w contenant = et un compact fermé
K tels que w Nwg = 0. Cela implique que z € w C K, et donc K est un voisinage compact de
Z. |

Terminons en mentionnant qu’il existe d’autres méthodes de compactification, plus complexes,
notamment la compactification de Stone-Cech qui a de meilleures propriétés.

4.5 Espaces connexes

Dans cette section, nous étudions les espaces connexes tels qu’étudiés en analyse. Intuitivement
) )
un espace connexe est un espace ‘“d’un seul tenant”.

Définition 4.5.1 Un espace topologique (X, T) est conneze s’il ne posséde pas de partition
en deux ouverts non-vides.

Autrement dit, (X, 7T) est connexe s’il n’existe pas d’ouverts wy,ws € T tels que wy # 0, wy # 0,
wiNwy =0 et X =w; Uuws.

Exemple 4.5.2 On sait que I'espace euclidien R™ est connexe car le complémentaire d’un ouvert
non-vide n’est pas ouvert.

Exemple 4.5.3 L’ensemble Q muni de la topologie euclidienne n’est pas connexe. En effet, les
ensembles QN] — oo, v/2[ et QN]v/2, +oo[ forment une partition de Q en deux ouverts disjoints.
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Exemple 4.5.4 Tout espace possédant au moins deux éléments et muni de la topologie discréte
n’est pas connexe.

On peut réexprimer la condition de connexité en termes de fermés en passant au complémentaire.

Proposition 4.5.5 Soit (X,7T) un espace topologique. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

1. L’espace (X, T) est connexe.

2. Il n’existe pas de partition de X en deux fermés non-vides.

3. Il n’existe pas d’ensemble ouvert fermé non-vide propre.

Démonstration : Tout est évident car si X = w; Uws avec wi,wy € T, alors w1 = X \ wo et
wo = X \ wy sont des fermés de X. [

Cette derniére propriété est trés utilisée en analyse. Pour montrer qu'une propriété est vraie pour
tous les points d’une partie connexe, on montre que I’ensemble des points qui la satisfont est un
ensemble non-vide ouvert et fermé.

Comme dans le cas des espaces compacts, on peut parler de sous-ensemble connexe.

Définition 4.5.6 Soit (X, 7 ) un espace topologique. Un sous-ensemble Y de X est conneze
s’il est connexe pour la topologie induite par X.

Plutot que de travailler avec les ouverts de Y, on reformule en général cette condition en termes
d’ouverts de X. Ainsi, Y est connexe s’il n’existe pas d’ouverts wi,ws € T tels que w; NY # (),
waNY # 0, wiNwaNY =0 et Y C wy; Uws. On parle alors de disconnezion de Y par des ouverts
de X.

Proposition 4.5.7 L’image d’un connexe par une application continue est connexe.

Démonstration : Soit f : (X,7) — (Y, 7T’) une application continue. Supposons que (X, 7)
est connexe et montrons que f(X) est connexe. Si f(X) n’est pas connexe, alors il existe des
ouverts wi,wy € T’ qui forment une disconnexion de f(X). Puisque f est continue, les ensembles
fH(w1) et f~1(ws) sont des ouverts non-vides de X qui forment une partition de X, d’ott une
contradiction. [

En particulier, tout quotient d’un espace connexe est connexe. De méme, si un produit d’espaces
topologiques est connexe, alors chacun des espaces est connexe. La réciproque est également
vérifiée, nous le démontrerons plus loin.

Le résultat précédent permet par exemple de montrer que les espaces euclidiens R et R? ne sont
pas homéomorphes. Si f : R — R? est un homéomorphisme, quitte & le composer avec une
translation, on a que f(R\ {0}) = R?\ {(0,0)}. Or, 'ensemble R?\ {(0,0)} est un connexe alors
que R\ {0} ne lest pas, ce qui contredit le caractére continu de f.

Le théoréme des valeurs intermédiaires peut aussi étre obtenu directement grace a la Proposition

457

Proposition 4.5.8 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soient (X, 7) un espace to-
pologique connexe et f : (X,T) — R une application continue. Si a,b € X sont tels que
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‘ f(a) < f(b), alors pour tout y €] f(a), f(b)], il existe x € X tel que f(x) = y. ‘

Démonstration : Supposons que pour tout x € X, f(x) # y. Alors, les ouverts | — 0o, y[ et
|y, +oo[ forment une disconnexion de f(X) par des ouverts de R, ce qui est impossible par la
Proposition [4.5.7] u

Proposition 4.5.9 Soit Y un ensemble connexe de (X, T ). Alors toute partie Z de X dans
laquelle Y est dense est connexe.

Démonstration : Supposons que les ouverts wi,ws de X forment une disconnexion de Z.
Comme Z CY et w;NZ # (), on a w; NY # () par définition de 'adhérence pour i € {1,2}. On
en tire que les ouverts wy,ws de X forment une disconnexion de Y, d’ott une contradiction. m

Il est clair que 'union de deux ensembles connexes n’est pas nécessairement connexe. Le résultat
suivant montre que si ces ensembles sont “suffisamment proches”, alors I’'union sera connexe.

Proposition 4.5.10 Soit A une collection de parties non-vides connexes de (X,T). Sup-
posons que pour tout partition de A en deux parties non-vides A; et Ay, on a

YlﬂXg#@ ou leYQ#m

pour X; = Jyeq A, alors |J e 4 A est connexe. En particulier, toute union d’ensembles
T
connexes ayant un point en commun est connexe.

Démonstration : Supposons que [J 4 A n’est pas connexe. Il existe alors une disconnexion
de (Jgeq A par des ouverts wy et wo de X. Alors, pour tout A € A, on a

ACwiUwy et ANwiNuws =0.

Comme A est connexe, on doit avoir w1 NA = () ou wesNA = (). Dans le premier cas, on a A C wo
et dans le deuxiéme cas, A C wi. Comme ces deux cas sont exclusifs, on peut construire une
partition de A en posant A} = {A € A: ACwi}et Ao ={A € A: AC wy}. Ces ensembles
sont non-vides par définition d’une disconnexion de Aea A Sion définit Xy et Xo comme dans
I’énoncé, on a X1 C X \ we, d’ou également X1 C X \wy. On en tire que X1 N Xy C X1 Nwy = 0.
De méme, on montre que X1 N X9 = (), ce qui contredit I'hypothése. [

Le résultat précédent s’applique en particulier pour gérer le cas des produits d’espaces connexes.

Proposition 4.5.11 Tout produit d’espaces connexes est connexe.

Démonstration : Commengons par traiter le cas des deux espaces connexes (X1, 71) et (X2, 72).
Fixons z2 € X5. On remarque que

X1 XXQZ U {331} XXQUXl X {JIQ}
T1€X1

Pour tout x1 € X1, 'ensemble {x1} x X3 est homéomorphe & X5 et est donc connexe. De méme,
X1 x {x2} est homéomorphe a X et est donc connexe. La Proposition [4.5.10| permet de conclure.
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On passe aux produits finis par induction, en remarquant que X X --- X X, est homéomorphe
a(Xyx--x X, 1) x X,

Passons a présent au cas général. On suppose donc que (Xq, 7o), @ € A, est une famille d’espaces
topologique connexes. Fixons (zq)aca € [[4eq Xao- Pour tout sous-ensemble fini v de A, on
définit

Y,,:HZa ot Z, =

{Xa sia€ev
acA

{zoa} siaéw

X, et est donc connexe par le cas fini. Montrons que

U v=]]%X.

vCA,v fini acA

Alors, Y, est homéomorphe a []

acy

ce qui suffira par la Proposition [4.5.9] Il suffit pour cela de montrer que tout ouvert de base non-
vide du produit rencontre |, 4 ,, s Yo Si € est un ouvert de base, alors il existe oy, ..., 0, € A
tels que B

Q:HQa oi {Qa:Xa siaé{ag,...,an}

vty Qo € Ta si o, ..., an}.

Alors, on vérifie directement que §2 rencontre Y, . ]
) {at,....,0p}

Quand un espace n’est pas connexe, il est naturel de le décomposer en “morceaux connexes”.
C’est I'idée des composantes connexes.

Définition 4.5.12 Une composante connexe de (X,7T) est une partie connexe maximale
pour l'inclusion dans I’ensemble des parties connexes de X.

Présentons quelques propriétés des composantes connexes.

Proposition 4.5.13 Soit (X,7T) un espace topologique.
1. Toute partie connexe non-vide est incluse dans une unique composante connexe de X .

2. Les composantes connexes de X forment une partition de X.

3. Les composantes connexes de X sont fermées.

Démonstration : 1. Soit C' # () une partie connexe. Posons

A= U .

C'’connexe, CCC"

Comme A est une union de connexes qui contiennent C' (donc en particulier d’intersection non-
vide), il s’agit d’un ensemble connexe qui contient C. Si B est un ensemble connexe tel que
A C B, alors C C B et donc B C A. Ceci montre que A est maximal et est 'unique composante
connexe qui contient C'.

2. Pour tout = € X, le singleton {x} est connexe et est donc inclus dans une composante connexe.
De plus, il est clair par maximalité que les composantes connexes sont disjointes et elles forment
donc une partition de X.

3. Soit C' une composante connexe de X. Alors C est connexe et par maximalité de C, on en tire

que C = C. [
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On aurait aussi pu démontrer le résultat précédent en remarquant que les composantes connexes
sont exactement les classes d’équivalence de X pour la relation

TRy <= il existe un ensemble connexe C' tel que z,y € C.

Un espace topologique connexe ne posséde qu’'une seule composante connexe. A I'extréme opposé,
on retrouve ’ensemble des rationnels ou des ensembles du type Cantor. On dit qu'un espace
topologique (X, T) est totalement discontinu si les composantes connexes de X sont exactement
les singletons.

Terminons ce chapitre en signalant qu’il existe une notion plus forte de connexité, la connexité
par arcs. On peut également étudier la connexité locale.



Chapitre 5

Espaces vectoriels topologiques

Etant donné un ensemble X muni d’une structure algébrique, il est naturel de demander que la
topologie que I'on met sur X soit compatible avec cette structure, c’est-a-dire rende les opérations
de X continues. Par exemple, un groupe topologique sera un groupe G muni d’une topologie
pour laquelle les applications * : G x G — G : (z,y) = z*xyet -1 : X = X : 2+ g7}
sont continues. De méme, on pourrait s’intéresser aux corps topologiques. Dans ce chapitre,
nous nous intéresserons & une autre famille de structures algébriques : les espaces vectoriels.
Nous montrons en particulier que leur structure particuliére permet de ramener ’étude de toute
topologie compatible & ’étude des voisinages de 0. Nous étudions également le cas des espaces
vectoriels de dimension finie et montrons qu’a homéomorphisme prés, le seul espace vectoriel
topologique séparé de dimension finie est I’espace euclidien.

5.1 Espaces vectoriels topologiques

Dans ce chapitre, on fixe K = R ou K = C et on travaille avec des espaces topologiques sur K.

Définition 5.1.1 Un espace vectoriel topologique est un couple (X,7T) ot X est un espace
vectoriel et T est une topologie sur X qui rend ’addition

+: X xX—=X:(z,y »z+y
et la multiplication par un scalaire

G KxX =X (\x)—= M\

continues.

Dans cette définition, il est sous-entendu que les espaces X x X et K x X sont munis de leur
topologie produit.

Exemple 5.1.2 Si (X, ||-||) est un espace vectoriel muni d’une norme, alors la norme induit une
distance d donnée par d(z,y) = ||l — y||, z,y € X. L’espace topologique (X, 7T;) est un espace
vectoriel topologique.

Remarquons que pour tout x € X, I'application

2 K= X: A= Az

66
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est continue. En effet, on a -2z = -oi aveci: K - K x X : A = (A, z), qui est continu par la
Proposition [2.4.14

Exemple 5.1.3 Si X est un espace vectoriel muni de la topologie discréte, alors il ne s’agit pas
d’un espace vectoriel topologique (sauf si X = {0}). En effet, fixons un élément = # 0 dans X.
La continuité de la multiplication par x impliquerait que (%x)neNO tend vers 0. Comme {0} est
un voisinage de 0 pour la topologie discréte, cela signifierait que %x = 0 pour n suffisamment
grand, ce qui est impossible.

Proposition 5.1.4 Si (X,7T) est un espace vectoriel topologique, alors pour tout xo € X
et tout A € Kg, I'application

foor : X = X 12— Av + 20
est un homéomorphisme. En particulier, pour tout xg € X et tout A € Ky, les applications
X—>X:z—=ozx+x et X=>X:ax— Az

sont des homéomorphismes.

Démonstration : 1l est clair que f;, \ est bijectif, d’inverse donné par f_ gL qui est une
application du méme type. Il suffit donc de montrer qu’une telle application est continue. Soit
x € X.S1V € Vigia,, alors par continuité de I’addition, il existe V1 € Vi, et Vo € V,, tels que
Vi+ V5o C V. La continuité de la multiplication par un scalaire donne un voisinage V3 de = et un
rayon r > 0 tels que b(\,r)- V3 C Vi. Au total, siy € V3, on a A\y+z9 € V1 + Vo C V, c’est-a-dire
V3 C (V) et f.0(V) € Ve m

La proposition précédente a pour conséquence importante que la topologie d’un espace vectoriel
topologique est entiérement déterminée par les voisinages de 0.

Corollaire 5.1.5 Soient (X,7) un espace vectoriel topologique, xg € X et A € K.

1. Une partie V de X est un voisinage de xq si et seulement si V — xg est un voisinage
de 0. Autrement dit,
Vio ={z0+V :V €V}

2. SiV €V,, alors \V € V.. En particulier, si V € V), alors AV € V).

Ainsi, les ouverts d’un espace vectoriel topologique sont obtenus en translatant les ouverts conte-
nant 0. On va donc dans la suite étudier les propriétés des voisinages de 0. Notons que l'on a
déja obtenu que toute homothétie d’un voisinage de 0 est aussi un voisinage de 0, ce qui donne
une propriété de “stabilité” de V.

Proposition 5.1.6 Soient (X,7T) un espace vectoriel topologique et U € V. Alors il existe
VeyytelqueV+V CU.

Démonstration : Par continuité de ’addition en (0, 0), il existe des voisinages V1, Va de 0 tels
que V; + Vo C U. Il suffit alors de prendre V = V; N Va. [ |
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Remarque 5.1.7 En procédant de proche en proche, il est clair que pour tout n € N et tout
UeVy,ilexiste VelVytelqueV+---+V CU.
———

n fois
Afin de présenter quelques propriétés supplémentaires des voisinages de 0 d’un espace vectoriel

topologique, nous allons introduire deux notions que des parties d’un espace vectoriel peuvent
vérifier.

Définition 5.1.8 Une partie A d’un espace vectoriel X est équilibrée si AA C A pour tout
A € K tel que [\ < 1.

En particulier, on obtient directement que si A est équilibré, alors 0 € A.

Exemple 5.1.9 Dans un espace normé, il est facile de voir que toute boule centrée en 0 est
équilibrée.

Exemple 5.1.10 Dans R?, la boule unité centrée en (1/2,0) n’est pas équilibrée. En effet, il
suffit de prendre z = (1,0) et A = —1.

Exemple 5.1.11 Les polynomes forment un sous-ensemble équilibré de C°([0, 1]). En effet, tout
multiple d’'un polyndéme est encore un polynéme.

Proposition 5.1.12 Soit (X,7T) un espace vectoriel topologique. Si A est une partie équi-
librée de X, alors A est également équilibré.

Démonstration : Soit A € K tel que || < 1. Comme A est équilibré, on a AA C A et comme
la multiplication par A est un homéomorphisme, on a directement que AA = AA. La conclusion
s’ensuit. [ |

Proposition 5.1.13 Si (X,7) est un espace vectoriel topologique, tout voisinage de 0
contient un voisinage de 0 équilibré et fermé.

Démonstration : Soit U un voisinage de 0 = 0 - 0. Par continuité de la multiplication par un
scalaire, il existe un voisinage V' de 0 et € > 0 tels que

b(0,e) - V={dx:x eV, |\ <e} CU.

Posons W = b(0,¢) - V. Alors W est équilibré. De plus, on a §V C W et comme 5V € V, on
trouve que W € V.

Par la Proposition [5.1.6] il existe Wy € Vy tel que Wy+ Wy C W. Par la premiére partie, quitte a
remplacer Wy par un ensemble plus petit, on peut supposer que Wy est équilibré. Pour conclure,
montrons que Wy C U, ce qui suffit par la Proposition . Soit x € Wy. Comme  + Wy est
un voisinage de x, on a (z 4+ Wy) N Wy # 0. 1l s’ensuit que x € Wy — Wy C Wy + Wy C U puisque
Wy est équilibré.

Définition 5.1.14 Une partie A d’un espace vectoriel X est absorbante si pour tout z € X,
il existe C' > 0 tel que x € AA pour tout A € K tel que |A| > C.
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Exemple 5.1.15 Dans un espace normé, il est facile de voir que toute boule centrée en 0 est
absorbante.

Exemple 5.1.16 Dans R?, la boule unité centrée en (1/2,0) est absorbante (puisqu’elle contient
une boule centrée en 0).

Exemple 5.1.17 Les polynémes forment un sous-ensemble de C°([0, 1]) qui n’est pas absorbant
puisqu’on ne peut pas écrire toute fonction continue comme multiple d’un polynéme.

Proposition 5.1.18 Si une partie A d’un espace vectoriel X est absorbante, alors son
enveloppe linéaire est égale 4 X.

Démonstration : Six € X, alors il existe A > 0 tel que x € AA et il existe donc y € A tel
que T = \y. [

Proposition 5.1.19 Si (X,7) est un espace vectoriel topologique, alors tout voisinage de
0 est absorbant.

Démonstration : Cela découle a nouveau de la continuité de la multiplication par un scalaire.
Fixons x € X et V € V. Comme 0 =0- z, il existe W € V, et € > 0 tels que

b(0,€) - W C V.

En particulier, Az € V' pour tout |A| < e. Il suffit de prendre C' > % pour conclure. |

Au total, les Propositions [5.1.13] et [5.1.19] donnent directement le résultat suivant.

Proposition 5.1.20 Tout espace vectoriel topologique posséde une base de voisinages de (
équilibrés, absorbants et fermés.

Ce résultat et la Proposition [3.3.11] donnent le corollaire suivant.

Corollaire 5.1.21 Tout espace vectoriel topologique est régulier.

Concernant l’axiome (73), on a la caractérisation suivante.

Proposition 5.1.22 Soit (X, T) un espace vectoriel topologique. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. L’espace (X,T) est séparé.
2. L’intersection des voisinages de 0 est le singleton {0}.

3. Le singleton {0} est fermé.

Démonstration :

1. = 2. Comme l'espace est séparé, pour tout x # 0, il existe un voisinage V' de 0 qui ne contient
pas = et x n’appartient donc pas a l'intersection des voisinages de 0.

2. = 3. Par la Proposition [5.1.20] I'intersection des voisinages de 0 peut s’écrire comme une
intersection de fermés qui est donc fermée.

3.= 1. Soient = # y. Alors z —y € X \ {0} et comme cet ensemble est ouvert, il existe un
voisinage U équilibré de 0 tel que z —y € v —y+ U C X \ {0}. Par la Proposition il existe
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V eV tel que V4V C U et on peut supposer que V est équilibré par la Proposition [5.1.20]
Alors, les ensembles x + V et y + V sont des voisinages de = et y respectivement et il reste a
s’assurer que (z 4+ V) N (y+ V) = 0. Supposons au contraire qu’il existe z € (z + V)N (y+ V).
Alors, on peut écrire z = x+v = y4+w avec v,z € Vetonentirequey—x =v—we V-V CU.
Il s’ensuit que 0 € x — y + U, ce qui est impossible. [

Dans ce cas, tous les singletons sont fermés par translation.

Exemple 5.1.23 Soit X un espace vectoriel muni de la topologie cofinie. Alors ce n’est pas un
espace vectoriel topologique car il n’est pas séparé par ’Exemple [3.3.5] mais ses singletons sont
fermés.

Proposition 5.1.24 Si (X, 7)) est un espace vectoriel topologique et si Y est un sous-espace
vectoriel de X, alors

1. Y est un sous-espace vectoriel de X .
2.Y°=0siY #X.

Démonstration : 1. Soient z,y € Y et V un voisinage de x + y. Alors, il existe Vo € Vg
tel que V.= x+y+ Vy. Soit U € Vy tel que U +U C V. Alors, © + U € V, et donc il
existe zg € (z 4+ U) NY. De méme, il existe yo € (y +U) NY. En particulier, g +yp € Y et
ro+y €@ +U)+(y+U)Cao+y+Vo=V.Onentiteque VNY #Petx+yecY.

On peut aussi démontrer ce résultat en utilisant la continuité de l’additionE] pour montrer que
Y +Y CY. En effet, puisque I’addition est continue, il est clair que +(Y xY) C +(Y x Y) =
Y +Y =Y, ot on a utilisé¢ le fait que Y est un sous-espace vectoriel. Comme Y x Y =Y x ?
on obtient que

LT xT)CY.
On procéde de méme pour la multiplication par un scalaire.

2. Supposons qu’il existe x € Y°. Soit V € Vy tel que v +V C Y. Comme Y est un sous-
espace vectoriel, on a également V' C Y. Comme V est un voisinage de 0, il est absorbant par la
Proposition [5.1.19) et on en tire directement que X =Y. |

Donnons a présent une caractérisation importante des applications linéaires continues entre es-
paces vectoriels topologiques.

Proposition 5.1.25 Soient (X, 7)) et (Y, T’) deux espaces vectoriels topologiques. Une ap-
plication linéaire T' : X — Y est continue si et seulement si elle est continue en 0.

Démonstration : Soit x € X tel que x # 0. 11 suffit bien str de montrer que si T est continu
en 0, alors T est continu en x. Soit U un voisinage de T'(x). Alors, il existe un voisinage V' de 0
dans Y tel que U = T'(z) + V et comme T est une application linéaire, on a

e+ T Y V)CT YT (z)+V)=T"YU).

Par continuité de 7" en 0, on sait que T~1(V) est un voisinage de 0 et il s’ensuit que T~ (U) est
un voisinage de x. [ |

1. Si f: X — Y est continue, alors pour tout A C X, on a f(A) C f(A).
2. Exercice.
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Par conséquent, pour montrer qu'une application linéaire T" entre espaces vectoriels topologiques
est continue, il suffit de montrer que I'image inverse de tout voisinage de 0 est encore un voisinage
de 0 puisque 7'(0) = 0.

Terminons cette section avec un résultat concernant les formes linéaires. Si T est une forme
linéaire continue sur un espace vectoriel topologique, il est clair que son noyau est fermé. De
plus, la continuité implique que 'adhérence du noyau ne peut étre égale a 1’espace tout entier
que si la forme est nulle. Nous montrons dans le résultat suivant que ces propriétés caractérisent
la continuité de formes linéaires.

Proposition 5.1.26 Soient (X, 7T ) un espace vectoriel topologique et T' : X — K une forme
linéaire non-nulle. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’application T est continue.

2. Le noyau ker T de T est fermé.

3. Le noyau kerI' de T n’est pas dense dans X.

4. Il existe un voisinage V de 0 dans X tel que T (V') est borné.

Démonstration :

1. = 2. Cest évident car ker T = T~1({0}) est I'image inverse d'un fermé par une application
continue.

2. = 3. Comme ker T est fermé et que T' est non-nul, on ne peut pas avoir ker T' = X.

3. = 4. Comme le noyau de T n’est pas dense dans X, il existe x ¢ ker T'. Par conséquent, on
peut trouver un voisinage équilibré V' de 0 tel que (z + V) NkerT = (. Supposons que T'(V)
n’est pas borné. Alors, il existe y € V tel que |T'(y)| = |T(z)|. Comme V est équilibré et T est
linéaire, quitte & multiplier y par un scalaire de module 1, on peut supposer que T'(y) = —T'(x),
d'ou T'(z +y) =0. Alors, z +y € (z + V) Nker T, d’ott une contradiction.

4. = 1. Supposons qu’il existe un voisinage V de 0 et C' > 0 tels que |T'(z)| < C pour tout
x € V. Soit 7 > 0. Alors, on a |T'(x)| < r pour tout x € & V. Cela suffit par la Proposition [5.1.25
puisque 57V € V. [ ]

5.2 Sous-espaces, produits et quotients

Dans cette section, on s’intéresse aux constructions naturelles d’espaces vectoriels topologiques
a partir d’anciens. Commencons naturellement par les sous-espaces.

Proposition 5.2.1 Soient (X,7T) un espace vectoriel topologique et Y un sous-espace vec-
toriel de X. Muni de la topologie induite par X, Y est un espace vectoriel topologique.

Démonstration : Cela découle directement des Propositions et [2.3.9 ]

La preuve dans le cas des espaces produits est également immédiate. Notons que 'on utilise
I’addition et la multiplication par un scalaire définies composantes a composantes.

Proposition 5.2.2 Soit (X,,7,), o € A, une famille d’espaces vectoriels topologiques.
Alors I'espace vectoriel [ [, 4 Xo muni de la topologie produit est un espace vectoriel topo-
logique.
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Démonstration : L’addition

+3HXaXHXa'—> HXa:(x,y)Hx—Fy

a€cA acA acA

est continue par la Proposition [2.4.12| puisque pour tout o € A, Papplication poo+ = 440 (Pas Pa)
est bien continue. On prouve de méme que la multiplication par un scalaire sur le produit est
continue. ]

Intéressons-nous a présent au cas des espaces quotients. Naturellement, on va s’intéresser aux
relations d’équivalence données par les sous-espaces vectoriels, de maniére & ce que ’espace
quotient soit un espace vectoriel. Rappelons que si X est un espace vectoriel et si Y est un
sous-espace vectoriel, alors la relation définie par

TRyy < x—y €Y

est une relation d’équivalence sur X. On note ’espace quotient correspondant X/Y et on le
munit des opérations définies par

[z + 2] =[z] +[2] et Az]=[\z].

Montrons tout d’abord que la structure d’espace vectoriel topologique sur X assure que l'image
de tout ouvert par I’application passage au quotient est un ouvert du quotient.

Lemme 5.2.3 Soient (X,7) un espace vectoriel topologique et Y un sous-espace vectoriel
de X. Si on munit X/Y de la topologie quotient, I'application w : X — X/Y est ouverte.

Démonstration : Soit w un ouvert de X. Montrons que 7(w) est un ouvert de X/Y, c’est-a-
dire par définition de la topologie quotient, que 7~ (7 (w)) € T. Il suffit pour cela de remarquer
que 7} (m(w)) = {z € X : 7(x) € T(w)} est I'ensemble des points en relation avec des points de
w. Ainsi,
mlrw)=w+Y = Jw+y)
yey

qui est une union d’ouverts puisque (X, 7) est un espace vectoriel topologique. |

Proposition 5.2.4 Soient (X,7T) un espace vectoriel topologique et Y un sous-espace vec-
toriel de X. Muni de la topologie quotient, I'espace X /Y est un espace vectoriel topologique.

Démonstration : Montrons que ’addition est continue. La preuve de la multiplication par un
scalaire est semblable. Soit U C X/Y un ouvert de X/Y contenant [z + z|. Par continuité de
I'application passage au quotient 7, on sait que 7~!(U) est un ouvert de X contenant z + 2. La
continuité de ’addition dans I’espace vectoriel topologique X donne des ouverts Vi et Vo de X
contenant 0 tels que (z + V1) + (2 + Vo) € 7~ }(U). Par le Lemme on sait que 7w(x + V) et
7(z+ Va) sont des ouverts de X/Y contenant [z] et [2] respectivement. On conclut en remarquant
que
+(r(z+ Vi) xw(z+V2)) =n((@+ Vi) + (2 + V2)) C 7T(7T_1(U)) CcU.
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Proposition 5.2.5 Soient (X,7T) un espace vectoriel topologique et Y un sous-espace vec-
toriel de X. Alors X/Y est séparé si et seulement si Y est fermé dans X .

Démonstration : Par les Propositions et on sait que X/Y est séparé si et seule-
ment si {[0]} est fermé dans X/Y. Or, par définition de la topologie quotient, on a que {[0]}
est fermé si et seulement si 7=1(X/Y \ {[0]}) est ouvert dans X. On obtient la conclusion en
remarquant que 7 H(X/Y \ {[0]}) = X\ Y. [ |

Exemple 5.2.6 Soit (X,7) un espace vectoriel topologique non-séparé. Alors X /@ est un es-
pace séparé. On lappelle ’espace séparé de (X, T). Si (X, T) est séparé, alors il est homéomorphe
a son séparé.

5.3 Espaces vectoriels topologiques de dimension finie

Dans cette derniére section, on étudie le cas particulier des espaces vectoriels topologiques de
dimension finie. On sait que si X est de dimension finie n, alors il existe un isomorphisme entre
X et K”. Si & présent on munit X d’une structure d’espace vectoriel topologique, il est donc
naturel de se demander si 'isomorphisme est un homéomorphisme. On va montrer que c’est
le cas lorsque 'on travaille avec des espaces séparés. En particulier, on obtient donc que tout
espace vectoriel topologique séparé de dimension finie est localement compact. On montre dans
un deuxiéme temps que la réciproque est également vraie.

Commengons par montrer que toutes les formes linéaires sur K™ sont continues. De maniére
générale, on a le résultat suivant.

Proposition 5.3.1 Soit (X,7T) un espace vectoriel topologique. Toute application linéaire
T : K" — X est continue.

Démonstration : Soit U un voisinage de 0 dans X. Alors, on sait qu’il existe un voisinage
équilibré V' de 0 tel que

V4+---+VCU.

———

n fois

En particulier, si (eq, ..., e,) désigne la base canonique de K", il existe une constante ¢ > 0 telle
que T'(e;) € ¢V pour tout j € {1,...,n} puisque V est absorbant. Pour tout z € K", on a

T(x) = Za:jT(ej) € ijcV
j=1 j=1

ou x1,...,%, désignent les composantes de = dans la base canonique. Si x € b(0, %), alors on
a |zjc| < 1 et donc zjcV C V et il sensuit que T'(b(0,2)) C U. La continuité en 0 est donc
prouvée, ce qui suffit par la Proposition [5.1.25] [ |

Proposition 5.3.2 Si (X, T) est un espace vectoriel topologique séparé de dimension finie
n, alors (X, T) est homéomorphe & K™ muni de la topologie euclidienne.
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Démonstration : Considérons 'isomorphisme
n
. n .
T:K'"— X: (l‘l,...,l'n)l—) E l’jbj
j=1

ou (by,...,by) est une base de X. Comme T est une application linéaire de K" dans un espace
vectoriel topologique, on sait par la Proposition qu’elle est continue. Il suffit donc de montrer
que 'application inverse

n
71 :X%K”:x:ijbj>—>(a:1,...,xn)
j=1

est continue. Considérons l’ensemble compact S = {x € K" : |z| = 1}. On sait que T'(S) est
compact et puisque X est séparé, on obtient que 7'(S) est fermé. En particulier, comme 0 ¢ T'(.5)
par bijectivité de T, il existe un voisinage V' de 0 équilibré tel que V' C X \ T'(S). Montrons que
T~1(V) C b(0,1). Si ce n’est pas le cas, alors il existe A € K" tel que [A| > 1 et T(\) € V. Or, V
est équilibré, ce qui implique donc que T'(S) C V, d’ou une contradiction. Il suffit & présent de
remarquer que chaque forme linéaire

n
Ti_l:X—>K:x:ijbj»—>xi
j=1

est continue par la Proposition [5.1.26| puisque Ti_l(V) est borné. Cela suffit pour obtenir la
continuité de 71, [ |

Par conséquent, la seule topologie sur K" qui rend K" séparé est la topologie euclidienne.

Proposition 5.3.3 Soient (X,7) un espace vectoriel topologique séparé et Y un sous-
espace vectoriel de X de dimension finie. Alors Y est fermé dans X.

Démonstration : On sait que Y muni de la topologie induite par (X, 7") est un espace vectoriel
topologique séparé de dimension finie. Par conséquent, la Proposition implique que Y est
homéomorphe & K™ avec n = dimY. Soit x € X \ Y. Soit W l'espace engendré par Y U {x}.
Alors dimW = n + 1 et W est homéomorphe & K**!1. Comme K" est fermé dans K**!, on en
tire que Y est fermé dans W et donc il existe un fermé F' de X tel que Y = FFN W. Mais alors,
on a aussi, Y = F'NY et donc Y est un fermé de X.

Bien sir, la topologie euclidienne est localement compacte puisque les boules fermées sont com-
pactes. Ainsi, tout espace vectoriel topologique séparé de dimension finie est localement compact.
Le résultat ci-dessous montre que la réciproque est vraie.

Théoréme 5.3.4 (Riesz) Un espace vectoriel topologique séparé est localement compact
si et seulement si il est de dimension finie.
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Démonstration : Soit (X,7) un espace vectoriel topologique séparé. Si X est de dimension
finie n, alors par la Proposition (X,T) est homéomorphe a K" et est donc localement
compact.

Supposons a présent que (X,7) est localement compact. Soit K un voisinage compact de 0.
Puisque (X,7) est un espace vectoriel topologique, on sait que %K € Vy. Pour tout z € K,
x+ %K est un voisinage de = et puisque

1
K C -K
JUPRSY
zeK

on peut trouver x1,...,x, tels que
1
K C {:Ul,...,.%'n}+§K.

Soit Y le sous-espace vectoriel engendré par {z1,...,x,}. Par la Proposition on sait que
Y est fermé dans X. Remarquons que

1 1 1 1
-K C - - KCY+-K
2 = 2{3717 7$n}+4 = +4 )
d’ott

1 1
Kg{xl,...,xn}+Y+ZK§Y+ZK.

En procédant de la méme maniére, on a

1 1 1
et donc 1
KCY + §K

En itérant, on trouve que

1
KC [ v+ o 15)-
meNy
Montrons que si € K, alors z € Y. Par la Proposition il suffit de trouver une suite
de Y qui converge vers x. Pour tout m € Np, on sait qu’il existe z,, € Y et z,, € K tel que
T = T + 55 2m. Montrons que x,;, — x. Comme x — x,, = Q%Zm, il suffit de montrer que

Q%Zm — 0’| Soit V' un voisinage de 0 équilibré. Comme V' est absorbant, on sait que

K C U cV
c>0

et il existe donc ¢ < -+ < ¢p, tels que K C iV U---UecV = ¢V puisque V est équilibréﬁ
Par conséquent, Q%Zm € %CLV C V pour tout m tel que 2™ > cr. Par conséquent, la suite
(m)men converge vers x et donc x € Y. Ainsi, on a montré que K CY =Y et comme K est

absorbant, on conclut que X =Y. [ |

3. Dans un espace vectoriel topologique (X, T), une suite (Zm)men converge vers x si et seulement si la suite
(Tm — T)men converge vers 0. Cela provient du fait que tout voisinage de x est un translaté d’un voisinage de 0.

4. On a montré que tout compact d’un espace vectoriel topologique est borné : Pour tout V € V), il existe
c>0tel que K C cV.
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