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RECHERCHES
EXPERIMENTALES ET THEORIQUES

SUR

LES FIGURES D’EQUILIBRE

D UNE

MASSE LIQUIDE SANS PESANTEUR.

FIGURES D'EQUILIBRE DE REVOLUTION AUTRES QUE LA SPHERE ET LE CYLINDRE.

§ 1. — La série précédente ayant complété I'étude théorique de la veine
liquide , revenons anx masses liquides sans pesanteur, et poursuivons l'examen
des figures d’¢quilibre de révolution.

Rappelons d’abord qu'en désignant par R et R’ les deux rayons de cour-
hure principaux en un méme pointde la surface libre d'une masse liquide sans
pesanteur, et par € une constante, l'expression de la condition générale &
laguelle cette surface doit satisfaire dans Fétat Céquilibre est ( 29 série, § 5)

expression dans laquelle R et R’ sont positifs lorsqu'ils apparticnnent & des
courbures convexes, ou, en dautres termes, lorsqu’ils sont dirigds & 'inté-
rieur de la masse , et négalifs dans le cas contraire ; rappelons aussi que cetle
équation est une simple transformation de celle qui exprime que la pression
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exercée par le liquide sur lui-méme en verlu de l'aliraction mutuclie de ses
moléeules, ne change pas d'un point & un autre de la surface de la masse
(ibéd.); rappelons enfin que, daprés une propriété connue des surfaces de
révolution , si la figure d'équilibre appartient & cette classe, Tun des rayons
R et B’ est le rayon de courbure de la ligne méridienne au point que F'on
considére , et I'autre est la portion de la normale comprise entre le point dont
il s'agit et l'axe de révolution, eu, eomme on le dit plus simplement, la nor-
male en cc point.

Dans ce méme cas, c'esl-d-dire dans celui des surfaces de révolation,
lexpression précédente, mise sous la forme différentielle, est complétement
intégrable par les fonctions elliptiques, de sorte quon peut en déduire les
formes des lignes méridiennes, et c'est ce dont M. Beer vient de s'occuper
dans un mémoire ! ot il me fait, pour la seconde fois, 'henncur d'appliquer
le caleul aux résultats de mes expdriences; en oulre, une propriété tronvée
par M. Delaunay 2 a l'aide du ealeul, et démontrée depuis géomdtriquement
par M. Lamarle?; permet d'atteindre le méme but sans recourir aux fone-
tions ellipliques. Nous parlerons en leur licu de ces ressources de Fanalyse et
de la géoméirie ; mais, dans la série actuelle, nous nous proposons d’arriver
aux formes des lignes méridicnnes, & toutes leurs modifications ¢t & tous leurs
détails, en nous appuvant sur Iexpéricnce, el en nous aidant du simple rai-
sonnement appliqué 4 la relation que l'équation de I'équilibre établit entre le
rayon de courbure et la normale. Notre travail, dans Iequel I'expérience et la
théorie marcheront toujours cote & cote, pourra, de plus, étre considéré comme
une vérification de cette dernicre.

Afin d'éviter toute ambiguité, nous remplacerons les lettres R et R! par les
lettres M et N, dont la premiére rappellera qu'clle désigne celui des deux
rayons de courbure principaux qui appartient i la ligne méridienne, et dont
la seconde rappellera de méme qu'elle désigne celui qui constitue }a normale;

U Tractatus de theorid mathematicd phacnomenorum In Hguwidis actiont gravitatis detractis
observatorum. Bonn, 1857.

* Sur la surface de révolution dont la courbure moyenne est constunle. {Journal de M. Liou-
ville, 1841, tome ¥I, page 509.)

3 Théurie géometrique des rayons et cenires de courbure. (BULLET. pE t'Aca. 18357, 2 séric,
tome I, pages 53 et 507.)
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ainsi, tant quiil s'agira des figures de révolution, I'équation générale de I'équi-
lihre sera :
1

e
M

A

§ 2. — Celle nolation convenue, nous allons d'abord démontrer que Ia
sphére est la seule figure d'équilibre de révolution dont Ja ligne méridienne
rencontre I'axe. On peul v ajouler le plan, en le considérant comme [a Jimite
des sphéres, ou comme la surface engendrée par une droite perpendiculaire
a Faxe.

Concevons une ligure d'équilibre de révolution autre que la sphére el le
plan, et dont la ligne méridienne rencontre I'axe. Je dis, en premicer licn, que
celte ligne ne peut atteindre Faxe que normalement. En ellet, si elle le cou-
pait obliquement ou si elle lui élait tangente, la normale serail nulle au point
d'intersection ou de contact, el la quantité 55 -+ 5 deviendrail infinie en ce
point ! tandis qu'elle aurait des valeurs finies dans les poinls voisins ; celle

t 1l v a toutefois un cas auquel ee raisonnement semblerail n'étre pas applicable. On peat
coneevoir une courbe lelle, qu'an point ou elle rencontre axe, le rayon de conrbure soit nul, et
quaux environs de ce point le ravon de courbure et Ja normale soient de signes conlraires; alors
la quantité ;I— +T‘1J constituerail une dilférence, dont les deux wrmes deviendraient a la fois in-
finis au point situé¢ sur I'axe, ct L'on ne voit pas, au premier abord, yue eetle différence ne
puisse demeuarer finie. Nous avons done & démontrer que la chose est impossible, si Ja courbe ne
rencontre pas 'axe normalement,

Pour cela, mais uniquement dans ce cas, nous serons obligd de faire usage des expressions
connues du rayon de eonrbure et de la normale en fonction des cocflicients différenticls.

§i nous prenons axe de révolution pour axe des abscisses, nous aurous, comme on sait, p et
g dtant respectivement fus cocllieients différentiels du premier ¢t du sceond ordre de y par rap-
port &,

[

T L R T

T
1
N=y {1 +p 0 o0 0
d'ot nous déduirens, pour le rapport des deux termes du premier membre de I'iguation de
'équilibre,

1
N 1+ p?
!

M

Soit maintenant y=f{x) 'équation de la ligne méridienne. Prenons pour origine des cooe-
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quanlité ne serait done pas constanie dans loul le parcours de la courbe comme
le veut I'équation de équilibre,

Imaginons mainlenant que la figure liquide remplisse la condition que
uous venons d'élablir, et considérons, & partir de I'uxe, un are de la ligne

donndes le point ol cette ligne rencontre Iaxe, de manicre que, pour x=o, on ait y=0; nous
peurrons alors supposcr la fonction f{a) développée suivant une série de puissances ascendantes
¢t positives de x; ¢l si nous voulons que la courbe rencontre axe sous un angle autre qu'un
angle droit, ce qui exige que, pour =0, le premier coeflicient différentiel soit fini ou nul, il
faudra que Dexposant de  dans le premicr terme de la série soit Punilé. Remarquons ici que,
n'avant i considérer la courbe quiau point ot elle atteint T'axe et dans les points trés-vaisins,
nous pouvons toujours supposer x extrémement pelit, en sorte que, relativement & cette por-
tion de la courbe, notre séric sera néecssairement convergente. Posons donce :

y=ar b 02" 4+ . . o o0 0000 L[

dquation dans laquelle les exposants m,#,.... sont positifs et supéricurs i 'unité. On aura con-
séquemnent

p=oa -+ mbz"? + ncxz" '+ ... . .

gq=m{m —1)bz" % wnfn—ex* * ... ..

La premiére de ces expressions, quand on y fait x=e, se réduitd p=aq, en sorte que la courbe
atteiut T'axe sons un angle fini, mais autre quun droit, ou sous un angle nul, suivant qu'en
suppose la constante @ {inie ou égale 4 zéro. D'aprés cela, si P'on veul quian point situé sur Faxe
le ravon de courbure soit nul, ou voit, par In formule (1], quen cc méme point, g doit élre
infini, et, en vertn de la scconde des expressions ci-dessus, eette condition sera satisfaite si e
premicr au moins des cxposants m,a,.. est plns pelit que 2. '

Portons actucllement dans la formule [3] ces mémes expressions de p et de g et celle de g il
viendra |

1
N
-

¥
1+ (& + mba"t 4 pea"—!)

i (mim— 1) be"= +nin—ex"* +...) ((az+bz" + or ... )

el l'on voit alsément que, pour o=on, cc rapport devient infinl. Alors, cn effet, puisque les
quantités 9,2,... sont toutes supérienres d Punité, d'nne part le numérateur se réduit i 4 -+ o?
e'est-d-dire & une quantité finie, ct, dautre part, le dénominateur, dont le terme de plos petit
exposant, aprés la mulliplication effectuée, est am(m—1) ebx™~', sannule tout entier. Remar-
quons, en passant, que ce résaltat est indépendant de la condition m <2, en serle quil est veal
aussi bien pour un rayon de conrbure fini ou infini au point situé sur I'axe, que pour un rayon
de courbure nul; ce qui devait étre, d'aillewrs, d'aprés ec que nous avons vu plus haut. Mainte~
nant si, en ce méme peint, le rayon de eourbure cst nul, les denx quantités % ct T:i prennent,
a la vérité, I'unc ct I'autre une valeur infinic; mais puisque leur vapport devient en méme temps
infini, lear différence devient également infinie, ec qu'il fallait démontrer.
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méridienne. Puisque, par hypothése, cette ligne n'est ni droile ni cireulaire,
la courbure de I'are variera d'un peint & un autre; elle commencera consé-
quemment par aller soit en augmentant, soil en diminuant, et nous poﬂrrons
prendre are assez petit pour que la courbure aille lonjours en augmentant,
ou toujours en diminuant, & partir du point situé sur 'axe jusqu Iaulre extré-
mité. Supposons d'abord que la courbure aille en croissant,, et soit abel (fig. 1)
larc dont il s'agil. Au point ¢ la normale est couchée sur I'axe, et, & mesure
quon s'éloigne de ce point, elle fait avee I'axe un angle de plus en plus grand;
mais nous limiterons la longueur de Fare de maniére que, de ¢ en d, eet
angle ne cesse point d'¢tre aigu, Par les deux points ¢ et d faisons passer un
are de cercle aed qui ail son centre sur I'axe, el qui, par conséquent, ren-
contre aussi ce dernier normalement.

Puisque T'are abd, dont la courbure va toujours en augmentant, part du
point ¢ suivant la méme direction que Fare de cerele, et apres s'élre séparé
de celui-ci, le rejoint en d, il est évident que sa courbure doil d'abord éure
inférieure & celle de ce second are, et lui devenir ensuite supéricure, en sorte
quau point d le rayon de courbure de I'are abd est plus pelit que le rayon de
l'arc de cercle. Mais de la direction initiale commune des deux arcs, el de cetie
marche relative de la courbure de I'are abd, il résulte nécessairement que ce
dernier est, comme le montre la figure , extéricur i lauire, et qu'au pointd il doit
le couper, et non le toucher; si donc on méne, en ce point d, la normule df
a T'arc de courbe ct ke rayon dg de l'arc de cerele, la premiére sera moins
oblique sur I'axe que le second, ¢t eonséquemment clle sera plus courte. Ainsi,
au point 4, les deux quantités M et N seront loutes deux moindres que le
rayon de I'arc de cercle. Prenons actuellement, dans fa partic de are abd o
la courbure est moindre que celle de l'are de cerele, un point queleonque i,
el prenons, sur le sccond de ces ares, un point 72 lel que la portion an soit
égale en longueur & la portion an. Dans ces conditions, le point m sera évi-
demment plus éloigné de l'axe que le point 2, et, d’autre part, la normale en
m sera plus oblique & I'axe que le rayon mené de 2; par cette double raison,
la normale dont il s'agit sera donc plus grande que le rayon de l'are de cercle;
mais, par suite de l'infériorité de Ia courbure en m, le rayon de courbure
en ce point sera aussi plus grand que le rayon de l'arc de cercle.
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1 vésulte de toul cela que les valeurs de M et de N correspondantes au
point i sont 'me et Fautre supérieures a celles qui correspondent au point
d; mais il est claiv que M ¢t N sont de méme signe dans toule la longueur
de I'arc abd , ot qu'ainsi, au point # comme au point o, la quanlité 5 +x
conslilue une somme ; celte méme quantité est done plus pelite en m qu'en
d, el conséquemment I'équilibre de la figure liguide engendrée est impossible.

Si Fon suppose maintenant que la courbure de notre are méridien aille
toujours en diminuant, comme on le voit en a'b'd’ (fig. 2), il est visible
qualors cet are sera intérieur & lare de cercle ¢'e’d’ ayant son centre sur
l'axe, que sa courbure commencera par étre supéricure & celle de ce dernier
pour lui devenir ensuile inférieure, el quau point o’ I'un des ares viendra
encore couper lautre ¢t non le toucher; d'ou lon conclura, par le mode
de raisounement employ¢é dans le cas précédent, que la quantité § oy osl
plus grande en un point voisin de &’ qu'en @, en sorle que I'équilibre de la
figure engendrée est également impossible.

Done , forsque la ligne méridienne rencontre I'axe, la condition de I'équi-
libre ne peut dre satisfaite que si celle ligne est une circonférence de eercle
avant son centre sur I'axe, ou, en supposant infini Ie rayon de cette circon-
férence , une droite perpendiculaire & I'axe; done, enfin, la figure engendrée
est nécessairement une sphére ou un plan.

De Ja découle, comme conséquence nécessaire, In vérité de la proposition
que jai avancée (27 série, § 28) d’aprés les résultats de Pexpérience, savoir
que lorsqu’une portion continue et finie d'une surface d'équilibre sappuie
sur une péviphérie circulaire, celte portion doil constituer une calotte sphé-
rique ou un plan. Pour qu'il pat en étre autrement, il faudrait que la calotte
courhe ne fut pas de révolution, ee qui ne se réalise jamais.

§ 3. — Les lignes méridicnnes des autres figures d'équilibre de révolution
ne pouvant avoir aucun point de commun avee l'axe, ces lignes devront ou
s'élendre & Iinfini, ou se former en dehors de Paxe. Les premiéres engendre-
ront des fignres qui s'étendent elles-mémes & Uinfini, et le cylindre nons en
a déja offert un exemple. Les secondes donneraient des figures annulaires ;
nous saurons, & la fin de celte série, si I'existence de semblables figures est
possible.
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Pour simplifier la recherche des lignes dont il sagit, nous allons démon-
trer qu'elles ne contiennent aucun point de rebroussement. Supposons I'exis-
tence d'un point de cette nature; nous avons a considérer trois eas : 1° celui
ol la langente au point de rebroussement, tangente qui y est commune aux
deux branches de la courbe, n'est pas perpendiculaire & 'axe de révolution,
quelque autre direction qu'elle ait dailleurs ; 2° celui ou cette langente com-
mune est perpendiculaire & I'axe et ou les deux branches se rapprochent de
celui-ci en allant vers le point de rebroussement; 3° enfin celui ou, la tan-
gente commune élant encore perpendiculaire & laxe, les deux branches, en
allant vers le point de rebroussement, s'éloignent de cet axe.

Premier cas. -— En jetant les yeux sur la fig. 3 qui représente, en coupes
méridiennes, des portions de la figure liquide pour différentes positions du
point de rchroussement par rapport i I'axe de révolution ZZ', on reconnaiira
sans peine qu'aux environs de ce point, la normale esl toujours, pour l'une
des branches, dirigée a lintérieur du liquide ct conséquemment positive,
tandis que, pour l'autre,, efle st dirigée & lextéricur ct conséquemment néga-
tive; or I'équalion 5 + < = € ne saurait comprendre ce changement de signe
de la normale N cn passant d'une hranche & Fautre: car il exigerait qu'au
point de rebroussement cette normale {it nulle ou infinie, et, dans le eas
acluel, la normale en question est ¢videmment finie, puisque la tangente
n'est pas perpendiculaire & T'axe, et que le point de rebroussement ne peut
étre sur celui-ci.

Deviitme cas (fig. &), — Si le point de rebroussement est de seconde
espece, cesli-d-dire si les deux branches qui y aboulissent sont situées du
méme eoté de la tangente commune, on voil que, pour Iune de cos branches,
la normale et le rayon de courbure sont tous deux positifs, tandis que, pour
I'autre, ils sont lous deux négatifs; la quantité § + changerait done de
signe cn passant de 'unc & l'autre, et ainsi ne scrait plus la méme dans tonte
Fétendue de la figure liguide.

Si le point de rebroussement est de premiére cspéce, cest-d-dire si les
deux hranches sont situées des deux cdtés opposés de la tangente commune,
le rayon de courbure y est, comme on sait, nul ou infini; mais un rayon

de courbure nul rendrait infinie la quantité -+, en sorte que nous

Toue XXXI. 2



10 SUR LES FIGURES D’EQUILIBRE

n'avons a cxaminer que I'hypothése d'un rayvon de courbure infini. Alors
comme, d'aprés la direction de la tangente, la normale est également infinie
au point (ue nous considérons, la quantité § + & se réduirait i zéro au méme
point; il faudrait done, pour I'équilibre, que celte quantité fat nulle anssi
en tous les aulres poinls de la ligne méridiennc; ar cela est impossible,
puisque, dés quon s'écarte du point de rchroussement, le rayon de couwr-
bure et la normale prennent, sur chacune des deux branches en particafier,
des valeurs finies el de méme signe.

Troisiéme cas (fig. 4*°).— 8i le point de rehroussement est de seconde
espéce, [e ravon de courbure a des signes opposés sur les deux branches,
et conséquemment il doit étre nul ou infini au point en queslion ; mais, nous
I'avons déja fait remarquer, nous n'avons pas & nous occuper de I'hypothése
d’un ravon de courbure nul; reste done celle d'un rayon de courbure infini.
Alors, la normale an méme point étant de son coté infinie, Péquilibre exige,
comme plus haut, que la quantité § + ¢ soit nulle pour tous les points de
Ia ligne méridienne, Ici la chose semble possible au premier abord , puisque,
aux environs du point de rebroussement, le rayon de courbure et la nor-
male sont, sur chague hranche considérée isolément, de signes contraires;
mais nous verrons ci-aprés que cette possibilité n’est quapparente.

Si le point de rebroussement est de premiére espéce, le rayon de cour-
bure y est nécessairement nul ou infini, ainsi que nous Favons déja rappelé;
et puisque nous devons rejeler les rayons de courbure nuls, la quantité
3
tous les aulres points, ce qui parait possible comme précédemment, el pour

la méme raison.

+ est eneore égale & zéro au point dont il s'agit, et doit I'étre aussi en

Mais pour qu'en tous les points de la ligne méridienne la quantité § + - soit
nulle, il faut évidemment qu'en chacun de ces points le rayon de courbure
soit ¢gal et opposé & la normale; or il est bien connu des géoméires qu'une
seule courbe jouit de celle propriélé, et que cetle courbe est la chainette,
laquelle n’a ancun peint de rebroussement.

§ 4. — Les prineipes établis dans les deux paragraphes précédents ayant
écarté de la question de nos lignes méridiennes les complications qui seraient
venues I'embarrasser, nous pouvons entrer plus directement en matiére.
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Dans les expériences relatives & Ta formation du eylindre liquide entre
deux anneaux solides (2™ série, § 38), lorsque Panneau supérieur a été
soulevé de manicre & faire perdre & Ia masse d'huile sa forme sphérique,
mais pas assez pour atleindre la forme cylindrique, nous avons déja oblenn
une portion de lgure d'équilibre de révolution qui n’appartient ni & la sphére
ni au eylindre; nous avons fait remarquer, en oufre, que si, aprés avoir
formé le evlindre, on augmentait encore 'écartement des anneaux, il en ré-
sulterait une auatre portion de figure d'équilibre qui serait également étran-
gére d la sphére et au eylindre, et Ion comprend que cette nouvelle portion
de ligure serait aussi de révolution. Pour arriver & déterminer ce que doivent
ére, dans leur ¢tat complet, les figures liquides auxquelles appartiennent
les portions dont il s’agit, déerivons d'abord une nouvelle expérience.

Prenons pour sysiéme solide un eylindre en fer d'une longueur assez con-
sidérable relativement au diaméire, porlé sur deux pieds en [ils de méme
metal (fig. 3); supposons, par exemple, la longueur de 14 centimétres, et le
diamctre de 2. Ce eylindre élant soigneusement frolté dhuile et introduit
dans le vase, amenons en contact avee le milieu de sa longueur une sphére
d’huile d'un voluine convenable. L’adhérence une fois établie, la masse liquide
s'élend sur Ja surface du eylindre de maniére & envelopper une portion de la
longueur de celui-ci, perd sa forme sphérique, et conslitue enfin unc figure
de révolution dont la ligne méridienne change de courbure en allant vers ses
deux exirémités, pour devenir, en ees deux puints, tangente a la génératrice
du eylindre . La fig. 6 représente la coupe méridienne de Ia figare liquide et
du evlindre solide.

§ 5.— Ainsi que nous I'avons fait veir par la théorie { 27 série, §§ 6,10,
18 ¢t 20) et que nous T'avons confirmé par de nombreuses expériences,
lorsque la masse liguide adhére & un systéme solide qui lui fait perdre sa forme
sphérique, les senles parties de ce systéme d'ott dépend la nouvelle figure
d'équilibre sont les liznes trés-étroites suivant lesquelles il est rencontré ou
touché par la couche superficielle de la masse, en sorte qu'il pent en général
se réduire & de simples fils de {er représentant ces mémes lignes. Or, dans

' M. Beer (voir lanote 1 da § 1) indique [a méme cxpérience comme moyen propre a vévifier
Cun des résultats de ses caleuls; mais je Pavais eflcctude longlemps auparavant.,
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la tigure dont il s"agit ici, la surface libre de la masse liquide touche notre
cylindre solide suivant deux circonférences perpendiculaires & I'axe, et pas-
sant par les points ¢ et &; rien n’empéche done de concevoir le cylindre enticr
remplacé par deux anneausx représentant ces cireonférences, cest-d-dire avant
un diamétre extérieur égal & celui du eylindre, plaeés verticalement en regard
Pun de Pautre, et distants enfre eux de l'intervalle ¢b. Seulement il faudra
que la quantité ’huile soit plus grande, afin de suppléer au volame de la por-
tion du cylindre supprimée & Iintéricur de la masse; il faudra méme encore
un pew d’huile en sus, pour fournir la matiére des deux bases qui s'appuient
sur les anneanx , hases dont les surfaces seront, comme nous le verrons bientot,
des ealoties sphériques convexes. Du reste, pour éviter ces derniéres qui
compliqueraient inutilement Ia figure, on peut supposer des disques au lieu
d’annecaux; dans Fun el I'autre eas, la figure sera alors entiérement formée
d’huile; elle est représentée dans cet état, en coupe méridienne ou en projec-
tion verticale, par la fig. T; am el bn sont les coupes ou les projections des
disques. |

Nous dirons bientot pour quelles raisons nous avons indiqué 'emploi d'un
cyvlindre plutot que celui de disques ou d'anneaux.

§ 6. — La figure que nous venons d'obtenir, et dans laquelle Ta ligne
méridienne s'arréte aux points « et b ol elle touche lo eylindre {fig. 6) ou
rencontre les bords des disques {fig. T), ne conslitue ¢videmment qu'une por-
tion de la figure d'équilibre compléte. Essayvons done de poursuivre la ligne
méridicnne, & partir de ces mémes points a et b ou ses éléments sont paralléles
a l'axe.

11 est ais¢ de faire voir que les points @ et & ne sont pas des points d'in-
flexion. En de semblables points, le rayon de courbure est nul ou infini; muis
puisque, dans nos lignes méridiennes, il ne peut étre question d'un rayon de
courbure nul, qui rendrait infini le premicr membre de I'équation de I'équi-
libre, il faudrait supposer ce rayon infini aux points que nous considérons, et
Péquation s’y réduirait 4 5 = C; or les points ¢ el d (fig. 6) sont réellement
des points d'inlexion de ce genre, comme le montre Faspeet de la figure, cn
sorte «que I'équation de I'équilibre s'v réduil néeessairement & ; = C; la nor-
male N devrait donc avoir, aux points a et 4, la méme longueur quaux points
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¢ et d, ce qui évidemment n'est pas : car d’abord les points ¢ et d sont plus
éloignés de 'axe que les points @ et b, et, cn outre, les normales qui partent
des premiers sont obliques & I'axe, tandis que celles qui correspondent aux
seconds Jui sont perpendiculaires.

Au deli des points @ et b la courhe commence done par garder une cour-
hure de méme sens quen dech, c'est-a-dire une courbure concave vers F'ex-
térieur (fig. 8). Ur supposons que sur le prolongement partant de «, par
exemple, cette courbure aille d'abord soit en angmentant, soit en diminuant
moins qu'elle ne diminue de I'autre eoté de a; nous pourrons toujours prendre,
sur le prolongement dont if s'agit, une portion @mn asscz petite pour quen
chacun de ses poinls, la courbure soit plus forte quaux points correspondants
d'une portion an de méme longueur prise sur la premicre partie de la courbe.
En vertu de la supcriorilé de courbure de tous les points de I'arc aim, le point
m sl nécessairement plus éloigné de I'axe que le point 2, et, cn outre, la
normale mr qui part du premier cst plus oblique & 'axe que la nermale ns
qui part du sccond ; la normale en m est done, par cette double raison, plus
grande que la normale en #n. D'un autre coté, daprés la méme hypothése
relative aux courbures, le rayon de courbure en i est plus pelit qu'en 2. Il
résulte de la qu'en sautant du poinl » au point w, le premier terme de la
quantilé 3 -+ - augmentera et le sccond diminucra. Or, dans les parties de
la courbe que nous considérons, le rayon de courbure et la normale sont
opposés T'un & T'autre ¢t ont conséquemment des signes contraires, de sorte
que la quantilé | -+ £ constitue une différence; si donc I'un des termes de
colte quantité croit tandis que Pautre déeroit, elle ne peul conserver la
méme valeur, et I'équilibre est impossible.

Si I'on suppose que la courbure de 'arc am diminue au contraire plus, a
partir de @, que celle de I'are an, on conclura, par le méme mode de rai-
sonnement, que la quantité | + ¢ changerait aussi de valeur en passant de
'une des parties de la courbe A Paulre.

L'hypothése de courbures plus fortes ou plus faibles dans larc am que
dans T'arc an st done incompalible avee 'équation de I'équilibre ; il faut con-
séqueniment , pour salisfaire a cetle équation, que, sur le pelit prolongement
am, les courbures soient identiquement les mémes que sur un are an de méme
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longueur pris en deed de . Or il est clair que cette idemtité entraine celle de
tonte a partie de la courbe situde au deli du point e avee la partie située en
deca. La portion de courbe comprise entre @ ot & (fiy. 6 ot T) se reproduira
done aun delivde ¢, puiz, par les mémes raisons, se reproduira encore, el ainsi
de suite indéfiniment , et il en sera de méme de I'antre ¢6té du point #, de
sorte gue la ligne méridienne sera une courbe ondulée s'étendant & Finfini le
long de Taxe, dont elle se rapproche et s'éloigne périodiquement de quantités
duales,

La figure d'équilibre compléte se prolonge doune & Tindini le long de Paxe,
el se compose d'une suite régulicre de renflements et d'étranglements égaux ;
la fig. 9 en représente une coupe méridienne sur une certaine élendue,

Alin dabréger le langage dans ce qui va sutvre, nous donnerons a celle
figure dPéquilibre e nom d'ondulaoide, tivé de la forme de sa ligne méridienne.

§ 7. — 1l est aisé de comprendre comment équilibre peut exister dans
une semblable figure, hien que, sur lesparties renflées, Ja courbure soit con-
vexe dans tous les sens awtour d’'un méme point, landis que, sur les parties
ctranglées, la courbure est convexe dans cerlains sens et concave dans d'au-
tres @ c'esl ue, sur ces dernicéres parties, les courbures convexes ou positives
sonl plus fortes que les courbures concaves ou négalives, de maniére que la
movenne en chague point {27 série, § 6) est positive el égale i celle qui
correspond aux différents points des parties renflées.

De ce que, dans londuloide, la courbure moyenne est positive, il résulle
necessairement que toutes les fois que P'on réalisera une portion quelcongue
donduleide entre deux anneaux, les hases qui s'appuieront sar ceux-ci seront
des caloties sphériques convexes.

§ 8.-—Ni, dans Texpérience du § 4, le volume de Thuile demeurant le
méme, on emploie un cylindre solide d'un plus grand diamétre, la masse
liquide s'élend davantage dans le sens de 'axe, et les courbures méridiennes
diminuent , de sorte que, dans la figure compléte correspondante, les ren-
flements et les élranglements sont moins prononeés. Les courbures méri-
diennes s'effacent ainsi dautant plus dans la figure partielle, et, par suite,
dans Ia figure compléle, que le diamétre du cylindre solide est plus grand;
d’olt T'on voil que, dans ces variations , la figure compléte tend vers la forme
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cylindrique, qui peat étre considérée comme la limite de ces mémes varia-
tions.

Si, le volume de T'huile demeurant toujours le méme, on emploie, au
contraire, un cylindre solide d'un diamétre plus pelit, la masse liquide se
accourcit dans le sens de Iaxe, les courbures méridiennes augmentent, et
la figure sc rapproche de plus en plus d’une sphére; lorsque, par exemple,
pour une masse d’huile constituant primitivement une sphére de 6 centimé-
tres de diaméire, on prend, comme cylindre solide, un fil de fer de 2 mil-
limétres d’épaisseur, la masse a déja presque exactement la forme sphérique,
et, si Pon se sert d'un fil irés-fin, la différence d’avec la forme sphérique
devient toul & fait insensible. Maintenant, la figure compléte variant de ceile
méme maniére dans toutes ses parlies, les renflements et les étranglements
y seront de plus en plus prononcés, ct, & la derniére limite, on comprend
qu'elle consislera en une suile de sphiéres égales langentes les unes aux au-
tres sur laxe.

L’onduloide complet peut done varier de forme entre deux limites trés-
éloignées, qui sont, d'une part, le cylindre, et, de Taulre, une suite de
sphéres égales qui se touchent sur axe. La fig. 10 représente deux ondu-
loides dont I'un différe peu du eylindre, et dont lautre se rapproche de la
série de sphéres.

Dans ces divers aspects, la figure d'équilibre dont nous nous vecupons a,
comme on le voit, de I'analogie avec les phases successives de la transfor-
mation d'un cylindre liquide indéfini (fig. 30 de la 2me série).

§ 9. — Mais l'onduloide est susceptible d’un autre genre de variation,
qui donne une Iroisiéme limite. Supposons un vase semblable au notre et
de dimensions beaucoup plus grandes; placons-y horizontalement, au sein
du liquide alcoolique, un cylindre solide de 2 centimétres de dinmétre, par
exemple, d'une longucur considérable, et porté sur des pieds sullisamment
élevés, Faisons adhérer & ce cylindre une masse d'huile qui produise une
portion d’onduleide pareille a celle de la fig. 6, puis ajoutons une nouvelle
quantité d’huile; la figure augmentera alors en longueur en méme lemps
(quen épaisseur; mais poussons-la légérement d'un coté, de maniére que 'unc
de ses extrémilés soit ramende au méme endroit quiauparavant, et que autre
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senfe se (rouve reculée. Si nons ajoulons ainst successivement de nouvelles
quantités d'huile, en ramenant toujours la premiére extrémité de la figure
la méme place, cette figure prendra de plus en plus d'épaisseur, et sa seconde
extrémité reculera de plus en plus; et comme nous pouvoens imaginer le vasc
aussi grand et le evlindre aussi allongé que nous fe voulons, rien ne met un
terme i la possibilité théorique de Paceroissement de la figure en épaisseur ainsi
qu'en longueur. Si done nous supposons cet accroissement porté jusqu’a I'in-
fini, le sommet de Pare méridien convexe ct la seconde extrémité de [a
figure n'exisleront plus, en sorte que la ligne méridienne iva en s'éloignant
indéfiniment de l'axe & partir de la premicre extrémité; et puisque celle-ci
constitue le cercle de gorge d'un élranglement, et que des deux c¢ités d'un
étranglement toul est parfaitement symétrique (§ G), on voit que la ligne me-
ridienne compléte se réduira a une simple courbe & deux branches infinies,
comme la parabele, ayant son axe de symétrie perpendiculaive & I'axe de
révolution ; par conséquent la figure compléte engendrée se réduira elle-
méme i un élranglement unique s'étendant indéfiniment de part et d'autre
de son cercle de gorge. Nous connaitrons bientot d'une maniére précise la
nature de cette troisicme limite de onduloide.

§ 10. — Revenons maintenant & P'emploi de deux disques pour la réa-
lisation de la portion d'onduloide comprise cntre les milieux de deux éiran-
glements voising (§ 5). Quand on essaie celte réalisation, en attachant aux
deux disques une masse d'huile plus grande que celle qui doit constituer la
figure, puis absorbant graduellement I'excés au moyen de la petite seringue,
Fopération marche sans difliculté tant que les éléments de la ligne méridienne
qui aboutissent aux bords des disques s'écarlent notablement du parallé-
lisme avee l'axe; mais lorsquils sont prés d'atteindre e parallélisme, ou, en
d'autres termes, lorsqu'on approche de la portion d'onduloide que T'on veut
obtenir, il faut agir avec plus de précaution, sans quoi la figure pourrail
saltérer spontanément et se désunir. En conduisant 'opération avec ména-
gement, et en n'enlevant, vers la fin, Phuile que par quantités fort petites,
on parvient, autant que il peut en juger, & la portion d'onduloide cher-
chée (flg. 7), portion qui varie de forme en se rapprochant ou en s'éloignant
du cylindre, suivant que le diamétre des disques est plus grand ou plus petit
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par rapport & leur distance; mais alors la cause la plus légére, telle qu'un
petit mouvement imprimé & la masse par le hee de la seringue, suflit pour
déterminer altération graduelle, puis la destruction de la figure : on voit
celle-ci s'amineir prés de Tun des disques , cet amineissement se prononce de
plus en plus, haile se porte en plus grande quantité du coté de I'autre disque
{fig. 11), et la masse finit par se séparer en deux parties.

De ce que, dans la figure ainsi obtenue, une altération occasionnée par
une cause minime progresse ensuite spontanément, on doit inféver que la
portion de I'onduloide comprise entre le milicu d’un éranglement et eelui de
I'élranglement suivant est 4 la limite de la stabilité,

On comprend, daprés ce que nous venons d’exposer, pourquoi, dans le
§ 4, nous avons prescrit Iadoplion d'un eylindre comme systéme solide :
avec des disques, il faut des titonnements et des soins particuliers pour arrviver
sans accidents jusqu'au point o les derniers éléments de fa ligne méridienne
sont ou paraissent paralléles i 'axe, tandis qu'avee le eylindre, la figure est
parfaitement stable, et le parallélisme voulu s'élablit de lui-méme. Mais il
reste & expliquer comment la stabilité de la figure pent dépendre des deux
circonférences suivint lesquelles la couche superficielle de la masse touche
le cylindre (§ 5). La chose est trés-simple : dans le cas des disques, lorsqu'il
arrive, comme nous l'avons dit, que la figure s'amincil spontanément d'un
coté, les éléments de la couche superficielle qui aboutissent au bord du disque
prés duguel cet effet a lien s'inclinent vers axe (fig. 11); or, dans le cas du
cvliindre, les derniers éléments de la couche superficielle ne sauraient s'in-
cliner ainsi, puisqu'ils sont appliqués sur la surface du solide.

{ette explication suggeére naturellement Tidée de substituer aux disques
minees des disiques dpais, ou pluidt des portions de cylindre : car en donnant
d'aberd & la masse un volume suffisant pour que Phuile atteigne les bords des
faces de ces derniers disques opposées & celles qui se regardent, puis en enle-
vant du liquide jusquia ee que les circonférences de contact se trouvent sur
I'épaisseur de ces mémes disques, la cause de stabilité ci-dessus indiquée exis-
tera évidemment toul aussi bien qu'avee un ¢ylindre continu. Or ¢'esl ce que
lexpérience confirme pleinement : les disques dont je me suis servi avaient
chacun 15 millimétres de diamétre, et 8 d'épaisseur, et ils étaient mainlenus

Tone XXXL 3
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a 90 millimétres 'un de lautre; toul le sysicme est représenié fig. 12, En
faisant adhérer & leur ensemble une masse d’huile dabord trop grande, cnle-
vant ensuite Pexcés, et poussant légérement la masse & droile ou & gauche
avec le bee dela seringue, de maniére que les points d'ou la ligne méridienne
paraissail partir fussent & peu prés & égale distance des deux bases de chague
disque, Ia figure produite s'est montrée parfaitement stable ; on a pu, en con-
tinuant & absorher de petites quantités d’huile, amener les extrémités de la
ligne méridienne rés-pres des hords des bases solides en regard, sans que la
fligure perdit de sa stabilité, el ce w'est que lorsqu'elles ont pare atteindre ces
bords méme, que linstabilité s'est manifestée,

§ 11. — Puisque fa portion d'onduloide dont nous nous occupons se lrouve
déja A fa limite de lastabilité lorsqu'elle est formée entre deux disques minces,
et qu'ainsi elle est libre dans toule son élendue a l'exception de ses seules
hases, il serait inutile de chercher & réaliser une portion donduloide égale-
ment libre qui dépasserait de part et d'aatre les milieux de deux étrangle-
ments, et Fon en conelura que Ponduloide indéfini est, eomme le eylindre
indéfini, une figure d’équilibre instable,

Disons cependant qu'une expérience de notre deuxiéme série donne fortui-
tement naissanee & un onduloide se prolongeant au dela des milicux de deux
dtranglements , mais trés-rapproché du evlindre ; nous y reviendrons ei-aprés,

§12. — Il est aisé de voir maintenant que les figures bombées donl nous
avons parlé dans le § 38 de notre denxiéme série en déerivant la formalion
du evlindre liquide, fignres qui s'obtiennent lorsque aprés avoir altaché une
sphére d'huile & deux anneaux solides horizontanx, ¢gaux en diamétre et placés
I'an au-dessus de Fautre, on souléve I'anneau supéricur d'une quantité momdre
que celle qui donne & la masse la forme cylindrique, ne sont autre chose uce
des portions de renflements d’onduloide ; senlement, quand on produil ces
figures hombées par le proeddé que nous venons de rappeler, elles sont pla-
cées de maniére que leur axe soit vertical 1.

Kn eilet, concevons un onduloide réalisé au moven de deux disques épais
(§ 10}, et conséquemment & 'état d’équilibre stable, et imaginons que 'on

¢ L'une de ces mémes figures bombdes est représentée fig. 21 de la 2™ séric.
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place, & des distanees égales & droite ¢t & gauche du milien de cetle figure,
entre ce milicu el les disques ¢pais, denx anneaux solides verlicanx ayant
leurs cenlres sur I'axe et leurs conlours extéricurs précisément & la surface de
la masse; il est clair que ees anmcaux ne détruiront pas Péquilibre de la
figure; or, sil'on suppose que les partics de la figure situées au deld des an-
neaux soient remplacées par des calottes sphériques convexes sappuyant sur
ces derniers, ef dont la courbure soit telle qu'elle détermine une pression
égale & celle qui appartient au reste de la figure, équilibre existera évidem-
ment encore, et il sera encore parfaitement stable, puisque la distance des
anncaux est moindre que eelle gui correspond & la limite de la stabilité. Mais
alors, si les anneaux ne sont pas assez éeartds pour que la portion de la ligne
méridienne qui s'élend de 'un & Fautre contienne les points d'inflexion, il est
visible que I'ensemble constituera 'une des figures hombées dont il sagit :
car, daprés les différentes formes de P'onduloide, la ligne méridienne de la
portion comprise entre les anncaux peut varier depuis un are de cercle ayant
son eentre sur 'axe, jusqud une ligne droite, comme dans ces mémes figures
hombées. Pour que celles-ci ne fussent point des portions d’onduloide, il fau-
drait quentre les mémes anncaux placés & une méme distanee 'un de Fautre,
et avee une méme masse dhuile, il y eit deux figures d’équilibre possibles,
toutes deux & I'élat stable; or cest ce que dément 'expérience : si, aprés
avoir transformé une sphére d’huile en 'une des figures hombées en question,
soit par Paugmentation de 'écartement des anncaux, soit par la soustraction
d'une certaine quantité de liquide, on agite le mélange aleoolique de maniére
a imprimer a la masse d’huile des mouvements considérables , mais pas assez
cependant pour la désunir, et quiensuite on la laisse revenir au repos, clle
reprend towjours identiquement ln méme forme.

Dans les expériences des §§ 44 ot 45 de la deuxiéme série, lorsque les
anneaux ou les disques étaient maintenus & une dislance quadruple de leur
diamétre et que la masse liquide comprise entre eux était suflisante pour que
la figure fit stable, cette figure conslituait encore évidemment une portion
d'onduloide; mais comme, en enlevant eosuite de Phuile, on arrivait, par une
diminution for( petite de la masse, & la destruction spontanée, il s’ensuil que la
portion d’onduloide en question était peu dloignée de sa limite de stabilité, et
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(u'ainsi sa ligne méridienne contenait trés-probablement les points d'inflexion.

En décrivant les expériences du § 65 de la méme série, expériences qui
commencent par la réalisation momentanée d'un cylindre dépassant un peu la
limite de la stabilité, jai dit que I'altération spontanée de ce cylindre se mani-
festait quelquefois par Ja formation de deux étranglements comprenant entre
eux un renflement; que cet état de la figure, aprés avoir atleint un certain
degré assez peu prononcé, paraissait demceurcr stationnaire pendant quelque
temps; puis que I'un des étranglements s'effacait lenlement tandis que Iautre
s'approfondissait, et gue la tfransformation continuait ensuite 4 la maniére
ordinaire. Or, de ce que celte ligure & deux étranglements persiste pendant
un temps notable, il faut conclure qu'elle constitue une figure d'équilibre, ot
conséquemment un onduloide peu ditférent du eylindre et dépassant la limite
de la stabilité, c’esl-d-dire s'élendant au deld des milicux de deux étrangle-
ments. En effel, puisquun semblable onduloide, bien qu'instable, est une
figure d’équilibre de méme que le eylindre instable, il peat également se
former, pour quelques instants, entre les disques, et Fon congoit qu'une petite
cause accidentelle doit suffire pour faire passer la masse de l'une de ces figures
a ['autre.

Enfin on voit que, dans les expéricnces du § 10 de la série actuelle, Ta
masse liquide constilne loujours aussi une portion d'onduloide, qui se mo-
difie, sans cesser d’appartenir & ce genre de figure, & mesure gu'on absorbe
Fexeds d’huile.

§ 13. — L'onduloide passager dont nous avons parlé ci-dessus, vérifie
les conclusions du § 6 relatives & la poursuite de la ligne méridienne au dela
des points des parties concaves ot les éléments deviennent paralléles i I'axe.
Malheurcusement cet onduloide ne se produit pas & volonté, ses courbures
méridiennes sont faibles, et d’ailleurs il est instable ; mais une autre expé-
rience, & laquelle nous avons déja fait allusion sans en déerire les résultats,
fournit une vérification nette des mémes conclusions.

Si, aprés avoir formé entre deux anneaux un eylindre vertical dont ia
hauteur soit beaucoup moindre que celle qui correspondrait & la limite de la
stabilité, on sonléve un peu 'anneau supérieur, on voit le eylindre se creuser
légérement dans le sens méridien, de maniére que la figure présente un
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étranglement; si I'on souléve encore 'anneau, l'élranglement s'approfondit
davantage, el la figure est loujours parfaitement symétrigue de part et d’autre
du cercle de gorge, lequel cst conséquemment situé au miliett de I'intervalle
des anneaux. Si, dans le eylindre d’ot Fon est parti, fe rapport entre la hau-
teur ¢l le diaméire étail convenable, on peut, en continuant ainsi, rendre
I'étranglement trés-prononcé; et alors la ligne méridienne change Ie sens de
sa courbure en allant vers les anneaux, en sorte qu'elle présente denx points
d'inflexion situés & égale distance des deux cotés du cercle de gorge; alors
aussi les bases de la figure conservent leur forme convexe, et méme leur
courbure augmente plus ou moins, Dans cetie expérience, il v a toujours,
on le concoit, une limite d’écartement des anneaux, au-deli de laquelle
équilibre n'est plas possible; si on la dépasse, I'étranglement samineit
spontanément jusqu'd se rompre, et la figure se sépare en deux portions;
mais, pour loul écarlement moindre que fa limite dont il s’agit, I'équilibre
est stable. Le eylindre qui ma paru donner de la maniére la plus pronoucée
les résullats ci-dessus, est celui dont la hauteur est au diamélre & peu prés
dans le rapport de 5 & 7: en employant, par exemple, des anneaux de 70
mitlimétres de diamétre, il faut former un cylindre d’environ 50 millimétres
de hauteur ; Fanneau supéricur peul alors ére soulevé jusqu ce qu'il soit
distant de I'autre de prés de 110 millimétres, et Pon obtient ainsi une figure
dans laquelle le cercle de gorge n'a qu'environ 30 millimétres de diamétre.

I expérience faite par ee procédé exige de grandes précautions : I'égalité
des densités des deux liquides et I'homogénéité de I'huile doivent étre par-
failes, et, lorsquion approche de la limite d’écartement des anncaux , il faut
agir avee heaucoup de ménagement. Mais on réussil sans diffieulté, en dispo-
sant les choses de maniére que l'axe de révolution soit horizontal : les an-
neaux de 70 millimétres , qui sont alors verticaux , doivent étre placés d'avance
a la distance de 110 millimétres Pun de 'autre; chacun deux est fixé | par sa
partie inférieure, & un fil de fer vertical, et ces fils sont fixés cux-mémes ,
par leurs extrémités inféricures, 4 une planchelte en fer qui supporte tout le
systéme; enfin ces mémes fils sont entourés de coton, pour que 'huile ne
sy altache pas (27 série, § 9). On forme d’abord un cylindre { fig. 13) entre
Jes deux anneaux, puis on diminue graduellement le volume de la masse 3
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Faide de la petite seringue. Si, lorsque le cerele de gorge w'est plus que d'en-
viron 30 millimétres, on a soin de wenlever I'huile que par (rés-petites por-
tions a la fois, on parvient & réduire ee diamétre & 27 milliméires, et 'on
obtient ainsi le résultat veprésenté fig. 14.

Or il est évident que toutes ces figures étranglées et it bases convexes,
ligures qui peavent, comme celles que nous avons éludiées dans les paragra-
phes précédents, s'éeavter aussi peu du eylindre quon le veut, sont encore
des portions d'onduloide, mais prises autrement dans Fonduloide indéfini
tandis que le milieu des unes est oceupé par Péquateur d’un renflement, le
milieu des autres est occupé par le eercle de gorge d’un éranglement ; les plus
élendues des premiéres, sauf Fonduloide passager dont il a été question plus
haut, se composent d'un renflement entier entre deux demi-éiranglements
(frg. 6 et 7Y, et celle que représente la fig. 14 se compose d'un étranglement
entier entre denx portions de renflements.

§ 14%. — Maintenant reprenons nos anneaux horizontaux , afin de pouvoir
placer a volonté F'anncau supérieur plus prés ou plus loin de Iautre; formons
encore un cylindre entre cux, puis, sans changer leur distanee, enlevons
graduellement de Ihuile & la masse. 8i le rapport de la distance des anneaux
a leur diamétre est beancoup moindre que dans la derniére expérience du
paragraphe précédent, la courbure des bases, au lieu d’aller en augmentant
a mesure que 'érangiement sapprofondit, va, au conlraire, en diminuant;
et si ce rapport ne ddpasse pas 3 environ, on arrive & rendre les bases abso-
lument planes. Pour un rapport moindre encore, on peut méme aller plus
Ioin : en continuant & absorber du liquide, on voit les bases devenir con-
eaves : formons, par exemple, entre nos anneaux de 70 millimétres de dia-
métre, un eylindre de 35 millimétres de hauteur { fiy. 17); par I'absorption
graduelle de T'huile, nous verrons les hases saffaisser de plus en plus en
méme temps que P'étranglement se creuse, et perdre enfin toute lewr cour-
bure, et nous aurons ainsi le résullat représenté fiy. 18. 8i nous continuions
a fuire agir la pelite seringue, les bases prendraient une courbure concave;
mais, pour le momeut, arrélons-nous lorsqu'elles sont planes.

Avee de telles bases, I'étranglement compris entre les anneaux ne peut plos
(§ 7) appartenir a Ponduloide, et nous parvenons conséquemment i unc nou-
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velle figure de révolution. Cherchons done ce qu'est cette nouvelle figure dans
son ¢lat complet.

Rappelons-nous que fa pression correspondante & un élément de la couche
superficielle a pour valeur (2" série, § 4) P+ 2 [+ + 1:) , expression dans
laquelle A est une constante dépendant de la natare du liquide et ne pou-
vant étre nulle, et P la pression correspondante & une surface plane. Or, dans
le cas dont nous nous oceupons, la pression en un peint quelconque de la
figure compléte doit étre égale & celle d'une surface plane, puisque les bases
de notre figure particlle sont des plans; lexpression ci-dessus doit done, dans
ce méme eas, se réduire a P, ce qui exige que Ton ait :

Ainsi la figure dont il s'agit est telle quw'en chaque point de sa surface la
comrbure moyenne (27 série, §§ b et 6) est nulle; c'est-a-dire, en d'autres
lermes, quen chacun de ces points, il ¥ a, comme dans la portion formée
entre nos anneaux, des courbures concaves dont I'effet détruit exactement
celui des eourbures convexes, de sorte que Ja pression demeure la méme que
il W'y avait aucune courbure,

Maintenant, I'équation & + 5, = 0 devenant i, d'aprés la notation que nous
avons adoptée pour les figures de révolution, |+ 5 = 0, on en déduit :

d'ou 'on voit qu'en chague point de la ligne méridienne, le rayon de cour-
bure est égal et opposé & la normale. Or les géométres onl démontré que la
seule courbe qui jouisse de ectie propricté est la chainette ', Celle-ci est alors
placée de telle maniére relativement & Faxe auquel on rapporte les normales,
que la droite qui la partage symétriquement en deux parlics égales soit per-
pendiculaire & cet axe, et que le sommet de la courbe soit distant du point
d'intersection de ces deux droites d'une quantité égale au rayon de cour-
bure de ce méme sommet.

! La chainette est, comme on sait, la courbe que forme, dans I'étar d'équilibre, une chaine
pesante ¢t parfaitement flexible suspendue 4 deux points fixes.
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Nolre figare est done, dans son étal complet, celle qui serait engendrée
par la révolution d'une chainetie ainsi placée par rapport & Faxe. Nous lui
donnerons , d’aprés cela, le nom de caténoide; la fig. 19 en représente une
coupe méridienne assez étendue, dans laguelle 'axe de révolution est 72/,

La chaincetie élant une courbe & branches infinics, le caténoide s'étend
done encore A 'infini, comme le eylindre et l'onduloide, mais non plus seule-
ment dans le sens de Paxe.

§ 15, — Rappelons ici un primcipe que nous avons exposé, en passant,
dans le § 8 de Ia 27 série, et dont nons avons fait usage de nouveau dans le
§ 34 de la méme série : lorsqu’une surface satisfait & la condition générale de
Iéquilibre de nos figures liquides, celte condition est ¢galement remplie soil
que T'on suppose le liquide d'un ¢61é, soit qu'on le suppose de l'autre coté de
la surface en question. En effet, I'inversion de la position du liquide par rap-
port & la surface ne fait que changer les signes des deux rayons de courbure
principaux correspondants & chacun des points de celle-ci, mais n'altére
évidemment en rien les valeurs absolues de ces rayons, de sorte que si la
quantité & + - est constante dans I'un des cas, elle le scra aussi dans lautre.
Il v a done toujours, pour une méme surface satisfaisant & Ja condition de
Péquilibre, deux [figures liguides, dont la scconde présente en creux ce gue
la premiére présente en relicf, et vice versa, figures qui sont, Fune comme
Pautre, des figures d*équilibre. Clest, par exemple, ce qu'on voit se réaliser,
dans nos expériences, & l'égard de la sphére : unc masse d'huile aban-
domnée librement & elle-méme au sein du mélange alcoolique donne une
sphére en relief, et, d'autre part, lorsque du mélange alcoolique sest intro-
duit dans une de nos masses huile, les surfaces dans lesquelles se moulent
les bulles de ce mélange constituent des sphéres dhuile en creux { 2 série,
§10).

En vertu de ce principe, nous aurons conséquemment deux caténoides,
savoir celui de la fig. 19, dans lequel le liquide remplit Pespace que la chai-
nelte en tournant laisse entre elle el 'axe, el un autre dans lequel le liquide
oceupe l'espace embrassé par la courbe. La fiy. 20 reprdsente une coupe
méridienne de ce dernier.

§ 16. — Dans lexpérience du § 14, on n'arrive, comme nous I'avons
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dit, & rendre planes les hases de la figure, que Jorsque Pécartement des an-
neans wexcéde pas les 2 environ de leur diaimétre. Nous reviendrous plus loin
sur les détails de cette expérience, qui présente des particularités curicuses;
mais nous insislerons dés & présent sur une conséquence imporlante qui s'en
déduit immédiatement : on doit en conclure, en effet, que, pour des anncaux
d'un diamétre donnd, il y woun maximuem d'écartement aw dela duguel aacine
pottion de eaténoide w'est plus possible entre cux. Nouns allons monteer gue
ce résultat est dlaccord avec la théorie, el nous serons conduil en méme
temps & un résullal nouveau.

On a vu que Ja chainette génératrice doit satisfaive 4 celte condition, que
le vay on de courbure de son sommet soit égal et opposé a la droile qui mesure
ki distance de ce sommet & Taxe de révoluiion. Cela élant, concevons, dans
un plan méridien, une droite perpendiculaire & Faxe de révolution, el repre-
senfant Taxe de symélrie des chainetles, puls une seconde droite paralléle &
Faxe de révolulion et distante de eelui-¢i d'une quantité égale au rayon des
anneanx. Dans les divers écartements de ces derniers, lears centres demen-
reront sur Faxe de vévolution, el leurs contours sappuieront toujours sur la
seconde droite ci-dessus, que, pour abréger, nous appellerons Ia droite des
anneaux, lmaginons enfing dans le méme plan, une chainetle génératrice
avanl soi svinmel au point o la droite des anneaus est coupée par Laxe de
svindtrie dont nous avons parlé, Cette chainetle sera tangente en ce point 4
fa droile en question , el ne pourra conségteniment sappuyer sur les anneanx
que loesque des contowrs de ceux-ci passeront par le point de tangenee, ou,
en dautres terines, bsgue la distanee matuelle des deu< anneanx seraiulle '
la clainette dont il sagit corvespond done au cas d'un éeartement nul des
anneaux. Maintenant snpposons que la courbe quitle cette position et marche
graducllement vers Taxe de vévolution, en se modifiant de manicre @ salis-
[aive toujours a Ta condition d'égalité entye le ravon de eourbure de son sommet
el T distanee de ce sommet & Faxe; dans chacane de ses nouvelles positions,
elle coupera Ta droite des anneaux en denx points; que nous désignerons par
A et B. La distanee de ces deax poimts représentera done, dans chacune de

U Nous regardons fei, pour simplifier, les anncaux comme formés d'an fil sans épaisseur.

Tone XXXL 4
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ces mémes positions, Fécartement des anncaux, et fa chainelle correspon-
danle représentera la ligne méridienne d’un caténoide dont les anncaux com-
prendraient une porlion enlre eux. Cela posé, examinons quelle est la marche
des points A et B. Dans la position initiale de la chainette, ¢est-d-dirve lorsque
son sommet est tangent a la droite des anneaux, les points A et B sont con-
fondus au point de tangenee; puis, lorsque le sommet de la courbe commence
a marcher vers axe de vévolution, ces deux points se séparent el s'éloignent
progressivement I'un de Tawtre. Or je dis que leur distance mutuelle atteindra
un maximum, aprés lequel efle ira, au eontraire, en décroissant. En effet,
d'aprés la eondition & laquelie fa chainelle est astreinte, quand son sommet
sera arrive (rés-pres de Faxe de révolution, le rayon de courbure de ce sommet
sera devenu teés-petit, d'ott il suit que les deux branches de la courbe seront
trés-rapprochées, e que, par conséquent, les deux points A et B seront aussi
trés-voisins I'n de Tautre; enfin quand le sommet sera sur 'axe, ¢es mémes
points seront de nouveau réunis en un seul, puisque alors le ravon de courhure
du somniel sera nul, el qu'ainsi les deax hranches de la courbe ne feront
plus quune seule ligne droite confondue avee I'axe de syméirie, Les poinls A
et B qui, partant de Ia coincidenee, vont d'ahord en s'éeartant, se rappro-
chent donc ensnile, jusqu'a coincider enfin une seconde fois; d'ou il suit
nécessairement que la distance mutuelle de ces deax points atteinl un maxi-
mum; en outre, on veoil aisément, d’aprés la natare de la courbe, que ce
maximum doit étre fini, et méme ne peat éive considérable relativement au
diamétre des anneaux t.

I est évident que, dans son trajet jusqu'a axe de vévolutien, la courbe a
passé par lous les eas qui, avee les anneaux donnés, peavent comvenir i
I'équilibre ; le maximum ci-dessus constitue done une limite d'écartemend dos
anneaux, an deld de laquelle il n'y a plus de caténoide possible entre eux.

Mais ce qui préeéde nous fournit une autre conséquence ézalement rem:u-
quable. Puisque, pendant le (rajet du sommel de la chainelte, fes points A
et B s'éloignent d’abord T'un de Tautre pour se rapprocher ensuite, ils repas-

L Nous pourrions vn déterminer la valeur peéeise au moyen de léquation des chainettes géné-
ratrices ; mais nous réservons ce caleul pour la série dons laquelle nous réunirons toultes fes appli-
eations de analvse mathématique ao sujet de nos rechereles.
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sent nécessairement par les mémes distances, de sorte que, pour chaque dis-
fance inférieure & la limite, ils appartiennent & la fois & deux chainettes; or
il résulte de I qua tout éeartement des anneaux moindre que I'écartement
naximum, correspondent toujours deux caténoides distinels sappuyant sur
cos anneaux, mais pénéteant indgalement entre eux. On voil sans peine que
fes sommets des deux chainelles génératrices, sommels qui, pour un écarfe-
ment nul, sont F'un an contour commun des anneaux en contact, Pautre sur
axe de révolution , se rapprochent de plas en plus & mesure que 'écartement
augmente, et coincident enfin ainsi que les deax conrhes toul entiéres quand
el éeartement atleinl son maximum. Ainsi les deux caténoides différeront
dautant moins que Pécartement des anneaux serit plus grand, et w'en feront
plus qu'un a la limite,

§ 17. — Toutes les chainetles sont, comme on sait, semblables entre
elles; or st Pon concoit une suite de caténoides complets engendrés par des
chainetles de différentes dimensions, toules ces chainetles seront aussi, daprés
fa condition & laguelle elles doivent satisfaire (§ 14), semblablement placées
par rapport & Faxe de révolution, et conséquemment tous les calénoides se-
ronl des figures semblables.

Le caténoide complet w'est done pas suseeptible de variations de forme
comme Fouduloide, mais constitne nne figare unique, comme la sphére et le
evlindre.

Ainsi les deux caténoides complets qui, théoriquement, sappuient sur les
mémes anneaux, quand Pécarlement de ceux-ci est au-dessous de la limite,
ne différent Fun de Pautre que par leurs dimensions homologues absolues.

§ 18. — Des deux caténoides partiels appartenant & ces deux caiénoides
complets el également possibles | daprés la théorie, entre les anncaux, notre
procédé donne nécessairement le moins rentré; et si Pon essaie ensuite d’ar-
river ai plus rentré en enlevant de nouvelles quantités d’huile a la masse,
'ost loujours, eontme nous le verrons bientot, une autre figure d'équilibre
qui se produit ; or, de l'impossibilité de réaliser ce calénoide partiel fe plus
rentré, on peot légitimement conelure qu'il constituerait une figure d’équilibre
instahle.

Quant au moins rentré, il forme évidemment une portion d'autant plus
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dtendue du caténoide complet que I'écartement des anneaux est plus prés du
maximum; ear & mesure que los anneaux sonl plus écartés, Tare de fa chai-
nette quiils intereeptent entre eux est (§ 16) une portion plus considérable de
lacourbe. Powr avoir un caténeide partie]l plus élendu par rapport au caté-
noide complet, il faudrait que la chainette pénétral plus avant enfre les an-
neanx ; mais deés fors, de quelque petite quantité que le sommet de la courbe
avancil, I'éeartement des anneaux diminuerail (#héd.), il y aurait ane autre
chainette possible, moius rentrée, et Sappuvant sur les mémes anneanx, ot
le eaténoide partiel engendvé par Ia premicre élant le plus rentré, il serait
istable. Le caténide de plus grande hauteur constitue done la portion la plus
élendue du caténoide complet que Ton puisse réaliser entre deux anneaux
¢gaux.,

Signalons iei une autre conséquence a laquelle ce qui préeéde semble
conduire ¢t qui serail en oppesition avee les faits @ pour tout éearlement
infévieur au maximum, le caténoide le moins rentré s¢ montre Wujours
parfaitement stable, el, ainsi qu'on I'a vu ci-dessus, le plus rentré doil étre
regardé comme éant toujours instable ; or le eaténoide de plus grande hau-
teur forme, on vient aussi de le voir, le passage entre les eaténoides de la
premicre calégorie et ceux de la seconde, el par suile, entre ks catdénoides
stables et les caténoides instables; on pourrait done se croive en droit d'ad-
meltre que le caténoide de plus grande hauteur est i la limite de la stabilité
de ce genre de figure; et cependant, quand on le réalise avee une masse
Fhaile, il manifeste une stabilité trés-déeidée. Nous saurens hientot a quoi
tient cetle apparente contradiction,

§ 19. — N est aisé de voir que la troisiéme limite des variations de Pon-
duloide, limite dont nons avons parlé au § 9, n'est autre chose ue le caté-
neide. En effet, en faisant varier Ponduoloide partiel de la maniére mdigquée
dans ¢e méme paragraphe, i est elair qn’ mesure que 'on augmente le vo-
lume de la masse, la normale et e ravon de courbure relatifs au sommel de
Farec méridien convexe voul cn eroissant, ¢t deviennent infinis en méme
temps que ce volume; d'ot il suit qu'a cette limite la quantité +,'q est nulle,
ee (ue nous savons cétre le cavactére du caténoide.

A | ]
La quantité | +

ou, ce quiest la méme chose, . + &, convergeanl ainsi
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vers zéro & mesure gque Ponduloide approche du caténoide, lexpression géné-
rale (§ 14 de Ta pression exercée par un élément de Ta couche superticielle
montre ue celte pression converge en meéme temps vers celle d'une surface
plane; si done on congoil, entre deux anncaux, un érangfement apparte-
nant & un onduloide ; et si Fon imagine que et onduloide marche par degrés
vers le caténoide, les hases de la Gigure, bases dont Ta pression doit tou-
jours élre dégale a celle de Tétranglement, deviendront néeessaivement de
moins e moins convexes, et seront enfi tout a fait plenes. Or ¢’esi ce
que réalise évidemment Fexpérience du § 14 ¢ Jorsque aprés avoir formé,
entre deax anncaux, un evlindre dont fa hautewr ne dépasse pas les 2 du
diamétre, on Ini enléve graduellement du liquide et que les bases saffais-
senl pen i pen jusquia perdre toute lear courbure, Pélranglement gui se pro-
dutt et sapprofondit au fur et & mesure, appartient, on le comprend, & un
onduloide qui tend vers sa troisiente limite, et Fexpérience en question nous
fait ainsi assister au passage progressif de Pouduloide au caténoide.

SEonous réunissons ee qui précéde an contenu du § 13, nous pourrons
Iégitimement en déduire celte conelusion @ tout éiranglement sappuyant sur
deux anneaux el présentant des hases convexes estun éranglement d'ondu-
loide, que la courbure des bases soil supéricure, égale ow inférieure a celle
des bases du eylindre qui serait compris entre les mémes anneaux.

§ 20. — Rapportons enfin les civconstnees que nous a presentées la
recherche expirimentale du caténoide partiel de plus grande hauteur.

Le diamétre extérieur des anneaux employés élait de 71 milliménres, Dans
tontes les expériences qui suivent, on a conaencé par former un eylindre
entre ces anncaux, puis on a enlevé de Thuile & Tomasse, par seringues
pleines d'abord, et ensuite par petites portions; on interrompail de temps i
autre Popération pour ohserver Ia figure,

1" Expérienee. - - Distance des anneaux, 55", La Néche des caloties
sphériques qui constituent les bases se véduit graducllement a une fraction
de millimétre; aloys, pendant une interraption de I'épuiserent, un phéno-
méne singulier se produil @ la figure ¢prouve une petite modifiecation spon-
tande; la convexité des bases augmente rapidement, jusyu'a ce que la fleche

L%}

reprenne une valear denviron 2 5. ot par conséquent I'étranglement forme
2 l [
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onfre Jes anneanx samineit quelque pew, ps foul denieure parfaitement sla-
tionnaire. Eu absorbant encore de Fhuile avee ménagement, la fléche saceroit
jusqua 3me i opea pres; enfin, & la suile d'une nouvelle absorpiion, la figure
st disunil &k maniére ordinaire par fe milieu de Uétranglement.

2 Lapéyience. — Distance des anuneaux, 49™™, Les bases finissent par
peedre sensiblement towte courbure, puis il y a, comme précédemment,
transformation spondanée : les bases redeviennent légérement convexes, avoee
ine fléche denviron 1. Une nouvelie absorption améne la désunion.

3" Expérience. — Distance des anneaux, £7™». Les hases paraissenl
encore saplanir toul & fait, et la figare persisie dans cet élat, Des absor)-
lions ultéricares semblent d'abord nw'avoir dautre effet que dapprofondiv
Fétranglement, sans que les bases cessent de se montrer planes; puis une
petite convexitd se reforme, mais non plus spontanément : efle nait et aug-
mente an fur ¢t & mesare que lon épuise ; lorsque la fléche est & pew prés de
P 5 Ta désunion s'cffectue.

™ Erpdrience. — Distance des anncaux, 45", Les bases deviennent
d'abord planes, puis [égérement concaves. La fléche de eette concavité croil
jnsqua 20 approximativement; puis on observe de nouvean une transfor-
mation spontande : a coneavité se change en une convexité dont la fléche
est de prés d’'un millimétre. L'action de la seringue détermine ensuite la
désunion,

3" Expirience. — Distance des anneaux , 43", Les bases sont rendues
planes, puis concaves, el la fléche de Ja concavité atteint graduellement Ao
ou smm: enfin Ia figure se désunit.

§ 21, — Voyons ce que nous apprennent ces expériences. [ v'est pas fa-
cile, remarquons-le d’abord , de juger du point précis oft les bases de Ta ligure
sont rendues planes, car une courbuye extrémement faible échappe & la vue.
De 1a nait quelque incertitude dans la détermination de la hauteur limite du
caténoide; heurcusement les particularités que nous avons signalées nous
fourniront un moven d'appréciation plus exael.

Dans la quatriéme expirience, on passe nécessairement par des hases
planes, puisque la courbure, de convexe qu'elle élait, devienl graducllement
concave par le progres de Pabsorption du liquide; mais en est-il de méme
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dans la deuxicme et dans Ia troisiéme, ou on a paru arriver aussi 4 des
plans? Essavons d'éclairer cetle question, La premiere, la deuxicime el la
quatriéme expérience out cela de commun quil 8’y est produit une petite
modification on transformation spontande de la figure, tndis que dans b
iroisiéme ce phénomeéne n'a pas eu lieu; el celle modification a &6 en déerois-
sapl de la premiére & fa deuxiéme, pour disparaitre dans I troisiéme ¢t re-
paraitre dans fa quatricme. On doit croive, daprés cela, que la troisicme
expértence forme une sorte de passage en decd el aw dely duguoel se manifes-
tent les pelites transformations spontanées; mais eflet s’est montré, dans la
premiére expérience, lorsque les bases avaient encore ane courbure visible,
et, dans la quatriéme, lorsqu'elles en avaient repris une en sens inverse; il
est done bien probable que, dans la deuxicme, au moment o Fon a vu naitre
la transformation spontanée, les hases eonservaient encore une courhure réclle,
quoique trop faible pour élre dislinguée, et que ¢est senlement dans la troi-
sieme, ou la distance des anneaux était de 47 millimétres,; que T'on o atteint
des bases lout & fait planes. Si, dans cetie troisicme expérience ;) les hases
jugdées planes onl parn ne commencer & perdre eet état quiaprés Pabsorption
d'une guantité trés-notable de liquide, cela tient évidemment & la difficulté
mentionnée plus haut de distinguer nettement le point ou la courbure est
annulée,

Ainsi, avee nos anncaux de 74 millimétres de diamétre, on peut admelire
que la distance de 47 millimétres différe trés-peu de celle pour laquelle on
commence i obtenir des bases rigourcusement planes; ¢t comme 47 est sen-
siblement les 2 de 71, nous en coneclurons que la bautear maxima du calé-
nojde partiel est, soit exactement, soit & fort peu prés, les? du diamelre des
bases. Ce calénoide est représenté fig, 21,

Appelons actucllement Patlention sur les petites ransformations spontanées,
considérées en cfles-mémes. Jusqua présent, quand nous vovions une de nos
figures liquides se transformer, et passer ainsi d’'un équilibre mstable & un
¢quilibre stable, l'altération élait profonde, la masse se séparait en deux ou
plusicurs parlies, el ke résultat {inal du phénoméne se composail toujonrs de
sphéres ou de portions de sphéres; ici rien de semblable : Taltération est
petite, la masse ne se désunil pas, et le résullal final est une figure qui s'éloi-
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gne ped de fa premicre, du moins dans la portion réalisée, el gui peal éire
de Ja méme nature, Dans la premiére expérienee, par exemple, un onduloide
partiel instable se transforme en un antre onduloide peu différent, et il en est
sans doute de méme dans la deuxiéme.

En ondre, ce qui est plus remarguable cneere, la comparaison des deux
premiéres expériences semble indiguer que Ponduloide instable et Fonduloide
stable dans Tequel il se convertit s rapprochent indéfiniment un de Mauatre
a mesure gue fa distance des anneaux est plus voisine de la hauteur maxima
du calénoide,

fnfin les expériences que nous discutons nous donnent la elef de Ta diffi-
culté soulevée i la fin du § 48 & Pégard de la stabilité du caténoide partiel
de plus grande hauteur. Lovsque, les anneaux élant & la distance qui corres-
poud & ¢e ealénoide et un eylindre élant formé enlre cux, on faitagiv la peiite
seringue, la figure devient, nous le savons, un onduloide qui, en variant
par suile de Fabsorption, tend progressivement vers le caténoide; mais Ia
troisiéme expérience nous montre, de plus, que si, aprés avoir alleint cetie
limile, on continue Fopération, la figure redevient insensiblement un oudu-
loide qui, au fur el & mesure de Pépaisement, s'éloigne de ce méme caté-
noide. Si done le caténoide partiel de plus grande hauteur eonstilue le pas-
sage enire les caténoides parliels stables et fes ealénoides particls instables, il
constilue , d'autre part, le passage entre une suite continue d'onduloides sla-
bles et nne autre suite continue donduloides également stables, Telle est
évidemment la raison de la stabilité prononcée du caténoide partiel de plus
grade hauteur; aussi lorsque, par un moyen que nous ferons connaitre dans
une série subséquenie, on rend impossible fa formation de toute aulee figure
que le catépoide, eelui-ei perd sa stabilité dés quion lui donne Ta hauteur
maxin,

Nous lerminons iei I'dtude de Ponduloide et du caténoide, el nous allons
passer & eelle d’une troisiéme figure.

§ 22, —- Celle troisiéme figure, nous en connaissons éja une portion :
cest Télranglement & hases concaves oblenu dans les deux derniéres expé-
riences du § 20, étranglement qui, par la nature de ces bases, est éiranger
a4 Ponduloide et au caténoide. Pour le réaliser, il faut, comme nous I'nvous
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vu, que la distance des anncaux soit inférieure aux 3 du diamétre; la fig. 22
représente, en coupe méridienne, un semblable étranglement, pour une dis-
tance des anneanx égale au tiers environ du diameétre, el lorsque les bases se
sont déja fortement creusées; les lignes ponctuées sont les coupes des plans
des anneaux. Essayons maintenant, ainsi que nous 'avons fait a I'égard des
deux figures précédentes, de déterminer la forme compléte de la ligne méri-
dienne,

Mentionnons d'abord une (ransformation remarquable que subit Ja figure
particlle lorsque le rapport entre la distance et le diamétre des anneaux est
suflisamment au-dessous de? pour permettre dextraive une grande quantité
de liquide sans occasionner la désunion, ot qu'on pousse celle exlraction
aussi loin que possible. L'étranglement et les bases se creusant a la fois, on
comprend qu'il doit avriver un instant aprés lequel leurs surfaces ne pour-
raient plus coexisler suns se conper mutuellement ; or il se produit alors un
phénoméne de méme nature qu'avee les polyédres liquides (2 série, §§ 34
i 33), cest-d-dire que la figure passe graduellement i I'état Taminaire : on
voil se former deux lames coniques partanl respectivement de chacun des
anncaux, el, au centre du sysiéme, une lame plane, comme le montre, en
coupe méridienne, la fig. 23. Ces lames prenant de plus en plus de dévelop-
pement i mesure que 'on eontinne Pabsorption de huile, ensemble tend 4
se réduire finalement & une sorte de double cone tronqué laminaire; mais
toujours Fune des lames se brise avant que 'on puisse alleindre ce point.

It vésulte de 1i que si lon veul observer I'étranglement dans toutes ses
phases avee [a forme qui lui convient comme appartenant a la nouvelle figure
d'équililre, il faut mettre obstacle 4 la génération des lames; or cest & quoi
Fon parvient sans peine en substiiant des disques aux anneaux, et empé-
chant ainsi le ereusement des bases ; on peul alors enlever de huile jusqua
ce que la figare se désunisse spontanément an milieu de sa hautear,

§ 23. — Avant de poursnivre la ligne méridienne au deld des limutes de
la figure partielie, nous devons présenter ici deux remargues importantes.

u premicr e, Péranglement, qu'il soit véalisé entre des anneaux ou
entre des disques, se montre toujours parfaitement symétrique de part et
Qautre de son cercle de gorge. Clest dailleurs ce que veut Ja théorie, ear le

Toxe XXXI. 3
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mode de raisonnement du § 6 est indépendant de la nature de la ligne méri-
dienne, et sapplique ainsi 4 I'étranglement dont nous nous oceupons aussi bien
qu'a un élranglentent d’onduloide. Si done, dans un plan méridien, on concoit
une droite perpendiculaire & Taxe de révolution et passant par le cenlre du
cercle de gorge, lout ce que la ligne méridienne compléte offrira d'un coté
de celte droite, elle Ioffrira aussi, d'une maniére exactement symétrique, de
anire coté, en sorte que cette méme drofte constituera un axe de symétrie.
En second licu, puisque, en cmplovant des anncaux , les bases de la figure
partielle sont concaves, il s'ensnil que , dans toute I'élendue de la figure com-
pléte, la pression est moindre que eelle d'une surface plane; or, dapris la
formule de cetle pression (§ 14}, ccla exige que la quantité | 4= ou,
vanl la nolation adoptéc dans celle série, - + =, soit finie et négalive.

si-

Dans notre nouvelle figure, la courbure moyenne (2me séric, §§ 5 el 6)
est donce négative, ¢'est-d-dire qu'en chaque point de cette figure les courhures
concaves dominent.

§ 24. — Je dis maintenant que les points @ et b (fig. 22), ot sarréte la
ligne méridienne partielle, ne peuvent, dans la ligne mévidienne compléte,
étre des points d'inflexion,

On voit, en effet, d’aprés la direction de la tangente en ees points, que si
la ligne méridienne prenait & partiv de 13 une courbure de sens contraire
(fig. 24),1e rayon de courbure serait, dans cetie partie de la figure, dirigé
a I'intérienr du liquide comme la normale, et qu'ainsi la quantité < + 3 de-
viendrait positive, ce qui ne peul élre, en vertu de ec qui précéde.

Au dela des points @ ¢t & Ja ligne méridienne commence done par garder
une courbure concave; et le méme sens de courbure se maintient évidemment,
pour la méme raison, tant que la courbe va en s'éloignamt & la fois de I'axc
de révolution et de 'axe de symélrie. Mais la courbe ne peut continuer in-
définiment & s'éloigner de ces deux axes : en effet, si telle élait sa marche,
il est clair que la courbure devrait diminuer de maniére & sannuler, dans
chacune des deux branches, au point situé & infini, en sorte qu’en ce point
le rayon de courbure aurait une valeur infinie; et comme il en serait évi-
demment de méme de a normale, la quantité 5+ deviendrait nulle a cete
limite.



D'UNE MASSE LIQUIDE SANS PESANTEUR. 35

il faut done de tloute néeessité uw'a une distance finie de son sommet la
courhe ait deux points dans Jesquels ses éléments soient paralléles & 'axe de
svmélrie, et ’est ce que 'expdrience confirme , ainsi que nous allons le voir.

§ 25. — 8i l'on emploie des disques, quion les place & une distance égale
au tiers environ de leur diamétre, ¢l que I'on pousse sutlisamment loin F'ab-
sorption du liquide, I'angle compris entre les derniers éléments de la surface
de la masse ¢t le plan de chacun des disques diminue jusqu’a sannuler com-
plétement, de maniére que celte surface est alors tangente aux plans des
disques {fig. 25), et qu'ainsi les derniers éléments de la lizne méridienne sont
paralléles a 'axe de symétrie. 11 est fort difficile de juger du point précis ot
ce résultat est atleint; mais on sassure il se produit récllement, en con-
tinuant & enlever du liguide : on ne larde pas, en eflet, & voir les eirconfé-
rences qui terminent la surface de la masse abandoetmer les bords des disques,
se retiver, en diminuant de diamétre, & une certaine distance en dedans de
ces hords, el laisser libre une petite zone de chacun des plans solides; or,
comme ces zones demeurenl néeessairement mouillées d'huile, bien qu'en
cotche excessivement minee, il est elair que la surface de la masse doit v
aboutir tangenticllement.

S éeartement des disques est moindre encore, on oblient un résultat de
méme nature; seulement on peut, avant gl y ail désunjon spontanée an
milicu de la figare, rétréeir davantage les circonférences de contact, ou, en
dautres termes, augmenter la largeur des zones libres (fig. 26).

§ 26. — La ruison donnde dans le § 24 pour éablir I'absence d'une in-
version de courbure lant que la courbe s'éloigne i la fois de I'axe de révolu-
tion et de l'axe de symétrie, subsiste ¢videmment encore aux points (ue nous
venons de considérer, clest-d-dire & ceux ou les éléments sont paralléles & ce
dernier axe; d'on il suit que la courbe se rapproche ensuite de celui-ci, en
conservant le méme sens de cowrbure, comme le montre la fg. 27, ou la
courbe est dessinée sur une plus grande ¢chelle que la portion comprise dans
fa fig. 235, ¢l ou Paxe de symélrie est représenté par la droile XX'.

Et tant que ces prolongements de la courbe continuent & s'éloigner de I'axe
de révolution, le sens de la eourbure doit encore demeurer le méme. Sup-
posons, en effet, qu’il change, en fet en g par exemple (fig. 28); alors, du
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point /& un point tel que e silué un pea au dela, le rayon de courbure et
la normale auratent, on le voit, des directions opposées, en sorte que Ja quan-
lté 5 +  serait une différence; or, de fen e, la normale irait évidem-
ment en croissant, puisque, d'une parl, la distance & Paxe de révolution
augmenie, ct que, dantre part, cette normale aurait unc obliquité de plus en
plus grande ; il faudrait done, pour que la différence ci-dessus demeurat con-
stante, que le rayon de courbure allat aussi en croissant de / en m ; mais ¢'est
précisément Je contraire qui aurail lieu; car, & cause de I'inflexion , le rayon
de courbure serait infini en /, ¢l conséquemment ne pourrait que diminuer
a partir de Ja. H est iutile de faire remarquer que ce ue nous venons de
dire sapplique dgalement au point g.

Voyons maintenant si, avant d'atteindre axe de symétrie, la courbe peut
présenler deux points tels que /2 et £ {fig. 29) ot ses éléments soienl perpen-
diculaires & cet axe. Pour eela, examinons a quelles conditions doil satisfaire
la courbure depuis le sommet s jusqu'aux points Z et k, et il suflira de con-
sidérer Fare snh. Soit # le point ot Pélément de la courbe est paralléle i Iaxe
de syméurie. De s enale rayon de courbure et lanormale ont évidemment des
directions contraires, ct la quantité | + < constitue une diffévence ; done,
d'un peint & un autee de eef are, les quantilés M et N doivent varier dans le
méme sens; ¢t comme la normale va en augmertant dn point s au point »,
le rayon de courbure doit aller de méme en augmentant; ot il suit que de
s en n la courbure va en décroissant. Plus loin, ¢’est-A-dire de nen /i, on
voit que le rayon de eourbure et la normale sont dirigds dn méme edté, de
maniére que les deux termes de la quantité ; + | sont de méme signe, et
quainsi, d'un point & un autre, les quantités M et N doivent varier en sens
opposé; or, dés quon s'éearte de w sur Iare whr, la normale commenee par
diminuer, puisque, au point a2, clle est infinie; donc le rayon de courbure
commence par augnenler, ou, en d’aulres termes, la courbure va dahord en
diminuant, et, quelle que soit sa marche ultérieure, elle sera toujours, en tous
les points de T'are nf, plus faible qu'en », puisque en tous ces points la nor-
male est finie, ct, par suite, moindre qu'en 2. Mais nous savons que la cour-
bure va en croissant de »n en s; donc, dans toute I'étendue de I'arc nh, la
courbure est moindre qu'en aucun point de I'arc #s.
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Cela posé, menons la droite fr paralléle a Faxe de symélrie, puis con-
siruisons, & parlir du point », un arc #f exaclement symétrique a Pare nr.
Dans toute la longueur de I'arc #k la courbure sera, en vertu de ce qui pré-
cede, moindre quen aucun des points de 'are #f; ol il suil que ce dernier
are sera entiérement intérieur au premicr; or are »f aboutit en ¢ & la droite
fr par un élément qui fait néeessairement, avee la parlie ¢+ de cetle droite,
un angle aign; done, pour que lare ak, qui part de # dans la méme diree-
tion que are #f, aboutit normalement, en £, a ladroite Ar, il faudrait quiapros
s'tire doignd de are nt, il ailal ensuite en s'en rapprochant, ce qui esl évi-
demment impossible par suite de T'infériorilé de la courbure en Lons ses points;
on voit méme quil doit couper la droite fir sous un angle plus aigu que ne le
fait Tare at.

Ainsi la courbe, en sabaissant, & partir de a2, vers I'axe de symétrie, ne
peut eesser de s’cloigner de Taxe de révolution; et puisqu’elle ne peut dail-
feurs changer {e seus de sa courbure, il faut néeessairement qu'elle aille cou-
per Taxe de symétrie; enfin on comprend que, par suite encore de la con-
dition qui régit ses courbures, elle doil couper cet axe obliquement, en soxle
(que nous arrivens a cette conelusion, qu'elle forme un neead (fiy. 30).

Nous allons vérifier existence de ce noeud & Paide de Fexpérience; si nous
navoens point commeneé par I, Cest quiil fallait dabord démontrer qu'en par-
tnt d'un éranglement pour legquel la pression est moindre que pour use sur-
face plane, il n'v a pas dautre forme possible de la ligne méridienne.

§ 27. — Les éranglements réalisés dans les expériences du § 25 étant
engendrés par une portion du neead de la ligne méridienne compléte, il est
visible que la figure engendrée par le noeud tout entier, depuis le sonnet
de eelui-ci jusqu'a sa pointe, serait en creux dans intéricur de huile ; mais,
eomine nous Je savons (§ 18), il est indifférent, pour I'équilibre, que le liquide
soit situé d'un ¢olé ou de Tautre de la surface; on peul done également hien
supposer peine et en relief fa figure engendrée par le nweud, et ¢lest dansce
dernier état que nolre expérience va la réaliser. Seulement lorsque le liguide
est transporté de ce coté de la combe, les quantités M et N changent & la fois
de signe, et conséquemment la quantité g + 5, de négative qu'elle clait, de-
vient posilive.
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On forme, dans un anneau ¢n fil de fer, une lentille liguide bi-convexe
(27 sirvie, § 18), dont Iépaisseur soit & pen prés égale au sigiéme du dia-
metre ; par exemple, avee un anneau de 70 millimétres de diamétre, Pépais-
seur de la lentille doit étre d'environ 12 millimétres, Si I'on peree normale-
ment cetie lentille en son milien par un moyen que nous indiquerons plus
bas, on obtient une figure annulaire réguliére, limilée extérieurement par
I'sunecau solide, et qui persiste pendant deux ou trois secondes, aprés (uoi
Fon voit louverture centrale mareher vers un point de 'anneau solide, puis
la masse sc désunir en ee point, el toul le liquide reflaer vers la partie op-
posée de Panneau, pour y former une grosse masse sensiblement sphérique.
Or la figure annulaire momentanée qui se forme dans ces circonstances est,
bien qu’instable, une figure d'équilibre, puisqu’elle se maintient pendant quel-
ques instants, ct sa durée est assez grande pour que 'on puisse constater que
sa coupe méridienne a la forme représentée par la fig. 31, dans laquelle la ligne
ponctuée est la coupe du plan de 'anneau. Cette conpe méridienne montre
évidemment gue la swrface de la ligare produite est engendrée par en neeud
ayant son somumel tourné vers I'axe de révolution el sa pointe & Fanneau solide.

Arrétons-nous quelque pen sur les détails de Pexpérience que nous venons
de déerive, et sur cerlaines modificalions de cette méme expérience. Pour
pereer fa lentille, il faut employer un petit eylindre de bois terminé en pointe
a I'une de ses extrémités, et {ixé, par son autre extrémité, & an fil de fer
que I'ont recourbe obliquement de maniére quen le tenant & la main, on puisse
introduire fe petit evlindre dans le vase, et percer normalement la lentille.
Si le diamélre de anneau solide est, comme nous avons supposé plus haut,
de 70 millimétres, celui du petit eylindre doit étre d’environ 16 niillimétres;
fe evlindre et su poiute doivent étre recouverts d'étoffe de coton, afin d'em-
péchier toute adhérence de Thuile.

Si Pon donne & la lentille une épaisseur qui surpasse notablement le
sixiéme du diamétre de Fanneau solide , le liquide revient sur lui-méme aus-
sitot qu'on retire le petit eylindre, et la masse reprend sa forme lenticulaire;;
mais on peul rendre I'épaissewr moindre que la limite ci-dessus; alors 'ou-
verlure cenlrale prend des dimensions plus grandes, el, par conséquent, le
neeud de la ligne mévidienne est plus petit.
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Lorsque I'épaisseur de la lentille est suffisamment inféricure & la limite
en question, le mode de destruction sponlanée de la figure instahle n'est plus
le méme : Pouverlure centrale ne marche plus alors vers un point de 'an-
neau solide , mais la masse liquide annulaive s'étrangle et se désunit en plu-
sicurs endroits i la fois, de sorte qu'elle se converlit en une séric de pelites
masses isolées qui demeurent adhérentes & différentes parties de I'wmeau
métallique. L’anneau liquide instable donl nous avons parlé dans le § 19 de
la deuxicme série, appartient au genre de figure que nous étudions, el I'on
se rappelle quil provient d’une lentille dont ['épaisseur a 616 rendue aussi petite
que possible.

§ 28, — Lianneau liquide ponvant ainsi prendre, dans un méme anneau
solide, des dimensions trés-différentes suivant 'épaissenr de la lentille, ou,
en d'autres termes , suivant le volume du liquide dont il est formé, il en résulte
que, pour une méme distance de la pointe da neeud de la ligne méridienne
a 'axe de révolution, la longueur du neend peut varier entre des limites ¢len-
dues : dans les expériences ci-dessus déerites, ees variations se montrent
comprises entre une fraction trés-petite de la distance dont il Sagit et les ? 4
peu prés de cette méme distance. La figure compléte dont nous nous eccupons
n'est done pas oujours semblable i elle-méme comme la sphére, le exlindre
ou le caténoide; elle est, comme I'onduloide, suseeptible de vavialions de
forme, La comparaison des figures liquides représentées fig. 25 et 26, con-
duit & la méme conclusion. '

§ 29, — Avant dialler plus loin, signalons une particularité vemarquable.
Si T'on suppose le nend en relief, le liquide qui l'occupe se trouve dans la
concavité de la courbe, ct puisque cette ligne ne change pas le seus de sa
courbure ¢n dépassant le point u (fig. 30), le liguide duil encore se trouver
dans la concavité de chacun des prolongements wv et ww; il remplit done les
espaces compris entre ces prolongements et le noeud, en sorte que ce neud
est engage, soil complétement, soil partiellement, dans P'intéricur de la masse.
Si I'on suppose le noead en creux, on voit sans peine que ce sont alors les
prolongements uw el #w qui sonl engages dans le liquide.

De Ia résulte cette eonséquence singuliére, que, bien que la condition géné-
rale de I'équilibre soit satisfaile, on ne peut se représenter la figure compléte
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qu'a I'état de simple surface, et non & celui de masse liquide. Dans ce dernier
délat, il n'est possible de conceveir que des porlions isolées de la figure, teles,
par esemple, que la portion engendrée par le naud seal.

Cette particularité d'une surface rentrant dans la masse est Fune de celles
auxquelles nous avons fait allusion dans le § 1 de la deuxiéme série, el qui
rendraient impossible la réalisation de certaines figures d'équilibre dans leur
entier, quand méme ces figures ne s'élendraient pas & I'infini.

$ 30. — Tachons actuellement de découvrir la marche de la courbe au-
deli des points v et w (fig. 30). Nous savons déja, par les raisons exposées
dans le § 26, et auxquelles se rapporte Ia fig. 28, que tant que les hranches
de Ia courbe eontinuent & s'¢loigner de F'axe de révolation, la courbure ne
peut changer de sens, ot conséquemment demeure coneave vers ¢el axe.

Cela étant, il n'y a évidemment ue trois hypothéses possibles: ou hien les
branches en question s'éloignent de Iaxe de révolution de manicre que leur
distanee & ce dernier converge vers I'infini; ou hien elles tendent vers une
asymptote paralléle & cet axe; ou hien chacune d'efles présente, & une dis-
tance finie de Ta pointe # du neeud (fig. 30), un point ot I'élément est paral-
[éle & e méme axe,

Nous devons exclure immédiatement la premiére de ces hypothéses: clle
exigerail, comme nous Favons déji fait remarquer (§ 24), quiaux points
situés & Uinfini sur les deux branches, le ravon de courbure et la normale
fussent Fun et Tautre infinis, et quiainsi la quantité 5+ fat égale & zéro.

Examinons done la seconde hypothése, savoir celle d'une asymplote pa-
ralléle & axe de révolution. Au point 2 (fig. 30), In normale cstinfinie et le
ayon de conrbure fini (§ 26); an point ott la branche nuw prolongée atlein-
drait Pasymptote, au contraire, le rayon de courbure serait infini, et la nor-
male, qui mesurerait la distance de ce point & Paxe, serait finie. Donc, en
allant du point » & ee point exiréme , Ia normale, dabord supéricure en lon-
gueur au rayon de courbure, lui deviendrait ensuite inférienre; dod il suit
qu'il ¥ aurait sur la courhe un point ot la normale et le rayon de courbure
seraienl égaux, et pour lequel, par conséquent, le centre de courbure serait
sur F'axe de révolution. Soient = cc point {fig. 32), o le centre de courbure
correspondant, et «3 un petit arc de cercle déerit du point 0 comme centre.
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Notre branche de courbe quitterait le point « suivant la méme direction et
avec la méme cowrbure que T'ave 3, puis se séparerait immédiatement de
celui-ci. Or supposons qu'a partiv de « la courbure aille d’abord en déerois-
sant; la courbe commencera nécessairement par étre extéricure 4 Iare de
cerele. Soil zy un petil are de celle courbe, dans toute I'étenduce duguel la cour-
bure déeroisse, el soit Ja longueur de Iare o8 prise égale & celle de arc 4.
Le point ; sera plus dloigné de I'axe que le point 2, ct, en oulre, & cause
de l'infériorité des courbures, la tangente en y fera avec ce méme axe un
angle plus grand que la tangente en 3; la normale au point ; sera donc,
par celle double raison , plus longue que la normale au point 4. D’un autre
¢0lé, par suite encore de I'infériorité des courbures, le rayon de courbure
au poiat y scra également plns long que le rayon de courbure au point &;
mais, en ce dernier point, ces deux quantités ont la méme valenr quau
point «; done en passant de «eny, le rayon de courbure et la normale aug-
nienleront I'un et lautre. Or cela est incompatible avee Péquation de Péqui-
libre; en effet la courbe, dans toute la partie que nous étudions , tournant sa
concavité vers Faxe, le rayon de courbure et la normale sont partout de
méne signe , et conséquemment lorsque 'un augmente , Fautre doil diminuer,
et vice versa. Si Fon suppose qu'a partir de « la courbure aille en croissant
I'arc de courbe sera intérieur & I'are de cercle, et le méme mode de raison-
nementi ferait voir que, d'une extrémité 4 lautre du premier, le rayon de
courbure et la normale diminueront tous deux. L’hvpothése d’unc asymptote
paralléle & I'axe de révolution conduisant ainsi & un résultat impossible, on
voit quelle doil dire rejetée comme la premiére.

G'est done la troisieme hypothése qui est vraie; ¢'est-a-dire que la courbe
présente deux points p et p’ (fig. 33), ou la tangente est paralldle & Taxe de
révolution. _.

§ 31. — L'expérience confirme pleinement cetle déduction de la théorie,
ot elle fournit en outre une donnée qui nous dévoilera la marche ullérieure
de la courbe.

Les deox disques étant placés & une distance queleongue I'un de Tautre,
a4 une distance égale & leur diamétre, par exemple, on forme enire cux un
evlindre, et I'on abaisse ensuile graduellement le disque supérieur : la figure,

Tone XXXI. 6



2 SUR LES FIGURES DEQUILIBRE

nous le savons, passe alors & 'onduloide, et elle se hombe de plus en plus,
jusqu’a ce qu'elle constitue une portion de sphére (fig. 34). Mais si Fon con-
tinue & abaisser le disque supérieur, la convexité méridienne augmente encore,
et dépasse conséquemment le point ci-dessus; on obtient ainsi, par exemple,
pour un ecrlain rapprochement des disques, le résultat représenté fig. 35, el
la figure liquide est toujours parfaitenent stable, Or, e cet élat, elle ne peul
plus faire partie de I'onduloide, puisque I'on a dépassé la sphére, qui est (§ 8)
Pune des limites des variations de ce dernier. Enfin on peut descendre le
disque supérieur jusqu'a cc quaux points ou la ligne méridienne aboutit aux
bords des disques, les tangentes soient prés d'étre perpendiculaires & {'axe de
révolution, comme on Ie voit dans fa fiy. 36, et, pour une masse d'huile
moindre, dans la fig. 37. H est possible méme que lon alteigne la perpen-
dicularilé; mais il serait trés-difficile de s'en assurer, parce que, dune part,
il ne saurail juger avec une précision suflisante de la diveetion de ces tan-
gentes extrémes, ct que, dautre part, vers ce degré de rapprochement des
disques , la figure liquide perd sa stabilité : si Fon abaisse un pen trop le disque
supérieur, on voil Vhuile se porter en plus grande masse d'un ¢oté de Taxe du
systéme, en sorte que la figure cesse d'éire de révolution, puis, de ee méme
coté, Thuile franchit les bords des disques, et s'élend en partie sur les faces
extéricures de eeux-ci.

Maintenant, en vertu de ce qui a été exposé dans le paragraple précédent,
fant que la courbe, & partir de u (fig. 33), va en s'éloignant de I'axe de révo-
lution, le rayon de courbure ne peut devenir égal & Ia normale; et, puisqu'il
lui est inféricur en u, il doit lui demeurer inférieur tant que F'on n'atteint pas
le point p; done, dans toute Pétendue de 'arce nup, sauf au point # méme et
peut-¢tre au point p, awjuel la démonstration ne s'étend pas, le centre de
courbure est towjours situé entre la cowrbe el l'axe, et conséquemment la
courbare est toujours plus forte que celle d’'une cireonférence de cerele Gui
aurait son centre sur Paxe. Or, comme nous venons de le voir, dans les figures
liguides partielles représentées fig, 358, 36 et 37, les courbures méridiennes
sont plus fortes que lorsque la figure est une portion de sphére, ou, en d’autres
termes, clles sont plus fortes que celle d'une circonférence de cercle passant
par les bords des disques et ayant son centre sur I'axe. 1l est clair, d'aprés
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cela, que cos mémes figures partielles réalisent des portions de Ia figure com-
pléte engendrées par un are de la figne méridienne s'étendant de part et
dautre du point p (fig. 33); seulement eiles se rapportent évidemment i des
cas différents de cette figure compléte, que nous savons élre susceptible de
variations comme 'onduloide.

§ 32. — Faisons un dernier pas dans la poursuile de notre ligne méri-
dienne. Dans les expériences ci-dessus, lorsque les densités des deux liquides
sont rendues hien édgales, Ja figure d'huile se montre toujours parfaitement
svmétrique par rapport & son cercle équatorial. A ln vérité, c’est I'ecil qui en
juge ainsi, et Fon pourrail penser gue cette symélrie n'est peut-étre quappro-
ehée; mais nous allons faire voir qu'elle est rigourense. En I'absence de toute
cause accidentelle dirrégularité, il n'y aurail évidemment ancune raison pour
(uun exeés de courbures existat plutot d'un coté déterminé de I'équateur que
de lantre, puisque les denx disques sont égaux et paralléles; d'ou résulte qu'il
v a nécessairement une forme d'équilibre of la symétrie est exacte. Seule-
ment si, dans nos figures partielles péalisées, figures qui sont stables, la
svmétrie w'était quapprochée, il faudrait admettre que Ja forme d’équilibre
exactement symétrique dont nous venons de parler, serait instable. Si done
foules les figures liquides que Ton peut obtenir dans les expériences décrites
plus haut, ¢'est-a-dire celles que donnent tous les degrés d’abaissement du
disque depuis le eas de la fig. 34 jusqu'a celui de Ia fig. 36 et toules les
masses plus grandes et plus petites avee Ies mémes disques, si, dis-je, toules
ces figures n'élaient syméirigues qu’en appavence, i chacune d'elles corres-
pondrait une aulre figure d'équilibre exirémement peu différente, el qui serait
instable. Or Texistence de deux figures d'équilibre particlles extrémemennt
voisines, I'une stable et Pautre instable, pent hien se rencontrer dans un cas
particulier des variations des deux fignres compléles, ou, au moins, de Iune
d'elles, et nous en avons va un exemple (§§ 20 et 21) a Pégard d'un étran-
glement d'onduloide , lorsque cet étranglement est trés-rapproché du caténoide
partiel de plus grande hauteur ; mais, on le comprend, il est impossible que
la méme chose se reproduise dans toute élendue des variations de la figure
partielle réafisée. Concluons de la que, dans les figures liquides du paragraphe
préeédent, la svmétrie est réelle, ot qu'ainsi, dans notre ligne méridienne
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compléte, il v a, outre 'axe de symétrie du neeud, un autre axe de symétrie
également perpendiculaire & Taxe de révolution, et passant par le point p
(fig. 33).

Mais dés lors tout ce que la courbe présente d'un cété de ce point, elle
doit le présenter symétriquement de Pauire colé; le noeud qui se trouve au-
dessns de p doit done avoir son correspondant au-dessous; et puisque ces deux
nceuds ont eux-mémes respectivement lear axe de symeétrie , il en résulte né-
cessairement, en premier lien, quils sont parfaitement identiques, et, en
second lien, que tout ce quiil y a d’un coté de I'un d’eux doil se reproduire
identiquement de I"autre coté; d'ot il suit enfin qu'au-dessus du noeud supé-
rieur il ¥ en a un autre pareil, puis au-dessus de celui-ci un aulre encore,
el ainsi de suite indéfiniment le long de I'axe de révolution, que la méme
chose a lieu an-dessous du neeud inférieur, el que tous ees neuds sont reliés
par des arcs également identiques entre cux. La fig. 38, dans laquelle Taxe
de révolution AB est placé horizontalement, représente une portion étendue
de la courbe.

La figure engendrée par celte courbe se prolonge done indéfiniment dans
Je sens de I'axe, comme le evlindre et Ponduloide; nous lui donnerons aussi
un nem, nous lappellerons fe nodoide. Remarquons seulement que cette figure
étant, de méme que onduloide, susceptible de variations entre certaines
limites, la fig. 38 ne doit étre regardée que comme offrant un cas de sa ligne
méridienne.

Rappelons ici Pobservation que nous avons présentée dans le § 29, et que
I'on comprendra micux encore maintenant d’aprés I'aspect de la courbe, savoir
que I'on ne peut se représenter la figure compléte qu'a I'état de simple surface,
parce quen la supposant pleine, elle aurait des parties engagées dans la
masse.

§ 33. — Avant d’étadier le nodoide dans ses variations, nous devons ré-
soudre une question que suggérent les résultats des expériences du § 31.
Maintenant que nous connaissons la forme de la ligne méridienne , nous voyons
que ces expériences réalisent la portion du nodoide engendrée par une partic
plus ou moins grande de I'un des ares convexes vers lextérieur, tels que npn’
(fig. 38); mais on peut se demander si cela n'exige pas quavec des disques
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d'un diamélre donné, le volume de Thuile demeure compris entre certaines
limites, de sorte que, pour des volumes plus grands ou plus petits, Ia figure
réalisée n'appartiondrail plus au nodoide. Pour décider la chose, partons de
'une de ces tigures réalisées, poursuivons Pare méridien au dela du point o
il ahoutit aw hord de I'un des disques, du disque supérieur, par exemple, et
vovons s'il est possible d’arriver & une courbe autre que la ligne méridienne
d'un nodoide.

Supposons d'abord que, dans la partie de son {rajet o elle continne a se
rapprocher de T'axe de révolution et & s'¢loigner de l'axe de syméirie, la
courbe présente un point d'inflexion, de maniére quelle tourne ensuile sa
comvexité vers ces deux axes, Si, pendant gqu'elle se rapproche encore du pre-
nider, elle changeail une deuxiéme fois le sens de sa courbure, la normale
correspondante & ce second point d'inflexion serait néeessairement plus courte
que la normale correspondante au premier, puisqu'elle aurait moins d'obli-
(uité et partirail d’un point plus voisin de Paxe; or cela est incompatible aver
Jéquation de Péquilibre : cav celte équation se réduisant, en tous les points
d'inflexion, 4 { = €, les deux normales ci-dessus devraient étre égales.

L'existence de ce deuxiéme point d'inflexion élant donc impossible, on voit
quau deld du premier, la courbe, qui ne peut (§ 2) atteindre I'axe de révo-
fution, devrait nécessairement ou hien tendre vers une asymptote paralléle a
cel axe, ou bien présenter, & une distance finie, un point ol la tangente fut
paralléle & ¢c méme axe.

On comprend immédiatement que e premicr de ces deux cas doit ctre
rejeté : car, au point extréme ol la courbe toucherait lasymplote, le rayon de
courhure serait infini, ce qui réduirait encore, en ce point, I'équation de
Féquilibre & ¢ = G, etla normale y serait aussi évidemment plus courte (quau
point d’inflexion.

Dans le second eas, le point ot la tangente serait devenue paralléle 4 laxe
de révolution ne pourrait lui-méme, toujours a cause de l'inégalité évidente
des normales, étre un deuxiéme point d'inflexion; il devrail done constituer
un minimum de distance a Faxe, ¢l dés lors un pelit are s'étendant de part
el d'autre de ce minimum engendrerait un étranglement, qui pourrait détre
réalisé entre deux anneaux ou deux disques égaux. Or nous avons disculé
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toutes les fizures partielles possibles de eette nature : nous avons vu gue toul
étranglement appartient soil & Fonduloide, soit au calénoide, soit & la partie
du nodoide qui environne le sommet d’'un neend ; mais nous savons que la
figure particlle bombée d'ott nous sommes parti, w'est point une portion d'on-
duloide, puisqne sa convexité dépasse la sphére; il est visible, en second lieu,
qu'elle n'est point une portion de caténoide, ¢t enfin Fon voit, d’aprés ce qui
précéde , que P'éiranglement ci-dessus ne serail poind une portion de neeud,

Ainsi notre hypothése originaire, celle d'un point d'inflexion dans la partie
de kv courbe qui va en s'éloignant de I'axe de svmélrie et en se rapprochan!
de I'axe de révolation, conduit inéviiablement & des impossibilités, el consé-
guemment la courbe garde le méme sens de courbure jusqna ce qulelle sorte
de ces conditions.

Mais, pour en sortir, il faut évidemment quielle cesse dabord de s'éloigner
de 'axe de symétric, ou, en d'autres termes , quielle préseite un point ou la
tangente soit paralléle & ce dernier axe. Et ce point n'est pas non plus un
point d'inflesion, car la normale ¢t Je ravon de courbure v seraient lous deux
inlinis, ce qui annulerait la quantité § + ¢ . Done, au deld de ce méme
point, la courbe redescend vers axe de symétrie, en conservant le sens de
sa courbure. De plus, le méme sens se maintient encore, comme nous allons
le montrer, tant que la courbe conlinue a descendre; en effet, le liquide de
la figure partielle réalisée qui nous a servi de point de départ étant placé
dans la coneavité de la courbe, on voit dabord sans peine gu'en tous les
poitits de notre branche descendante, la normale est négative; or si eetie
branche contenait un point d'inflexion , la quantilé -+ | se réduirait, en ce
point, au ferme ., ef, par suite, & cause du signe de la normale, serait éga-
lement négative, tandis que, sur Fare méridien de la figure partielle réalisée,
le ravon de courbure et la normale élant tous deux positils, la quantité
4 x osl elle-méme positive,

Mais la branche dont il s'agit ne peut deseendre indéfiniment en se rap-
prochant toujours de Taxe de rvévolution, ou, en dautres termes, ne peut
tendre vers une asymplote paralléle & cet axe < car, aa point situé & Pinfini sur
Pasymplote, la quantitc £+ & se réduirail encore au (erme -, el, par consé-
quent, serait encore négative; il faut dés lors que notre hranche passe par
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du cylindre jusqud la portion de sphére, la figure réalisée appartient tou-
jours & l'onduloide.

La fig. 39 représente la ligne méridienne ('un nodoide peu éloigné de T
liniite que nous venons de trouver.

§ 38. — Les variations du nodoide out une seconde limite fort remar-
quable. Supposons que T'on réalise, par le procédé exposé dans le § 27, Ia
portion d'un nodoide engendrée par un noewd isolé; supposons, en oulre,
que Ton répéle successivement l'expérience en emplovant des anneaux solides
de plus en plus grands et en modifiant le volume de Phuile de telle manicre
que la longueur du neeud méridien , e'est-d-dire la distance du sommet de
celui-¢i & sa pointe, demeure Ia méme, Quand le diamétre de Fanmeau solide
sera Ires-considérable, les normales correspondantes aux différents points du
neead seront toules rés - grandes, de sorle qu'en tous ces points le terme
de Péguation de Téquilibre sera trés-pelit, el I'on voil que ce lerme conver-
geri vers zéro 4 mesure que le diamétre de Panneau solide convergera vers
Finfini; mais il ne peut en ére de méme du terme o, ear si ce dernier
tendail aussi 4 s'annaler, la figure liquide aurait pour limite de ses variations
le eaténoide, ce qui est évidemment impossible dans les conditions oa nous
nous sommes placés, c'est-d-dire avec un neud de fongueny constante; on
pourra donc loujours concevoir I'anneau solide assez grand pour qu'en lous
les points du neeud méridien le terme £ soit fort petit relativement au terme ;.-
Alors celui-ci, qui exprime la courbure méridicnne, devra, en vertu de
Féquation de I'équilibre, varier teés-pew sur tout le contour du neeud, cf
conséquemment ce dernicr approchera heaucoup d'une eivconférence de cercle,
II'est clair que, dans ee cas, la courbure des arces qui relient entre cux les
noeads conséenlifs de la ligne méridienne compléle sera aussi d peu prés con-
stante el du méme ordre que celle de ces noeuds, car le lerme | sera égale-
ment Leés-petit sur les ares en question, On comprend, daprés cela, que les
noeuds conséentifs de la ligne méridienne empicleront les uns sur les anires,
et quainsi, pour un certain grand diamélre de Fannean solide , cetle ligne a
la forme représentée particllement fig. 40. Dans ce dessin, onr n'a point in-
diqué Taxe de révelution, parce qu'il est placé & une (rop grande distance,

Si 'on imagine que le diamétre de Tanneau solide recoive un nouvel ac-
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un minimum de distance 4 Faxe de révolution, et forme ainsi Iare généra-
teur 'un étranglement; et comme cet étranglement ne saurait appartenir ni
i 'onduloide, ni au caténoide, il constitue nécessairement le sommet dun
neud de nodoide,

Nous sonunes done invinciblemenl ramenés a la ligne méridienne du
nodoide, et nous devons en eonclure que toutes les ligures que I'on obtient
dans les expériences du § 31 sont des nodoides partiels, quel que soit le
degré de rapprochement des disques, pourva qu'on dépasse la courbure sphe-
rique, et gquel que soit e volume de Thuile par rapport au diamétre des dis-
{ues,

§ 34. —- Nous pouvons mainlenant examirer quetle est la nature et quelles
sont les limites des variations du nodoide. Puisque, dans les expérienees du
§ 31, on passe par une portion de sphére aprés laquelle, comme nous venons
de le voir, nail immdédiatement le nodoide partiel, el puisque celui-ei varie
ensuite d'une manicére continue jusqu'a la phase ol commence Finstabilité, it
est clair que la portion de sphére constitue 'une des limites de ces variations,
el quainsi la limite des variations correspondantes du nodoide complet est
une suite indéfinie de sphéres égales ayant leurs centres sur Faxe. Mais, pour
peu que Pon y réfiéchisse, on reconmaitra que le seul mode possible de vavia-
tion continue tendant vers ectle limite est le suivant : & mesare gque le no-
doide complet approche de la suite de sphéres, les dimensions des neuds
ainsi que la distance de leurs sommets & I'axe diminuent de plus en plus,
tandis que la courbure des ares qui relient ees neeuds converge vers celle d'une
circonférence de cerele ayant son centre sur ee méme axe; enfin, & la limile,
les neends s'évanouissent entiérenient, el les ares ci-dessus deviennent metant
de demi-cireonférences langentes les unes aux aulves. Les sphéres engendrees
par ees demi-circonfcérences sont done anssi tangentes, et il en résulte que
F'ane des limites des variations du nadoide est une suile indéfinie de sphérves
égales qui se touchent sur l'axe.

Nous savons déja {§ 8) qu'une semblable suite de sphéres constitue Fane
des limites des variations de 'onduloide ; cette limite est done commune aux
deux figures el forme conséquemment la transition de 'une & Pawtre; ¢lest
dailleurs c¢ que montrent encore les expériences du § 31, puisque, & parti
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croissement, la courbure méridienne approchera plus encore de Puniformité,
les noeuds seront plus prés d'étre eirculaires, et ils empidteront davantage les
uns sur les autres; enlin, & la limite de ces aceroissements, ¢'est-i-dire lors-
que le diaméire sera infini, le lerme | s'évanouira complétement pour ot
les points de la ligne méridienne, ce qui réduira, pour cette ligne entiére,
Iéquation de Féquilihre a5 == C; le ravon de courbure sera done alors rigou-
reusepent constant, et nous arrivons i ce singulier résultal, que la lotalité de
ta ligne méridienne se sera condensée cn une seule circonférence de eercle;
el comme celle-cise lrouvera située & une distance infinie de axe de révolu-
tion, on voit gue Ja fignre engendrée sera simplement un evlindre.

Ainsi fa seconde limite des variations du nodoide est un evlindre; mais ce
cylindre est placé ransversalement pae rapport & I'nxe du nodoide dont i
dérive , el cetaxe en est infisiment éloignd, tandis que le evlindre qui forme
la seconde limite des variations de Ponduldoide (§ 8) a pour axe celui de cette
derniére figure.

§ 36, -— Pour la réalisalion particBe dwn nedoide dont la ligne méri-
dienne complete soil du genre de fa fig. 40, il n'est pas néeessaive que lan-
neau solide att un diameétee ahsolu bien considérable; il sufiil que ee diamétre
soit grand relativenent & fa lengueur du neeud néridien. En effet, si Fon se
vappelle que, dans celui-¢i, la cowbure va (8 26) en diminnant depuis ie
sommet jusifyaux points o les tangentes sont pavalldles a Paxe de svmétrie,
et que, de [ jusqud la pointe, elle est moindre qu'en eos derniers points,
on cemprendra que si fa fongueur de ce méme neud est petite par rapport
an rayen de Fanncau solide, sa largewr sera plus petite encore, el qu'i son
sommniel le vavon de cowrbure seya minime en comparaizon de la distance de

ce somniet au centree de Fannean, distanee qui constitue fa normale; au som-

t
3?2
quantité § -+ & dépendra surlout de celle de ee dernier; mais Cest au sommet

que la normale est la moins grande; done, sur le reste du neeud et sur les

met done le terme ¢ sera peu de chose {edté du terme |, ol fa valeur de la

ares (ui unissent ce naeud aux neends voisius de fa ligne méridienne compléte,
le terme § influera moins encore, et conséquernment, dans toute I'étendue de
cetle ligne, la courbure ne variera que faiblement.

L'anneau liquide obtenu momentanément dans un anneau solide de 70 il-
Tour XXXI. 7
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limétres de diamétre par le pereement d'une lentille réduite presque i une
lame {20 série, § 19), constitue un nodoide partiel de T'espéee que nous
considérons; et anncan liquide, en effet, a peu de largeur relativement au
rayon de anneau solide,

Cest évidemment aussi un nodoide de celle espece dent on yéalise une
portion en creux dans les expériences du § 25, lorsque les disques sont (rés-
approchds et que Ton arréte Pesiraction de Phuile au point ou les éléments
extrémes de Fare méridien sont couchés sur les faces des disgues aux hords
de celles-ci.

I en est encore de méme dans les expériences do § 31, lorsque la distance
des disques est trés-petite el que les éldmetis extrémes de Fare méridien sont
aussi pres que possible d'étre couchés sur les prolongements des faces solides
seulement dei Tave mérvidien n'appartient plus & un seul noud @ il est formé,
comme on le reconnailra en jelant les veux sur la fig. £0, de Pave qui unit
deux noeuds eonséentifs et de deux portions de ces derniers,

§ 37. — Enfin les variations du nodoide ont, comme celles de I'onduloide,
ane troisieme limite; elle nous est révélie par les expériences mémes qui nous
ont conduits & la eonnaissance du nodoide, Dans ces expériences (§§ 20 el 22),
lorsqque, aprés avoir formé un exlindre entre deux anneaux placés i une dis-
tance moindre que les 2 de leur dinndire, on enléve progressivement du
liquide, Ia figure particlle, nous le savons, devient dabord un onduloide,
puis atteint par degrés le caténoide, aprés quoi elle passe immédiatement au
nodoide ; d'ow il suit évidemment que le caténoide est 'une des limites des
variations du nodoide, et, en outre, qu'il constitue une nouvelle transition
de celui-ci a Vonduloide; nous en avons dija vu (§ 34) une autee, consistant
dans la suite indéfinie de sphéres,

La troisiéme limile des variations du nodoide est done le caténoide, ot il
est ais¢ de faire comprendre comment la figure y parvient. Si nous nous
rappelons que les expériences dont nous venons de parler réalisent la portion
du nodoide engendrée par un are apparlenant & un noeud et lournant sa con-
cavilé extéricurement, nous en conclurons que la portion du nodoide qui
passe au caténoide est celle qui est engendrée par Tun des neeuds, dont le
sommel devient celui de la chainette méridienne, Cela posé, concevons que
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chacun des neuds de la ligne méridienne compléte se modifie graduellement
pour arriver & la chainetle, el imaginons, pour fixer les idées, que, pendant
toutes ecs modifieations, la distance des sommets 4 'axe de révolution de-
meure conslante, A mesure que les noewds approcheront de la chainelle, la
quantité |+ convergera vers zéro; or, sur lous les ares qui unissent les
noeuds entre cux, les quantités M ct N sont de méme signe, el eonséquem-
ment la quantité 5+ relative & ces ares ne peutl converger vers zéro (ue
si M et N convergent & la fois vers l'infini; tous les points de ces mémes ares
'éloigneront done indéfiniment de Faxe de révelution, en méme lemps que
leur conrbure deviendea indéfiniment plus faible; d’ow il suit que les pointes
des noeuds s'éloigneront de plus en plus de Taxe, tandis que, par le déve-
loppeinent croissant des ares inlermédiaires, lesquels, daprés la nature de la
courbe, ne peavent éviderament diminuer de courbure sans s'étendre davan-
tage, les nweuds 'éearteront de plus en plus les uns des autres, jusquia co
que, A la limite, ils soient tous infinimend distants et infiniment allongés, Si
done nous en considérons un en particulier, toute fa courbe se réduira a lui
seul, et, d'autre part, sa pointe awra disparu, et il se trouvera transformé en
la ligne méridienne d'un caténoide, ¢'est-i-dire en une chainette.

§ 38. — Maintenant se présente une derniére question : v a-t-il d’autres
ligures d’équilibre de révolution que eeles donl nous avons jusqu'ici reconnu
Fexistence? Toutes ces deyuiéres sont telles qne Fon peut loujours en com-
prendre des portions entre deux disques égaux et paralleles; or nos expe-
riences onl dpuisé toutes les combinaisons de ee genre; d’ott Pon doit
conclure que sl y avail encore dautres ligures, clies seraient de nature @
ne pouvoir remplir cette condition, et il faudrait évidemment, pour ccla,
que feurs lignes méridiennes ne présentassent aucan point dont la distanee
a I'axe de révolution fit un maximum ou un minimum. Comme ces lignes ne
pourraient d'ailleurs atteindre Faxe (§ 2), elles devraient aller en s'en éloi-
gnant loujours, depuis un premier point situé & linfini sur une asymplote
paralléle & cel axe, jusqut un autre point silué également a4 I'infini. Cela
pos¢, au premier de ces deux points extrémes, le rayon de eourbure serait
néeessairement infini, tandis que la normale serait finic, el Péquation de
Péquilibre 8’y réduirait & ¢ = C; or il résulte de 13 que la courbure ne ponr-
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wit nule part changer de sens @ car 81l y avait un point d'inflexion, I'équa-
tion de I'équilibre 8’y réduirait également & & = G, et conséquemment }es
normales au premicr point extréme ci-dessus et & ee point d'inflexion devraient
élre égales, ce qui esl évidemment impossible. Dés lors Ta courbe étant
exemple de toule ondulation, la courbure convergerail nécessaircment vers
6o, ol ce qui revient au méme, le ravon de courbure convergerait vers
Iindini, en approchant du second point extréme, en sorte quen ce point le
ferme | $'évanouirail comme au premier, ce qui exigerait, de méme que
précédemment, Fégalilé impossible des deux normales,

Les scules figures d’équililire de révolution d'une masse liquide sans pesan-
teur sent done celles auxquelles nons sommes arrivé dans Ja deuxiéme série
el dans la série actuelle, savoir : la sphére, le plan, te evlindre, Ponduloide,
le caténoide et le nodoide.

Towtes cos figures, a Uexception de la sphére, avant des dimensions infi-
nies daus certains sens, i en résalte que, parmi les figares d'équilibre de
ravolution, il 0’y a que la sphéye qui puisse étre réalisée 4 1'état complel avee
une masse finie de liquide; aussi, comme nous le savons, c'est toujours la
forme sphérique que prend une masse d’huile abandonnée librement au sein
de notre mélange alcooligue.

Note, — Los ligures 15 et 16 se rapporlent 3 wne premicre rédaction du mémoire; elles onl 616 conservdes
par etreur, el doivent étre regardées comme non exislantes.
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