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Résumé

La méthode de collocation est une méthode numérique largement utilisée pour
résoudre des problemes scientifiques et d’ingénierie régis par des équations aux
dérivées partielles. Ce texte propose une revue complete des méthodes de collocation
et de leurs applications, en se concentrant sur I’élasticité, la conduction thermique,
I’analyse des champs électromagnétiques et la dynamique des fluides.

Les avantages de la méthode de collocation résident dans I’absence de nécessité
de maillage élémentaire, une mise en ceuvre simple, une efficacité computationnelle
élevée et une facilité a traiter des domaines irréguliers, car la méthode de collocation
appartient a la catégorie des méthodes numériques basées sur les noeuds.

En partant des principes fondamentaux de la méthode de collocation, le pro-
cessus de discrétisation dans un domaine continu est clarifié, et I’on explique com-
ment des solutions approchées pour résoudre les équations différentielles sont ob-
tenues. En explorant le développement historique des méthodes de collocation,
leurs premieres applications et leurs jalons clés sont retracés, démontrant ainsi leur
évolution dans le domaine du calcul numérique.

Les fondements mathématiques des méthodes de collocation, incluant la sélection
des fonctions d’interpolation, la définition des fonctions de pondération et la dérivation
des regles d’intégration, sont examinés en détail, soulignant leur importance pour
comprendre 'efficacité et la stabilité de la méthode.

Enfin, 'application pratique des méthodes de collocation dans des contextes
d’ingénierie est mise en avant, incluant les simulations de conduction thermique,
I’analyse couplée des champs électromagnétiques et les simulations en dynamique
des fluides. Ces études de cas spécifiques illustrent la large applicabilité et 1'efficacité
de la méthode de collocation pour relever des défis d’ingénierie complexes.

En conclusion, cet texte propose des perspectives d’évolution future de la méthode
de collocation & travers une analyse rigoureuse et une discussion approfondie, fa-
cilitant ainsi de nouvelles avancées dans la recherche et les applications pratiques
dans ces domaines.

1 Introduction

En ingénierie, la simulation et la résolution de modeles mathématiques complexes
représentent une tache essentielle. Cependant, a mesure que la complexité des problemes
augmente, les méthodes analytiques traditionnelles apparaissent souvent inadaptées, ce
qui pousse les chercheurs et ingénieurs a se tourner vers des méthodes numériques [90, 93|
pour obtenir des solutions précises et réalisables a des probléemes concrets. La résolution
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FI1GURE 1 — Les principales disciplines d’application de la méthode de collocation.

d’un modele numérique peut étre résumée comme une approximation de fonction. Généralement,
deux approches courantes sont utilisées : I'interpolation et la sommation des fonctions de

base. Sur ces deux concepts, un grand nombre de méthodes numériques ont émergé, telles

que la méthode des éléments finis (FEM) [22], la méthode des volumes finis (FVM) [112]

et la méthode des éléments de frontiere (BEM) [25,111]. Parmi ces méthodes, la méthode

de collocation a attiré une large attention en raison de ses avantages distincts (comme
illustré dans la Figure 1). Parmi ses avantages spécifiques, on trouve le traitement natu-

rel des frontieres, une efficacité computationnelle élevée, et une applicabilité a un large
éventail de champs physiques.

En sélectionnant des points de collocation ou points discrets appropriés a 'intérieur
du domaine du probleme, la méthode de collocation peut transformer les problemes
d’ingénierie en une série d’équations algébriques, permettant ainsi la mise en ceuvre
numérique de la solution. Pour un probleme différentiel donné, un schéma de colloca-
tion aboutit fréquemment a des résultats numériques parmi les plus efficaces sur le plan
pratique. De plus, la méthode est si polyvalente et intuitive qu’il n’est pas surprenant
qu’elle soit largement utilisée depuis de nombreuses décennies.

En tant que technique numérique, la méthode de collocation a rencontré un grand
succes dans la résolution de divers problemes d’ingénierie grace a sa flexibilité et a son
adaptabilité. Ses premieres applications incluent des travaux fondamentaux sur I’analyse
numérique [87], des applications en dynamique des fluides et en mécanique des structures
[7], ainsi que des avancées dans les fonctions de base radiales [48].

La méthode de collocation, en tant que méthode basée sur les noeuds, est naturel-
lement combinée aux méthodes sans maillage. Avec I'approfondissement des recherches
sur les méthodes sans maillage, les techniques de collocation ont également connu des
développements supplémentaires. Le développement des méthodes sans maillage possede
une longue histoire, avec des méthodes représentatives remontant a la méthode des
différences finies généralisées (GFDM) [75-77,106] et a la méthode SPH (Smoothed Par-
ticle Hydrodynamics) [23,43,82,91]. Par la suite, Onate et al. [99,100] ont proposé la



méthode des points finis (FPM) en combinant ’approximation par moindres carrés mo-
biles avec les techniques de discrétisation par collocation. En s’appuyant sur la FPM,
Breitkopf et al. [12] ont introduit une méthode de collocation diffuse a double grille,
utilisant une séquence de deux dérivées numériques du premier ordre.

D’autres travaux majeurs incluent : la méthode h-p cloud proposée par Duarte et Oden
[29, 30] pour résoudre des problemes de valeurs aux limites; la méthode de collocation
ponctuelle sans maillage (MPCM) introduite par Lee et al. [72] pour les problemes de
fissures élastiques ; et la méthode de collocation par noyaux reproducteurs développée par
Aluru [2].

Pour pallier I'instabilité des méthodes de collocation traditionnelles, plusieurs tech-
niques basées sur la discrétisation par moindres carrés ont émergé. Zhang et al. [151] ont
proposé la méthode sans maillage par collocation aux moindres carrés, tandis que Park
et al. [68,102,103] ont développé la méthode sans maillage aux moindres carrés (LSMM).

Afin d’éliminer les défauts des approches discretes, des méthodes couplées ont également
vu le jour. Par exemple, Liu et al. [78] ont proposé une méthode forte-faible sans maillage
(MWS) combinant collocation et MLPG. Yang et al. [144] ont illustré la méthode forte-
faible locale sans maillage (MLSW), qui facilite 'application des conditions aux limites
tout en assurant une grande précision.

2 Principes Fondamentaux des Méthodes de Collo-
cation

Du point de vue de l'interpolation, la méthode de collocation peut étre introduite
comme suit. Considérons tout d’abord les méthodes d’interpolation de fonctions. Par
la suite, une fonction u(x) peut étre approximée par une fonction plus simple @(z) qui
satisfait les conditions d’interpolation.

u(x;) =u(z;), i=1,...,n (1)

ol n est le nombre de points d’interpolation répartis dans le domaine 2. Généralement,
la fonction d’interpolation fait partie d’un espace linéaire n-dimensionnel V. Ainsi, elle
peut étre exprimée comme :

i(r) = Z B;Yi(x) (2)

ou Yi(z),...,Y,(z) sont les fonctions de base qui engendrent V. Il convient de noter que
les coefficients (; peuvent étre déterminés selon les conditions d’interpolation, ¢’est-a-dire
I’équation (1), apres la résolution d’un systéme linéaire de n équations algébriques.

Par la suite, ’équation différentielle suivante doit étre résolue approximativement :

Lu(z) = Q(xz) (3)

ou L est un opérateur différentiel inversible, et Q(z) est une fonction source. De maniére
similaire a I'interpolation, la méthode de collocation vise a trouver une fonction appro-
chante @(z) € V qui satisfait :

Lu(z;) = Q(z;), i=1,2,...,n. (4)



En substituant les équations (2) dans (4), la méthode de collocation peut étre présentée
sous forme matricielle :

: S 3 . )
LYi(z,) LYi(x,) ... LY, (x,)| |Ba Q(z,)

Du point de vue du calcul numérique, la méthode de collocation peut étre considérée
comme un type spécial de la méthode des résidus pondérés (WRM) [10]. Sa théorie de
base est décrite comme suit. Pour un probleme d’ingénierie donné régi par des équations
aux dérivées partielles (EDP), il a la définition suivante :

F(u)— f=0, dansQ (6)

G(u) —g=0, sur df2 (7)

En substituant la fonction d’essai @ = > | 3;Y; dans les équations (6) et (7), des
résidus apparaissent généralement, qui peuvent étre exprimés comme suit :

Ry =F(@@)—f#0 (8)

Rp=F(@)—g#0 (9)

La méthode de collocation est définie comme le traitement de la fonction pondérée
qui joue un role dans I’élimination des résidus en tant que fonction de Dirac d, qui peut
étre écrite mathématiquement comme suit :

/ wiRy dQ) — / 5(z — 2:)Rr d = Ry = 0 (10)
Q Q

/ wiRpdoQ = | 6z — wi)RydoQ = Ry = 0 (11)
o0 o)

ou

00, Sslz=ux
S — x;) = ’ ’ 12
(v =) {O, si x # x; (12)

/00 Nz —x;)dr =1 (13)

xi+c
/ dz—x)dr=1 (¢>0,¢c—0) (14)
T;—C

En observant les équations (10) et (11), en résumé, la méthode de collocation est une
méthode numérique qui impose que le résidu généré par chaque point de collocation dans
I’équation régissant le probleme soit nul. Par conséquent, les avantages de la méthode
de collocation résident dans sa simplicité, sa facilité de mise en ceuvre et son efficacité
élevée. Cependant, ses inconvénients se manifestent principalement par une instabilité
computationnelle, une précision de solution plus faible et une vitesse de convergence
lente.
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FIGURE 2 — Approximation MLS pour le probleme 1D.

2.1 Schéma d’Approximation

Il existe de nombreuses fagons de construire des fonctions d’approximation en fonction
des informations de collocation, et le choix ainsi que la définition de ces fonctions affec-
teront directement la stabilité, la précision*et I'applicabilité de la méthode. Le contenu
suivant présente brievement certains des schémas d’approximation couramment utilisés.

2.1.1 Approximation par Moindres Carrés Mobiles (MLS)

La méthode des moindres carrés mobiles (MLS) a d’abord été utilisée pour 'ajuste-
ment de courbes [88], puis a été développée davantage par Wixom et al. [132], Lancaster
et al. [70]. Comme illustré dans la Figure 2, les fonctions d’approximation MLS utilisent
généralement une combinaison linéaire de fonctions de base polynomiales et, pour le
neeud / dans le domaine de support g (généralement de forme circulaire, Figure 3, et
rectangulaire, Figure 4), la fonction d’approximation peut étre écrite comme suit :

ur(z) ~ iy (r) = Zpi(x)ai(l’) =pj (¥)a(z), =€ Qs (15)

ot p(x) = [p1(x),pa(x),...,pm(x)]T sont les fonctions de base polynomiales, m est le

nombre de termes dans la base polynomiale complete, et a(z) = [ay(x), as(x), . .., am(z)]’
est le vecteur des coefficients.

Afin de déterminer le vecteur des coefficients a(z), une norme discréte pondérée L?
est construite dans le domaine de support €2g :

N

J(a) = wi(x) [ph(x)a(z) — alz,)])’ (16)

J=1

ot N est le nombre total de nceuds dans le domaine Qg, et w;(x) est la fonction de poids
au nceud J.

Pour trouver la valeur stationnaire du fonctionnel J(a) par rapport a a(z), ¢’est-a-dire
résoudre 8—‘(1 = 0, on obtient :

’ a(z) = A (2) B(x)i (17)

Alz) =) wy(2)ps(2)p] () (18)
B(x) = [wy(2)pi(x), wa(2)pa (), ..., wn (2)pn (2)] (19)



d;;: distance between z; and z;
7,: radius of circlular support domain Qg

F1GURE 3 — Domaine de support de forme circulaire.

d..:Half length of a retangular support domain Qg in z direction

d,,:Half length of a retangular support domain Qg in y direction

FIGURE 4 — Domaine de support de forme rectangulaire.



o =[Gy, Gg, ..., an]" (20)

En substituant les équations (17) dans (15), on obtient :

() = p (1) A (2)B(a)i = ) ps(w)iy = pl(a)i (21)
pa(@) = p (x) [A7(2) Bs(x)] (22)

Pour le calcul de la dérivée de la fonction de forme ¢;(x), deux méthodes ont été
proposées par Nayroles et al. [95] et Belytschko et al. [9]. De plus, pour améliorer 'effi-
cacité de la construction du schéma d’approximation MLS, Cheng et al. [18] ont proposé
la méthode sans maillage par variable complexe (CVMLS). Dans cette méthode, les co-
efficients inconnus sont moins nombreux que dans ’approximation MLS, ce qui signifie
qu’il y a moins de nceuds utilisés pour discrétiser le modele.

2.2 Approximation par noyaux

La méthode des particules lissées hydrodynamiques (SPH) [80,92,133] a été largement
utilisée dans divers domaines, tels que la dynamique des fluides, la mécanique des impacts
et des explosions, et elle offre des avantages distincts pour les problemes impliquant la
densité comme variable de champ.

Pour la fonction u(x), 'approximation par noyaux peut étre exprimée comme suit :

ur(z) ~ ar(x) = /Quj(:v)wj(x —x7,h) dQg (23)

ou h est le rayon du domaine lissé. w;(z —x, h) est la fonction noyau, qui peut également
étre appelée la fonction de poids. En général, le noyau possede les propriétés suivantes :

/ wy(x —xzr,h)dQs =1 (24)
flliirtl)wj(x—xj,h) =0(z — xy) (25)
wy(x —xzr,h) >0, Ve Qg(z) (26)
wy(x —xzr,h) >0, V¢ Qg(z) (27)

En général, la fonction de poids dans I’équation (23) est sélectionnée comme étant
gaussienne ou spline. L’équation (23) peut alors étre calculée comme suit :

iy =Y uy(z)wy(r -z, )V (28)

ou V; représente la mesure spatiale correspondant a la particule numérotée x5, c’est-a-dire
que le probleme tridimensionnel représente le volume et est donné par :
my

Vy=— 29
4 PJ ( )



ou my et p; sont respectivement la masse et la densité au nceud x;. Ainsi, en substituant
les équations (29) dans (28), on obtient :

iy =Y (), (30)
ws(z) = ij(x —x7,h) (31)

2.3 Approximation par Base Polynomiale

Pour la fonction d’approximation, I’approximation par base polynomiale utilise une
combinaison linéaire de fonctions de base polynomiales :

() = Z pi()a; = p'(x)a (32)

ott p(x) = [p1(x),p2(2),...,pm(x)]T, a = |a1,as,...,an|" est le vecteur des coefficients,
qui peut étre obtenu en construisant une expression fonctionnelle :

7= [P@)a— i) (33)

En posant J = 0 a chaque noeud de collocation, on obtient :

a= P4 (34)

" @) paen) . (o)
P:[pz(x)}yﬂ: pl(zxz) pQ(Exz) pm(EZ'Q) (35)

pi(zn) pa(2N) oo Pm(TN)

Ainsi, pour le nceud de calcul z;, le schéma d’approximation peut étre écrit comme
suit :

N
iy(x) = pj (x)a = pf ()P0 =Y o,(x)i; = ¢(x)i (36)
ou p(x) est la fonction de forme : -
p(2) = [p1(2), p2(), ... o (2)] = py (2) P (37)
dont la dérivée peut étre calculée comme suit :
p.i(2) = prg(r) P~ (38)
©.ij (x) = pp(@) P! (39)

Il convient de noter que les fonctions de forme appartenant a l'interpolation ponc-
tuelle possedent la propriété de Kronecker 0. Ainsi, les conditions aux limites de Dirichlet
peuvent étre directement imposées. Cependant, I'interpolation ponctuelle nécessite que le
nombre de points de support N soit strictement égal au nombre de termes m du vecteur
des fonctions de base, ce qui est une condition tres stricte, et la distribution arbitraire des
points de support peut facilement conduire a la singularité de P(z) ou a une détérioration
du nombre de condition. Par conséquent, la compatibilité de la méthode de construction
de cette fonction d’approximation est faible.



2.4 Approximation par Différences Finies Généralisées

L’approximation par différences finies généralisées est proposée pour s’adapter a des
grilles irrégulieres arbitraires, ce qui en fait une technique d’approximation basée sur les
noeeuds. Cependant, ce schéma d’approximation n’est pas destiné a approximer la fonction
de champ, mais plutot a approximer les variables différentielles de la fonction de champ.
Sur le domaine de support {2g d’un noeud z, la fonction d’approximation de la variable
de champ u(x) peut étre exprimée par un développement en série de Taylor :

8u1 8U[ h2 82u1 k2 82’&[ 8211,]

u(z) ~ w(x) =ur+h 5+ ka—y t oo Ty oy + khéwy +O(A%  (40)
ou
ur = u(xr, yr) (41)
h=x—ux; (42)
kE=y—uyr (43)
)

A=ViZ+ k2 (44

En appliquant 1'équation (40) pour calculer I'ensemble des points de support locaux x;

avec J =1,..., N du point z;, un ensemble d’équations linéaires peut étre obtenu :
a-d=f (45)
Il convient de noter que le nceud x; n’est pas dans I'ensemble z;, J =1,..., N, et
_ s s -
h k2R g
hy ke 2B pok
2 k2 T 3 2R2
. : : : : 16
hJ /{] % % thJ ( )
hy ky B Bk
B Ou; Oug 82’&1 azuj 82UI g (47)

|0z Oy’ 0x27 Oy’ Oxdy

= (w1 —wur), (ug —ur), ..., (uy — UI)]T (48)

Ainsi, les cinq variables inconnues des dérivées du noeud x; peuvent étre exprimées par :
d=a" (49)

Afin d’assurer la cohérence des approximations et d’éviter la singularité de a, il est
nécessaire d’augmenter le nombre de points de support, c’est-a-dire que N > 5, et
construire I'expression fonctionnelle suivante sur cet ensemble de points :

N
1
m=>" S/ (asd - )2, N>5 (50)
J=1
dans laquelle
hy k3
ay = {thkJa > 77@1/@ (51)
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Jr=u;—uy (52)

En prenant la valeur stationnaire, ¢’est-a-dire 2 a 7 = 0, on obtient :

d=A"'Bf (53)
dans laquelle
aly|
A= Z Fa?aJ (54)
J=1—J
po[d -
AV AT AT AT

Evidemment, I'approximation par différences finies généralisées donne une expression
différentielle pour la variable de champ calculée au point z; :

IBJ UJ - UI) (56)

Mz

J:l

Dans le processus de calcul, seule la variable de champ wu; et son approximation
différentielle d; sont introduites dans I’équation régissant et ses conditions aux limites, ce
qui permet de construire et résoudre 1’équation discrete.

3 Meéthodes de Collocation en Mécanique des Solides

Afin d’étudier le mécanisme de comportement en mécanique des solides, les méthodes
de collocation ont suscité une attention considérable. Connues pour leurs caractéristiques
sans maillage, les méthodes de collocation ont été largement utilisées pour simuler ’élasticité,
la plasticité, la mécanique de la rupture et les problemes de couplage multi-champs. Cette
section fournit un apergu des réalisations de la recherche dans les méthodes de collocation
en mécanique des solides, tout en explorant la perspective de la recherche future pour
faire avancer le développement de ce domaine.

3.1 Elasticité et Plasticité

La mécanique élastique et plastique a toujours représenté un défi fondamental dans
le domaine de l'ingénierie, englobant divers aspects, du comportement élastique des
matériaux a la déformation plastique et la rupture. Les méthodes de collocation, en tant
qu’approche numérique tres prometteuse, ont démontré un potentiel remarquable pour
traiter les problemes liés a la mécanique des solides élastiques et plastiques. Les méthodes
de collocation discrétisent les structures a travers des points répartis, également appelés
noeeuds de collocation, offrant ainsi une grande flexibilité pour traiter des géométries com-
plexes et I’hétérogénéité des matériaux. Par conséquent, ces caractéristiques en font un
outil puissant pour étudier 1’élasticité et la plasticité des matériaux. Cette sous-section
se concentre sur l'application des méthodes de collocation dans les problemes liés a la
mécanique des solides élastiques et plastiques, en mettant I'accent sur les avantages des
méthodes de collocation pour traiter des géométries complexes, de grandes déformations
et des grands déplacements. A travers une revue exhaustive de la littérature, I'objectif
est de fournir une perspective complete pour mieux comprendre et appliquer la méthode

10



de collocation afin de résoudre des problemes complexes d’ingénierie impliquant le com-
portement des matériaux.

Une méthode de collocation stable sans maillage [127] utilisant ’approximation par
noyaux reconstruits comme fonction d’approximation est présentée. En effectuant une
intégration précise d’ordre élevé dans des sous-domaines réguliers, elle présente des ca-
ractéristiques d’efficacité élevée, de grande précision et de bonne stabilité, et la supériorité
de la méthode est vérifiée par des exemples en élasticité. La méthode de collocation va-
riable [45] combine l'efficacité de la méthode de collocation avec la précision de la méthode
de Galerkin, et le potentiel de la méthode est démontré dans des exemples d’élasticité
linéaire et non linéaire. En incorporant des techniques isogéométriques et des techniques
de mise a I’échelle des frontieres, le probleme solide en 2D peut étre résolu par une for-
mulation orientée surface appelée la méthode hybride collocation-Galerkin basée sur les
B-splines rationnelles non uniformes (NURBS) [65], ce qui permet de modéliser avec un
nombre arbitraire de frontieres. Ensuite, en utilisant la méthode de collocation basée sur
NURBS pour résoudre les équations différentielles ordinaires, Chen et al. [14] ont étendu
leurs recherches aux problemes solides tridimensionnels, qui peuvent également étre des
problemes non linéaires. En utilisant la méthode de greffage de points sans maillage,
une approche efficace pour le module de cisaillement [121] a été présentée pour analy-
ser 1’élasticité-plasticité des solides et des plaques bidimensionnels, cette méthode ayant
I’avantage de sa simplicité et de sa mise en ceuvre facile pour les propriétés des matériaux.
Pour le solide élastodynamique transitoire fissuré avec des propriétés de matériaux ani-
sotropes, la méthode des éléments de frontiere dans le domaine temporel [136] a été
présentée, avec discrétisation spatiale par la méthode de Galerkin et discrétisation tem-
porelle par la méthode de collocation. L’intérét de cette méthode est de convertir les
intégrales hypersingulieres en intégrales faiblement singulieres, et cette méthode a été
appliquée aux solides piezoélectriques 2D transitoires fissurés [118]. Une formulation
isogéométrique (IGA) de collocation [8] a été développée pour résoudre des problemes
de statique et de dynamique en régime permanent. Elle donne des résultats stables,
est robuste, précise d’ordre supérieur, et possede une efficacité computationnelle plus
élevée que la méthode des éléments finis. Par la suite, cette méthode a été étendue pour
résoudre des problemes de grandes déformations et le comportement des matériaux hy-
perélastiques [66]. Ensuite, pour les matériaux linéaires et plastiques, la méthode mixte
de collocation “contrainte-déplacement isogéométrique” [31] a été proposée. Elle présente
non seulement une meilleure efficacité computationnelle que la méthode IGA conven-
tionnelle, mais surmonte également des problemes existants tels que 1’auto-verrouillage
volumétrique et I'instabilité. Stevens et al. [115] ont proposé une méthode de collocation
par fonction de base radiale locale sans maillage (RBF) avec des taux de convergence
élevés et 'ont appliquée pour résoudre des problemes d’élasticité linéaire. Basées sur
I'approximation par moindres carrés mobiles, des formulations locales sans maillage [98]
ont été établies pour le champ élastique, ce qui garantit la précision des résultats et
réduit le cout de calcul. Sur la base de la technique T-spline IGA, la méthode hybride
variationnelle-collocation immergée [13] a été proposée pour résoudre les problemes de
couplage fluide-structure, et ses résultats sont bien en accord avec la solution exacte. La
méthode de collocation par noyau reproducteur de gradient [20] a été développée pour
résoudre des problemes élastiques. Le principal avantage de cette méthode est qu’elle
simplifie le processus de calcul de la méthode de collocation par noyaux reproducteurs
(RKCM) tout en garantissant une convergence optimale. Par la suite, cette méthode [84]
a été utilisée pour résoudre des EDP d’ordre élevé, et les résultats montrent que son effi-
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cacité computationnelle est bien supérieure a celle de la méthode RKCM traditionnelle.
De plus, en utilisant I’approximation par moindres carrés, la méthode de collocation par
noyau reproducteur pondéré [145] a été introduite pour le probleme inverse de 1’élasticité.
La méthode sans maillage des frontiéres singuliéres [46] combine la réduction de dimension
de la méthode BEM et maintient les avantages des caractéristiques sans maillage et sans
intégration de la méthode de solution fondamentale. De plus, elle est performante pour
les problemes élastiques avec des géométries complexes. En introduisant les techniques de
noyaux fixes, mobiles et multiples fixes, I'efficacité et la précision de la méthode de nuage
fini [3] surpassent celles de la méthode de collocation par points. Les résultats computa-
tionnels montrent que, en tant que méthode véritablement sans maillage, cette méthode
présente de bonnes perspectives pour les applications en ingénierie. La méthode de col-
location par interpolation radiale [81] a été adoptée pour traiter les équations de Poisson
non linéaires. Dans cette méthode, pour imposer les conditions aux limites de Neumann,
I'interpolation de Hermite a été choisie pour améliorer la stabilité numérique. Ensuite,
la méthode de collocation par points radiaux a évolué vers une méthode de collocation
par points radiaux régularisée par moindres carrés [62], en introduisant une technique de
régularisation, ce qui peut garantir la stabilité et la précision des résultats. De plus, en
tant que méthode purement sans maillage, cette méthode permet d’éviter le processus de
reconstruction du maillage. Un cadre de collocation par forme forte pondérée [19] a été
construit pour analyser numériquement les structures élastiques linéaires incompressibles.
Et cette méthode ne présente pas le probleme de verrouillage volumétrique et a une bonne
convergence. L’avantage de la méthode d’équilibre modifié en ligne (ELM) [113] est que,
dans les problemes d’élastodynamique, les conditions aux limites naturelles sont automa-
tiquement satisfaites par une formulation faible, et les deux formes de construction des
fonctions de forme, incluant ’approximation par moindres carrés mobiles et I’approxima-
tion par interpolation par points radiaux, sont discutées. Les résultats montrent que la
méthode est plus stable et précise que la méthode de collocation directe. Comparée a la
méthode de collocation basée sur 'approximation DRK, la méthode de collocation par
interpolation a noyau reproducteur différentiel (DRK) [130] a I'avantage que la fonction
de forme de la fonction d’interpolation DRK possede la propriété delta, ce qui permet de
réduire le cotit computationnel.

3.2 Poutres, Plaques et Coques

L’analyse et la conception des structures de poutres, plaques et coques ont toujours
été des taches cruciales dans les problemes d’ingénierie. Elles sont largement utilisées dans
I’aérospatiale, les ponts, les navires et divers systemes mécaniques. Une compréhension
complete et I'optimisation du comportement de ces structures sont essentielles pour ga-
rantir leur performance, leur sécurité et leur durabilité. Diverses théories correspondantes
ont été développées, y compris la théorie de déformation par cisaillement du premier ordre
et la théorie de déformation par cisaillement d’ordre supérieur. Les méthodes de collo-
cation, en tant qu’outil numérique puissant, ont joué un role central dans la résolution
des problemes d’ingénierie liés aux structures de poutres, plaques et coques. Contraire-
ment aux méthodes traditionnelles des éléments finis, les méthodes de collocation ne
nécessitent pas de maillage, offrant ainsi une plus grande flexibilité pour traiter des
géométries complexes et des conditions aux limites. Cela en fait un choix idéal pour
explorer la déformation, la conduction thermique, les vibrations et d’autres problemes
dans ces éléments structuraux. Dans cette sous-section, une série de travaux pertinents
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sur I'application des méthodes sans maillage dans les structures de poutres, plaques et
coques est présentée pour mettre en avant les dernieres avancées de la recherche et les
pratiques en ingénierie dans ce domaine. En comprenant en profondeur les forces et les
limites de ces méthodes, une meilleure compréhension de leur potentiel et de leur appli-
cabilité dans I'analyse des structures de poutres, plaques et coques peut étre obtenue.
La méthode d’analyse isogéométrique (IGA) [53] a attiré une large attention des cher-
cheurs. Reali et Gomez ont d’abord introduit ’approche de collocation isogéométrique
[110] pour les structures minces, y compris les poutres d’Euler et les plaques de Kirch-
hoff, et les résultats numériques montrent que cette approche a une forte adaptabilité
pour les modeles géométriques complexes et possede une bonne convergence. Marino
a appliqué la méthode de collocation isogéométrique [85] pour calculer la poutre non
linéaire, et la technique de paramétrisation de rotation sélectionnée a rendu I’approche
précise et efficace. Les formulations basées sur le déplacement et mixtes de I'IGA [86] per-
mettent d’analyser des poutres avec une courbure de flexion arbitraire, et elles peuvent
s’adapter a des modeles géométriques complexes sans probleme de verrouillage. Pavan et
al. [104] ont étendu la méthode de collocation isogéométrique (IGA) pour résoudre des
poutres composites stratifiées. Comme dans la plupart des méthodes par forme forte, les
équations gouvernantes sont discrétisées directement, ce qui rend le calcul plus efficace,
et une variété de théories de déformation par cisaillement sont prises en compte dans
des exemples numériques pour vérifier la précision de la méthode. Afin de surmonter
le probléme apparaissant dans le cadre local de Serret—Frenet (SF) et sur le vecteur de
Darboux, une méthode IGA-C [54] utilisant les cadres de Bishop a été présentée. L'état
dynamique non linéaire du récupérateur d’énergie piézoélectrique a été analysé par un
schéma de collocation sans maillage basé sur les contraintes de couple non locales [6], dans
lequel la fonction de base fusionnée peut efficacement éliminer la singularité. La méthode
de collocation de Chebyshev [63] a calculé le comportement dynamique des poutres non
linéaires sans opération d’intégration, et l'analyse des valeurs propres a été donnée avec
précision. Une méthode de collocation sans maillage [44] a été proposée pour étudier les
poutres 3D a gradient fonctionnel, dans laquelle les effets non classiques peuvent étre
directement traités. Pour les poutres de Bernoulli-Euler et les plaques de Kirchhoff-Love,
Chen et al. [15] ont développé une méthode de collocation basée sur l'interpolation Her-
mite DRK pour les résoudre avec une variété de conditions aux limites. Absorbant les
avantages de la méthode IGA et de la méthode des éléments de frontiere, la méthode de
collocation basée sur les éléments de frontiere isogéométriques [143] peut calculer la struc-
ture de coque a un cout computationnel réduit. Les coques cylindriques nanocomposites
ont été analysées par une approche semi-analytique basée sur la collocation de Cheby-
shev [26], et ses résultats peuvent aider & améliorer la stabilité des structures de coque.
Basé sur la formule de cisaillement d’ordre supérieur, le comportement de vibration libre
des coques a gradient fonctionnel a été étudié par la méthode de collocation [96] utili-
sant la fonction de base radiale. La méthode de collocation spectrale avec des polynomes
orthogonaux [138] a été utilisée pour analyser la vibration libre des structures de coques
stratifiées. L’avantage de cette méthode réside dans le fait qu’elle permet de traiter des
structures de coques avec des conditions aux limites arbitraires. Pour le comportement
non linéaire en régime permanent ou transitoire des plaques circulaires, la méthode de col-
location des points orthogonaux globaux intérieurs a été développée par Nath et al. [94].
Selon la théorie du cisaillement du premier ordre, le déplacement et la rotation d’une
coque avec une géométrie conique ont été exprimés par les polynomes de Chebyshev et
Fourier [71], respectivement. Le point fort de cette méthode est sa simplicité, puisqu’au-
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cune intégration numérique ou différentiation n’est nécessaire dans le processus de calcul.
En combinant les fonctions de base radiales et la méthode de collocation, Wang et al. [128]
ont proposé la méthode de collocation par fonction de base radiale (RBCM) pour adopter
les coques fines fonctionnellement graduées avec des matériaux hétérogenes. Par la suite,
Wang et al. [126] ont proposé la méthode de collocation hermitienne et ont montré que
la technique d’approximation par noyaux reproducteurs de gradient introduite pouvait
éviter 'opération différentielle d’ordre élevé pour améliorer 'efficacité computationnelle.
De plus, cette méthode a une précision plus élevée que la méthode de collocation directe
a la frontiere. En tenant compte de ’environnement thermique, I’analyse du flambage des
plaques nanocomposites a été étudiée par une méthode de collocation Chebyshev 2D [52],
et les facteurs affectant la stabilité et la vitesse angulaire critique ont été examinés. La
méthode de collocation Chebyshev [21] a été utilisée pour discrétiser les équations dy-
namiques des déplacements de grandes déformations des plaques sandwich dans 1’état
post-flambage, et de nombreux facteurs affectant la fréquence naturelle ont été discutés
en détail. La méthode de collocation sans maillage [51] utilisant la fonction de base
radiale spline a été réalisée pour étudier le comportement hyperélastique des plaques
de silicone sous une charge uniformément répartie, et l'efficacité de la méthode a été
vérifiée par des expériences. Trois types de formulations ont été proposées pour résoudre
le probleme de flexion des plaques composites stratifiées, et la méthode de collocation
isogéométrique [105] a ensuite été utilisée pour discrétiser les équations, dont 'effet peut
réduire le probleme de verrouillage par cisaillement des plaques en état clampé. Pour les
plaques stratifiées composées de plaques fines et épaisses, Ferreira et al. [33] ont suggéré
une méthode de solution qui integre la technique de collocation par fonction de base
radiale dans la formule unifiée de Carrera pour prédire les comportements en régime per-
manent et transitoire. En utilisant la technique de collocation sans maillage pour traiter
la frontiere et la formulation faible pour gérer le calcul différentiel, Wu et al. [135] ont
proposé les méthodes de collocation (MC) et Galerkin sans éléments (EFG) basées sur
le théoreme variationnel mixte de Reissner (RMVT) pour les plaques fonctionnellement
graduées, et cette méthode a montré une bonne convergence. Pour le probleme de flexion
des plaques Kirchhoff [73], ’équation gouvernante a été discrétisée par le schéma d’ap-
proximation par base radiale, et la singularité et la symétrie des systemes d’équations ont
été traitées par la méthode de collocation hermitienne.

3.3 Analyse de la Rupture

En science des matériaux, la question du comportement de la rupture a toujours été un
domaine d’étude vital, influencant la fiabilité et la sécurité des structures. Les méthodes
de collocation, avec leur nature sans maillage, permettent de traiter plus facilement les
formes géométriques complexes et les processus de propagation des fissures. De plus, elles
¢éliminent les complexités associées a la génération et a la reconstruction du maillage,
offrant ainsi une flexibilité et une précision remarquables pour prédire la propagation des
fissures, le comportement des pointes de fissures et les facteurs d’intensité de contrainte.
Par la suite, les réalisations de la recherche sur les méthodes de collocation dans le domaine
de la mécanique de la rupture seront présentées dans cette sous-section.

Nguyen-Thanh et al. [97] ont établi un schéma pour la propagation des fissures dans les
composites renforcés de fibres a une échelle microscopique par la méthode de collocation
sans maillage isogéométrique. De plus, cette méthode présente I'avantage d’une analyse
adaptative. Schillinger et al. [114] ont préconisé une méthode hybride isogéométrique avec
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une efficacité computationnelle plus élevée que la méthode de Galerkin. La combinaison
de la méthode de collocation et de la formule de Galerkin permet de traiter non seulement
les conditions aux limites secondaires et les contraintes d’interface, mais aussi les termes
d’intégrale. En combinant avec la technique des éléments de frontiere et la technique de
collocation de frontiere [32], la propagation des fissures et les phénomenes de coalescence
ont été prédits avec précision. La méthode de collocation sans maillage enrichie [146] a
été présentée pour construire un cadre pour les problemes de rupture. L’avantage de cette
méthode réside dans le fait que le calcul de la dérivée pour la fonction de poids ou la
matrice des moments peut étre évité par une technique d’approximation. Les problemes
avec des géométries non convexes et des caractéristiques locales ont été traités par la
méthode de collocation par base radiale en sous-domaines [125], ce qui améliore I’adap-
tabilité de la méthode RBCM traditionnelle. Le probleme de rupture pour les matériaux
piézoélectriques/piézomagnétiques a gradient fonctionnel a été traité dans un domaine
fini par la méthode de collocation de frontiere [17] avec la technique semi-inverse, et les
facteurs affectant le comportement des fissures ont été discutés.

3.4 Problemes de Couplage Multi-Physiques

Les problemes de couplage multi-champs impliquent des interactions entre plusieurs
champs physiques, y compris les champs élastique, thermique, électrique, magnétique,
etc. Les méthodes de collocation, avec leur grande aptitude a traiter les problemes multi-
champs, peuvent simuler efficacement le comportement de ces champs multi-physiques.
Dans cette sous-section, la littérature pertinente sur I’application des méthodes de collo-
cation pour prédire les problemes de couplage multi-champs sera revue.

Pour les structures flexoélectriques 2D, la méthode de collocation par éléments finis
mixtes [119] avec approximation Cjy continue peut réduire le nombre de degrés de li-
berté par rapport a la méthode de Lagrange traditionnelle, et les résultats obtenus ont
été utiles pour l'analyse de la sécurité structurale. Par la suite, ils ont poursuivi leurs
recherches [120] pour explorer 'effet des propriétés de flexoélectricité sur la pointe de fis-
sure. La méthode de collocation élément de frontiere-intégrale virtuelle [74] a été proposée
pour traiter le probleme de couplage magneto-électro-élastique. L’innovation clé de cette
méthode réside dans 1'utilisation d’une frontiere virtuelle pour contourner les problemes
de singularité a la frontiere physique. En considérant le probleme élasto-visco-plastique
pour les poutres 3D, une méthode de collocation isogéométrique mixte [131] a discrétisé
directement les équations différentielles non linéaires comme la plupart des approches
par forme forte. Dans cette méthode, les variables physiques, y compris le déplacement,
les orientations et les contraintes, ont été discrétisées par des B-splines ou NURBS, et
le terme temporel a été discrétisé par un schéma implicite de retour-mapping. La rela-
tion entre le comportement dynamique non linéaire et la taille du récupérateur d’énergie
impliquant le champ électro-élastique a été étudiée par la méthode de collocation sans
maillage [1], et la précision de cette méthode a été garantie par la technique du gradient
de déformation. Wu et al. [134] ont étendu la méthode de collocation sans maillage aux
structures de coques sous des champs multi-couplés thermo-électro-élastiques. Les points
forts de la méthode reposent sur le fait que la dérivée des fonctions de forme peut étre
obtenue par des conditions de reproduction différentielle, et la propriété delta des fonc-
tions de forme a facilité I'imposition des conditions aux limites de Dirichlet. Dans nos
travaux précédents, la méthode d’élément libre zonal [58], initialement proposée par Gao
et al. [40], a discrétisé les équations gouvernantes pour le champ électro-élastique sous
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une forme forte, et son point fort réside dans le fait qu’elle surmonte le probléeme des coins
dans la méthode sans maillage grace a la technique zonale. Ensuite, nos recherches ont été
étendues pour traiter le probleme de couplage multi-champs thermo-électro-mécanique
transitoire [56], dont la précision et la stabilité sont garanties par le schéma de Galerkin.
En raison de la large applicabilité de I'effet magneto-électrique, la méthode de Galerkin
zonale multi-physiques [57] a été proposée pour analyser les réponses dynamiques des
structures magneto-électro-élastiques fonctionnellement graduées.

4 Collocation dans la Conduction Thermique et ’Ecoulement
de Fluides

La conduction thermique et la dynamique des fluides sont des problemes d’ingénierie
essentiels et incontournables. Pour les problemes de transfert thermique, la méthode de
collocation peut simuler efficacement les phénomenes complexes de transfert thermique
tels que la conduction thermique, la convection et le rayonnement en utilisant des tech-
niques de discrétisation et d’approximation numériques. Pour les problemes d’écoulement
de fluides, en les modélisant sous forme d’équations différentielles et en appliquant les
techniques numériques appropriées, la méthode de collocation aborde efficacement divers
aspects cruciaux, y compris les vitesses d’écoulement, les distributions de pression et les
caractéristiques des fluides, qui jouent un role essentiel dans I’amélioration de la concep-
tion et 'optimisation des performances des systemes d’ingénierie. Cette section propose
une exploration d’une série d’études littéraires pour mettre en évidence les progres signi-
ficatifs et les cas réussis de la méthode de collocation dans la résolution des problemes de
conduction thermique et d’écoulement de fluides.

4.1 Problemes de Conduction Thermique

Accompagné de points de collocation distribués aléatoirement et de ’approximation
par fonctions de base radiales, un cadre de collocation sans maillage [150] a été proposé
pour résoudre les problemes de conduction thermique. Cependant, deux problemes im-
portants nécessitaient une résolution urgente. L’un est que la matrice de solution n’est
pas creuse. L’autre est qu’avec I'augmentation du nombre de points de collocation, la
mauvaise condition de la matrice de solution et le colit computationnel augmentaient
également. La méthode de collocation par ondelettes de Legendre [55] a été utilisée pour
simuler le comportement des structures poroélastiques dans un environnement thermique.
En utilisant la technique de mappage de Kirchhoff, la solution du terme non linéaire causé
par la conductivité thermique variable a été obtenue. Une caractéristique remarquable
de cette méthode était sa capacité a fournir des résultats de haute précision méme avec
un faible nombre de points de collocation. Le probleme de transfert thermique d’une
structure cylindrique infiniment longue a été calculé par la méthode de collocation spec-
trale [117]. Le schéma Eulerien et le schéma de collocation spectrale discrétisent les termes
temporels, spatiaux et dérivés, ce qui donne des résultats computationnels d’une grande
précision. De maniere similaire, Chen et al. [16] ont utilisé la méthode de collocation
spectrale pour analyser deux modeles physiques pour la convection naturelle dans une
cavité carrée, et ils ont étudié plusieurs facteurs influencant la fonction de courant adi-
mensionnée et la distribution de température. La distribution de température pour ailette
a conductivité thermique radiative [83] a été approximée en utilisant des polynémes d’in-
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terpolation de Lagrange dans la méthode de collocation spectrale. De plus, l'efficacité
de la méthode a été validée par une comparaison avec les résultats rapportés dans la
littérature précédente. Dans les problemes de conduction thermique avec des matériaux
a propriétés fonctionnellement graduées, les termes dérivés fractionnaires dans le temps
ont été traités par une approche de collocation localisée [137] avec des solutions fonda-
mentales. Une méthode hybride [24] qui combinait les méthodes de collocation avec la
méthode de Galerkin était capable de calculer efficacement les problemes de transfert
thermique convectif générés par 1’écoulement incompressible a ’extérieur d’un cylindre.
La contribution de cette méthode était que, sous I’hypothese que le flux thermique n’a
aucune influence sur le champ de vitesse, I'incertitude de la vitesse d’entrée et du flux
thermique de paroi a été résolue. La méthode de collocation sans maillage utilisant la
technique d’approximation par fonction de base B-spline, appelée méthode de collocation
B-spline locale sans maillage [49], a fourni une nouvelle idée pour traiter les problemes
de conduction thermique transitoire avec des propriétés de matériaux hétérogenes. En
tant que technique purement sans maillage, son avantage réside dans le fait qu’elle peut
directement traiter la discontinuité de l'interface des matériaux.

4.2 Probléemes d’Ecoulement de Fluide

Karageorghis et al. [61] ont obtenu la solution des problemes de valeur aux limites
a deux points en utilisant la méthode de collocation spectrale, et 'avantage clé de cette
méthode réside dans le fait que la performance de la fonction d’essai n’était pas affectée
par les termes non linéaires. Dans le cadre lagrangien, la méthode de collocation sans
maillage pondérée [129] a excellé non seulement par sa capacité a capturer facilement les
frontieres ou interfaces mobiles, mais aussi par son évitement de I'introduction de coeffi-
cients pour traiter les termes incompressibles. De plus, les résultats numériques obtenus
par cette méthode étaient meilleurs que ceux de la méthode traditionnelle des différences
finies (FDM) ou des SPHs. Aronson et al. [5] ont introduit la technique de stabilité basée
sur les résidus dans la méthode de collocation isogéométrique. La méthode hérite non
seulement d’une excellente convergence et précision, mais elle peut aussi traiter les os-
cillations parasites dans le transport scalaire et les problemes de fluide incompressible.
Afin de traiter le probleme de couplage fluide-structure, les objets de recherche dans
le maillage eulerien ont été discrétisés par des particules lagrangiennes. De plus, cette
méthode [108] assurait une continuité d’ordre élevé entre les nceuds et les particules et
offrait une plus grande efficacité pour le calcul des fonctions de forme par rapport aux
méthodes SPH. Ensuite, ils ont appliqué cette méthode pour simuler le probleme des
vagues d’eau [109]. Aronson et al. ont proposé deux schémas, le schéma vitesse-pression
et le schéma vorticité-vitesse-pression, pour analyser les problemes d’écoulement incom-
pressible [4], et les résultats ont montré que la derniére approche présentait un taux de
convergence plus rapide par rapport a la premiere. De plus, cette méthode combinait une
haute précision d’ordre supérieur tout en héritant des avantages de 'efficacité computa-
tionnelle associés a la méthode de collocation. Les phénomenes d’écoulement de fluide
dans I'environnement thermique ont été étudiés a ’aide de la méthode de collocation par
fonction de base radiale locale [50], dans laquelle 'efficacité de la solution numérique était
assurée par la méthode de compressibilité artificielle. L’écoulement des eaux souterraines
avec conditions non confinées a été prédit par la méthode de collocation sans maillage par
points [89] utilisant des fonctions de base radiales, ce qui permet de discrétiser directement
I’équation gouvernante. Le défi du probleme vitesse-courbure 2D a été résolu en utilisant

17



la méthode de collocation sans maillage par points [64]. La contribution de cette approche
réside dans sa capacité a obtenir les dérivées de fonctions arbitraires par le biais de fonc-
tions de forme construites par 'approximation par moindres carrés mobiles, offrant ainsi
un moyen innovant d’imposer des conditions aux limites de vorticité. Pour les problemes
biomédicaux, une méthode de collocation sans maillage localisée [148] a été employée
pour étudier le probleme de dynamique des fluides avec des propriétés de fluide incom-
pressible. Les oscillations numériques ont été supprimées par un schéma amont d’ordre
élevé, conduisant a une précision d’ordre trois dans les résultats obtenus. La méthode
de collocation sans maillage utilisant ’approximation hermitienne par fonction de base
radiale a calculé les réponses transitoires du probleme convectif-diffusif [69]. Il convient
de noter que des résultats de calcul précis pouvaient encore étre obtenus méme sous
des conditions de champ de vitesse fort et de longue durée. Une méthode de collocation
spectrale [107] a calculé numériquement les équations de la couche limite axissymétrique
2D avec des propriétés compressibles. De plus, 'opération de préconditionnement pour
les équations gouvernantes a accéléré l'efficacité computationnelle, et les résultats ont
montré que l'influence de la courbure transversale sur la stabilité devait étre prise en
compte. Par la suite, ils ont poursuivi leurs études [116] sur les problemes d’écoulement
incompressible tridimensionnels. Le véritable probleme d’écoulement compressible a été
exploré par la méthode des points finis [101], et en méme temps, la technique h-adaptative
a également été proposée. Les résultats numériques, y compris les ailes, étaient satisfai-
sants, ce qui a prouvé la capacité de la méthode a résoudre des problemes pratiques.
Grace a la technique de soustraction de singularité et a I'expansion asymptotique, Bo-
tella et Peyret ont également appliqué la méthode de collocation de Chebyshev [11] pour
traiter les problemes de singularité provenant des discontinuités de frontiere ou des chan-
gements dans les types de conditions aux limites. Toujours en utilisant la méthode de
collocation de Chebyshev, le probleme de 1’écoulement de la couche limite de magneto-
hydrodynamique, en tant que fluide non newtonien, a été étudié numériquement [67].
Notez que dans cette approche, les équations gouvernantes pouvaient étre transformées
en équations différentielles ordinaires.

5 Avancées récentes des méthodes de collocation

Avec le développement des méthodes numériques, plusieurs méthodes de collocation
novatrices ont émergé ces dernieres années. Basée sur la technique des gradients lissés,
Wang et al. [124] ont proposé une méthode de collocation sans maillage de lissage des gra-
dients superconvergente. Cette méthode permet non seulement de surmonter le probleme
de la discordance du degré de base, mais aussi d’atteindre une précision d’ordre 2 grace
a une fonction de base linéaire. Par la suite, ils ont étendu leurs recherches aux plaques
composites stratifiées [28] et ont complété un travail d’analyse de la précision [27] des
méthodes de collocation sans maillage. En introduisant des interpolants fractionnaires de
Lagrange obéissant a la théorie spectrale, une méthode de collocation spectrale fraction-
naire avec convergence exponentielle a été proposée par Zayernouri et al. [149] pour traiter
les équations aux dérivées partielles fractionnaires. Fu et al. [34] ont introduit pour la
premiere fois les schémas de collocation localisée et ont résumé plusieurs problemes com-
plexes résolus avec succes par ces méthodes. Une méthode de collocation trigonométrique
de Fourier d’ordre arbitraire a été proposée par Wang et al. [122] pour résoudre des
problemes oscillatoires multi-fréquences. En combinant la méthode de collocation et la
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méthode d’apprentissage profond, le probleme de flexion de la plaque de Kirchhoff* a
été résolu par la méthode de collocation profonde proposée par Guo et al. [47]. Grace a
la formulation récursive des gradients, Wang et al. [123] ont établi une méthode de col-
location isogéométrique superconvergente, qui présente une efficacité computationnelle
supérieure a celle de la méthode isogéométrique standard tout en garantissant la pro-
priété de superconvergence. Les trois principales méthodes qui seront décrites ici sont la
méthode différentielle d’élément [37], la méthode d’élément libre [36] et la méthode de
ligne finie [35]. Yan et al. [140-142] ont utilisé la méthode de dynamique des particules
Lagrangiennes mise a jour (ULPH) pour simuler le probleme des écoulements multiphases
et le probleme d’entrée d’objets solides dans ’eau. Yu et al. [147] ont établi des opérateurs
différentiels non locaux de maniere unifiée. Jingwen Ren et al. [60] ont proposé une nou-
velle idée pour les problemes IGA. Prenant la conduction thermique comme arriere-plan,
I'introduction de ces trois méthodes est brievement présentée ci-dessous. Tout d’abord,
dans la conduction thermique, I’équation gouvernante et les conditions aux limites sont
données comme suit :

T(x)=T(z), zeTly (58)
o) = 22D~ ), aery (59
q(z) = —Aijag—j(j)ni =h(T(x) —Ty), z€l}y (60)

ou \;; est le tenseur de conductivité thermique du second ordre, T est la température,
T est la température environnementale, () est le taux de génération de chaleur, g est le

flux de chaleur, et I'y, I's, et I's sont les frontieres respectivement par rapport a T, § et
To 0=T,UlUTs.

5.1 Méthode Différentielle d’Elément (EDM)

Comme montré dans la Figure 5, les éléments de collocation isoparamétriques sont
utilisés pour discrétiser le modele computationnel. Il est & noter que dans 1’élément de
collocation 2D a 9 noeuds, I’équation gouvernante et 1’équation d’équilibre des flux sont
satisfaites respectivement aux noeuds internes, aux noeuds d’interface et aux noeuds de
frontiere. L’innovation principale de 'EDM est de fournir I’expression analytique (Eqs.
(61) et (62)) de la dérivée des fonctions de forme dans 1’élément isoparamétrique d’ordre
supérieur, ce qui permet de discrétiser directement 1’équation gouvernante sans aucune
autre opération [37].

ONo _ ONL 0% _ 0N,

ox;  0& Oxr; % &, (61)
O°No _ [1 1 ONa , Ol ONa] 0% (62)
Oz 0x; | 06,04 & 0& | Ou;

ou N, est la fonction de forme au nceud «. J;; est la matrice de Jacobi. £ et x sont les
coordonnées dans les systemes de coordonnées locaux et globaux, respectivement.
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FIGURE 5 — Elément de collocation en méthode des éléments discrets (EDM).

Ainsi, les équations discrétisées pour les nceuds internes, d’interface et de frontiere
sont données comme suit [37,59] :

ONi;(§) ON.(§) PNo(E)] e
{ a;i o, + )\ij(f)m T =-Q(§), &€ (63)

M I
> —)\z‘j(fl)a]\ga—x(?)”{(fl)Ta =0, eIy (64)
/=1 J

K ON. (€

> —Aij(fb)%mf(&bﬁ“ =q(&"), ¢ely (65)

/=1 j

ot \;; est la conductivité thermique. &, &7, et £ sont les coordonnées locales des nceuds
internes, d’interface et de frontiere, respectivement. M et K sont le nombre de surfaces
d’éléments liées au nceud d’interface et au neeud de frontidre, respectivement. n! est la
normale unitaire par rapport a la surface f. q est le flux thermique connu.

En résumé, la méthode différentielle d’élément est une méthode de collocation par
éléments avec une haute précision et une efficacité computationnelle élevée.

5.2 Méthode de Collocation par Elément Libre (FrEM)

La méthode de collocation par élément libre conserve les avantages de 1'utilisation de
I’expression analytique pour discrétiser directement 1’équation gouvernante et les condi-
tions aux limites, et elle possede la caractéristique distincte de former librement 1’élément
de collocation a chaque point, I’élément étant indépendant des éléments des noeuds voi-
sins [36]. Comme dans les méthodes sans maillage, une série de noeuds est discrétisée
dans le domaine de calcul dans FrEM. A chaque nceud de collocation, un élément local
indépendant, appelé élément libre, peut étre formé avec les nceuds environnants, comme
montré dans la Figure 6. Contrairement a la méthode EDM, il n’existe pas d’interfaces
d’éléments dans FrEM, et donc FrEM est adapté aussi bien pour la mécanique des so-
lides [40] que pour la mécanique des fluides [39].

En prenant le probleme de conduction thermique comme exemple, les équations
discrétisées dans FrEM peuvent étre obtenues a partir des Egs. (57) et (58) comme
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FiGURE 6 — Nceuds de collocation et leurs éléments libres a 9 nceuds en méthode des
éléments finis (FrEM).

suit [36] :
ONij(€°) ONL(E°) PNo(E) ] e ¢
oz, oz, +/\z‘j(§)m T =-Q(&), £€Q (66)
b
a(en ) enyre — gy, e, (67)

axj

ol £¢ et £ sont les coordonnées locales des noeuds internes et de frontiere, respectivement.
n; est la normale unitaire. ¢ est le flux thermique connu.

Dans FrEM, I'utilisation des éléments isoparamétriques peut garantir sa stabilité. De
plus, la caractéristique distincte de la formation libre d’un élément a chaque point évite
I’apparition d’interfaces entre les éléments, ce qui la rend tres adaptable pour traiter
les problemes de fluide en utilisant un schéma amont [79]. FrEM possede des schémas
par forme forte et forme faible [41,139], et de nombreux exemples ont été utilisés pour
examiner leur stabilité et leur flexibilité [36,36,39,79,139].

5.3 Méthode Zonal Galerkin d’Elément Libre (ZGFREM)

En absorbant I'idée de la méthode des blocs finis, ZGFREM est proposé en intro-
duisant la technique des zones dans FrEM. Comme montré dans la Figure 7, le modele
computationnel est d’abord divisé en cing zones, puis chaque zone est discrétisée par un
groupe de nceuds de collocation. Comparé a FrEM, un nouveau type de nceud de collo-
cation, le nceud de collocation d’interface, apparait. Il formera un élément de collocation
pour la zone I et la zone IV, respectivement.

De plus, les équations pertinentes de la méthode des éléments libres de Galerkin zonal
pour le probleme thermo-mécanique sont les suivantes :

% (Dz’jmn(x) azgzi@ _ 5ij(:€)T(:c)) + fi(x) =0, z€Q (68)
U (T) = Up(x), x €Ty, (58h)
oij(w)n; = (Dijmn(m)alg;ix) — By (x)T(x)) n; =1i(z), zel, (69)
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FIGURE 7 — Neeuds de collocation et leurs éléments de collocation a 9 nceuds en ZGFREM
(Zeroth-Gradient Finite Element Method).

ou (;; est le coefficient de température-contraintes. D;j, est le tenseur contrainte-
déformation. u est le déplacement mécanique. T est la température. f; est la force de
corps. I'y, et ', sont les frontieres des déplacements spécifiques et des tensions. Grace
au format généralisé de la méthode de Galerkin et en prenant la fonction de forme
comme fonction pondérée N. = w, ’équation gouvernante pour les problemes de cou-
plage thermo-mécanique devient :

/D aumaNadQ:/chidQ+
Q Q

B, O

) N
Nl + / 8,72 40 (70)
Q Iz

s

Ce qui peut étre réécrit sous la forme suivante :

ON,, ON, - ON,
Dy — 2" 2 dQ) = N f.dQ N t;dl T—Sd) 1
/Q I Oy, O U /Q cfid +/FU ohid +/Qﬁ” &vjd (1)

5.4 Meéthode de Ligne Finie (FLM)

La méthode de ligne finie (FLM) est une nouvelle méthode numérique conceptuelle
[35], qui établit le schéma de solution basé sur un nombre fini de lignes traversant le nceud
de collocation. Comme dans la méthode de 1'élément libre [36], le domaine de solution
dans FLM est toujours discrétisé en une série de nceuds de collocation, et un ensemble
de lignes composé de 2 ou 3 lignes est défini pour chaque nceud de collocation dans les
problemes 2D ou 3D, respectivement. La Figure 8 montre trois ensembles de lignes 2D
définis a trois positions différentes pour le cas 2D. Les dérivées partielles de premier et
de haut ordre des variables physiques par rapport aux coordonnées globales peuvent étre
dérivées par la dérivée de la longueur d’arc sur chaque ligne [42]. Par exemple, la dérivée
partielle de premier ordre de la variable physique u peut étre dérivée et exprimée comme
suit :

Ou(z°)
8Ii

=d{*u®,  diu® = N;*(z°) (72)
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@ Internal collocation node

O Boundary collocation node

FIGURE 8 — Systeme de lignes 2D en méthode des éléments finis (FLM).

ol u® est la valeur nodale a-ieme de u sur ’ensemble de lignes défini pour le nceud de

collocation z¢, et
d
L O0L%(D)
co 1 I
d = i —; (73)

I=1 1=1(z¢)

dans laquelle d = 2 ou 3 pour les problemes 2D ou 3D, L§ est la fonction d’interpolation
de Lagrange du neeud « définie sur la /-iéme ligne mesurée par la longueur d’arc [, et [J]
est la matrice de Jacobi allant de [ aux coordonnées globales x; [42]. Les dérivées spatiales
d’ordre supérieur peuvent étre obtenues en utilisant récursivement I’Eq. (72).

Il est tres simple d’utiliser I’Eq. (72) pour établir un systeme discrétisé pour les EDP.
Par exemple, 'Eq. gouvernante (57) avec les conditions aux limites (58) et (59) peut étre
discrétisée comme suit :

BB jBarpa _ c c
di" Nid; T = =Q(z°), 2°€Q (74)
T(z¢) = T(z%), a°ely (75)
—Aij ()0 (29)d;* T = q(2°), 2° €Ty (76)

La méthode FLM permet non seulement d’éviter la construction d’éléments de haute
dimension pour les problemes 2D ou 3D, mais elle peut également résoudre des problemes
de dérivées partielles d’ordre élevé avec des modeles géométriquement complexes a ’aide
d’ensembles de lignes flexibles. Il est également a noter que FLM ne dispose que du schéma
par forme forte, sans formulation par forme faible, et I'expérience montre que FLM est
la méthode la plus stable parmi les méthodes numériques par forme forte.

6 Exemple de démonstration

6.1 Analyse de Conduction Thermique pour une Plaque 2D

Une plaque 2D avec un matériau homogene est considérée, et sa géométrie ainsi que
ses conditions aux limites sont montrées dans la Figure 9. La solution analytique de la
température a n’importe quel point de ce probleme est :

T(z,y) = (3 3 (_1)";1 1 n ("”) sinh(ny/ L))> < (Ty—T)+Ty  (77)

s L J sinh(nmtW/L

n=1
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FIGURE 9 — Modele pour la plaque 2D.

ouTy =300K, T, =500 K.

Les trois méthodes EDM, FrEM et ZGFREM sont toutes utilisées pour calculer ce
probléeme. Le graphique de contours et la température le long du chemin EF (E (0,0.5),
F (1,0.5)) sont tracés dans les Figures 10 et 11, respectivement. De plus, afin de tester
la convergence globale, les trois méthodes sont exécutées en utilisant respectivement 121,
441 et 1681 nceuds. La relation entre la norme Lo et le nombre de nocuds est montrée
dans la Figure 12.

6.2 Structure Sandwich Ondulée

Pour mieux démontrer les performances de la méthode de collocation, un exemple
numérique pour prédire les réponses des structures sandwich ondulées par la méthode
“zonal Galerkin free element” est donné. Ce probleme englobe les aspects de transfert de
chaleur, de mécanique des solides, et de couplage thermo-mécanique. La distribution des
zones utilisée dans cet exemple est illustrée dans la Figure 13. Les détails géométriques
du modele et les propriétés des matériaux peuvent étre trouvés dans la Figure 14, les
Tableaux 1 et 2.

TABLE 1 — Parametres de conception pour la structure sandwich ondulée

Parametres de conception | Valeur
tr 3 mm
tp 3 mm
tp 3 mm
d 50 mm
l 160 mm
I 22 mm
tw 1 mm
0 60°

Sous I’hypothese que le déplacement de la surface inférieure est fixe dans toutes les
directions, les surfaces supérieure et inférieure de la structure sont soumises a des condi-
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FIGURE 10 — Graphiques de contour pour la température de la plaque 2D obtenue par
différentes méthodes de collocation.
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FIGURE 11 — La température le long du chemin EF obtenue par différentes méthodes de
collocation.
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FIGURE 12 — La courbe de la norme L? en fonction du nombre de noeuds obtenue par
différentes méthodes de collocation.

F1GURE 13 — Diagramme schématique de la distribution des zones de la structure sand-
wich ondulée.
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FIGURE 14 — Modele de la structure sandwich ondulée (a) géométrie (b) vue de face
(plan y = 0).
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TABLE 2 — Propriétés des matériaux pour la structure sandwich ondulée

Propriétés CMC-Sic PMC
Constantes élastiques (GPa)
Ey 70.2 162
E, 70.2 162
Es 60 9.1
Gia 26 60
Gis 22.2 5.2
Gas 22.2 5.2
Rapport de Poisson
V1o 0.35 0.35
Vi3 0.35 0.35
Va3 0.35 0.35
Constante d’expansion thermique (K™')
o 3.0x107% | 1.0 x 107°
Coefficient de conductivité thermique (W - m - K1)
A 20 0.41
Temperature(K) 2 z
560 USUM (m)
E o z"J 2.00E-04 x*J

v 1.80E-04
= 1.60E-04
I 1.40E-04

1.20E-04

500
480
460
440
420
400
380
360
340

= 1.00E-04
| 8.00E-05
6.00E-05

4.00E-05
2.00E-05

(a) (b)

FI1GURE 15 — Graphiques de contour sur la structure sandwich ondulée dans un environ-
nement thermique (a) température (b) déplacement total.

tions aux limites de température de 317 et 573K, respectivement, tandis que les autres
surfaces sont imposées comme conditions aux limites libres.

A des fins de comparaison, une analyse par éléments finis (ABAQUS) est également
réalisée en utilisant un nombre similaire de noeuds. La Figure 15 présente la distribution
de température calculée et la déformation de la structure. Il est évident que la température
se propage vers le bas le long du sternum. La Figure 16 présente le flux de chaleur total
et les contraintes de Mises. Dans la Figure 17, la température le long de la ligne CD
et les déplacements le long de la ligne PQ) sont donnés, les lignes étant formées par les
coordonnées (0.0526, 0.16, 0.059), (0.0185, 0.16, 0), (0, 0.16, 0.006), (0.16, 0.16, 0.006)
aux points C, D, P et Q. Il est a noter que des déplacements importants sont observés
des deux cotés de la plaque inférieure, une région d’intérét particulier. De plus, dans la
Figure 17b, I'erreur relative maximale entre les deux méthodes est de 1.35%, ce qui valide
la précision de la méthode zonale Galerkin free element.
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FI1GURE 16 — Graphiques de contour sur la structure sandwich ondulée dans un environ-
nement thermique (a) flux de chaleur total (b) critere de Huber-von Mises.
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FIGURE 17 — Réponses structurelles obtenues par deux méthodes différentes (a)
température le long de la ligne CD (b) déplacement le long de la ligne PQ.
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7 Conclusion et Perspectives de Recherche Futures

Dans cet article, un apercu de l'origine, du développement et de ’application de la
méthode de collocation est présenté. Le principe et certaines techniques d’approxima-
tion courantes dans la méthode de collocation sont brievement introduits. Comparée aux
méthodes numériques avec opération d’intégration, la méthode de collocation offre une
maniere de traitement plus directe, et en raison de sa caractéristique basée sur les nceuds,
la méthode de collocation devient un outil puissant pour traiter des problemes tels que
les grandes déformations, les processus de formage, et les problemes d’explosion. Cer-
taines techniques pour améliorer la stabilité de la méthode de collocation sont également
résumées. De plus, la méthode de collocation avec différentes techniques d’approximation
peut étre combinée avec des méthodes de haute précision, afin de tirer parti de leurs
avantages respectifs.

De cette revue, il ressort que la méthode de collocation a une large gamme de
probléemes d’application pratique en ingénierie, y compris la mécanique des solides (poutres,
plaques, coques, fracture, etc.), les problemes de conduction thermique et d’écoulement
de fluide, ainsi que les problemes de couplage multi-champs.

A ce jour, il reste encore des travaux de recherche difficiles & accomplir sur la méthode
de collocation, et quelques suggestions pour les futures directions de recherche peuvent
étre résumées comme suit :

— La méthode de collocation, grace a sa caractéristique distincte par nceud, offre une
voie pour réaliser des calculs paralleles haute performance. L’exploration des tech-
niques de calcul parallele et I'optimisation des algorithmes pour le calcul distribué
peuvent considérablement améliorer 1’applicabilité de la méthode de collocation
pour résoudre des problemes a grande échelle dans divers domaines de I'ingénierie
et des sciences.

— En tirant parti des avantages des méthodes de collocation isogéométriques dans la
modélisation de conception assistée par ordinateur (CAQO), il existe un potentiel de
travaux pertinents dans la recherche biomécanique, en particulier dans I’étude des
tissus biologiques tels que les structures squelettiques. L’approche interdisciplinaire
peut offrir des apercus précieux sur le comportement des systemes biologiques
complexes sous des charges mécaniques.

— Combiner la méthode de collocation avec d’autres techniques numériques de haute
précision peut exploiter les points forts de chaque méthode, assurant a la fois une
grande précision et une efficacité. En intégrant des méthodes complémentaires, cela
peut améliorer les performances globales des simulations numériques, en particulier
dans les scénarios ou une précision extréme est requise.

— Coupler la méthode de collocation avec des techniques d’intelligence artificielle,
telles que 'apprentissage automatique, pourrait constituer un sujet de recherche
intéressant. Cette intégration pourrait améliorer 'adaptabilité de la méthode de
collocation, lui permettant de s’auto-optimiser et de s’adapter a 1’évolution des do-
maines de problemes. L’application des méthodes d’TA pour guider le raffinement
adaptatif du maillage ou I'optimisation de la distribution des points de collocation
pourrait étre une direction de recherche prometteuse.

— Le développement de logiciels commerciaux centrés autour de la méthode de collo-
cation pourrait favoriser son adoption plus large dans les communautés d’ingénierie
et scientifiques. Ces logiciels pourraient offrir des interfaces conviviales, des sol-
veurs efficaces et un soutien pour une large gamme d’applications en ingénierie,
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rendant la méthode de collocation plus accessible aux praticiens.

Ces directions de recherche suggérées visent a étendre davantage les capacités et les
applications de la méthode de collocation, en faisant un outil polyvalent et puissant dans
diverses disciplines scientifiques et d’ingénierie. La méthode de collocation revue n’est
qu'une partie des méthodes numériques. Des investigations plus completes sur diverses
méthodes numériques, en particulier classées par dimensions d’opération, peuvent étre
trouvées dans la référence [38].
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