LUCIEN GODEAUX

SUR LES SURFACES REPRESENTANT
LES TANGENTES ASYMPTOTIQUES DE LA SURFACE
DE STEINER

(presentata dal Prof. Togliatti nell’adunanza del 26 aprile 1958)

Sommarieo — Le superficie che rappresentano le asintotiche della su-
perficie de Steiner soddisfano ad equazioni di Laplace e si corrispondono
in ung omografia biassiale.

Sommaire — Les surfaces représentant les asymptotiques de la sur-
face de Steiner satisfont & des équations de Laplace et se correspondent
dans une homographie biaxiale.

Dans plusieurs mémoires, M. Togliatti s'est ocecupé de surfaces
algébriques représentant des équations de Laplace (*). Nous voudrions
considérer iei les surfaces qui représentent, sur hyperquadrique de
Klein, les tangentes anx asymptotiques de la surface de Steiner, On
obtient ainsi deux surfaces du quinziéme crdre, rationnelles, satisfai-
sant & des équations de Laplace,

-On sait que les points de hyperquadrique de Klein qui repré-
sentent les tangentes aux asymptotiques d’une surface sont conséentifs
dans une suite de Laplace et on assoeie ainsi & une surface de S: une
suite de Laplace de Ss. Lorsque nous avons les étudié les propriétés de

(*) ToaniaTri, dleuni esempi di superficie algebriche degli iperspazi
che rappresentano equasioni di Laplace (Comm, Math, Helvetiei, 1929,
pp. 255-272), Alcune osservazioni sulle superficie razionali che rappresen-
tano equazioni di Laplace (Annali di Matematiea, 1946, (4), XXV, pp.
325-339), Superficie algebriche ed equazioni di Laplace (Atti dell’Acea-
demia Ligure, 1952, pp. 1-19).
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cttee suite (), nous avons voulu en faire une application a la surfaee
de Steiner (%), mais les éqnations se compliquent rapidement. Nous
voudrions cependant revenir sur cette question. En designant par w,
v les asymptotiques d’une surface de Steiner (z) et par U, V les points
de I'hyperquadrique de Klein qui représentent les tangentes aux
asymptotiques % (sur lesquelles » varie) et v, on constate qu’il existe
une homographie biaxiale harmonique H qui fait passer de la surface
(U) & la surface (V). De plus, si I'on désigne par Ui, Uy, ... les trans-
formés successifs de Laplace de U dans le sens des v, par Vi, Vi, ...
ceux de V dans le sens des u, on constate que H fait se correspondre
lse surfaces (Us) et (Vi), (Us) et (Vs),.... Cette propriété nous a parn
suffisamment intéressante pour étre signalée,

1. Les asymptotiques de la surface de Steiner ont été déterminées
par Clebsch et Cremona; elles sont des quartiques gauches rationnelles
de seconde espde (‘). Les équations paramétriques de la surface de
Steiner, rapportée & ses asymptotiques u, v, s'éerivent (%)

oty = (uv + 1) o, (uv—1)*4, 0w, =(u-|-v)}, oo, = (u—v)* (1)

8i nous interprétons u,v eomme les coordonnées d'un plan, aux
sections planes de la surface de Steiner () correspondent les cour-
bes du huitiéme ordre

A(ur +1)* 4 2y (uw — 1) 4 A (w4 0) A, (w—v)* =0, (2)

qui ont des points quadruples & tangentes variables aux points im-
propres des axes des u et des v. Le systéme (2) est done de degré 32.

Observons que chacune des courbes (2) est transformée en elle-
méme par les trois transformations involutives

w=—1u, v = — v, (3)
f o . L — .

uw=1:u,v =110, (4)
. L =
w =wv, v’ =u. (B)

(*) Voir notre ex[iosé sur La Théorie surfaces et espace réglé (Actua-
lités scient., N. 138, Paris, Hermann, 1934).

(®) Sur les asymptotiques de la surface de Steiner (Bull, Soc. roy. de
Liége, 1932, pp. 85-87).

(*y CueBscH, Ueber die Steinersche Fliche (Journal de Crelle, 1867,
Bd. 67, pp. 1-22), CREMONA, Rappresentagione della superficie di Steiner
e delle superficie gobbe di terzo grado sopra un piano (Rend. Istituto
Lomb., 1867, pp. 15-32; Opere Matematiche, tomo II, pp. 389-397).

(%) Voir par exemple C1ani, Intreduszione alia Geomelria algebrica
(Padova, 1931), pp. 366 et suiv.
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Ces tranformations engendrent dans le plan des w, v une involu-
tion du huitiéme ordre au moyen de laquelle le systéme (2) est com-
pose, La surface de Steiner représente les groupes de cette involution.

2. Repésentons pour abreger par ¢f'* la dérivée de la fonection

@ (u, v) prise i fois par rapport & w et % fois par rapport & v. On vé-

rifie aisément que les ecoordonnées des points x de la surface (x) sa-

tisfont au systéme d’égquations aux dérivées partielles complitement

integrable

(uf—»?) (1 —u*»?) 2+ 3u2u’r’' — 11— 2"’ )
+ 3L —rY e —120% (0 — ") =0, !

: . LB

(v —u®) (1 —uto®) &4 Bv (2utr — 1 —u) e 6)
+Bu(l—u)e—12u® (v —u')a=0. |

Si nous adoptons pour le point x les eoordonnées normales x de:
Wileynski, nous devons poser

3
w = [(u* — »") (1 — ' v?")) £y

Les équations (6) prennent alors la forme
(u* — 2 (1 —u* ) 2™ 8wl —2*) 2" 4 ¢, 0=0,
(1"2 — u?) (1 —_ uﬂ ,1'2} 3—:02_|_ 3 U (1 —_ 2‘,’4} 5:10 _|_ cg % p— 0,

olt ¢, ¢x sont des fonctions de u, v qu'il importe peu d’ecrive expliei-
tement.

Sur Phyperquadrique Q de Klein de Fexpace Ss, désignons par U
le point qui représente la tangente = 3™ & asymptotique u (sur la-
quelle » varie) de la surface (z) et par V le point représentant la tan-
gente wx™ & Vasymptotique v. Nous avons

(w* —o?) (L —u? ') T+ 20 (1 —0*) V=0,
(0 —u) (1l —wut o) V1420 1 —u)U=0.

Les points U, V sont consécutifs dans une suite de Laplace et sa-
tisfont A des équations de Laplace

T — U (logh)" —4abU==0, V"'—7V"'(log.a)’—4abV=0,
moyennant
(' — o) (1 —u?o?)b=0v(1 —v'),
(0 —u) (1 —u'v)a=u(l —u),

3. Les coordonnées du point U s’éerivent, en retournant anx:
coordonnées x primitives,
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U,,=2v (u'v* —1)*
U,y — (wv 417" (u + v)* (1 — o), i
U, = (uv + 1)° (u—0)" (1 + 27), ’

Uy =— (w0 —1)" (u+2)' (14 27, s ;

Uu = ("”" - 1:'3 {‘.’.& - 'U)s (i - vg)’
'U3.=21;(u5— vyt /

in interprétant u,v comme coordonnées des points d'un plan et
en passant aux coordonnées homogénes u, v, w, aux section hyper-
planes de la surface (U), lien du point U, correspondent les courbes
du treizigme ordre

Ly v(u®v® —w*) 4 (wv + wh)? [4,, (u + v)° (w* — v%) +
F (0 — ) (0 - 0%)] w4 (wv — 1w [— Ay, (6 —1v)° (10 4 0%) +
+ Ay (w0 — ) (w0 — o) w® + Ay, v (u' — 27 w* =0.

Chacune des ecourbes (8) est transformée en soi par I’homologie (3)
et la transformation quadratique (4), qui engendrent une involution
du guatriéme ordre représentée par la surface (U).

Les courbes (8) ont:

Au point (# = v =0), un point d’inflexion, la tangente d'intle-
xion étant la droite v = 0.

Au point (4 =w = 0), un point quintuple, trois tangentes etant
confondues avee uw = 0 et deux avee w = 0. Les courbes (8) ont éga-
lement en commun un point simple infiniment voisin de (4 = w = 0)
sur chacune des tangentes u = 0, w = 0. Le point (u=w =0) est
Porigine de deux branches superlinéaires sur chacune des courbes (8)
et compte pour 30 unités dans l'intersection des courbes.

An point (v = w = (), un point heptuple en lequel six tangentes.

sont variables, la septiéme étant confondue aver v = 0. Sur -cette
droite, les courbes (8) ont en ecommun trois points simples infiniment
voisins successifs du point heptuple. Ce point absorde 52 unités dans
Tintersection des courbes (8).

Les eourbes (8) passent encore par les quatre points (%=1, =1, 1)

et par les quatre points (=i, =4, 1). Ces huit points sont simples pour

les courbes

Coupons la courbe (8) par la droite v = w. Nous obtenons, aprés.

suppression du faetenr +* qui ecorrespond au point heptuple,
pp P

(0 — 0" (A, T 24y — iy + 45y = 0.
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Il en résulte que les points-(1,1,1) et (—1, 1, 1) sont des points
@inflexion pour les courbes (8), la tangente d'inflexion étant v = w.

On établit de méme que les points (1,—1,1) et (—1,—1,1) sont
des points d'inflexion des courbes (8), la tangente d’'inflexion étant
v+ w =0

Coupons maintenant les courbes (8) par la droite w = iv. Nous
avons, aprés suppression du facteur o7,

(u” — vu)s [‘?‘12 + 2 ‘113 } 2 i;e I ‘Z'S.s] =0.

Les points (i,4,1) et (—i,4,1) sont également des points d'infle-
xion des courbes (8), la tangente d’inflexion étant v 4 iw = 0. On dé-
montre de méme que les points (¢, —i, 1) et (—i, —i, 1) sont des points
d’inflexion des courbes (8), la tangente d'inflexion étant v —dw = 0.

Le degré effectif du systéme (8) est done 60 et la surface ration-
nelle (U) est d’ordre 15.

4, Les coordonnées du point V sont

V. =2u (u'v* — 1),

Ve= (v 1V (u+ v)* (1 — u?),

—

Vy=—(uwv 4+ 1 (u— o) (1 4 u*), l

V= —(uvv — 1)° (u + 2)° (1 4+ u?), ©)
Veo=—(uv —1)® (u — v)* (1 — ub),

Voo = — 2u (u* — v*)% /

On passe des eoordonnées du point U & celle du point V en échan-
geant u et v, c’est-i-dirve en opérant I’homologie (5). D'une maniére
précise, on a

Vl! VIB V-1-{ V 25 V V

42 34
= = = = _ = H
Uuz Um _Ulal UES —U —U ( )

41 EE]

Par conséquent, on passe de la surfzee (U) & la surface (V), sa
transformée de Laplace dans le sens des u, par une homographie bia-
xiale harmonique H.

Les points U. V satisfont aux équations
Qu—o) (1 —u o) U —3[(uw* —») (1 —uw* )] U

4+ 6v(l—v) V=0,
2 (vt — u?) (1 —uto?) V' —3 K,ve — ) (1 — u? ,Ds)Jnl v
+6u(l —u)U =0,
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et on passe de I'une de ces équations & I'autre en v remplagant « par
v et v par u.

On remarquera que I'homographie H transforme en elle-mame
Phyperguadrique de Klein Q.

5. En donnant & v dans les équations (7) une valeur constante,
les seconds membres sont des polynomes du sixitme degre en u, done,
sur la surface (U), les courbes u sont des sextiques rationmelles. De
méme, les courbes v sont des eourbes rationnelles du huitidme ordre.
Sur la surface (V), les courbes v sont des sextiques rationnelles, que
H fait correspondre aux courbes u de (U), et les courbes u sont ration-
nelles et du huitiéme ordre, elles correspondent dans H aux courbes v
de (U).

A une courbe u =h correspondent dans le plan. (w, v, w) les
quatre droites w—hw = 0, v ++ hw =0, w—hu =0, w + hu = 0, et
A une eourbe v =k, les quatre droites v — kw = 0, v + kw =0,
w—Fkv =0, w4 kv = 0. On en conclut que sur les surfaces (U) oun
(V), une eourbe u rencontre une courbe v en quatre points.

Soient p. une courbe u tracée sur la surface (U) et yv la courbe v
que H lui afit correspondre sur (V). Considérons la réglée R, lien des
tangentes aux courbes v aus différents points de y. et la réglée R.
lien des tangentes aux courbes u aux points de y.. Puisque les eour-
bes u et v se correspondent dans H sur (U) et (V), les réglées R, ef R,
se correspondent également. Or ces réglées sont des développables et
leurs arétes de rebroussement se correspondent également dans H. Si
nous désignons par Ui le transtformé de Laplace de U dans le sens des
v et par V: celui de V dans le sens des u, on eonclut de ce qui précdde
que H fait se correspondre les surfaces (Ui) et (V). En effet, I'aréte
de rebroussement de la surface R, est une courbe u tracée sur la sur-
face (Ui) et celle de la surface R,, une courbe v tracée sur la surface
(Vi), De plug, aux courbes « de (U:) correspondent les courbes w
de (V).

A la développable dont l'aréte de rebroussement est une courbe »
de (U), correspond celle dont I'aréte de rebroussement est une courbe
u de (V); on en conclut que les courbes v de (Ui) et les courbes » de
(V1) se correspondent également dans H,

Appelons Uy, Us, ... les transformés sueceessifs de Laplace de U:
dans le sens des » et Vi, Vi, ... ceux de Vi dans le sens des «. En ré-
pétant le raisonnement précedent, on voit que H fait se correspondre
les points U= et Vo, Us et Vs,... et que sur deux surfaces homologues
(Ua) et (V.), aux courbes u correspondent les courbes v et anx eour-
bes v, les courbes .

Liége, le 11 avril 1958.




