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Nous nous proposons, dans cette note, de déterminer 
les surfaces d’ordre nécessairemente pair 2n, circonscrites 
à une surface cubique non réglée. 

Si l’on désigne par ® la surface cubique et par F la 
surface d’ordre 2n, une solution du problème apparaît 
immédiatement. Si " est une surface d’ordre n ot Ÿ une 
surface quelconque d’ordre 2n — 3, la surface générale du 
faisceau déterminé par les surfaces 2F" ot ® — Ÿ touche la 
surface ® le long de la courbe intersection de cette surface 
et de #. Nous laisserons de côté cette solution triviale et 
rechercherons les surfaces ' d’ordre 2n touchant une sur- 
face cubique ® le long d’une courbe C d'ordre 3n, cette 
courbe n’appartenant pas à une surface d’ordre n. 

Nous établirons le théorème suivant: 

Si une sunface d'ordre 2n touche une surface cubique non 
réglée le long d'nne courbe d’ordre 3n n’appartennant pas à 
une surface d'ordre n: 

a) La surface cubique possède quatre points doubles coni- 
s; 
b) La surface d'ordre 2n passe un nombre impair de fois 

Ppar chacun de ces points doubles et possède en outre 

3n (2n — 8) — dny +4 

points doubles coniques sur la courbe de contact, vy étant la 
somme des carrés des quotients de la division par 2 des multi- 
plicités de la surface aux points doubles de la surface cubique. 

Nous démontrons ensuite l’existence de la surface d’or- 
dre 2n satisfaisant aux conditions précédentes. 
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Enfin, nous établissons dans quelles conditions la courbe 
de contact est la courbe double d’une surface irréductible 
d’ordre 2n. 

1. Soit ® une surface cubique non réglée et F une 
surface d’ordre 2n touchant ® le long d’une courbe C, d’or- 
dre 3n, n'appartenant pas à une surface d’ordre n. 

Représentons la surface ® point par point sur un plan o 
de manière qu'd ses sections planes correspondent les cubi- 
ques ys passant par six points distinets 4, 4,,..., 4g- 
Nous supposerons que ces six points n’appartiennont pas à 
une même conique, mais la présence de points doubles 
coniques de la surface ® implique que certains groupes de 
trois de ces points sont alignés. 

D'une manière précise, 

a) Si ® possède un point double conique P, trois des 
six points, par exemple 4;,4,, Às appartiennent à une 
droite p, fondamentale pour le système | 7, | . Aux points 
de la droite p correspondent les points de infiniment voi- 
sins de P. 

5) Si ® possède deux points doubles coniques Py, Py, 
le système | j3 | possède deux droites fondamentales p; Pa- 
Le point p,pp est un des six points-base de | 7s | , par 
exemple 4;. Deux points 4y, A; appartiennent & p;; deux 
autres points Ay, 4; appartiennent à p,. Aux points de p 
correspondent sur ® les points infiniment voisins de P, et 
à ceux de p,, les points infiniment voisins de P,. 

¢) _ Si ® possède trois points doubles coniques Py, Py. Py, 
le système | 73 | posséde trois droites fondamentales p; P2y Ps 
formant un triangle dont les sommets À; = p, p3 , 4, =PsPi, 
A3 Pip; sont trois des six points-base. Les trois autres 
points-base appartiennent aux côtés du triangle; pour fixer 
les idées, Ay appartient à p; , 45 à p2, Ag à ps. De plus, ces 
trois points ne sont pas en ligne droite. Aux points des 
droites p , P2,p3 correspondent respectivement sur ® les 
points infiniment voisins de Py, Pa, Py. 

d) Si ® possède quatre points doubles coniques Py, Py, 
Py, Py, le système | 13 | posséde quatre droites fondamenta- 
les P1,P2,P3,p1, formant un quadrilatère complet dont les 
sommets sont les points Ay, 4,, . 
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Aux points des droites py , P2 , Ps , P correspondent respec- 
tivement sur ® les points infiniment voisins de P, Py, Py, P4 

Dans ce dernier cas, nous changerons nos notations et 
désignerons par A le sommet du quadrilatère commun 
aux droites p:,Pr. 

On sait que les points Py, Py, Py, Py sont les sommets 
d’an tétraèdre ot qu'a l’arête P, P, de celui-ci correspond 
dans c le domaine du point Air. 

2. Considérons les surfaces F d'ordre 2n passant un 
certain nombre de fois par les points doubles éventuels 
de ®. Aux sections de ® par ces surfaces correspondent 
dans o des courbes d'ordre Gr passant 2n fois par les 
points Ay, Ag,. . , 4. Ces courbes d’ordre 67 comprennent 
comme parties fixes les droites fondamentales homologues 
des points doubles de ® appertenant aux surfaces F consi- 
dérées, chaque droite fondamentale étant comptée avec la 
multiplicité du point correspondant pour les surfaces F. 
Ces droites défalquées, il reste un système linéaire | 7 | - 
Si, parmi les surfaces F, il en est une, F,, qui touche ® le 
long d'une courbe C d’ordre 3n, il correspond à cette courbe 
dans le plan c une courbe ' dont le double doit apparte- 
nir totalement à | y | . Il en résulte que les courbes y doi- 
vent être d'ordre pair et passer un nombre pair de fois par 
les points À; , Ag, .. , Âg - 

De plus, la courbe y" ne doit pas appartenir à un des 
systèmes linéaires de o qui correspond aux sections de ® 
par les surfaces d'ordre n passant éventuellement par les 
points doubles de ®. 

En appliquant ces remarques, nous verrons que Ÿ doit 
posséder quatre points doubles coniques sur la courbe C. 

Supposons en premier lien que ® soit dépourvue de 
point double. Alors, trois quelconques des points À; , 4, 
» - - , Àg ne sont jamais en ligne droite. Le système | 7 | est 
constitué par les courbes d'ordre Gn passant 2n fois par 
chacun des points À. Par conséquent, la courbe ÿ' est 
d'ordre 3n et passe n fois par chacun des points À. 

Mais aux sections de ® par les surfaces d’ordre n cor- 
respondent dans o des courbes d’ordre Bn passant n fois 
par chacun des points À. La courbe 7/ se trouve donc 
parmi ces courbes et la courbe C correspondante appar- 
tient à une surface d’ordre n. 

La surface ® doit donc posséder au moins un point 
double sur la courbe C. 
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3. Supposons que ® possède un point double P. La 
courbe y devant être d'ordre pair, la droite p doit être 
défalquée un nombre pair de fois des courbes d’ordre 6n 
qui correspondent aux sections de ® par les surfaces F, 
c'est a-dire que ces surfaces doivent avoir en P une mul- 
tiplicité paire, soit 2v. 

Les courbes y sont alors d’ordre 6n — 2v, passent 2n — 
— 2v fois par A, Az, 43 et 2n fois par 4y, Às, Ag. La 
courbe y est donc d'ordre Bn —v, passe n—y fois par 
Â, 45,43 et n fois par A,, 45, 4. Elle appartient au 
système des courbes de o homologues des sections de ® 
par les surfaces d’ordre n passant v fois par P, contraire- 
ment à la condition imposée à C. 

Supposons que ® possède deux points doubles coni- 
ques P,, P,. Les surfaces # doivent passer un nombre pair 
de fois par I, P,, par exemple 2y, fois par P,, 2m fois 
par P, pour que les courbes 7 passent un nombre pair de 
fois par 4y, Às, Ay, 45- 

Les courbes y sont d'ordre Gn — 24 — v, et passent 
2n— 2v, — 2v, fois par A,,2n— 2y,, fois par 4, et 4, 
2n — vy fois par Ay, Às, 2n fois par 4g. La courbe 1 est 
d’ordre 8n—v, —v,, passe n—v; — va fois par 4;,n—v, 
fois par Ay, Ag,n— v fois par Ay, A,n fois par 4. Elle 
appartient par conséquent au système des courbes de ¢ qui 
correspondent aux sections de ¢ par les surfaces d’ordre n 
passant v, fois par P, , v fois par P. 

Supposons maintenant que ® possède trois points dou- 
bles coniques P,, P,, P,. Les courbes 7 devant passer un 
nombre pair de fois par 4y, 45, Às, les surfaces F doivent 
avoir des multiplicités paires, respectivement 2v;, 2v,, 2vg 
aux points Py, Py, Py, 

Les courbes y sont d'ordre Gn — 2v, — 2v, — 2v3, passent 
2n — Qva — Dy fois par A, , 2n — 2v, — 2n fois par Ay, 2n — 
— 2v, — 2v, fois par Ay, 2n — 2y, fois par Ay,, 2n — 2, fois 
par À; , 2n — 2v, fois par Ag. La courbe 1/ est d’ordre 3n — 
— vy — vy —vy, passe respectivement %—— v fois, n — 
— vg—v; fois, n—»v,— v fois par A;, 4y, 43, n—v; fois, 
n— vy fois, n—v, fois par 4y,4d;, ;. Elle appartient par 
conséquent au systeme linéaire formé par les courbes 
de o qui correspondent aux sections de ® par les surfaces 
d'ordre n passant v, fois par P,,v fois par P,,v, fois 
par P. 

On voit donc que s'il existe une surface F d’ordre 2n 
touchant ® le long d’une courbe C d'ordre 3m, n’apparte- 
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nant pas & une surtace d'ordre n, la surface ® doit posse- 
der quatre points doubles coniques sur la courbe C. 

4. Supposons donc que la surface ® possède quatre 
pointes doubles coniques Py, Py, P3, P,. Considérons les 
surfaces J ayant les multiplicités respectives v;, v Y3, Y4 
en Py, Py, Py, P,. Les courbes 1 sont d’ordre 6n — y — v — 
— %—, et passent 2n— v; — v, fois par le point Air. 
Cette multiplicité doit être paire, donc v; , vy ont la même 
parité. Nous voyons donc que les quatre nombres v,,v, 
v3,v4 doivent avoir la même parité; dans ces conditions, 
les courbes y sont d’ordre pair. 

Supposons en premier lieu que les quatre nombres en 
question soient tous pairs et posons 

HE = 2V m= 2, = 2V, 

La courbe y" est d’ordre 3n — v', — v —v'5— 'y et passe 
n—v; —Vh fois par 4;,. Mais alors, elle"appartient au sys- 
tème des courbes de o homologues des sections de ® par 
les surfaces d’ordre n passant v', fois par P, , v'9 fois par P3 , v3 
fois par Py,v4 fois par Py. Il faut donc, pour notre objet, 
que ; , Y3 , Y3 , 4 soient impairs. 

Posons 

=29 Hl m= 24 +1,9 = 24 4 1,y = 29 +1. 

Les courbes y sont d'ordre Gn—2(9, +va v3 H W — 4 
et passent 2n— 2 v — 2v, — 2 fois par le point Aik. 

La courbe y' est d’ordre 3n — 44 — vy — V3 — 44 — 2 et 
passe n— v, — v, — 1 fois par A;,. Elle rencontre la droite 
P1 en 2v; + 1 points en dehors de A, A1s, Au et par con- 
séquent la courbe C a la multiplicité 2, + 1 en P,. De 
même, C'a la multiplicité 24; + 1 en P; . 

Si la courbe C' appartenait à une surface d’ordre n, 
celle-ci devrait passer v:-+1 fois par P,. A la section 
de ® par une telle surface correspondrait dans o, en 
dehors des droites p;,ps,ps,ps, Une courbe d’ordre 8n — 
—V— vy — Va —V, — 4, passant n — v —v,— 2 fois 
par w. Le système formé par ces courbes ne peut con- 
tenir . 

Nous voyons donc que s’il existe une surface Fy d’or- 
dre 2n touchant ® le long d’une courbe C' d’ordre 3n 
n’appartenant pas à une surface d’ordre n, la surface ® 
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possède quatre points doubles coniques et la surface F 
passe un nombre impair de fois par ces points, 

5. La quadrique polaire d’un point quelconque M par 
rapport à ® passe par les points P,, Py, Py, Py et coupe 
encore C en 6n — 2n — 4 points, où nous posons 

m=h Yy 

Tl en résulte que la développable engendrée par les 
plans tangents à ® et à F aux points de C est de classe 
En — 2n, — 4. 

La surface polaire d’ordre 2n— 1 de M par rapport 
à Fy à les multiplicités 274 , 2V, 2+, 29, en Py, Py, Py, Py, 
donc elle rencontre encore Ç, en dehors de ces points, 
en 6n? — 3n — 4n, — 2n; points, en posant 

Y4 Vil 

Parmi ces points, se trouvent les points de contact des 
plans tangents à ® et à F passant par M. En un autre de 
ces points, le plan tangent à F ne peut être déterminé, 
car alors il serait aussi tangent à ® et passerait par M, ce 
qui est impossible. Il en résulte qu'un tel point est double 
pour la surface Fy et en général double conique. 

La surface F, possède 

na 

N= 3n (On — 3) — 4ng + 4 

points doubles sur la courbe C. 

6. Nous allons maintenant supposer, pour plus de 
généralité, que la surface F passe une fois par les points 
Py, oo, Pa, 2 4+ 1 fois par P;, pour i=k+1,...,4 
De plus, pour simplifier les notations, aucune confusion 
n’étant plus possible, nous écrirons v; au lieu de v;. 

Considérons une surface ¥ d’ordre 2n — 3, ne passant 
pas par P,, ..., P, mais passant 2y — 1 fois par le point 
Pi(i=lk-41,...,4). Si k=0, on supposera de plus que Ÿ 
ne contient pas la courbe C. La surface Ÿ rencontre encore 
la courbe C, en dehors des points doubles de ®, en N — K 
points, et nous pouvons supposer, si k==0, que ces points 
ne sont pas des points doubles de #. 
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La surface ® 4- peut être considérée comme une sur- 
face d'ordre 2n touchant ® le long de la courbe C. Elle 
possède bien N points doubles sur cette courbe. 

Il en résulte que les surfaces F et ® + V déterminent 
un faisceau de surfaces d’ordre 2n touchant la surface ® 

; le long de la courbe C. Chaque surface du faisceau passe 
| 2v+1 fois par P(i=k+1,...,4) et possède N points 

doubles sur la courbe C. 
Soit R un point de C qui ne soit pas multiple pour F 

ot qui n'appartienne pas à V. Tl existe une et une seule 
surface du faisceau touchant en Æ une droite non tangente 
en ce point à ®. Cette surface possède un point double 
en R et ce point est un des N points doubles de cette 
surface situés sur la courbe C. En effet, s'il en était 
autrement, la surface considérée aurait N+1 points 
doubles sur la courbe C et passerait doublement par 
cette courbe. Mais alors, toutes les surfaces du faisceau 
auraient N points doubles fixes sur Ç et la surface Ÿ 
passerait par les points doubles de Fy, contrairement à 
l’hypothèse, 

Par conséquent, les groupes de N points doubles des 
surfaces du faisceau forment sur C' une série d’indice un. 
Cette série est rationnele, puisqu’en correspondance biu- 
nivoque avec les surfaces du faisceau, c’est donc une série 
linéaire. 

On en conclut que le groupe de N points doubles de F 
sur C appartient à la série linéaire somme de la série 
linéaire découpée sur C par les surfaces ¥ en dehors 
de P,+1,-.., Py, ot du groupe P,+...+P,. 

7. Supposons qu’il existe une surface F, , d’ordre 2n, 
ayant la courbe C comme courbe double. Les surfaces Fy 
et F, déterminent un faisceau de surfaces d’ordre 2n tou- 
chant la surface ® le long de C et toutes les surfaces de ce 
faisceau ont N points doubles fixes sur cette courbe. 

Il existe une surface du faisceau comprenant ® comme 
partie; elle est complétée par une surface ¥, d’ordre 2n — 3, 
qui a la multiplicité 2y,—1 en P;(i=k+1,...,4) ot 
par les N points doubles de F sur C. 

[aversement, supposons qu’il existe une surface Ÿ d’or- 
dre 2n— 3 passant 2v; — 1 fois par P,(i=k+1,...,4) 
ot par les N points doubles de F situés sur C. Les surfa- 
ces F et ®H V déterminent un faisceau dont toutes les 
surfaces ont les mêmes singularités sur C. Il existe une 

2 

S 
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surface du faisceau touchant en un point Æ de C une droite 
non tangente en ce point à ®. Cette surface possède un 
point double en Æ et par conséquent passe doublement 
par la courbe C. Observons que pour que cette surface soit 
irréductible, il faut qu'elle ne coincide pas avec la sur- 
face ® 4+ ¥, c’est-à-dire qu'il faut que la courbe C n’appar- 
tienne pas à la surface . Cela exige que l'on ait k=0. 

Nous voyons donc que si l’on peut mener une surface Ÿ 
par les N points doubles de F sur C, ne contenant pas 
cette courbe, il existe une surface irréductible F, d'ordre 2n 
ayant C comme courbe double, % étant nul. 

8. La courbe ' et par conséquent la courbe C sont de 
genre 

K:—â—n(nfl)f(m—f—nQX 
Ona 

N>21—2, 

car la courbe C étant supposée irréductible, la surface F 
ne peut passer par les arêtes du tétraédre P, Py P; Py et 
on a donc 

v <n—1. 

Il en résulte que sur C, la série linéaire des points 
doubles des surfaces touchant ® le long de C, est non 
spéciale; elle a donc la dimension 

N-—u:%n(?m—ñ)—ônq o4 

Les surfaces W, d’ordre 2n — 3, ne comprenant pas ® 
comme partie et passant 2y—1 fois par le point Bi(i = 
=1,2,3,4), dépendent de 

612 — 15n + 9—%(4… —m), 
3 

paramétres, en posant 

ny =V -l Vi 9.
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Pour que l’on puisse mener une surface Ÿ par les N 
points doubles de F sur C, on doit avoir 

6nt — 15n +9 — %(4… —m)> 

î%n(%}n—fi) — By — m + 4, 

c'est-à-dire 

3 1 5 B = (s — O - 20) 5> 0. 

Dans ces conditions, il existe donc une surface irré- 
ductible F d’ordre 2n ayant C comme courbe double. 

9. Il reste maintenant à établir, l’existence de la 
surface Fy. Nous commencerons par considérer le cas où 
cette surface passe simplement par les points doubles 
Py, Py, Py, Py de la surface ® (v = v = v = v, = 0). 

Rapportons le plan o au triangle diagonal du quadri- 
latère complet. On peut choisir le point unitaire de telle 
sorte que les droites p , P», Ps , P1 aient pour équations 
respectivement 

a=a—m—@=0,œ=—aot+æ—a=0, 

#8=—u4=—-&+æ=0,4=@a+æ+æ=0. 

Les cubiques y; circonscrites au quadrilatère complet 
ont pour équation 

À, 4 05 4i < Ms 83 04 61 < Ng 44 y 0 + X4 4 09 8 =0 . 

Rapportons projectivement ces courbes aux plans de 
l’espace en posant 

À 1 No 1 N 1 X4 = Uz U3 oy 1 Ag g 0y 2 04 0y O ! O Gy Us « 

Alors, aux points du plan s correspondent les points 
de la surface cubique ® d’équation 

N X Ny 4 N3 X X + X X X + X, X, Xy =0. 
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En effet, on a 

o 1 0g 209104 = Xy Xy X41 Xp Xy X Xo Xy Xy: Xy Xy X 

et 
oy -ty + o3 4y =0. 

L’équation de la courbe ' peut s'écrire sous la forme 

u u ( , Xy, Xy, Xy) + % @ + % 93=0, 

ol Ç1 , P2, $3 sont des polynomes de degré n—1 en X, donc 
de degré 3n — 3 en æ. 

Elevons au carré les deux membres de l’équation pré- 
cédente; le résultat peut s’écrire sous la forme 

(X X4 4 X3 X 4 -+ Xy X3) 62 + (X5 Xy + Xy Xy+ X3 X Yoy + 

(X X+ X Xy + Xy Xa) 93 —2 X1 X4 Pa Ga — 

—2X; Xyp30 — 2 X5 X4 u $ =0. 

Cette équation représente une surface d’ordre 2n tou- 
chant la surface ® le long de la courbe C' homologue de 1. 

Ainsi donc, l'existence de la surface F est démontrée 
pour y =vy=vy=v;=0. On passera au cas où P, , P3, 
Py, Py ont des multiplicités quelconques pour Æ en sup- 
posant que dans les polynomes © , Ÿ , ÿ3, les termes de 
degré le plus élevé en X, , X,, X3, Æ, manquent, de manière 
à obtenir les multiplicités voulues. 

10. Nous terminerons par une remarque qui nous 
{]ournirat une vérification de certains points établis plus 
aut. 

Les surfaces cubiques ayant des points doubles en P, , 
Py, Py, Py, forment un système homoloïdal. En rapportant 
projectivement ces surfaces aux plans de l’espace, on défi- 
nit une transformation birationnelle 7 qui fait corres- 
pondre: 

a) À lasurface Fy, une surface F", d’ordre 6n — 2n; — 4; 
8) ÀA la surface ®, un plan ç; 
¢) A la surface O, une courbe C' d'ordre 3n — m — 2 

le long de laquelle la surface F’y touche la plan ¢.
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LË“ surface F", doit posséder N points doubles coniques 
sur C', 

Pour vérifier ce point, observons que la surface F 
coupe la droite P, P,, par exemple, en dehors de P, , Py, 
en 2n—2v —2v, — 2 points. Cette droite appartient à ® 
et F touchant ® en chaque point d’intersection, la sur- 
face F touche la droite P, P; en n—w —v — 1 points. 
On sait que la droite Py P; est fondamentale de seconde 
espèce pour la transformation T. Celle-ci fait correspondre 
aux plans de l’espace des surfaces cubiques ® circonserites 
à un tétraèdre P’y P's P's P', , et la droite fondamentale 
de seconde espèce associée à Py Pz est la droite Py P',. La 
surface 'y passe 2n — 2y, — 2ve — 2 fois par cette droite 
et elle admet n— y — v — 1 droites doubles infiniment 
voisines de cette droite. 

Cela étant, considérons la première polaire d’un point M 
par rapport à F",. C’est une surface d’ordre 6n — 22, — 5, 
passant Qn — 2v, — 2v — 3 fois par la droite Py Py et 
une fois par chacune des n—v; — v> — 1 droites infiniment 
voisines de cette droite. Il en résulte que parmi les inter- 
sections de cette première polaire avec C', il y en a 

(2n —2m — 2% — 3)(n— 4 — v — 1)+ 2(n — 4 — va —1) 

absorbées au point de rencontre de ¢ avec P', P',. En effet, 
ce point est multiple d'ordre n — 4 — v — 1 pour C' et 
cette courbe s’appuie sur les droites infiniment voisines 
de P'P!. 

Par conséquent, les points de rencontre de C' avec la 
première polaire du point M par rapport à F'y, en dehors 
des points fondamentaux de 7' est égal à N. 

En un de ces points, le plan tangent à F', est indé- 
terminé, puisqu’il doit d’une part coincider avec ¢ et 
d’autre part passer par M. Donc ce point est double, en 
général conique, pour F'y. Cette surface possède donc 
bien N points doubles coniques sur la courbe C" 

Liége, le 10 Mars 1944, 


