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Dans une note récente '), nous avons indiqué la construction de 

surfaces algébriques contenant des involutions' cycliques n'ayant qu'un 

nombre fini de points unis de même espèce, Nous nous proposons, 

dans ce nouveau travail, d’utiliser cette construction dans un cas déters 

miné, de manière à montrer la portée exacte de nos développements. 

1. Considérons, dans un espace linéaire S,+4 à 7 + 4 dimensions, 

une homographie H, de période p=—2v- 1, d’équations 

Ko i _Xvie_ Xy X 
X ä sA W R n Ë 

où ¢ est une racine primitive d’ordre p de ['unité. Nous supposerons, 
pour plus de simplicité, p premier. 

Désignons par ; une forme algébrique de degré 7 et par v, une 

forme algébrique de degré p, par rapport aux variables xp, Xy, - . . , Xy+o 

et considérons la surface algébrique Æ d’équations 

Vo = 3 v 2i+1 y v 
Hvt3 Xy = Pott e Kts Xy = Pyaar c0 X05 AyrdPyauer » 

(1) p p 
e Xyis= PpoXys =Yy 

La surface Æ est d’ordre np, où nous posons 

n=(r+1)(r+32)...(27)p. 
Elle est transformée en elle-même par l’homographie H et, sur cette 
surface, cette homographie engendre une involution /, d'ordre p. 

1) Sur la construction de modèles de surfaces algébriques contenant des 

involutions cycliques (Bulletin de la Société des Sciences de Liége, 1948, sous 
presse). Voir aussi notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant à une 

surface algébrique (Actualités scient. et indust, Nr. 270. Paris, Hermann, 1935). 
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Appelons O, le point dont toutes les coordonnées sont nulles sautt 
x, L’homographie # possède trois axes ponctuels: I'espace 09 01 Oy+2, 
à 7+ 2 dimensions, et les points O,4s5, Oy+s. La surface Æ ne passe 

pas par les points Oy+3, Oyt+4, mais elle rencontre l'espace O, Op.… Oy+2 

aux np points représentés par 

Pvi1=0, Py42=0,..., 9, =0 Y =0. 

L’involution /, possède donc np points unis isolés. 

Pour obtenir une surface @, image de l'involution 1, il suffit 
de projeter la surface Æ de la droite O,+3 0,44 sur l’espace 

Sy —0 0. .. Oyse. 

On obtient ainsi la surface d’équations 

Pytt Pynz o o - P Poy V o 
3 Pyt Py 3 o < < Pay P æîru‘_— ; 

Clest une surface d'ordre n et les points de diramation occupent 
la même position que les points unis de /, sur F. 

2. Les np points unis de /, sur Æ d’une'part, etles np pointsde 
diramation de ® d'autre part, sont évidemment de même nature, Pour - 
étudier la structure de ces points, nous supposerons que l’un d’eux 
coincide avec O. Il suffira de supposer que les hypersurfaces (1) pas- 
sent simplement par ce point. 

Nous indiquerons par @ la forme linéaire en x, E Sn g 

coefficient de x{-! dans ¢, et par Æ, la forme linéaire coefficient de xP=1 
dans , . 

Le plan tangent à la surface Æ en O, coincide avec le plan 
% 0y+3 0,++. Dans ce plan, l’homographie Æ détermine l'homographie 

e , 2 
KoiXytstXyts = X0 1 EXyi5 187 X4 

et par conséquent, le point infiniment voisinde 0, sur la droite 0, 0,+3. 
est uni parfait pour l’involuiion /,. Il existe une suite de » points ins 
finiment voisins successifs de O, le premier étant sur la droite 0 Oy+4r 
le dernier étant uni parfait et les autres unis non parfaits pour l’ins 
volution ). 

Passons à l’examen du point de diramation 0, sur la surface ®. 
Le cône tangent en ce point à la surface a pour équations 

1) L. Godeaux, Sur les homographies planes cycliques (Mémoires de fa 
Société des Sciences de Liége, 1929) ; Sur les surfaces représentant les involutions 
planes engendrées par des homographies planes cycliques (Idem., 1930). 
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Oyt Cyiz <. Gy @, Pn 

Qyig Cy+g » . . %, Ÿ O = 

Il se compose d’un cône d'ordre », 

Pyl Cytz o < < Cay 

Fy+2 Cy+z . . . % =050 

et d’un plan 

%+3=0, @yi3=0,..., ey=0, a=0. 

Ce cone et ce plan ont en commun la droite 

v 6407 e Sl AN 

On voit donc que ‘a surface ®, d’ordre n, possède ‘np points de diras 

mafion qui sont des points mulfiples d’ordre v+ 1; le cône fan= 

gent en chacun de ces points se compose d'un cône d'ordrev et 

d'un plan, se rencontrant suivant une droife. 

3. Désignons par C les sections hyperplanes de la surface Æ Le 
système linéaire | C | comprend trois systèmes linéaires appartenant à 

l’involution /. L'un, que nous désignerons par | | » est le transformé 

du système des sections hyperplanes \I‘\ de la surface ®. Les deux 

autres sont formés de courbures isolées: la courbe Cy+3, découpée sur 

F par l’hyperplan xy+3—0et la courbe C,44, découpée sur F par 
l’hyperplan x+4=0. 

Aux courbes Cr+3, Cv+4 correspondent sur ® des courbes d’ors 

dre n que nous désignerons par 1v+; , Tv,4. La courbe T,+3 a pour 

équations 
Pvi1 =0, Pupo= i P2, =0 —0 

et la courbe Tv;4, 

Pre1 =0, Pvig=0...., p =0 Y=0. 
Si 7 est le genre des courbes I, les courbes Cy et par consés 

quent les courbes C ont le genre p(x — 1)+ 1. Les courbes Cy+3, 
Cu+4 passent par les np points unis de I, par conséquent les courbes 
Ty, I'viy ont le genre « — nv, 

4. Considérons le système linéaire | pC | , découpé sur la surs 
face F par les hypersurfaces d’ordre p de Sv+4. Ce système contient 
p systèmes linéaires partiels appartenant à l’involution 1, et gue nous 
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désignerons par | (pCly |, [ (pC)i |,..., | (pC)yy | . Le système 
[ (pC)i| est découpé par les hypersurfaces d'ordre P dont l’éguation, 
lorsque l’on applique I’homographie Æ, se reproduit multipliée par i, 

Dans la formation de l’équation de chacun de ces systèmes d’hys 
persurfaces, nous devons tenir compte des équations de Æ. Ilen résulte 
que le système |(pC) | est découpé sur Æ par les hypersurfaces 

@ (X0, X1, > « 5 Xvqg) = 0, 
où @, désigne une forme algébrique de degré p, à coefficients varias 
bles. Ce système a donc pour homologue, sur la surface @, le syss 
tème {pI'|. 

Pour former l’équation des hypersurfaces découpant sur F le syss 
tème | (pC); | , observons tout d’abord que nous rencontrerons, dans 
cette éguation, les termes 

i1 
& Xv+3 —s » XvL B» 

ol @p—1, P sont des formes en xp,x, ... »Xv4, de degrés respectifs 
D=1 ue 

Les autres termes sont de la forme 

9i+2 Lv_i e Fc X,ïgav*i‘l u=O u=1 

olt @y_; 4 est une forme algébrique de degré v — i— 1 en S I 
Xv+,. En tenant compte des éguations de Æ, ces termes peuvent étre 
remplacés par 

Xvt3 Os Potist 

et rentrent donc dans le terme >v+3 @, . Il en résulte que le système 
| (pC); | est découpé sur F par les hypersurfaces 

5 v+i =. 
auts “p—x"‘—"vfl =0, 

où les coefficients des formes @p— » B, sont supposés variables, 

Le même raisonnement peut être appliqué à la recherche des 
équations des hypersurfaces découpant, sur Æ, les systèmes | ©Cl |, 
l(pC)s1, ... ,|(pC)p|. On trouvera ainsi que le système 
| (PC)ak+y | est découpé sur F par les hypersurfaces 

œ vikst = 
*is rs T Xy By O 

et le système |(pC)i | par les hypersurfaces 

2k k uS $ Xbhz %+ X, Ps = O, 

ol @, B sont des formes de degré i en x, X1,..., Xyi, » À coeffis — 
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cients variables. L'entier Æ prend les valeurs O, 7,..., — 1 dans la - 
première équation et les valeurs 1, 2,.:-, 7 dans Ja seconde. 

Aux systèmes [(pCh |, I(pChl ... |(pC)p-1| correspons 
dent sur @, des systèmes linéaires complets | ( p7"), | , | (pT),] ..., 

|(pT)p | , de courbes d’ordre pn. 
Les courbes ( pl')a+1 sout découpées sur ® par les hypersurfaces 

e 
Py Oy T Py Yy B =0 

et les courbes (pI');x par les hypersurfaces 

P 95 ucF Bl P =0, 
mais en dehors de parties fixes. 

5. Nous allons obtenir d’une autre manière les équations des 

courbes (p”); , (pI')2y « . , (pPI')p— et en même temps, en démons 

trer une propriété intéressante, que nous avons déjà établie par une 

tout autre voie dans le cas général'). Pour plus de simplicité, nous 

raisonnerons sur le système | (pI'), |, mais nos développements s’és 
tendent, sans autre difficulté qu’un changement de notation, aux autres 

systèmes. 

Les courbes (pC); sont découpées sur Æ par les hypersurfaces 

>H Xv+3 Cp—1 —l-x…Î, æ =0 

En élevant les deux membres de cette équation à la puissance 

D et en tenant compte des équations de F, on en déduit 

» T 5 (E)rmses w1 64 
(2) 1=0 \2i. ; 

+ 9, E( 
i=0 ‘2i+1 

On convient de poser, dans cette équation, ÿ,,, ¢, = Vp- 

Dans l'espace Sv+2, cette équation représente une hypersurface 

d’ordre p? découpant sur ® une courbe (pIl);. Nous allons montrer 

que l’hypersurface (2)a précisément, le long de la courbe (pI'); qu’elle 

contient, un contact d'ordre p— 7 avec ®, 

Dans æ B, les coefficients sont supposés variables. Fixons 

ces coefficients sauf l’un d’eux, par exemple un des coefficients 

de @, et cherchons l’enveloppe de l’hypersurface (2) lorsque ce 

coefficient varie. 
En dérivant l’éguation (2) par rapport à ce coefficient, on trouve 

p p—2i—1 
)%»-. CO By =0, 

1) Les involations . . . (loc cit.). 
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i=0 PR 

v (o=t (ot 
@ = (2 )(”2,, W PG g }“( )‘Pzp—l'/’ ap_m—gp,mi 

1 / i=0 

L’équation de l’enveloppe des hypersurfaces (2) s’obtiendra en 
éliminant le paramètre variable entre les équations (2) et (3), c'estsas 

* dire en éliminant æ —, entre ces équations. 

La dérivée d’ordre £ du premier membre de l’equauon (2) s’écrit, 

après suppression de facteurs indépendants du paramètre variable 

[ ë (îk) Porsss 
‘P "—Qxfl( 

fl G 

i=0 # S 
Rt o0 o W LA 96 

1=0 \2144 

les sommations s’étendant jusqu’aux premiers termes nuls. 
En particulier, la dérivée d'ordre p—1 s'écrit 

Po o1+ Pots Par By 
Posons, dans (4), ce e 

Py P dn se PEN p 
Pp 

En utilisant les éguations de la surface et précisément les relations 
22 

P— PÈ, 9, 
LS "“'P‘ e =i 

on trouve facilement que la quantité (4) est identiguement nulle. De 

même, dans les mêmes conditions, les relations (2) et (3) se réduisent 
à des identités. On en conclut qu’en un point caractéristique de I'hys 

persurface (2), appartenant à la surface @, cette hypersurface a un 
contact d’ordre p—1 avec la surface. 

Observons que les courbes (pI'); passent par les points de diras 
mation de la surface ®. 

Le raisonnement peut être repris pour les courbes (pI'), ;.. ., 
(pI')o— et on voit que : Î/ existe sur la surface ®, p—1 systèmes 

linéaires de courbes d'ordre pn, passant par tous les points de di= 

ramation ; le long de chaque courbe de ces systèmes, il y a une 
hypersurface d'ordre p? ayant un contact d'ordre p—1 avec la 
surface. 

(Académie des Sciences de Belgique 

(Reçu le-20 avril 1948) ef l’Université de Liége) 
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