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BIRACIONALNiI TRANSFORMACE A JEJICH ZOBRAZENI.
LUCIEN GODEAUX, profesor university v Licge (Belgie).

7 francouzitiny pielozil Dr Josef Metelka.

Souhrn z plednadek, dtenyeh p. Lucienem Godeaux, profesorem na universitd
v Ligge, v kvétnu 1948 na Karloveé université v Praze,

Tento &lanek jest propracovdnim jisté pozndmky, kterou jsem uve-
rejnil v roce 1942 a kde jsem zobrazil piry bodi, odpovidajicich si rovin-
nou biraciondlni transformaci, na body jisté plochy [2].%)

*) Qisla v zdvorkdch odkazuji na seznam literatury, uvedeny na lkonei.
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Udal jsem potom v ndznaku rozsiteni tohoto zobrazeni pro I;ir:lcio:
nilni transformace v prostoru [3]. Tuto otdzku pievzala moje zakyné
sl. D. Cavyo [4]. Faxo rozvinul obdobnou myslenku v jedné pozndmece,
& niZ jsem se sezndmil az po uvefejnéni svych vlastnich vysledkf, v po-
znamece [1], ve které viak neuzivd zobrazeni na plochu nebo ':u'ic-tp,
Zobrazeni, jichz uzivim, se mi zdaji vhodné k zjednodufeni studia
prostorovych biraciondlnich transformaci a zda se mi té%, Ze si toto stu-
dium udanymi prostiedky zaslouzi, aby mu byla vénovina pozornost.

I. Biracionalni transformace v roviné.

I. Budiz 7' biracionalni transformace mezi dvéma rovinami o,‘(r'.
ruznymi nebo soumistnymi. Budeme predpoklidat, Ze pfimkam a roviny
o odpovidaji v ¢’ kiivky A’ stupné n. Pifmkdm @’ roviny ¢’ odpovidaji
v ¢ kiivky A stupné » '

Uvazujme v roviné o tuplnou linedrni soustavu kiivek
D] = fa + 4],
t. j. Gplnon linedrni soustavu kiivek stupné n -+ 1, které se chovaji
v bodech base soustavy | 4| jako kiivky této soustavy.

Necht je » rozmér soustavy |D|. Uvazujme libovolnou piimku a;

kivliy D ji protinajf v » + 1 bodech. Aby néjaka kiivka D obsahovala
! |- . - . = v » L » w F Yixrlexr
piimku, je nutno J1 predepsat, Ze ma it n 4 2 body této primky. Kiiv ky
D obsahujici piimku a zivisf tedy na r — (2 4 2) parametrech; tyto
kiivky jsou dopnény kiivicami A, které tvorf homaloidn{ sit, takze médme
r—(n 4 2) = 2,

r=n 4 4,

Piitadme kiivky D projektivné nadrovindm linedrniho prostoru
Nyt30n -+ 4 rozmérech. Bodiim roviny g odpovidajf body néjaké plochy
F, jejiz stupen je rovny poétu hodi spolednych dvéma kiivkam 1) mimo
body base.

Oznacéme [ XY | pocet bodi spoleénych dvéma kiivkam X , Y. Mame

[DD] = [aa] + 2[ad] + [4A4].
Avsak plati [aa] =1, [ad] = n, [44] — |
2n + 2.

Bodim piimky @ odpovidaji na # body racionalni kiivky C'. Stupen
kiivky €' se rovnd po¢tu priseéiki primky s kiivkou D, t. j. n + 1. Na
plose K méme oo® kiivek (', které tvoif homaloidn{ sit |Q].

Existuje 00 nadrovin, obsahujicich néjakon kiivku C, protoze exis-
tuje co? kiivek D, obsahujicich odpovidajici pimku. Z toho plyne, Ze
nadroviny, které obsahuji jednu kiivku C, se protinaji v linedrnim
prostoru 0 n -+ 1 rozmeérech, obsahujicim tuto k¥ivku. Kiivky € jsou
tedy raciondlni normélni kiivky.

, takZe stupen kiivky F jest
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Bodtim kiivky 4 odpovidaji na F body racionilni kiivky €. Na
plofe F existuje homaloidni sit kiivek [C’|. Obecna kiivka € a obecnd
kiivka ¢ sklddaji dohromady nadrovinovy priisek plochy F, jsou tudiz
kiivky €’ stupné n + 1.

Krivky D obsahujiei kiivku 4 jsou doplnény pfimkami a; uzavirdme
z toho, Ze obecnd kiivka C’-patii do linedrniho prostoru o n + 1 roz-
mérech a Ze je normdlni.

Dvé kiivky €, €' se protinaji v » bodech, které patii do linedrniho
prostoru o 7 — 1 rozmérech, nebof prostory o n + 1 rozmérech, obsahu-
jici kiivky ¢, €’, ndlezi do prostoru o » 4 3 rozmérech (do nadroviny
prostoru S, . ,).

2. UvaZujme také v roving ¢’ tiplnou linedrni soustavu kitivek

|D| = |a' + A'|.

Provedeme-li s touto soustavou totéi, co jsme provedli s |D,
prifadime roviné ¢’ plochu F’ stupné 2n + 2, patfici do linedrniho
prostoru S, .," o # -~ 4 rozmérech.

Nadroving v 8, , odpovida kiivka I roviny o. Této kiivce ptita-
zuje transformace 7' kiivku 7’ roviny ¢’ a této odpovida nadrovina
v Sptqs

Nadrovindm v Sy, 4, které jdou jednim bodem P, odpovidaji kiivky
D, tvoifci linedrni systém o rozméru n + 3. Tomuto systému ptifazuje
transformace 7' linedrni soustavu kiivek D', kterd je rovnéz rozméru
n - 3. Kiivkdm této soustavy odpovidaji nadroviny v 8,.,", jdouei

jednim bodem F’.

Z toho plyne, ze si body P, P’ odpovidaji v kolineaci H mezi prostory
Sy ias Sury’. Alezi-li pti tom bod P na F, lezi P’ na F” a péru P, P’ odpo-
vidd v rovindch resp. o, o’ par bodii, odpovidajicich si transformaci 7'.

Lze piadpoklédat, Ze prostory S, Sptq’ jsou soumistné. Dale
lze volit projektivity mezi soustavou |D| a nadrovinami prostoru ;.4
a mezi systémem [0’ a nadrovinami prostoru Sua tak, Ze kolineace £
prejde v identitu a Ze tudiz F’ splyne s F.

Konstruovali jsme tedy plochu F stupné 2n + 2 v prostoru. Sy,
jejts body zobrazuji pdry bodi v rovindch o, o', jeZ si odpovidaji transfor-
mact T'. 3

3. Budiz O hlavni bod transformace 7' v roviné o, ktery je s-ndsobny
pro kiivky homaloidni sité |4|. Budeme pfedpoklidat, 7e kazdd z s tecen
néjaké kiivky A v O jest proménliva s touto kiivkou. Za téchto podminek
odpovidaji transformaci 77 bodiim nekonecné blizkym k bodu O body
hlavnf kiivky £’ v roviné ¢’, kterd jest stupné s a neprotind kiivky A’
mimo hlavni body base homaloidni sité [4’].1)

Kiivky D maji v O s-ndsobny bod s proménlivymi tetnami.

1) O téchto otdzkéch srv. mé pojednéani: ., Les .-Em-n.sfm'ef‘mzions birationnelles
du plan® (Mémorial des Sciences mathématiques, svazelk XXIT, 1027): Viz &islo 16
a nasl.
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Krivky D, dotykajici se v O pifmky p, tvofi linedrni soustavu o roz-
méru n + 3; v 8, jim odpovidaji nadroviny, jdouci bodem P plochy F.
Otdci-li se piimka p kolem bodu 0, opisuje bod P raciondlni kiivku @,
poloZenou na F. Jezto kiivka 1) obsahuje s bod{t soumeznych s bodem 0,
protind nadrovina prostoru S, . , kiivku @ v s bodech a kiivka 7 je tedy
stupné s. _

Aby kiivka D méla s libovolnou pifmkou (jdouci bodem Q) v bodé O
priise¢ik s - I-ndsobny, jest nutno, aby méla bod O za s 4 l-ndsobny.
Takovéto kiivky D dostaneme, predepiSeme-1i jim, ze maji mit v bodé O
s + 1 riznych teden; tyto kiivky tedy tvoii linedrn{ soustavu o rozméru
7 + 3 —s. Nadroviny, které jim odpovidaji, maji spoletny linedrni
prostor o s rozmérech, jenZ obsahuje kiivleu (. Ta jest tedy raciondlni
normalni kiivka.

Piimka v roviné ¢ neprochdzi obecnd bodem O, kiivka C tedy
obecné neprotind kiivku . Naproti tomu kiivka (" protind kiivku ¢
v s bodech.

Pitimka v roviné g, jdouci bodem O, tvoii dohromady s kteroukoli
kfivkou 4 kiivku D, majief v bodé O ndsobnost s + 1. Této kiivee odpo-
vidd nadrovina, kterd obsahuje . Priisek plochy # s touto nadrovinou je
tvofen kteroukoli kiivkou €’ a kiivion (!, jez ma obsahovat G jako sou-
¢dst. Odtud: Kiivka O jdouei jednim bodem ktivky @, obsahuje tuto
kiivku.

Kiivka G zobrazuje pary bodfi v g, ¢’, tvoiené bodem nekoneénd
blizkym k O a odpovidajicim bodem kiivky 0O'.

Stejné tak odpovidd hlavnimu bodu O’ roviny o/, s’-ndsobnému,
8 proménlivymi te¢nami pro kiivky A’, racionilni normalni kiivka G’
stupné s’ na ploge F. Kiivky ' protinaji G’ v s bodech, kiivky €’ je
neprotinaji. Kiivka ¢, jdouci jednim bodem kiivky ¢, obsahuje tplné
tuto kiivku.

4. Predpoklddejme, Ze transformace 7' ma:

a) V roviné o celkem » hlavnich boda 0y, Oy, ..., 0,, které maji na
kiivkdch homaloidnf sité | 4| respektive nasobnosti 81 8p3 « =13 Spe

b) V roviné ¢ celkem »' hlavnich bodit 0, 0y, ..., 0y, které
majina kiivkich homaloidni s{ts A’'| ndsobnostirespektives,”,s,’. ..., 8.

Predpoklddejme déle, Ze kiivky 4 a A’ maji v hlavnich bodech ve-
smés proménné teény. Za téchto podminek odpovidaji hlavnim bodim
0, 0,, ..., 0, raciondlni normalni kiivky @, ¢,, ..., G, stupné resp.
81y 8p, ..., 8y NA I)I(JQQ I, T\to kl"ivky se mezi sebou ]}(_-P]'ot.inu,ji, j(?i.t() jsou
body O, O,, ..., O, rlizné. Prave tak odpovidaji bodim 0,’, 0., ..., 0.
raciondalni normaini kiivky G¢,’, @, ..., @, ", stupné resp. s;", 85’5 ..., 87,
na plofe I, jez se mezi sebou neprotinaji.

Ozna¢me xy pofet prisediki kiivek @, 4. Jednomu z téchto
prisecikt odpovidd pdr, tvofeny bodem P soumeznym s O; v g a bodem
P’ soumeznym s 0y’ va’. Tyto body si odpovidaji transformaci 7'. Hlavni
ktivka 0, kterd odpovida v ¢’ bodu 0;, m4é obsahovat P/, t. j. dotykat
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se v Oy piimky 0;'P'. A stejné ma hlavni kiivka Qy, kterd odpovidd
hodu 0y, obsahovat bod P. Uzavirame z toho, Ze ndsobnost bodu-,’
na £2;" a ndsobnost bodu O; na 0y, jsou stejné a rovny .

5. Uvazujme néjakou kiivku 4 v roviné ¢. Lze se na ni divat, jako
na kitivku », patiici do linedrni soustavy |n . a|, tvofené témito kiivkami.
Na ploSe F ji odpovidd kiivka linedrni soustavy |n . C|.

S druhé strany v3ak odpovidd kfivee 4 na plose F kiivka €. Divia-
me-li se v¥ak na kiivkn 4 s tohoto hlediska, musime vzit v iivahu, ze
prochazi s;-krdat bodem 0, s,-krat bodem O,, ..., s,-krdt bodem O, a ze ji
tudiz odpovidi na plose F kiivka

C" 5,6, + 8.6, + ..+ 8,06,
Budeme tedy psdt symbolicky
n.C = C" 4 3,6, + $,G, + ... + 5,0,

Tato rovnice znadi, Ze mezi kiivkami soustavy |n.C| existuji
kiivlky, které obsahuji s,-krat &), s,-krdt 7y, .., s,-krat 7, a které jsou
doplnény néjakou kiivkou .

Uvazujme prave tak hlavni kiivku 2, stupné s,’, odpovidajici badu
0, kterd jde oy,-kriat bodem Oy, x,,-krit bodem O,, ... x,;-krat bodem
0,. Odpovid4 ji jednak kiivka soustavy |s," . C| a jednak kiivka

Gy + a6y F xoyGls +— .. 201G
Budeme tedy psit symbolicky
8 C=0G + oG+ aaqls+ ... + xaG,.

A stejn¢ pro ostatni hlavni kiivky v roviné ¢. Dostaneme tak »* + 1
symbolickych rovnic, které napifeme ve tvaru

C' =nl —s,6; —s6, —...—s,0,
r r
Gy =80 — Gy —0,Gp — ... —0,, Gy,
! el '
Ho = 80 — 230, — gy — ... — 033G, (I)
Gy’ = 8'C — 000y — gy — .. — gy Gy

6. Vyjdeme-li od roviny &', obdrzime stejnym zpisobem » - 1
symbolickych rovnic:
C =al" —s8,/'G —s,Gy —...—s,:6G,)
G = ;0" — .G — G — o — G
Fo = 8,0 — x0)G — xaely — ... — oy G, (IT)

@, =590 O = ea Gy 5 S G

Zndme-li homaloidni sit -[ v roviné g, zndme transformaci
atudizisit | A’|. Z toho plyne, Ze rovnice (LL) maji byt disledkem vzorch
’

(I) a obracené. Jinymi slovy, nahradi-li se v rovnicich (II) ", ¢}, G,
.-, G piisludnymi vyrazy (1), maji vzniknout identity.
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Prvni rovnice (II) ddva

‘2 200 (e
L S 1
r 5 —
8y — 8 gy — S’y — . — Sy =0
r
8T — &1 06y] — Sp Byg — oo — Sy’ Oy = 0.

PoloZime-li rovny nule koeficienty u G4, G, ..., G,, dostaneme po-
dobné dalsi vztahy
o F o0 A+ . Fa=87—1
Cor® - g ... ooy = 8,2 — 1
® + xp2® + ...+ a® =82 — 1.
Sedtéme tyto vzorce a pouzijme vztahu, ktery lze odvodit
82 F 824 ...+ st=nr—1
Dostaneme y
2,2 gt =nt—v—1
(t.= 1, B S T R A L s pen T
Stejné odvodime, ze plati také
N o a ’
Zoc--'= nct—ay —1
zs; e
(i = 1l 2 s e [t L SRR oy

7 toho odvodime v = »". Podet hlavnich bod# v obow rovindch je 2.

Vzorce, které jsme dostali, se daji odvodit také vygetfovinim
priseéikd hlavnich kiivek v obou rovindch o, g;.

7. Vidéli jsme, Ze piimee p roviny o, kterd jde ntkterym hlavnim
bodem, na pi. bodem O;, odpovidd na plose F kiivka (', obsahujici
kiivkn @, jako souddst. Nazveme O kiivku, kterd sklid4 spolu s @, vy-
gettovanou kiivku €. Jezto pifmka p obsahuje jen jediny nckonetns
blizky bod k bodu Oy, protind kiivka ¢ kiivku &, jen v jediném hodé.
Otaéi-li se pifmka p kolem bodu O,, vytvaii kiivka €} na ploge F svazek
bez bodu base.

Pigme

C=0a,+ C,;.
Méme . _
[CG4] = 0 = [G464] + [G1C4),
odkudz [G4G,] = 1.8 hlediska theorie priseéiki kiivek se musi kiivka @,
povazovat za kiivku, vytvdrejici linedrn{ soustavu o rozméru nula a
fadu —I1.
A stejné plati ziejmé téz o kiivkich @, ..., G, Gy, Gy, ... @G, .
8. Oznadme znakem C; Jakobidn sité |C| a znakem C;' Jakobidn
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S druhé strany plati téi)
C; + 30" = G + 30,
to jest
G+ Gt ...+ G +3C=6"+6"+ ...+ G, + 3C.
Podet prisedikit téchto dvou kiivek s kiivkou C” je stejny, takie
mame
8+ Sy 4+ ...+ 8, = 3(n—1).
Srovndvame-li poget prasetika s kiivkami Gy', Gy, ..., G,’, mime
dale
Xqq + Noy + ... + Xpl =— 35]’ —1
e e e e L R e

Gty + 02+ oo o= 38— L.

Vyménime-li ulohy kiivek C, ¢ a €', (¢, dostaneme dalsi obdobné
vztahy
8 8 + .. +s8 =3nrn—1)
Gy +&s+ .. Fae=35—1,...
Jinak je snadné nahlédnout, Ze roziesenim na pt. rovnie (L) podle
¢, a6, ..., 6/ jako kdyby to byly algebraické rovnice, dostaneme
rovnice (I).

1. Biracionalni transformace v prostoru.

9. Uvazujme ted biraciondlni transformaci 7" mezi dvéma trojroz-
mérnymi linedrnfmi prostory X, X'. Rovindm a prostoru X' v ni odpovi-
daji plochy A’ stupné 2’ prostoru X a rovindm o' prostoru X” plochy 4
stupné n prostoru L. Soustavy [4], 4| jsou homaloidni.

V&imnéme si blize auplné linedrni soustavy ploch D stupné » 4 1

|Dl = |-'\' + 4‘1'.

Plochy tohoto systému se chovaji v hlavnich bodech base a podél
hlavnich kiivek base homaloidni soustavy |4 jako plochy A.

Budiz r rozmér soustavy |D|. Plochy D vytinaji na roviné o kiivky
stupné n - 1, je# maji v prisedicich roviny « s hlavnimi kfivkami base
soustavy |A4| tutéZz ndsobnost jako plochy A. Mizeme pouze stanovit
dolni hranici ¢ rozméru tohoto systému a mame pak dolni hranici roz-
méru 7 = g -} 4 soustavy |D|. :

1) Les transforinations birationnelles du plan, éislo 34.
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Prifadme plochy D) projektivné nadrovinam linedrniho prostoru S,
o r rozmérech. Bodiim prostoru X odpovidaji body trojrozmérné va-
riety V. '
Oznatme [X, Y, Z] podet priseciki tii ploch X, Y, Z, které jsou
proménlivé s témito plochami. Stupen variety V se rovng
[o + A, + A, 0 + A] = [o0, o, ] - 3[ox, x, A] + 3[x, A, A] +
+[4.4, 4],

3(n + n') + 2.

Bodiim néjaké roviny a prostoru X odpovidaji na V' body jisteé
plochy F, jejiz stupen se rovnd '

[0, + 4, 0 + 4] = [, &, 2] + 20, &, 4] + [o, 4, 4],

t. j.

t. J.
2n + n' 4= 1,
Plochy F tvofi na V homaloidni linedrni soustavu |F|. Dvé plochy F se
protinaji v kiivee O, kterd je raciondlni, stupné » 4 1 a jejiz body
odpovidaji bodiim néjaké piimky ze X. \
Bodiim néjaké plochy A odpovidaji na V body plochy F’, jejiz
stupen se rovnd

A&+ 4,68 + 4] = [0, 0, 4] + o, A, 4] + [4, 4, 4],
LA 1) A
2" + n 4 1.
Plochy F’ tvori na V homaloidni linedrni soustavu |F'| a dve plochy
F’ se protinaji v raciondlni kiivee ¢ stupné
[4, 4, x + A] =2 4 1.

Jistd plocha F mé s plochou F’ spoletnou kiivku stupné n + n',
literd nemusi byt raciondlini.

Kazda plocha F tvoti s kazdou plochou F” jeden nadrovinovy prusek
variety V.

Pravé tak miizeme uvaZovat uplnou linedrni soustavu |a' 4 A'[,
tvofenou v X" plochami stupn& »’ + 1, a konstruovat odpovidajici
varietu V' obdobnou varieté V. Dokdze se jako v pFipadé rovinné
transformace, ze V a V' si odpovidaji v kolineaci, a lze vzdy zaridit po-
méry tak, Ze tato kolineace se redukuje na identitu. _

Varieta V zobrazuje pdry bodi = prostorsi X, X", které si odpovidaji
transformact T

10. BudiZ O hlavni isolovany bod base v prostoru 2. Budeme tim
rozumét bod base soustavy, ktery miize lezetina jedné nebo vice kiivkach
base soustavy |A|, ale ktery m4 na plochdch A vy$si ndsobnost, ne maji
tyto kitivky base. Nazveme s ndsobnost bodu O pro plochy 4 a piredpokld-
ddme, Ze teéné kuZele k témto plochdm v onom bodé jsou nerozlozitelné
a proménlivé v linedrni soustavé o rozméru 3. Budeme fkat, %e bod O je
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za téchto podminek obyéejny, isolovany hlavni bod base transfor-
mace 7'.%)

Uvazujme piimku d, jdouci bodem O; plochy D, dotykajici se této
pfimky v bodé O, tvoii linedrni soustavu o rozméru » — 1a v prostoru s,
jim odpovidaji nadroviny, které jdou jednim bodem P variety V. Opi-
suje-li piimka ¢ trs o vrcholu O, vytvéii bod P racionalni plochu G, kterd
zobrazuje body nekonetné blizké bodu O a jim odpovidajici body, polo-
#ené na hlavni ploge v prostoru X', ktera prislusi bodu 0.

Stupei plochy @ se rovnd nésobnosti p bodu O na kiivkich, jez od-
povidaji v prostoru X pifmkém.prostoru 2”.

Obecna plocha F neprotind plochu @. Aby ji protala, jest nutno, aby
znizoriiovala rovinu, jdouef bodem 0. Aviak takovd rovina, piipojena
ke kterékoli plofe 4, davd plochu D, jejiz niasobnost v O je s 4 1 a jez
odpovidd nadrovinovému priseku variety V, obsahujicimu plochu G.
Plocha F’ protind ¢ v kiivee stupné p, plocha F tudiz, protind-li plochu
&, ohsahuje ji celon. s

11. Uvazujme v prostoru X hlavni kiivku base y, kterd budiz
prvnfho druhu,!) stupné », s-ndsobnd pro plochy A a tudiz té% pro plochy
D). Oznadme g podet proménlivych prisetiki kiivky y s kiivkami, které
odpovidaji pimkdm prostoru X’. Budeme predpoklidat, Ze viech s
te¢nych rovin k nékteré plose 4 v obecném bodé kiivky y jest proménli-
vych s touto plochou (obyéejnd hlavni kfivka base).

Uvazujme néjaky bod P kiivky y, teénu p této kiivky v onom bodé
a rovinu o, jdouci pitimkou p. Plochy D, které se dotykaji roviny w
v bodé P, tvoii linedrni soustavu o rozméru » — 1 a v prostoru S, jim
odpovidaji nadroviny, jdouci jednim bodem P’ variety V. Otdci-li se ro-
vina o okolo ptimky p, opisuje bod P’ raciondlni kiivku ¢’ stupné s.

Probiha-li bod P kiivku y, vytvai kiivka ¢ plochu H.

Abychom obdrzeli stupen plochy H, uvazujme dvé plochy D, t. j.
dvé plochy « + 4. Piimka ~x kiivku y neprotind, kazdd z kiivek «A
protind y v » bodech a kazdému z t&chto bodit odpovida na H.s bodii.
K#ivka 4 protind ¥ v ¢ bodech. Z toho plyne, Ze plocha H jest stupné
2vs 4 ¢.

Rovina « protind y v » bodech, z nichz kazdému odpovidd na H
kiivka ', plochy F tedy protinajf plochu H podél » ktivek y*. Z toho vy-
plyva, ze plochy F” protinaji plochu H v kfivee stupné »s - g.

12. Uvazujme konetné v prostoru X' hlavni k¥ivku base I', kterd je
druhého druhu, stupné » a s-nasobna pro plochy A. Je zndmo, Ze ji v pro-
storu X odpovidd hlavni kiivka [" druhého druhu, jistého stupné v,
s'-nasobnd pro plochy A'. Je déle zndmo, Ze plati

s=A', & =M

*) Srovne] mé pojednani: , Les transformations birationnelles de lespace.
(Mémorial des Sciences Mathématiques, svazek LXVIL, 1934), &islo 17.
1) Les transformations birationnelles de Uespace, disla 14, 15.
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a ze plochy 4 (nebo A’), které se dotykaji v ndjakém bodé P kiivky I’
(nebo I') jedné teéné roviny této kiivky, dotykaji se jests dalsich 1 — 1
te¢nych rovin kiivky I' (nebo I') v tomtéz bodé.*)

Plochy D se chovaji podél kiivky I" jako plochy 4; v disledku toho
se dotykaji plochy D, které maji v néjakém bodé P kiivky I" tetnou
rovinu w, jdouei teénou piimkou p kiivky I' v bodé P, jesté dalsich
A — 1rovin, jdoucich pifmkou p, a to v tomtéz bodé P. Témto plocham
odpovidaji v &, nadroviny, jdouci jistym bodem P’ variety V. Jestlize
se skupina 2 uvazovanych rovin otdéi okolo p¥mky p, opisuje bod P’
raciondlni kfivku y. Jezto md plocha D v bodé P »’ skupin po 4 te¢nych
rovin, jest kfivka ¢ stupné »'. g

Kdyz bod P probiha kiivku ', kiivka y se méni a opisuje plochu M.

Stejnd uvaha se dd provést, vyjdeme-li od kiivky /7, a tak dosta-
neme na plose M raciondlni kiivky 3’ stupné ».

Kfivka y a kiivka 9’ se protinaji v jediném bodé, ktery zobrazuje
péar odpovidajicich si bodit v 7', z nichZ jeden je nekonednd blizky k¥ivee I”
a druhy nekone¢né blizky kiivee 1.

Kfivky y ay’ tvoiina plofe M dva svazky racionédlnich kiivek, které
jsou mezi sebou unisekantni.

Jezto rovina o protindg I' v » bodech, protin odpovidajici plocha F
plochu M vy kifivkéch y. Pravé tak protind plocha # plochu M v o' kiiv-
kdch y". Z toho nisleduje, Ze plocha M je stupné 2y

13. Budeme predpoklidat, e transformace 7 mé v prostoru X
obycejné isolované hlavnf body 0,,0,, ..., 0;, o ndsobnostech resp. -
Ty, Tay «.., 7 pro plochy 4;

k obyéejnych hlavnich kiivek base prvniho druhu Y1s VYoo - -0 Vs
o ndsobnostech resp. s,, s,, ..., s, pro plochy 4; i

I obytejnyeh hlavnich kiivek base druhého druhu Iy, 1%, ..., I7.

Podobné budeme predpoklddat, %e transformace 7 mi v prostoru
2’ I obytejnych isolovanych hlavnich hodit base (O s (Bt
o nasobnosti resp. r,’, 1)/, ..., ' pro plochy A';

k' oby&ejnych hlavnich kfivek base prynfho druhu S Rl o5
o ndsobnosti resp. s,’, s’, ..., 5 pro plochy A’;

l oby&ejnych hlavnich kiivek base druhého druhu /RN

Bodim 0,, 0,, ..., 0, odpovidaji na varieté ¥V plochy G,, G,, ..., Gy,
a bodim 0,',0,', ..., 0, plochy G/, &, ..., G)".

Kiivkdm y,, p,, ...,y odpovidaji na V plochy H,, H,, ..., Hy
a kitivkdm y,", 3/, ..., pp’ plochy H,', H,', ..., H;'.

Koneéné partim kiivek Iy a I, Iy a Iy, ..., I a I} odpovidaji
plochy M,, M,, ..., M.

UvaZujme néjakoun plochu 4. Patif do tipIné linedrni soustavy ploch
stupne z a na varieté ¥ ji odpovidd nijaka plocha ipné linedrni soustavy
[nF|. S druhé strany ji viak odpovida na V plocha I, bereme-li v uvahu,

*) Les transformations birationnelles de Uespace, éislo 16,

.
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ze prochdzi hlavnimi body a kiivkami transformace 7'. Jezto plocha 4
prochdzi #;-krit bodem O, je tieba piipotitati k F’ r,-krdt plochu G,.
Pravé tal nutno ptipotitati s;-krét plochu H, k ploge F’, nebot, plocha A
prochdzi s,-krdt kiivkou y,. Koneéné je tfeba piipojit plochy M,, M,,
v -y My, znich% kazd4 bude poéitina s uréitou celistvou ndsobnosti. Mame
tedy symbolickou rovnici

nit = F’ -+ 'i“lGl + ... 4+ Gy + SJ_H]_ e | 75 e TIML -

+ ... +wd,
kde 7,, 75, ..., 7; jsou celd &sla. ;

14, Uvazujme hlavni bod 0," a budiz p; jeho ndsobnost na kiivkach,
které odpovidaji'v £” pfimkdm z prostoru X.

Nekoneéné blizkym bodtim k bodu Oy odpovidaji v prostoru X
body néjaké plochy ©; stupné p;. Predpoklidejme, Ze tato plocha pro-
chazi rj;-krat bodem 0y, ro;-krdt bodem 0,, ..., ry-krat bodem Oy,
s1i-krat kiivkou y, sy-krdt kiivkou y,, . .., sp-krdt kiivlkou vi. Predesld
ivaha diavd pro plochu Q;

pif = G + 1G4 ... + 1lGh + siHy + ..+
-+ s My - Tlii“fl + .. My, fo== WD SR )
kde 114, Toi, ..., Tz jsou celd &isla.

UvaZujme ted hlavni kiivku base prvniho druhu p;. Bodéim ne-
koneéné blizkym k této kitivee odpovidaji v prostoru X body jisté plochy
D;, jejiz stupei ¢; je roven poctu proménlivych bodi, v nichz kiivku v,/
protinaji kiivky, odpovidajici piimkdm prostoru X.

Predpoklddejme, ze plocha @; prochdzi oz;-krat bodem Oy a oy;-krat
kfivkou yz. Tentokrit jsme dovedeni k symbolické rovnici
¢ = H{ + 0164 + ... + oniGn + ol + ... + orily + teMy + ... +

—I— ngi}f;, (1. = l, 2, A :{3’]‘
kde ty;, ..., #; jsou celd &isla.

Obdrzeli jsme tak prvni skupinu symbolickych rovnic, které budeme
psdt ve tvaru

F = ?1F—'J‘IG1—.‘.—?‘;‘G;‘——Sljgl— ...—S;AIIk—Tlﬁfl— —-T;ﬂfg,
@ =piF —r G —. .. — G —suly —... —oHy — v My — ... —

— My, (i =1,2,..., k), (I)
I;{-;! = ti_"Qla'Gl'_"-v-_gh!Gﬂ"—O’Liﬂl_---_'o'i'in_',le"}'r"l_---'—'

— et (h— 1 s R

15. Zaménime-li 1ilohy prostora X, 27 dostaneme druhou skupinu
symbolickych rovnie

P =n't ?‘I’GI" —_—., — rjh'G’h' = r“‘lr]'fl’ = S’y]f’-kr = 71{_3{1 —
—  — My,
G =p/F —r/G  —...—1i' Gy’ —sH)' — ... —spHp' —
— My, — ... —w' M, G =1,2,..., k), (L1)
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H; = ¢/F' —00{Gy — ... —opi'Gy' —oy/HyY — ... —opHp' —
— 515'}11 — =ty My, (i=1,2, ..., k).

Koeficienty »', p'.q.7r'.s".0".6", 7', t' jsou definoviny obdobné
jako koeficienty piedesleé.

Zname-li homaloidni systém | 4|, zndme celou transformaci 7', takie
vztahy (II) maji byt dusledkem vztah@i (I). Neboli, nahradime-li ve
vztazich (IT) F', G, H' virazy, ktery¥ plynou ze vztahi (1), musime dostat
identity.

Tak najdeme na priklad.

Zri'py + V', = nn' — 1,
2?’;_’?‘_,”;—{— >3 S?"QG‘.?' = ?’L'?‘,,
Zri'spit X sj'op = n'sp,
= et R B N R T VR = ey Y
A prdvé tak najdeme, zaménime-li tilohy vzorch (I) a (IT)

Srip’ + Bsig = nn’ — 1
(3 =y oh oo it 2 o e (1)

16. Nyni vyjdeme od vztahti ddvajicich G, H;, nahradime tam
F', &', H' jejich vyrazy (I) a budeme hledat koeficienty u &, H; ve vy-
sledku. Tyto koeficienty maji byt na obou strandch stejné.
Nalezneme
"?:T.xiir!‘n I 2;'5‘,-:5’9:;3 = Fipp = 1s (2)
(o e RN T T SN
Je to & rovnic, nebot i mize nabyvat hodnot 1, 2, ..., k.
ngn.f":‘x % % op'0ip = ¢S + 1, (3)
-(x el R T B G )

To je k rovnic, protoze j miize nabyvat hodnot 1, 2, ... k.
Sedtéme viecky rovnice (2) a (3), pouiivajice vztahu (1). Dostaneme

22 raiTia + 2 Dspiloig + 2 28ja0ai’ + 22 antons
i . i B J o= 7
=nn' +h + k— 1.

Jestlize zaménime lohy obou skupin rovnic (1) a (IT), nezméni se
levé strana predeslého vztahu a na pravé strané dostaneme nn’ 4+ B’ -
+ & —1.

Mame tedy

h+bk=~h+k.

Soudet poctu hlavnich bodi base a hlavnich kitvek base je v obou dvou
prostorech tyZ.
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Je zbytectné rozlisovat v této vété mezi kiivkami prvniho a druhého
druhu, nebot podet hlavnich kfivek druhého druhu je tyz v obou prosto-
rech.

17. Oznacéme znakem F; Jakobian soustavy jF| a znakem F'; Jako-
bidn soustavy |F’|. Jakobiinu F'; odpovidd v prostoru X’ Jakobidn sou-
stavy |4'|. Ten se skladi — jak je zndmo—z hlavnich ploch, odpovida-
jicich hlavnim isolovanym bodiim base transformace 7' v prostoru X, p¥i
¢emz kazda takovd hlavni plocha je poditdna dvakrit, a z hlavnich ploch,
odpovidajicich hlavnim kiivkdm base prvniho druhu y,,y,, ..., y..%)
V diisledku toho obsahuje plocha F; plochu

26+ G+ ...+ G+ Hy + Hy+ ...+ Hy. -

Uvazujme néjakou plochu F, kterd prochizi jednim bodem plochy
na pt. M,. Tomuto bodu odpovidi nekoneéné blizky bod kiivky ﬁ,
a ploSe F odpovidd rovina «, jdouci timto bodem. Z toho plyne, ze plocha
F, prochézi-1i jednim bodem plochy 3/, obsahuje celou kiivku y,, ktera
jde timto bodem. A to méa zandsledek, Ze plocha M, je souddsti Jakobidnu
F;. Stejny zavér plati téz pro plochy M,, M,, ..., M; a je tedy

i =2(G+ G+ ...+ Gp)+H, +H, + ... + Hy + M; +
WY SRS T

Pravé tak mame

Fj/ =2(G4+G'+ ...+ G )+H'+H+ ...+ Hpy' +
+ M, M+ ...+ M,

S druhé strany mame zakladni vztah**)
F; + 4F' = I} + 4F,

2@+ Gyt oo + G By + Hy . Hy o 4P =

Loty et e e e S A e
Tato symbolickd rovnice dava nékteré vztahy. Stupné ploch na
obou stranach maji byt stejné, coz dava

2p + 0’ + ...+ )+ 6+ e’ +
+ 2(1'1’8{’ = e ]'i""ql'.") 4+ dn =
= 2(p1 +Pp + ...+ P0) +0 + 0% T+t
b 2008y oo 4 msp) - 40,

kde »,, 15, ..., v jsou stupné hlavnich kiivek base y,, v,, .... ¥z a v/,
Vg's.ooy ¥’ stupné hlavnich kiivek base ", vy, ..., yp'.

St.upné kiivek vytatych na plm‘he’wh na obon strandch rovnice
obeenou plochou F majf byt stejné, coz dava

*) Les transformations birationnelles de ['espace, ¢islo 10,
**) Les transformations birationnelles de I'espace, ¢islo 36,
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2@ ootV ta @ s s+
+ 4 =8 + ... + sy + 4n.
A tak dile.

Lze jesté poznamenat, Ze fefenim rovnic (I) vzhledem k I, G;, H;,
jakoby to byly algebraické rovnice, dostaneme rovnice (1I).

I1i. Biracionilni transfermace involutorni.

18. Podivame se, co ddvd piedeslé zobrazeni, kdyZ se ndm vyskytne
biraciondlni transformace involutorni. Budeme se zabyvat ptipadem ro-
vinné transformace a uddme rozsifeni na prostor.

Necht tedy je 7' involutorni biraciondlni transformace mezi body
roviny ¢ a P,  jeden par pridruzenych bodi. Predstavme si rovinu ¢
soumistnou s rovinou ¢’ a budtez P’, @' body roviny ¢’ soumistné s body
P, . Mzeme si predstavit, ze 7’ je biraciondlni transformace mezi rovi-
nami ¢ a o, kterd piirazuje bod @ bodu P a bod P’ bodu ¢. Budiz F
plocha, kterd zobrazuje pary bodd v rovindch o a ¢’, jei si odpovidaji
transformaci 7'. Nazveme P, bod, ktery je obrazem piru PQ" a P’ bod,
ktery je obrazem paru QP’. :

Oznaéime-li |4| homaloidni sit, kterd odpovida siti piimek roviny ¢
prostiednictvim transformace 7', zobrazuji nadrovinné fezy plochy F
kiivky soustavy

|D| = |a + 4| (a piimka).

T méni |D| v sebe samu, ale jednotlivd kiivka 1) neni obecné trans-
formovana v sebe samu.

Existuje involuéni transformace 7" plochy I' v sebe samu, kters
ptitazuje bodu P," bod P, (a bodu P; bod P,"). Podle své konstrukce
vyméfiuje transformace 7 nadrovinové priseky plochy F mezi sebou
a nadto prifazuje nadrovinovym prisekim plochy F, které prochizeji
jednim bodem, nadroviny, prochédzejici opét jednim bodem. Z toho plyne,
ze T" jest v prostoru Sp 14, Obsahujicim ¥ involuéni kolineace.

19. Involu¢ni kolineace 7" md dva linedrni prostory S, a S, 4,
samodruznych bodf. Tyto prostory jsou rozmérii resp. » a n 4 3 — »
a neprotinaji se v 8,,,. Nadroviny, jdouci prostorem S, nebo S, , ,,
jsou invariantni pro 7" a vytinaji na F nadrovinové praseky, transfor-
mované v sehe samy transformaci 7”. Odpovidaji jim dva linedrni systé-
my kfivek D, z nichz kazd4 je invariantn{ v involuci 7' v roviné ¢. Nazve-
me tyto systémy |Do| a |D,|. Pokusime se je konstruovat.

Kiivka D, tvofend néjakou piimkou a a odpovidajici kiivkou A,
je transformaci 7' m&néna sama v sebe. Takové kiivky tvoii systém
o indexu dvé, nebot libovolnymi dvéma body roviny prochdzi jedna
piimka a jedna kiivka A, které nejsou obecné jedna druhé piitazeny
transformaci 7. Tento systém ndlezi do linedrni soustavy | Dy, obsazené
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v |D|, o rozméru aspon oo®, jehoz kiivky jsou transformoviny samy
v sebe transformaci 7'.

S druhé strany lze uvazovat svazek pifmek @ a kiivky jim odpovida-
jicl transformaci 7. Tyto kiivky tvoli svazek, projektivni k svazku pii-
mek «a, a prasetiky odpovidajicich si elementii téchto dvou svazkd vy-
tvakejl kiivku D, soustavy |D|, kterd je transformovidna sama v sebe
transformaci 7'. Tyto kiivky D, vytviteji linedrni soustavu | D,|, ndlezici
do |D|, o rozméru aspon oo

Poznamenejme, Ze je-li U samodruZzny bod involuce 7', prochdzeji
viecky kiivky D, bodem U, ktery je jednim z bodui base soustavy |D,|.
Zvlaste pak, obsahuje-li 7' neltoneéné mnoho samodruznych hodu, tvori-
cich kiivku K, jest tato kiivka pevnou slozkou soustavy |D,|.

Nyni predpoklidejme, Ze kiivkim D, odpovidaji nadrovinové prii-
seky plochy F nadrovinami, jdoueimi prostorem S,, a ze tudiz kiivkdm
D, odpovidaji priseky plochy F nadrovinami, jdoucimi prostorem
Sy ta— Soustava |Do| md tedy rozmér n + 3 — » a soustava |D,| roz-
mér .

Néjaky bod, spoleény ploge F a jednemu z prostort S, S,.,, je
samodruznym pro 7". MaZe tedy pouze prostor Sy 4, protnout plochu
I v koneéném podtu bodf anebo v kitivee.

Kiivky G, Gy, ..., () jsou transformovany involuci 7" na kiivky
G, Gy, ..., Q). Kazdy bod, spoletny jedné z kiivek G; a jeji odpovi-

’

dajici @/, je samodruzny pro 7" a patii tedy do S, 45 .

Kiivkdm €' odpovidaji involuef 7" kiivky €.

Viimnéme si, ze, promitneme-li plochu ' z prostoru 8, na prostor
8,1 ay, odpovidd kazdému paru bodi, piitazenych k sobé transformaci
7', jediny bod tohoto prostoru a viecky pak vytviteji plochu @, obraz
involuce 7,, indukovany na F involuci 7".

20. Piedeslé dvahy se daji bez nesndzi rozsirit na involutni biracio-
nélni trnasformace v prostoru. Varieta V, kterd zobrazuje takovou trans-
formaci, jest transformovana sama v sebe involuéni kolineaci 1", jez mé
dva prostory samodruznych boditi S, ;1. Z téch miize pouze druhy
protnout varietu ¥ v koneéném poé¢tu bodi nebo v kiivee nebo koneéné
v plose.

Plochy D,, které odpovidaji nadrovinovym prisekiim variety V
rovinami, jdoucimi prostorem 8,1, obsahuji plochy, vytvorené proti-
nanfm rovin a svazku ploch A4, které odpovidaji témto rovindm.

Néjaké ploge G nebo néjaké plose H pritazuje involuce 7 plochu ¢’
nebo plochu H’. Prisetné body ploch G a " a ploch H a H' jsou samo-
druzné a patii tudiz prostoru S,_,_;. Plocha M, odpovidajici paru
hlavnich kiivek druhého druhu se transformuje sama v sehe.

Projekce variety V z prostoru S, na prostor S, , , davé varietu (2,
obraz involuce indukované involuci 7.
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IV. Pozndm ky.

21. V piedeslém jsme uvazovali biraciondlni transformace, jejichz
homaloidni soustavy mély v kazdém bodé base viecky teény proménlivé
v piipadé transformace rovinné nebo viecky teéné kuzele v bodech base
a viecky tedné roviny podél kiivek base proménlivé, kdyz slo o transfor-
maci prostorovou. Vzdame-li se téchto predpokladii, ziistava zachovina
konstrukee plochy # v rovinném piipadé nebo variety V' v piipadé
prostorovém, aviak tato plocha nebo tato varieta mohou ziskat singular-
ni body. UkdZeme to na nékolika piikladech.

22 Vratme se k biraciondlni transformaci 7" mezi dvéma rovinami
g, ¢’ a predpoklidejme, ze homaloidni sit |A| ma hlavni bod O o ndsob-
nosti ¢ a Ze teény v ném — oznacéme je f;,f,, ..., {; jsou rizné, aviak
pevné.

Uvazujme kiivky D, jimz uloZime, aby se dotykaly v bodé €
piimky p rizné od ¢, 4, ..., t,. Takovéto kiivky maji v O nejménc
s -+ 1-nasobny bod. Predpoklidejme, Ze tato ndsobnost je presné
s + 1. Uvazované kiivky tvori linearni soustavu o rozméru » -+ 3, fddu
2n + 2 — (s 4~ 1). V prostoru S,., jim odpovidaji nadroviny jdouei
bodem P, s 4 1 nasobnym na plose F.

Budiz nyni y n¢jakd kuzelosecka, kterd se dotyka v O piimky ¢;.
Kiivky D, majici tii prisetiky s kuzelosetkou yp splyvajici v bodé O,
tvorilinedrni soustavu co”+% a v prostoru 8, , jim odpovidaji nadroviny,
jdouci bodem P; na F'. Méni-li se kuzelosec¢ka y, opisuje bod P, piimku
1, jez prochizi bodem P. Oznadime-li 0; nekoneéné blizky bod bodu O
na t,, pevny to bod, ktery lezi na viech kiivkach 4 i D, odpovidaji body
primky &, bodfim nekonedné blizkym bodu O, (a bodtm, lteré jim odpo-
vidaji transformaci 7).

Stejné tak okoli bodd O,, O, ..., O,, nekonetné blizkych bodu O
na ptimkach ¢,,1,, ..., {; odpovidaji na plose F primky G,, G, ..., G,,
které viecky prochdzeji bodem P

Bodiim nekoneéné blizkym bodu O odpovidaji na ' nekonecneée
blizké body bodu P.

23. Predpoklddejme ted, Ze kiivky 4 maji v bodé O ndsobnost sa ¢
pevnych tedent,, f,, ..., t;, kdezto ostatnich s —  te¢en je proménlivych.

Kiivky D, dotykajici se v bodé O piimky p ruzné od ¢y, 1y, ..., &,
tvoii linedrni soustava oo?+3. V prostoru S, , jim odpovidaji nadroviny.
jdouei jednim bodem P plochy #. Méni-li se piimka p, vytvari tento bod
kiivku G, stupné s — 1, kterd zobrazuje nekoneéné blizké body bodu O.

Budtez O, O,, ..., O; body nekoneéné blizké bodu O na piimkdch
ty, s, ..., t.. Uvazujeme-li kiivky D, oskulujici v bodé O kuzelosedky,
leteré prochézeji body 00, 00,, ..., 00,, vidime, %e bodiim nekoneéné
blizkym bodim Oy, O,, ..., O, odpovidajina F body ptimek ¢, G, ..., G-,
které protinaji kiivku /.
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Je vidét, ze pokazdé, kdyZ 7 vzroste o jednotku, zmensi se stupen
kiivky G o jednotku a k pifimkam Gy, G,, ..., G, se pripoji nova piimka.
Je-li T = s, kiivka ¢ se redukuje na s -+ 1-ndsobny bod na F.

24, Prejdéme nynik biraciondlnim transformaeim v prostoru a pied-
pokladejme, Ze homaloidni soustava je tvofena kvadrikami, které jdou
jistou kuzelosetkou I" a dotykaji se v jednom bodé této kuZelosetky
roviny o (jdouci ziejmé tetnou ke kuzeloseéee v hodé 0).

Plochy D jsou kubické plochy, prochdzejici kuzelosetkou I” a doty-
kajici se roviny o v 0. Je jich co' a varieta ¥V nélezi do prostoru S;,. Dvé
plochy D se protinaji mimo I"v kiivee sedmého stupné, kterd jde jedno-
duse bodem 0, dotykajic se tam roviny ¢ a protinajic kuzelosedku /7 jeste
v péti bodech. Treti plocha D protind tuto kfivku ve 14 proménlivych
bodech a varieta V' je tedy stupné 14.

Nazveme D, plochy D, kterym jsme pitedepsali, aby se dotykaly v O
néjaké pifmky p, jez neni poloZena v roviné . Tyto plochy maji dvoj-
ndgobny bod v O a dvé takové plochy se protinaji mimo I' v kitivce sed-
mého stupné, majici v O trojnisobny bod a protinajici kuzelosetku 17
jesté ve tfech jinych bodech. Tieti plocha D, protind tuto kiivku mimo O
a I've 12 bodech. Plochdm D, odpovidaji nadrovinové praseky variety ¥’
nadrovinami, které prochdazeji jistym bodem P. Linedrni prostor Sg,
jdouci bodem P protind varietu ¥ ve 12 bodech mimo P a tento bod je
tedy dvojnasobny pro varietu V. Bodiim nekonetné blizk¥m bodu O
v prostoru 2 odpovidaji body variety V nekoneéné blizké bodu P.

Necht je ¢ primka roviny ¢, jdouei bodem O a v néjaka kuzelosedka,
teéna k pi‘im‘(re t v bodé 0. Plochy D, oskulujicf v bodé O kuzelosedku Vs
tvoii linedrni soustavu o0'® a v prostoru 8, jim odpovidaji nadrovinové
priiseky variety V nadrovinami, jdoucimi jistym bodem @ variety V.
Meni-li se kuZelosetka y, zatim co pHimka ¢ z(stdva pevnd, opisuje bod @
piimlku D, jdouci bodem P. Méni-li se ddle pifmka ¢, vytviii pimka g
plochu . JeZto ma l;r.u-'ka sedmého stupné, spoleénd dvéma plochdm D,
jednoduchy bod v O, jest plocha @ rovinou (lefici na kuzeli o tiech roz-
mérech, ktery je tetny k varieté ¥ v bodé P).

Jiny piiklad, ktery studovala sl. Carvo [4], dostaneme, vezmeme-li

.za A soustavu kvadrik, jez jdou étyfmi body a dotykaji se Iievné roviny
v jednom z téchto bodii. V tomto ptipadé m4 varieta 17 ¢tyrndsobny bod.

Litge, dne 15. ¢ervna 1948,
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*

Les transformations birationnelles et leurs représentations. Résumé
de legons faites par M. Lucien Godaux, Professeur & I'Université de Liége, en mai
1948, en qualité de professeur d’'échange, & I'Université ,,Charles IV* de Prague.
Suivant des idéos doveloppées dans les notes (2), (3), (4), 'auteur étudie des trans.
formations birationnelles en représentant les couples de points homologues par les
points d’une surface ou d’une variété a trois dimensions d'un hyperspace, Il consi-
dére d’abord, dans le cas des transformations planes, le systéme complet |D| =
= |a Al des courbes d’ordre n 4~ 1 qui se comportent, aux points-base du réseau
homaloidal |4, comme les courbes de ce réseau (a est une droite, n Iordre de la
transformation), 11 rapporte projectivement les courbes D) aux hyperplans d’un
espace lil]éﬂ.iresﬂ+4 et démontre qu'il existe une surface #, d’ordre 2n - 2, de S?H—#
dont les points représentent los couples de points homologues dans la transformation.
Aux droites et aux eourbes 4 du réseau homaloidal du plan correspondent sur I
rasp. des courbes ' et €', rationnelles, normales, d'ordre n -}~ 1. A un point-base
O de la transformation, multiple d'ordre s, aux tangentes variables avec los courbeg
A, corresponde sur F une courbe @, rationnelle, normale, d’ordre s. En considérant
des courbes 4 (resp. des courbes fondamentales Qi" d’une part, comme appartenant
wu systéme linéaire |n . a| (resp. [s,al), ot d’autre part, comme les transformées
des droites (resp. des points infiniment voisins de Oi]' et tenant compte de leur
passage par les points fondamentaux, on déduit sur F des relations qui peuvent
&tre écrites symboliquement sous la _formo (L), (1I). Les relations (II) étant une
conséquence des formules (L), on obtient plusieurs équations entro les caractéres
de la transformation, équations connues de la théorie des transformations biration-
nelles du plan. On aura d’autres formules en étudiant la jacobienne C’j ot Cj.’ du
réseau de courbes |C] et |C7].

Le proeédé analogue est employé dans le cas des transformations de I'espace.
Les couples de points homologues dans la transformation sont représentés par les
points de la variété ¥ & trois dimensions, d'ordre 3(n -+ ) - 2, appartenant
4 un espace linéaire S, (n, n” sont des ordres resp. de la transformation directe et
réciproque, pour r on ne peut fixer qu'une limite inférieure). Par I'étude des surfaces
& qui représentent sur V des points infiniment voisins de points fondamentaux -
isolés O; de la transformation, des surfaces Hj correspondant sur V aux courbe
fondamentales 3, de premiére espéce et des surfaces M, correspondant sur ¥ aux
courbes fondamentales I, de seconde espéce, on déduit deux groupes d’égalités
symboliques (I) et (IT). Elles donnent des relations entre des caractéres de la trans-
formation et on aura d’autres en étudiant la jacobienne Fj ot Fj' du systéme homa-
loidal || et |F’| de surfaces sur V, correspondant respectivement aux plans et aux
surfaces homaloidales de la transformation. Il faut ajouter qu'on suppose toujours
que tous les cones tangents aux points-base et tous les plans tangents le long des
courbes-base de la transformation soient variables.’

Dans le cas d'une transformation involutive du plan (et de I'espace), la surface
F (la variété V) est conservée par une homographie harmonique de ’hyperspace
80 4{8:-]' Les deux axes ponctuelles de cette homographie conduisent & deux systé-
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mes linéaires |D,|, |D;| de courbes (surfaces) appartenant & linvolution I,
engendrée par la transformation involutive dans le plan (dans I'espace).

La construction de la surface F' (de la variété V) subsiste méme dans le cas,
gi 'on abandonne des hypothéses faites, dans ce qui préctde, des points fondamen-
taux (des points et des courbes fondamentales), mais la surface ' (la variété V)
peut acquérir des points singuliers.




