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BIRACIONALNI TRANSFORMACE A JEJICH ZOBRAZENI. 

LUCIEN GODEAUX, profosor university v Liège (Belgie). 
Z francouzStiny prelozil Dr Josef Motolkn. 

Souhm z ptednések, étenÿeh p. Lucienem Godeaux, profesorem na universitd 
v Liège, v kvôtnu 1948 na Karlové université v Praze. 

.. Tento élânel jest propracovänim jisté poznémky, kterou jsem uve- 
fejnil v roce 1942 à kde jsem zobrazil päry bodû, odpovidajicich si rovin- 
nou biracionälni transformaci, na body jisté plochy [2].*) 

*) Cisla v zévorkäch odkazuji na seznam literatury, uvedenÿ na konci. 
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Udal jsem potom v néznaku rozéifeni tohoto zobi 
nälni transformace v prostoru [3]. Tuto otäzku prev: 
sl. D. Carvo [4]. F4xo rozvinul obdobnou myélenku v jedné poznémce, 
s niZ jsem se sezndmil az po uverejnéni svych vlastnich vysledkii, v po- 
zmémce [1], ve které k neuzivé zobrazeni na plochu nebo \'u.ri(‘t\}l. 
Zobrazeni, jichz uzivim, se mi zdaji vhodné k zjednodu&eni studia 
prostorovych biracionälnich transformaci a zdà se mi téz, Ze si toto stu- 
dium udanymi prostfedky zaslouëf, aby mu byla vénovéna pozornost. 

zeni pro biracio- 
2 moje Zäkyné 

1. Biracionälnf transformace v roviné. 

1. BudiZ 7' biracionälni transformace mezi dvéma rovinami u,_(r'. 
vhznÿminebo soumistnymi. Budeme péedpoklédat, #e pifimkém à roviny 
o odpovidaji v o' kiivky A’ stupné n. Pfimkém o’ roviny ¢’ odpovidaji v o kfivky 4 stupné n. 

Uvazujme v roviné o tiplnou linedrni soustavu kfivelk 

1D =a + 4], 
£ j. ûplnou linedrni soustavu kfivek stupné n —- 1, které se chovaji 
v bodech base soustavy || jako kiivky této soustav , Necht je r rozmër soustavy |D|. Uvaznime libovolnou pfimku a; 
kfivky D ji protinaji v n + 1 bodech. Aby néjakä kiivka D obsahovala prfmlcu, je nutno j{ predepsat, Ze mâ jit n } 2 body této ptimky. Kiivky D obsahujiet primku a zévist tedy na r — (n 4 2) parametrech; tyto krivky jsou doplnëny kfivkami 4, které tvoft homaloidni sit, takie mame 

r—(n+9) 
r=nr+4 

Pfiradme kfivky D projektivné nadroviném lineérniho prostoru Sn10 R + 4 rozmérech, Bodûm roviny o odpovidaji body néjaké plochy F, jejiz stupeñ je rovnÿ poëtu bodû spoletnéch dvêma kfivkäm D mimo body base. 
Oznatme [XY] potet bodû spoletnÿch dvéma kiivkäm X, Y. Mâme 

[DD] = [aa] + 2[ad] + [AA]. 
Avéak plati [ca] = 1, [ad] — n, [44] = 1, tak£e stupeñ kiivky F jest 2 2, 

Bodüm pifmky « odpovidaji na F body racionälni kiivky C. Stupoñ krivky C se rovné pottu prûsetikü pifmky s kiivkou D, t. j. n + 1. Na plose # méme c? kfivek C, které tvoit homaloidnt sit |(/ » Existuje 00? nadrovin, obsahujicich néjakou kfivku Ü, protoze exis- tuje co* kfivek D, obsahujfefch odpovidajfef primku. Z toho plyne, Ze 
nadroviny, které obsahuji jednu kfivku C, se protinaji v lineérnim 
prostoru o % +- 1 rozmérech, obsahujicim tuto kfivku. Kfivky C jsou 
tedy racionlnf normälni kiivky. 
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Bodüm kfivky A odpovidaji na F body raciondlni kfiviy C’. Na 
plose F existuje homaloidni sit kfivek |C’|. Obeend kiivka C a obecnä 
kfivka C” sklédaji dohromady nadrovinovy prüsek plochy F, jsou tudiz 
kiivky C" stupné n + 1. 

Kfivky D obsahujtet kfivleu 4 jsou doplnény pHimkami a; uzaviréme 
z toho, Ze obecné kiivka C'-patti do linedrniho prostoru o n + 1 roz- 
mérech a Ze je normélni. 

Dvé kïivky C, C” se protinaji v n bodech, které patii do linedrniho 
prostoru o n — 1 rozmérech, nebof prostory o n + 1 rozmérech, obsahu- 
jfet kfivky O, C’, nâlezi do prostoru o n + 3 rozmérech (do nadroviny 
prostoru p ). 

2. Uvazujme také v roviné ¢’ ûplnou linedrn{ soustavu kfivek 

|D'| = | + 4| 
Provedeme-li s touto soustavou totéz, co jsme provedli s |D|, 

prifadime roviné ¢’ plochu F" stupné 2n + 2, patiici do linedrniho 

prostoru 944" 0 7 -+ 4 rozmérech. 
Nadroving v 8, odpovidé kiivka D roviny o. Této kiivce piifa- 

zuje transformace 7' kiivku D' roviny o' a této odpovidé nadrovina 
V ns - 

Nadrovindm v $,; 5, které jdou jednim bodem P, odpovidaji kiivky 
D, tvotfe{ linedrnf systém o rozmëru n + 3. Tomuto systému pfifazuje 
transformace 7' linedrni soustavu kiivek D', kterd je rovnéZz rozméru 

n -+ 3. Kïivkém této soustavy odpovidaji nadroviny v Sy+4', jdouci 

jednim bodem P. 
Z toho plyne, Ze si body P, P odpovidaÿt v kolineaci H mezi prostory 

Sn-a Snsa”. À lezi-li pii tom bod P na F, leii P’ na F" a péru P, P’ odpo- 
vidé v rovindch resp. o, 0/ pér bodii, odpovidajicich si transformaci 7'. 

Lze pradpoklidat, Ze prostory Sn+2 $n+a" jsou soumistné. Dâle 
Ize volit projektivity mezi soustavou |D| a nadrovinami prostoru $ . 
a mezi systémem |D'| a nadrovinami prostoru Sn--a° tak, Ze kolineace H 

ptejde v identitu a Ze tudi% F" splyne s F. 
Konstruovali jsme tedy plochu F stupnd 2n + 2 v prostoru Sn+4, 

jejt# body zobrazujt pdry bodû v rovinäch o, ¢', je si odpovidaji transfor- 

maci T. $ 
3. Budiz O hlavni bod transformace 7' v roviné o, ktery je s-nésobnÿ 

pro kiivky homaloidni sité |A|. Budeme predpoklädat, Ze kazdd z s teten 

néjaké kiivky À v O jest proménlivé s touto kiivkou. Za téchto podminek 

odpovidaji transformaci 7 bodûm nekoneènè blizkym k bodu O body 

hlavni kiivky @" v roviné o', kterd jest stupné s à neprotiné kfivky À" 
mimo hlavni body base homaloidni sité |4‘|.*) 

Küivley D maji v O s-ndsobny bod s proménlivÿmi teénami. 

1) O téchto otézkéch srv. mé pojednéni: ,,Les transformations birationnelles 
du plan“ (Mémorial des Sciences mathématiques, svazek XXIT, 1927): Viz éislo 16 
a nésl. 
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Kiivky D, dotykajicf se v O ptimky p, tvoii lineärni soustavu o roz- 
mérun + 3; v.S, 1, jim odpovidaji nadroviny, jdouci bodem P plochy F. 
Otäëi-li se pfimka p kolem bodu O, opisuje bod P racionälni ktivku G, 
polozenou na F. Jezto kfivka D obsahuje s bodû soumeznych s bodem O, 
protinä nadrovina prostoru S, , kfivku G v s bodech a kiivka G je tedy 
stupnd s. 

Aby kfivka D méla s libovolnou pfimkou (jdouci bodem O) v bodé O 
prûseëfle s + 1-nésobny, jest nutno, aby méla bod O za s + 1-nésobn£. 
Takovéto kiivky D dostaneme, predepiSeme-li jim, Ze maji mit v bodé O 
s + 1 rüznÿch teden; tyto kiivky tedy tvoii linedrnf soustavu o rozméru 
» -+ 3—s. Nadroviny, které jim odpovidaji, maji spoletny lincärni 
prostor o s rozmérech, jenz obsahuje kiivku G Ta jest tedy racionälni 
normälni kfivka 

Pfimka v roviné o neprochdzi obecné bodem O, kiivka C tedy 
obecné neprotiné kiivku @. Naproti tomu kiivka C” protiné kiivku G 
v s bodech. 

Pfimka v roviné g, jdouci bodem O, tvoii dohromady s kteroukoli 
kfivkou À kfivku D, majfef v bodé O nésobnost s + 1. Této kiivee odpo- 
vidà nadrovina, kterd obsahuje @. Prûsek plochy F s touto nadrovinou je 
tvofen kteroukoli kiivkou € a kiivicon €, jez mä obsahovat G jako sou- 
éäst. Odtud: Kiivka €, jdoucf jednim bodem kiivky @, obsahuje tuto 
kfivku. 

Kiivka G zobrazuje pary bodû v o, ¢’, tvotené bodem nekoneënë 
blizkÿm k O a odpovidajfetm bodem kfivky 2. 

Stejné tak odpovidé hlavnimu bodu O’ roviny o/, s’-nâsobnému, 
s proménlivÿmi teénami pro kiivky A’, racionälni normälni kiivka G” 
stupné s na plose F. Kfivky C protinaji &' v s bodech, kiivky C" je 
neprotinaji. Kiivka €, jdouci jednim bodem kiivky ¢, obsahuje aplné 
tuto kiivku. 

4. Predpoklidejme, Ze transformace T mâ: 
a) V roviné o celkem » hlaynich bodû 0y, 0,, ..., 0,, které majf na 

kiivkkäch homaloidni sité A| respektive nésobnosti 81y 803 << 15 $ve 
b) V roviné o' celkem »’ hlavnich bodû 0y, 0y, ..., O,/ které 

majfna kfivkäch homaloidnisité | 4’| nésobnostirespektives; 382 .- 8- 
Predpoklddejme dile, 7e kitivky 4 a A’ maji v hlavnich bodech ve- 

smés proménné tetny. Za téchto podminek odpovidaji hlavnim bodûm 
0y,0,, ..., O, racionälni normélnt kiivky @, Gy, ..., G, stupné resp. 
$1> $2; - 8, Nà plose F. Tyto kiivky se mezi sebou neprotinaji, jezto jsou 
body 0y, 0,, ..., O, rüzné. Prévé tak odpovidaji bodüm 0;', 0, ..., On" 
racionälnf normalni kiivky G/, @', ..., G, stupné resp. s,, 85, 
na ploke F, jeZ se mezi sebou neprotinaif. 

Oznaéme oy podet prisediki kiivek G, G. Jednomu z téchto 
prüsetikü odpovidé pär, tvoteny bodem P soumeznym s 0; v o à bodem 
P’ soumeznÿm s 0y v o’. Tyto body si odpovidajf transformacf 7. Hlavni 
kiivka O, kterd odpovida v ¢’ bodu 0y, m4 obsahovat P, t. j. dotykat 

N 

D34 



se v 0}/ ptimky Oz/P'. À stejnë mä hlavni kfivka Q, ktoré odpovidé 
bodu 0y, obsahovat bod P. Uzaviréme z toho, Ze nésobnost bodu-O, 
na ©/ a nésobnost bodu O; na Q, jsou stejné a rovny - 

Uvazujme néjakou kfivku 4 v roviné c. Lz na ni divat, jako 
na kfivku n, patifci do linedrn{ soustav, » tvofené témito kiivkami. 
Na ploëe F ji odpovidé kfivka lineärni soustavy |n . C|. __ 

S druhé strany vsak odpovidé kfivee À na plose F kiivka C. Divä- 
me-li se v£ak na kfivku 4 s tohoto hlediska, musime vzit v ûvahu, ze 
prochézi s,-krét bodem 0y, 52-krât bodem Oy, ..., s,-krât bodem O, à Ze j{ 
tudiz odpovidé na plose F kfivka 

(R AE MEN es st 
Budeme tedy psät symbolicky 

n 0104 3, 614 162 + 1P G 
Tato rovnice znaëf, Ze mezi kiivkami soustavy |n.C| exi 

kiivky, které obsahujf s,-krât G,, sz-krât Gy, …… s,-krdt G, à kte 
doplnény néjakou kivkou C” 

Uvazujme prévé tak hlavni ktivku , stupné s, odpovidajici bodu 
0, kterä jde x,,-krit bodem 0y, x t bodem O, … a,1-krét bodem 
0,. Odpovidé ji jednak kiivka soustavy |s,” . C| à jednak kiivka 

G+ an G + Gy + b 
Budeme tedy psit symbolicky 

G 

tuji 
sou 

C=G +anG1 + dn G2 + …. H % 
À stejné pro ostatni hlavni kfivky v roviné o. Dostaneme tak » — 1 

symbolickÿch rovnic, které napi£eme ve tvaru 
0Un sG e, 
UEn o e 0 
64 =3/C — ol —on@ —— — 01Gn M 

6. Vyjdeme-li od roviny o, obdrifme stejnym zpisobem » + 1 
symbolickych rovnie: 

(IT) 

Znäme-li_homaloidni sit |4| v roviné c, zndme transformaci 
atudiz i sit [4’|. Z toho plyne, %e rovnice (IL) maji byt dûsledkem vzorci 
(I) a obrdcené. Jinymi slovy, nahradi-li se v rovnicich (II) €, G, Gy, 
- G," piislusnymi vyrazy (T), majf vzniknout identity. 

s* D35



Prvni rovnice (II) dévé 

82+ 5,2 +.s,v’27n‘—l 

sm —," “u 452 CT 

0 = 0. 
Polozime-li rovny nule koeficienty u Gy, Gy, … G,, dostaneme po- 

dobné dalgi vztahy 

81 — 87451 — 82 Xy2 — - 

an® 4 0922 + .. Æ On 

Seëtëme tyto vzorce a poutijme vztahu, kterÿ Ize odvodit 
s°H+sP+.….H+62=m—1. 

z%mf=nz—vfl. 

v k=1,2, 4#} 

Dostaneme 

cs 
Stejné odvodime, Ze plati také 

S 
ik 

(= 1l 2 RN A I L P 1A 

—1 

Z toho odvodime v — »’. Podet hlavnich bodû v obou rovindch je t. 
Vzorce, které jsme dostali, se daji odvodit také vyketfovänim 

prüseëikü hlavnich kiivek v obou rovinéch g, oy. 
7. Vidëli jsme, Ze pffmce p roviny o, které jde nëkterÿm hlavnim 

bodem, na pf. bodem O,, odpovidé na plose # kiivka C, obsahujtet 
kfivku G, jako soutäst. Nazveme C, kfivku, kterd sklädé spolu s G, vy- 
Betfovanou kfivlu C. Jeito pfimka p obsahuje jen jedinÿ nekonetné 
blizkÿ bod k bodu O, protiné kfivka O, kfivku G, jen v jediném bodé. 
Otééi-li se pifmka p kolem bodu O, vytvéii kfivka C, na ploge F svanek 
bez bodû base. 

Pigme 
GG 

Méme - 
[C6,] = 0 = [6,64] + [@1C11, 

odkudz [G,@,] = 1.8 hlediska theorie prûseëikü kfivek se musi kfivka G, 
povazovat za kitivku, vytvérejici linedrni soustavu o rozméru nula à 
fédu —1. 

A stejné plati ziejmé téz o kfivkäch G, ..., Gy, Gy, Gy, ..., 

8. Oznaème znakem C; Jakobién sité |C| a znakem C; Jakobiän 
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sité |C‘|. Je znämo, Ze plati 

…+6 
G. 

S druhé strany plati téz1) 

C; + 307 = Cÿ + 30, 
to jest 

@ 630 500e G s0 
Potet prûseëikü téchto dvou kiivek s kiivkou C" je stojnÿ, takze 

méme 
s+ 82 + ... H 8 =3m—1). } 

tivkami G’, @y, ..., G,', méme Srovnéväme-li potet prasediki s 

däle 

a S 

Vyménime-li dlohy kiivek C, @ a C’, ¢, dostaneme dalsi obdobné 

vatahy 
s +8 HH3 

An Gy F - oy 

Jinak je snadné nahlédnout, Ze rozfesenim na pi. rovnic (L) podle 
¢, G, G;, … G, jako kdyby to byly algebraické rovnice, dostaneme 
rovnice (I). 

11. Biracionalni transformace v prostoru. 

9. Uvazujme ted biraciondln{ transformaci 7' mezi dvéma trojroz- 
mérnymi lineArnimi prostory X, X’. Rovinäm x prostoru X' v ni odpovi- 

dajf plochy A’ stupné »’ prostoru 2" a rovindm &' prostoru Z" plochy 4 
stupné n prostoru X. Soustavy |A|, |4'| jsou homaloidni. 

Väimnème si blize ûplné linedrni soustavy ploch D stupné # - 1 

|D] = |a + 4| 

Plochy tohoto systému se chovaji v hlavnich bodech base a podél 
hlavnich kfivek base homaloidnf soustavy |4| jako plochy À. 

Budiz r rozmèr soustavy | D|. Plochy D vytinaji na roviné œ kiivky 
stupné n + 1, je maji v prisedicich roviny o s hlavnimi kfivkami base 
soustavy |A| tutéz näsobnost jako plochy A. Müzeme pouze stanovit 
dolni hranici ¢ rozméru tohoto systému a méme pak dolni hranici roz- 

méru 7 — g + 4 soustavy |D|. 

1) Les transjormations birationnelles du plan, éfslo 34. 
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Prifadme plochy D projektivné nadrovingm linedrniho prostoru S, 
o r rozmérech. Bodûm prostoru X odpovidaji body trojrozmérné va- 
riety V. 

Oznaëme [X, Y, Z] potet prûseëilä tfi ploch X, Y, Z, které jsou 
proménlivé s témito plochami. Stupeñ variety V se rovné 

[a + 4,0 + À, « + A] = [a, o, ] + 3, v, A] + 3[x, 4, 4] + 
4[4, A, A], 

tj- 

3n + n') + 2. 

Bodûm néjaké roviny x prostoru J odpovidaji na V body jisté 
plochy F, jejiz stupeñ se rovnd 

[0, + A, + A] = [, o, o] + 2{a, «, 4] + [, 4, A], 
ok 

2+ n° + 1. 
Plochy F tvofi na V homaloidni linedrni soustavu |F|. Dvé plochy F se protinaji v kiivee C, kterd je raciondlni, stupné n — 1 a jejf% body 
odpovidaji bodüm néjaké pfimky ze J. 

Bodüm néjaké plochy A odpovidaji na V body plochy F”, j 
stupeñ se rovné 

[A, « + 4,0 + 4] = [a, a, 4] + 2fa, 4, 4] + [A, 4, A], 
{5 1] 

MLn 

Plochy F' tvoïi na V homaloidni lineérni soustavu |F’| a dvè plochy 
F" se protinajf v racionälni kfivce (" stupné 

[4,4,0+4]=r+1. 
Jistd plocha F mâ s plochou F" spoleénou kiivku stupné n + n°, 

kterd nemusi byt racionälnf. 
Kazdd plocha F tvoii s kazdou plochou F" jeden nadrovinovy prûsek 

variety V. 
Prévé tak müdeme uvazovat ûplnou linedrni soustavu |/ + 4’|, 

tvofenou v Z" plochami stupné »’ + 1, a konstruovat odpovidajici 
varietu V' obdobnon varieté V. Dokéze se jako v pipadé rovinné 
transformace, Ze V a V" si odpovidajf v kolineaci, a lze vidy zaïtdit po- 
méry tak, Ze tato kolineace se redukuje na identitu. 

Varieta V zobrazuje piry bodû z prostorü X, X', které si odpovidaji 
transformact T. 

10. BudiZ O hlavni isolovany bod base v prostoru 3. Budeme tim 
rozumét bod base soustavy, kterÿ miize lezeti na jedné nebo vice kiivkach 
base soustavy |A|, ale ktery mâ na plochdch A vy&&i nésobnost, nez maji 
tyto kfivky base. Nazveme s näsobnost bodu O pro plochy 4 a piedpokli- 
däme, Ze teéné kuzele k témto plochdm v onom bodè jsou nerozlozitelné 
à proménlivé v linedrni soustavé o rozméru 3. Budeme #kat, e bod O je 
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za téchto podminek obyéejny, isolovany hlavni bod base transfor- 
mace T.*) 

Uvazujme ptimku d, jdouci bodem O; plochy D, dotykajici se této 

pfimky v bodè O, tvoïi lineérni soustavu o rozméru 7 — 1 à v prostoru S, 

jim odpovidaji nadroviny, které jdou jednim bodem P variety V. Opi- 
suje-li pfimka d trs o vrcholu O, vytva¥f bod P racionälni plochu G, kterd 

uje body nekoncéné blizké bodu O a jim odpovidajici body, polo- 

Zené na hlavni ploge v prostoru 3, kterd pfislusi bodu O. 
Stupeñ plochy G se rovné nésobnosti p bodu O na ktivkäch, jeZ od- 

povidaji v prostoru £ pfimkäm.prostoru 2" 
Obecné plocha F neprotiné plochu @. Aby ji protala, jest nutno, aby 

znäzorñovala rovinu, jdouci bodem O. takové rovina, pripojena 

ke kterékoli plose 4, dâvé plochu D, jeji% näsobnost v O je s + 1 a jez 
odpovidä nadrovinovému prûseku variety V, obsahujicimu plochu G. 

Plocha F" protinä @ v kiivee stupné p, plocha F tudiz, protinà-li plochu 

G, obsahuje ji celou. 3 

11. Uvazujme v prostoru X hlavni kfivku base y, kterd budiz 
prvniho druhu,!) stupné 7, s-näsobné pro plochy À a tudiZ téZ pro plochy 
D. Oznaëme q potet proménlivfch prûseéikü kiivky y s kiivkcami, ktoré 
odpovidajf pfimkém prostoru X'. Budeme predpoklidat, Ze véech s 
tetnÿch rovin k nëkteré plose A v obecném bodè kiivky y jest proménli- 
vyeh s touto plochou (obycejné hlavni kfivka base). 

Uvazujme néjaky bod P kiivky y, teënu p této kiivky v onom bodé 
a rovinu o, jdouci ptimkou p. Plochy D, které se dotykaji roviny & 
v bodé P, tvoti linedrni soustavu o rozméru 7 — 1 a v prostoru S, jim 
odpovidajf nadroviny, jdouci jednim bodem P’ variety V. Otäéi-li se ro- 

vina æ okolo pfimky p, opisuje bod P* racionälni kfivku y" stupné s. 
Probihä-li bod P kiivku y, vytväïi kiivka 7” plochu H. 

Abychom obdrzeli stupeñ plochy /f, uvazujme dvé plochy D, t. j. 
dvé plochy o + À. Pfimka ax kfivku y neprotind, kazd4 z kiivek a4 

protind y v » bodech a kazdému z téchto bodû odpovidé na H.s bodû. 

Kiivka A4 protind y v ¢ bodech. Z toho plyne, Ze plocha H jest stupné 
2vs +q. 

Rovina o protiné y v » bodech, z nichz kazdému odpovidé na H 

kfivka 7/, plochy F tedy protinaji plochu H podél » kfivek y°. Z toho vy- 
plÿvé, #e plochy F protinaÿf plochu H v kiivee stupné vs 4 q. 

12. Uvaäujme koneëné v prostoru X' hlavni kiivku base I, kterd je 

druhého druhu, stupné » à s-nésobné pro plochy A. Je znämo, Ze ji v pro- 
storu £" odpovidé hlavni kfivka /" druhého druhu, jistého stupné v, 

s'-nésobné pro plochy A’. Je déle znémo, %e plati 
s=M' =M 

%) Srovnej mé pojednäni: ,,Les transformations birationnelles de l’espacet*. 
(Mémorial des Scionces Mathématiques, svazek LXVII, 1934), äislo 17. 

1) Les transformations birationnelles de l’espace, Eisla 14, 15. 



a e plochy A (nebo A’), které se dotykaji v néjakém bod P kiivky /" 
(nebo 1) jedné teëné roviny této kfivky, dotykaji se jesté dalsich à — 1 
tetnÿch rovin kfivky I" (nebo I") v tomtéz bodë.*) 

Plochy D se chovaji podél kfivky I"jako plochy 4; v dûsledku toho 
se dotÿkaif plochy D, které maji v néjakém bodè P ktivky I' tetnou 
rovinu œ, jdouci teénou pfimkou p kiivky J v bodè P, jesté dalsich 
%— 1 rovin, jdoucich pfimkon p, a to v tomtéZ bodè P. Témto plochäm 
odpovidaji v S, nadroviny, jdouc jistym bodem P’ variety V. Jestlize 
se skupina 2 uvazovanych rovin oté&f okolo ptimky p, opisuje bod P’ 
raciondlni kiivkuy. Jeito mâ plocha D v bodé P »” skupin po à tetnych 
rovin, jest kfivka y stupné »°. ? 

Kdy% bod P probihé kiivku I, kfivka y se méni a opisuje plochu M. 
Stejné ivaha se dä provést, vyjdeme-li od kfivky 17, à tak dosta- 

neme na ploge M racionélni ktivky y" stupné ». 
Kfivka y a kiivka y se protinaji v jediném bodé, ktery zobrazuje 

pér odpovidajicich si bodû v 7', z nichz jeden je nekoneëné blizky kfivee / 
a druhÿ nekonetné blizkÿ kfivee I, 

Kfivkyy ay’ tvofi na plose M dva svazky racionélnich kfivek, které 
jsou mezi sebou unisckantni. 

Jeito rovina o protiné I' v » bodech, protfné odpovidaÿfet plocha F 
plochu M v v kiivkächy. Prévé tak protiné plocha #" plochu M v » kiiv- 
kéch y°. Z toho nésleduje, Ze plocha M je stupné 297" 

13. Budeme pfedpoklédat, Ze transformace 7' mé v prostoru Z 
obytejné isolované hlavni body 0,, O, … 0;, o ndsobnostech resp. 
71, Te, … Tn pro plochy 4; 

& obydejnÿeh hlavnich kfivek base prvnfho druhu y,, 2 ... 7k 
0 näsobnostech resp. s,, s,, ..., s pro plochy À; 

l obyéejnÿch hlavnich kiivek base druhého druhu I, I, ..., I} 
Podobné budeme predpoklädat, Ze transformace T ma v prostoru 

2" K obyéejnÿch isolovanÿch hlavnich bodû base 0y, Oy, ..., On” 0 nésobnosti resp. 1/, ry', ..., 7 pro plochy À; 
% obyéejnÿch hlavnich kfivek base prynfho druhu yy/, 74, - r" 

o néäsobnosti resp. s,’, 85/, ..., sy" pro plochy A’; 
l'obyéejnÿch hlavnich kiivek base druhého druhu I, Ty, ..., TY 
Bodüm 0y, 0,, … 0y odpovidaji na varieté V plochy Gy, Ca, …… On 

à bodûm Oy', 0y, ..., 0 plochy Gy, G, ..., G. 
Kfivkäm 717e -...7x odpovidajf na V plochy Iy, Ha, ..., Hy 

a kfivkäm y,', ), .… YK" plochy H,', Hy, ..., Hy'. 
Koneëné pärüm kiivek Iy à I/, Iy à Iy, ..., Iy a T/ odpovidait 

plochy M,, M,, ..., M;. 
Uvazujme néjakou plochu 4. Pati{ do üplné linedrn soustavy ploch 

stupné æ à na varietd  ji odpoyfdé néjakä plocha aplné lincérni soustavy 
|nF|. 8 druhé strany ji véak odpovidé na V plocha #", bereme-li v Avahü, 

*) Les transformations birationnelles de Uespace, &slo 16. 
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Ze prochäzi hlavnimi body a kïivkami transformace T. Jeito plocha 4 
prochäzi «-krät bodem Oy, je tfcba piipotitati k F" r,-krât plochu G,. 
Prävé tak nutno pfipotitati s,-krât plochu H, k plose F”, nebof plocha À 
prochdzi s,-krät kfivkou y,. Koneëné je tieba piipojit plochy M,, M,, 
, My, 7 nich} kazdé bude poëitäna s uréitou celistvou nésobnosti. Mâme 
tedy symbolickou rovnici 

PSF 4 1164 + ... Æ 06+ sH, Æ ..+ sl + TI, + 
5 c60 SE GRR 

kde 7,, 7y, … 7, jsou celé éfsla. ; 
14. Uvazujme hlavni bod O; a budiZ p; jeho nésobnost na kïivkäch, 

které odpovidaji'y Z" pifmkdm z prostoru X. 
Nekonetné blizkym bodûm k bodu O;" odpovidaji v prostoru X 

body néjaké plochy 2; stupné p;. Predpoklidejme, Ze tato plocha pro- 
chézt r;;-krät bodem Oy, ropkrât bodem O, ..., rju-krât bodem O, 
s1:-krät kfivkou y,, sy-kedt kfivkou y2, … 57;-krât kitvkou yx. Piedeslé 
fivaha dévé pro plochu Q; 

PiE = GI 4101 + <— + PaiQn o1y o + 
+ 8wHr + Ty + —. 4 Ty, (=1, k'), 

kde 7y, Toi, .., Tn jsou celd éfsla. 

Uvazujme ted hlavni kfivku base prvniho druhu y;. Bodûm ne- 
koneëné blizkym k této kiivee odpovidaji v prostorn Z body jisté plochy 
d;, jejf% stupeñ g; je roven poëtu proménlivÿch bodû, v nich% kitvku 3¢’ 
probinajf kiivky, odpovidajici piimkém prostoru J. 

Predpoklidejme, Ze plocha @; prochézi o7;-krät bodem Oz à o7;-krät 
kfivkou yz. Tentokrät jsme dovedeni k symbolické rovnici 

uF = Hi + 016Gy + …. + en Gn + ou H, + ... + iille + t4 + .. + 
L ( e 0N 

1006 617, % 4 R0 ccl cll 
Obdr£eli jeme tak prvnf skupinu symboliokeÿch rovnie, které budeme 

psit ve tvaru 

F' = nF—r,Gy— .. 
G =piF —rGy — 

—0n —s H, — .. . —spHyp—v, My —… — 1My, 
En un 1 ey 
— My, ( =1,2,.., ), (I) 

uF —eu6, — ... —onli—out, — ... — ol — My, — ... — 
=— by, (i = 1, k") 

15. Zaménime-li tilohy prostorü J, 2" dostaneme druhou skupinu 
symbolickych rovnic 
P=n'F —O —. .. —ry@y —s'H' —— 8 — TM3 — 

—M 

u; 

— — M =1, 2, B (1) 
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— oyi Hy' — 

Koeficienty n', p, ¢’ 7', s'.0',0', 7', ' jsou definoviny obdobné 
jako koeficienty predeslé. 

Znäme-li homaloidni systém | 4|, zndme celou transformaci T, takie 
vztahy (IL) maji byt dûsledkem vztahü (T). Neboli, nahradime-li ve 
vztazich (II) F', G', H' virazy. které plynou ze vatahü (I), musime dostat 
identity. 

Tak najdeme na priklad. 

En'pi TZs,q, = nn f—1, 
' r…+ X s 00 = 
Sri'spit+ D sj'op; = n'sg, 

(0 = 1) W;j=1,2 
À prévé tak najdeme, zaménime: 

Wn 

> m 
16. Nyni vyjdeme od vztahü divajicich (‘,,H… nahradime tam 

F', @', H' jejich vyrazy (I) a budeme hledat koeficienty u @, H; ve vy- 
sledku. Tyto koeficienty maji byt na obou strandch stejné. 

Nalezneme 

@) 

(e= 152 

Je to h rovnic, nebot à miize nabyvat hodnot 1, 

D 'osdisjs — 2”« Opj On = 18 + 1, (3) 

V1 2EN 

To je k rovnic, protoze j mûze nabÿvat hodnot 1 
Seëtéme véecky rovnice (2) à (3), pouZivajice v Ltûhlv! (1). Dostaneme 

îîr aiTia + szm 0ip + îZs…… + ;%Qfll‘”ifl = 

= nn —_—h+k—l. 

lize zaménime tilohy obou skupin rovnic (I) à (II), nezméni se 
levä strana predeslého vztahu à na pravé strané dostaneme nn° + b - 
+k—1. 

Méme tedy 
hRHk=W 4HM 

Souëet poètu hlavnich bodû base a hlavnich kfivek base je v obou dvou 
prostorech tjë. 
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Je zbyteéné rozlisovat v této vêté mezi kiivkami prvniho a druhého 
druhu, nebot poéet hlavnich kiivek druhého druhu je tyZ v obou prosto- 
rech. 

17. Oznaëme znakem F; Jakobidn soustavy |F| a znakem F"; Jako- 
biän soustavy |F’|. Jakobiinu F; odpovida v prostoru X’ Jakobiän sou- 
stavy |4'|. Ten se sklädé — jak je znémo — z hlavnich ploch, odpovida- 
jicieh hlavnim isolovanÿm bodûm base transformace 7' v prostoru S, pi 
tem? kazdd takové hlavni plocha je poéitdna dvakrât, a z hlavnich ploch, 
odpovidajicich hlavnim kfivkäm base prvniho druhu ÿ,, 70 ..., Yr-*) 
V déisledku toho obsahuje plocha F; plochu 

UO + Gyt …. + Gn) o+ H, + H, + ... + Hn 
Uvazujme néjakou plochu F, kterd prochéai jednim bodem plochy 

na pi. M,. Tomuto bodu odpovidé nekoneëné blizky bod kfivky I 
æ plose F odpovidà rovina x, jdoucf timto bodem. Z toho plyne, Ze plocha 
F, prochézi-li jednim bodem plochy 3y, obsahuje celou kfivku y,, ktoré 
jde timto bodem. À to mâ za nésledek, e plocha M, je soutéstf Jakobiénu 
F;. Stejnÿ zévër plati t& pro plochy My, My, … M, a je tedy 

Pj = G, + Gyt …. 4 Gn) Æ Hy + Hy 4 m 4 Hn 4 My + 
HM E NN 

Prävé tak mâme 

F} = UG + G+ .H On Æ Hj +H'+ ..+ H + 
MM M 

S druhé strany mâme zâkladnf vztah**) 
F,+ 4F" = F/ + 4F, 

to jest 

2G, + G2 + …. + Gn) + Hy + Hy+ ... + Hy 48 = 
= UG + G + ... +G) HH E HS 4 Hp AT 
Tato symbolickd rovnice dâvä nékteré vztahy. Stupné ploch na 

obou stranäch maji byt stejné, coz dévé 

A + P k)G A e 4 00e H 0” 
+ 208 + … Æ 19es + 4n = 

=2p + P+ttt t Gt 
+ 281 + - Æ 7r82) + 40 

kde 7y, 7e, … »» jsou stupné hlavnich kiivek base y,, 7, - 
v3 2 stupné hlavnich kfivek base 7y'5 Ya's .y’ 

Stupné kiivek vytatych na plochäch na obou stranéch rovnice 
obeenou plochou F majf byt stejné, coz dévé 

Vn @ V13 

*) Les transformations birationnelles de l'espace, tislo 10. 

**) Les transformations birationnelles de l’espace, &islo 36. 

D43



2p + ko) H o b s s 
— 4 =8 + ... + VrS7 + 4n. 

À tak dâle. 

Lze jesté poznamenat, #e fesenim rovnic (I) vzhledem k T, Gy, H;, 
jakoby to byly algebraické rovnice, dostaneme rovnice (IT). 

111. Biracionälni transformace involutorni. 

18. Podiväme se, co dévé predeslé zobrazeni, kdyZ se ndm vyskytne 
biracionälni transformace involutorni, Budeme se zabÿvat pfipadem ro- 
vinné transformace a udäme rozéifeni na prostor. 

Necht tedy je T involutorni biracionälni transformace mezi body 

roviny ¢ a P, Q jeden pär pridruzenych bodû. Predstavme si rovinu ¢ 
soumistnou s rovinou ¢’ a budte P, @' body roviny ¢ soumistné s body 
P, Q. Mü%eme si predstavit, Ze 7 je biraciondlni transformace mezi rovi- 
nami ¢ a ¢’, kterd piitazuje bod @ bodu P a bod P’ bodu Q. Budiz P 
plocha, kterd zobrazuje péry bodû v rovindch o a ¢, jex si odpovidaji 
transformaci 7. Nazveme P, bod, ktery je obrazem péru PQ’ a Py’ bod, 
ktery je obrazem paru QP”. 

Oznatime-li | 4| homaloidnt sit, kterd odpovidé siti pfîmek roviny o 
prostiednictvim transformace 7', zobrazuji nadrovinné fezy plochy F 

kiivky soustavy 
|D| = |a + 4| (@ péimka). 

T méni |D| v sebe samu, ale jednotlivé kiivka D neni obecné trans- 
formovéna v sebe samu. 

Existuje involuëné transformace T” plochy F v sebe samu, které 
piitazuje bodu P,’ bod P, (a bodu P, bod P,). Podle své konstrukce 
vyméñuje transformace T” nadrovinové prûseky plochy F mezi sebou 
a nadto piifazuje nadrovinovym prûseküm plochy F, které prochézeji 
jednim bodem, nadroviny, prochäzejici opét jednim bodem. Z toho plyne, 
ze T" jest v prostoru $n+4, obsahujicim # involuéni kolineace. 

19. Involuëni kolineace 7” mä dva linedrni prostory S, à Sy43—, 
samodruznych bodû. Tyto prostory jsou rozméërü resp.van+3—y 

à neprotinaji se v S, Nadroviny, jdouci prostorem S, nebo Sy, _,, 
jsou invariantni pro T” a vytinaji na F nadrovinové prûseky, transfor- 
mované v sebe samy transformaci 7”. Odpovidaji jim dva lineärni systé- 

my ktivek D, z nichz kazdd je invariantni v involuci 7' v roviné . Nazve- 
me tyto systémy |Do| a |D,|. Pokusime se je konstruovat. 

Kfivka D, tvofend néjakou pfimkou « a odpovidajici ktivkou À, 
je transformaci 7" ménéna sama v sebe. Takové kiivky tvoti systém 
o indexu dvé, nebot libovolnymi dvéma body roviny prochézi jedna 
pfimka a jedna kiivka A, které nejsou obecnë jedna druhé piitazeny 
transformaci 7'. Tento systém nälezi do lineärni soustavy IDU!, obsazené 
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v |D|, o rozmëru aspoñ 0¥, jeho# kiivky jsou transformovény samy 
v sebe transformaci 7'. 

S druhé strany lze uvazovat svazek pifmek « a kiivky jim odpovida- 
jfef transformaci 7. Tyto kfivky tvofi svazek, projektivni k svazku pii- 
mek a, a prûsetiky odpovidajicich si elementü téchto dvou svazkü vy- 
tvéfeji kfivku D, soustavy |D|, kterd je transformovéna sama v sebe 
transformact T. Tyto kiivky D, vybvékeÿ{ lincärnf soustavu | D, |, nélezici 
do |D|, 0 rozméru aspoñ cc. 

Poznamencjme, e je-li U samodruznÿ bod involuco 7', prochäzeji 
véecky Kiivky D, bodem U, ktery je jednim z bodû base soustavy |D,|. 
Zvlästé pak, obsahuje-li 7 nekoncénë mnoho samodruznych bodû, tvoii- 
eich kiivleu K, jest tato kiivka pevnou slozkou soustavy |D;|. 

Nyni predpoklidejme, 7e kiivkäm D, odpovidaÿf nadrovinové prû- 
seky plochy F nadrovinami, jdoucimi prostorem S,,  Ze tudiZ kfivkäm 
D, odpovidait prûseky plochy F nadrovinami, jdoucimi prostorem 
Sy+a-r- Soustava |Do| mâ tedy rozmér n + 3— r à soustava |D,| roz- 
mér v. 

ploke F a jednomu z prostord Sy, S,y je 
Ÿ e tedy pouze prostor Sy .y, protnout plochu 

F v koneéném poëtu bodû anebo v kiivee. 

Kiivky @, Gy, ..., Gy jsou transformoväny involuci 7" na ktivky 
Gy, Gy, ..., @/. Kazdy bod, spoletny jedné z kiivek G; a jeji odpovi- 
dajici G/, je samodruzny pro Z" a patif tedy do Sy, 44 . 

Kiivkäm C odpovidaji involuci 7" kiivky C'. 
V&imnème si, ze, promitneme-li plochu J z prostoru S, na prostor 

Sn-+3—» Odpovidé kaÿdému paru bodû, pritazenÿch k sobé transformaci 
7", jedinÿ bod tohoto prostoru a véecky pak vytvärejf plochu @, obraz 
involuce /,, indukovany na F involuci 7. 

20. Pfedeslé üvahy se daji bez nesnäzi rozsifit na involuéni biracio- 
nälni trnasformace v prostoru. Varieta V, kterä zobrazuje takovou trans- 
formaci, jest transformoväna sama v sebe involuéni kolineaci 7", jez mä 
dva prostory samodrunÿeh bodû $,, $,_1- Z téch mûze pouze druhy 
protnout varietu V v koneéném poëtu bodi nebo v kiivee nebo koneéné 

v plose. 

Plochy D,, které odpoyidajf nadrovinovym prisekiim variety V 
rovinami, jdoucimi prostorem S, obsahuji plochy, vytvoïené proti- 
nénfm rovin à svazku ploch 4, které odpovidaji témto rovindm. 

Néjaké plose G nebo néjaké plose H piifazuje involuce T" plochu G” 
nebo plochu H’. Prüseéné body ploch G à G” à ploch H a H" jsou samo- 
druÿné a patif tudiz prostoru S,—,—;. Plocha M, odpovidajici péru 
hlavnich kfivek druhého druhu'se transformuje sama v sebe. 

Projekce variety V z prostoru S, na prostor S, dâvé varietu Q, 
obraz involuce indukované involuci 7". 
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IV. Poznémky. 

21. V péedeslém jsme uvazovali biracionälni transformace, jej 
homaloidni soustavy mély v kazdém bodë base véecky tetny proménlivé 
v pHipadé transformace rovinné nebo véecky teéné kuzele v bodech base 
à véecky teëné roviny podél kfivek base proménlivé, kdyz 8lo o transfor- 
maci prostorovou. VzdAme-li se téchto predpokladi, züstévé zachovéna 
konstrukce plochy F v rovinném piipadé nebo variety V v piipadé 
prostorovém, aviak tato plocha nebo tato varieta mohou ziskat singulär- 
ni body. Ukä%eme to na nékolika pifkladec 

22. Vratme se k biracionälni transformaci 7' mezi dvéma rovinami 
o, 0" a ptedpoklädejme, Ze homaloidni sit |A| mä hlavni bod O o nâsob- 
nosti s a Ze tetny v ném — oznaéme je #,, t,, ..., t, jsou rûzné, aviak 
pevné. 

Uvazujme kiivky D, jim# uloïime, aby se dotykaly v bodè O 
piimky p rûzné od 1,4y, ..., fy. Takovéto kfivky maji v O nejméné 
s + I-nésobnÿ bod. Predpoklädejme, %e tato näsobnost je presné 
s -+ 1. Uvazované kïivky tvoïi lineärni soustavu o rozméru n + 3, fâdu 
2n + 2 —(s + 1). V prostorn S,., jim odpovidaji nadroviny jdouci 
bodem P, s + 1 näsobnÿm na plose #. 

Budiz nyni y néjaké kuzelosetka, kterd se dotykd v O ptimky 4. 
Kfivky D, majici tfi prûseéiky s kuZelosetkou y splyvajici v bodé O, 
tvoïf lineArni soustavu co”+3 a v prostoru S, . ; jim odpovidaji nadroviny, 
jdonci bodem P, na F. Méni-li se kuzelosetka y, opisuj(— bod P, ptimku 
G, je prochézi bodem P. Oznagime-li O, nekoneëné blizkÿ bod bodu O 
na t;, pevny to bod, ktery lezi na viech kfivkäch 4 i D, odpovidaji body 
pfimky G, hodfim nekonetné blizkym bodu O, (a bodûm, které jim odpo- 
vidaji transformaci 7') 

Stejné tak okolf bodû Oy, Oy, … O, nekonetné blizkyeh bodu O 
na pfimkäch £ f, …… f, odpovidaji na ploge F pfimky GL, Gy, … 
které viecky prochäzeji bodem P. 

Bodüm nekoneëné blizkÿm bodu O odpovidaji na F nekonetné 
blizké body bodu P. 

23. Predpokladejme ted, Ze kfivky 4 maji v bodé O nésobnost à T 
pevnych teëen f,, f, … tr, kdeZto ostatnich s — r teden je proménlivych. 

Kiivky D, dotykajici se v bodé O primky p rûzné od t,, ly, … by, 
tvoff linedrni soustavu 007 +3. V prostoru S,…, jim odpovidaji nadroviny, 
jdouct jednim bodem P plochy F. Méni-li se pfimka p, vytvaii tento bod 
kfivku G, stupné s — 7, které zobrazuje nekoneéné blizké body bodu O. 

Budtez O,, 0,, ..., O, body nekoneéné blizké bodu O na ptimkäch 
t> f, …… t. Uvazujeme-li kfivky D, oskulujici v bodé O kuzelosedky, 
které prochdzeji body OO,, 00,, ..., 00,, vidime, %e bodûm nekon 
blizkym bodiim O,, 0,, ..., O, odpovidajina F body ptimek G4, G,, .. 
které protinaji kiivku G- 
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Je vidét, Ze pok kdyZ 7 vzroste o jednotku, zmensi se stupeñ 
kiivky € 0 jednotku à k pfimkäm Gy, Gy, ..., @ se pHipojf nové pfimksa. 
Jelir ka G, se redukuje na s + 1-nésobnÿ bod na . 

24. Prejdéme nyni k biraciondlnim transformacfm v prostoru a pied- 
poklddejme, #e homaloidni soustava je tvofena kvadrikami, které jdou 
jistou kuzeloseckou I' a dotykaji se v jednom bodé této kuzelosetky 
roviny o (jdouci ziejmé teénou ke kuZeloseèce v bodè 0). 

Plochy D jsou kubické plochy, prochézejici kuzelosetkou I' a doty- 
kajici se roviny o v O. Je jich oo a varieta V nâlezi do prostoru S;,. Dvé 
plochy D se protinaji mimo " v kiivce sedmého stupné, kterd jde jedno- 
du£e bodem O, dotÿkajie se tam roviny o a protinajic kuzeloseëku I jesté 
v péti bodech. Tfeti plocha D protinä tuto kfivkn ve 14 proménlivych 
bodech a varieta V je tedy stupné 14. 

Nazveme Dy plochy D, kterym jsme predep 
néjaké piimky p, jez nent poloZena v roviné c. 
ndsobny bod v O à dvé takové plochy 
mého stupné, majici v O trojnésobnÿ bod a protinajtet kuzeloseëku I" 
jestë ve tiech jinÿch bodech. Tfetf plocha D, protfné tuto ktivku mimo O 
a T've 12 bodech. Plochdm D, odpovidajf nadrovinové prûseky variety V 
nadrovinami, které prochäzeji jistym bodem P. Linedrni prostor Sg, 

jdoucf bodem P protiné varietu V ve 12 bodech mimo P a tento bod je 
tedy dvojnésobnÿ pro varietu V. Bodûm nekoncëné blizkym bodu 0 
v prostoru J odpovidaji body variety V nekonetné blizké bodu P. 

Necht je ¢ pfimka roviny g, jdoucf bodem O a y néjakd kuzeloseëka, 
teënd k primce # v bodé O. Plochy D, oskulujici v bodé O kuzelosetku Vs 
tvoii linedrni soustavu 00 a v prostoru S, jim odpovidaji nadrovinové 
prûseky variety V nadrovinami, jdoucimi jistym bodem @ variety V. 
Méni-li se ku: (‘105’0( y, zatim co pfimka ¢ zstdva pevnd, opisuje bod @ 
piimku D, jdouci })O(}cln P. Méni-li se dâle piimka ¢, vytväti pfimka g 
plochu G. Jezto mä l»;r_w à sedmého stupné, spoleénd dvéma plochém D, 
jednoduchy bod v 0, jest plocha @ rovinou (lezici na kuzeli o tiech roz- 
mérech, ktery je tetny k varieté V v bodé P). 

Jiny pifklad, ktery studovala sl. CaLvo [4], dostaneme, vezmeme-li 

.za À soustavu kvadrik, jez jdou étyfmi body a dotykaji se pevné roviny 
v jednom z téchto bodû. V tomto pfipadé mâ varieta V étyrnäsobnÿ bod. 

tervna 1948. 

sali, aby se dotykaly v O 
yto plochy maji dvoj- 

protinaji mimo / v kiivce sed- 
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* 

Les transformations birationnelles et leurs représentations. Résumé 
de logons faites par M. Lucien Godaux, Professeur à I'Université de Liège, on mai 
1948, en qualité de professeur d'échange, à l’Université ,,Charles IV* de Prague. 
Suivant des idéos doveloppées dans les notes (2), (3), (4), l’auteur étudio des trans- 
formations birationnelles en représentant les couples de points homologues par les 
points d’une surface ou d’uno variété à trois dimensions d’un hyperspace, Il cons 
dèro d’abord, dans le cas des transformations planes, lo système complet |D| = 

ja + A| des courbes d’ordro n - 1 qui se comportent, aux points-base du réseau 
homaloidal ||, comme les courbes do ce résenu (a est uno droite, n l’ordre de la 
transiormation). 11 rapporte projectivement les courbes D aux hyperplans d’un 
espaco linéaire S, , , etdémontro qu'il existo une surfaco F, d'ordro 2n - 2, do S, 44 
dont los points représentent los couples de points homologues dans la transformation. 
Aux droites et aux courbes À du réseau homaloïdal du plan correspondent sur F 
resp. des courbes C et O, rationnelles, normales, d’ordre n |- 1. A un point-base 
O de la transformation, multiple d’ordre s, aux tangentes variables avec les courbes 
À, corresponde sur F une courbe G, rationnello, normale, d’ordro s. En considérant 
des courbes À (resp. dos courbes fondamentales £2;), d’une part, commo appartenant, 
au système linéaire |n . a| (resp. [s/al), ob d’autre part, comme les transformées 
des droites (resp. des points infiniment voisins de 0;) et tenant compte de leur 

passage par les points fondamentaux, on déduit sur F des relations qui peuvent 
être écrites symboliquement sous la forme (I), (LI). Les relations (IT) étant une 
conséquence des formules (I), on obtient plusieurs équations entre les caractères 
de la transformation, équations connues de la théorio des transformations biration- 
nelles du plan. On aura d’autres formules en étudiant la jacobienne C, ot O/ du 
réseau de courbes |C| et [C7]. 

Le procédé analogue est employé dans le cas des transtormations do l’espace. 
Les couples de points homologues dans la transformation sont représentés par les 
points de la variété V à trois dimensions, d'ordro 3(n - n°) +- 2, appartenant 
À un espace linéaire S, (n, n° sont des ordres resp. de la transformation directo et 
réciproque, pour r on ne peut fixer qu’une limite inférieure). Par l’étudo des surfaces 
G, qui représentent sur V des points infiniment voisins de points fondamentaux 

isolés O, do In transformation, des surfaces Æ, correspondant sur V aux courbe 
fondamentales Y5 de première espéce et des surfaces Jlk correspondant sur V aux 

courbes fondamentales I, do socondo espéce, on déduit deux groupes d’égalités 
symboliques (1) et (IT). Ellos donnont des relations entre ds caractères do la trans- 
formation ot on aura d'autres en étudiant la jacobienno P, ot £ du système homa- 
loidal |F| ot || de surfaces sur V, correspondant respectivement aux plans ot aux 
surfaces homaloïdales de la transformation. Il faut ajouter qu'on suppose toujours 
que tous les cônes tangents aux points-base et tous les plans tangents le long des 
courbes-base de la transformation soient variables. ” 

Dans le cas d’une transformation involutive du plan (et de l’espace), la surface 
F (la variété V) est conservée par une homographie harmonique do l’hyporspace 
8,+4($,)- Les doux axes ponctuelles de colte homographie conduisent à doux systè- 
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mes linéaires |Do|, |D,| do courbes (surfaces) appartenant à l’involution I, 
engendrée par la transformation involutive dans le plan (dans l’espace). 

La construction de la surface F (do la variété V) subsiste méme dans le cas, 
si l’on abandonne dos hypothèses faites, dans ce qui précèdo, des points fondamen- 
taux (des points ot des courbes fondamentales), mais la surface F (la variété V) 
peut aoquérir des points singuliers. 


