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Nous nous proposons d’indiquer comment la représenlation
plane de la surface cubique permet d'obtenir sans difficulté certaines
propriétés des courbes planes du sixidme ordre ayant six points
doubles.

1. Représentation plane de la surface cubique. — On sait que la
surface cubique est le liew des poiuts communs aux plans homo-
logues de trois gerbes deux & deux l.omographiques. Soient

Y,010(T1, Ta, Ty, 2,) - Yaris + Yyors = 0, ’

Y1921 ~+ Yopor —+ Ys¢a3 = 0, 0 (1)

Y1P31 == YaPas + Y3033 = 0 \
les équations des plans de trois gerbes deux & deux homogra-
phiques, vy, Y2, Y3 étant des paramétres et D115 P12, -+, P33 6tant li-
néaires_et homogeénes par rapport aux coordonnées Xy, Xy, X3, £, des

(1) Conférence faite & la Faculté des Sciences de Marseille le
1¢" maij 1939,

Institut de Ma
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points de I'espace. La surface cubique F engendrée par les points

communs aux plans homologues de ces trois gerbes a pour équa-
tion

| Gy P12 D13
P oz Pos | = 0.
031 32 P33 [

A un point dela surface cubique F correspond un et un seul sys-
téme de valeurs de v, v,, vy, et inversement. Par conséquent, si
nous interprétons yi, s, ys comime coordonnées homogénes des

points d'un plan =, nous obtenons une représentation birationnelle
de la surface F sur ce plan.

Ecrivons les équations (1) sous la forme
L1$11(Y1s Y2, Y3) = Tz + Ty + 2,00 = 0, )
®1ay - 2dos - @glos + 2,00 = 0,
TyYar —+ Tpbge + sy + Ldy = 0,

—-

ou les ¢ sont linéaires et homogeénes en y1, yz, ys,.
A la section G de F parle plan
A%y = Aoy + hgay + A, = 0,
correspond dans le plan’ = la cubique I' d’équation

Xy Xy X A

&

PR T PR
i =0,
a1 deo Uas by
ot s s bas

Les o* cubiques T' ainsi obtenues passent par les six points
fixes représentés par les équations

by iz ‘713 Y1y
Uy Gy bag O =107

7%} 32 Uay Py

Il existe une homographie entre les plans de I'espace et les
cubiques I' du systéme linéaire o® [ ' |, en ce sens qu’a un fais-
ceau de plans correspond un faisceau de cubiques et & une gerbe
de plans, un réseau de cubiques.

Aux pouints d’une droite

FaY1 -t el + pays = 0
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du plan o correspondent sur F les poin's d’une cubique gauche
K d’équalions

4 s 3

P11 D12 013 0
Pat QPos @23
: 03¢
i P31 P32 ¢°3

Les cubiques gauches K forment sur la surface F un réseau

de degré un, c’est-a-dire que deux courbes du réseau se rencontrent
en un seul point.

2. Tnversement, considérons dans un plan = les cubiques I’
passant par six points A,, A,,..., As. Nous Supposerons (ue ces six
points ne sont pas sur une méme conique et que trois d’entre eux

' né sont jamais en ligne droite. Soit

)‘xfi(yu Ya, y3) -+ dofs + )\3/03 S M,ﬁ =0

I'équation des courbes I'. Etablissons une homographie entre les
courbes T' du systeme linéaire oc® | I | et les plans de Pespace,
en posant par exemple

Bys Wyt Xyt = [iforl fori fun

Aux points du plan = correspondent les points d'une surface
F en correspondance birationnelle avec le plan. Cousidérons en
effet les courbes I' passant par un point y; elles forment un
réseau et il leur correspond dans Iespace les plans d’une gerbe
de sommet z. Lorsquele point y décrit le plan =, le point x décrit
la surface F Un point x ne provient d’ailleurs que d’un seul point
Y, car les courbes ' passant par y, ne passent pas en conséquence
par un point distinct de Ay, A,,..., A, Y.

Considérons maintenant une droite r passant par le point A; et
les courbes I' tangentes & » en ce point. Elles forment un réseau
et il leur correspond dans 1'espace les plans d’une gerbe de sommet
A', appartenant 4 la surface F. Nous conviendrons de dire qu’au
point infiniment voisin de A: sur la droite r correspond le point
A'. Lorsque la droile » tourne autour de Ay, le point A’ varie et
décrit une courbe a: tracée sur la surface F. Parmi les courbes I
tangentes en A; & une droite r quelconque, se trouvent les
%! courbes T" dyant en As un point double. Ces cnurbes forment
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un faisceau el il leur ¢orrespond dans l'espace' des plans contenant
la courbe a, et formint un faisceau. Il en résulte que a;, esl une
druite.

On démontre de méme qu'aux points infiniment voisins des
points A,, A;,..., A, correspondent respectivement sur la surface
F les points des droites as, as,..., a;.

Deux quelconques des droites ay, as, .., as, sont gauches, car
si par exemple les droites a,, a; se rencontraient, il existerait une
cubique [ (dégénérée) ayant des points doubles en A,, A,, ce qui
est impossible. ;

Deux courbes I' ont en commun trois points en dehors de
Ay, A,,..., Ag, par conséquent deux seclions planes de la surface
F ont en commun trois points et la surface est du troisiéme ordre.

3. Remarque. — Si on laisse tomber les restriclions imposées a la
posilion des points Ay, A,,..., Ag, la surface F acquierl un ou
plusieurs points doubles. Ainsi, si, par exemple, ces six points sont
situés sur une conique, la surface F posséde un point double
conique par lequel passent les six droites a,, as,. . .a;.

4. Les vingt-sept droites de la surface cubique. — Aux points d’une
courbe d'ordre n du plan =, ayant les multiplicités vi, 2,.-., Vs
respectivement en Ay, A.,...,A,, correspondent sur la surface F
les points d'une courbe d’ordre 3n — y, —y2 — --- — Y5, rencon-
trant respectivement at, s, ..., a; en yi, Y2,.. .Y, points. Les droites
de la surface F correspondent donc aux courbes du plan w ren-
contrant les courbes I en un point variable.

Outre les droites ai, as,.«., a;, la surface F contient donc :

1) Six droites b1, bs,. .., b; correspondant respectivement aux
coniques By, PBs,..., P passant, la premiére par les points
A, Aj,...Aq; la seconde par les points Ag, Ay,. .., Ag;...; lader-
niére par les points Ay, Ay,.. .5 A;.

2) Quinze droites c;; correspondant aux droites
AAG E=1,...,6).

On obtient ainsi les vingt-sept droites de la surface cubique. On
observera qu'une droite b rencontre les cingq droites a d’indices diffé-
rents et que les droites 6 ne se rencontrent pas deux a deux.
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5. Courbes planes du sizieme ordre ayant six points doubles. —
A la section de la surface F par une surface d’ordre n, correspond
dans le plan = une courbe d’ordre 3n ayant la multiplicité n en

chacun des points A;, A:, ..., As. En particulier, & la section
Cs de F et d’'une quadrique Q correspond dans = une courbe I's du
sixieme ordre ayant des points doubles en A, A,, ..., As. Toutes

les courbes planes du sixieme ordre ayant celte propriété sont obte-
nues par ce procédé.

Les courbes planes du sixiéme ordre dépendent, en effet, de

27 parameétres. L'imposilion d’un point double en un point déterminé
du plan équivaut a trois conditions. Les courbes planes du sixiéme
ordre ayant des points doubles en Ay, A,, ..., A; dépendent donc
de 7 > 9 parametres. Ces courbes rencontrent la conique B, en
~deux points variab'es, par corséquent celles de ces courbes qui
passent par trois points de B, distincts des points A conliennent
celte conique comme partie et sont complétées par '3 quartiques
ayant un point double en A; et passant simplement par les points
Az, Az, ..., As. Ces quartiques sont en nombre oc® et on a donc
r = 9. A toute courbe I'; d'ordre six ayant des points doubles en
A, Ay, ..., A, correspond donc sur I une courbe C; seclion de

cette surface par une quadrique Q.

6. Faisceaux de Halphen. — En général, il existe une seule
courbe plane du sixieme ord'e ayant neuf points doubles donnés,
Halphen a montré que ces neuf points pouvaient cepeﬁdant étre
choisis de telle sorte qu’il existe une infinité de courbes du sixieme
ordre, formant un faisceau, passaut doublement par ces points (?).
Nous allons établir le théoréme de Halphen (3).

Choisissons dans le plan = deux poinls A;. A,, dislincts des
points A, A,, ..., A, et une courbe [', sans poi' t d uble, passant

(2) Halphen, Bulletin de la Société Mathématique de France, 1831-82 ;
OEuvres, Tome IT, p. 547.

(3) Nous avons démontré I'cxistence des faisceaux de sexliques de
Halphen en utilisant la représentalion plane de la surface cubique dans
Mathesis, 1935, p. 154. Nous avons constaté aprés coup que ce procédé
avait déja été utilisé par R. Sturm (Geometrischen Verwandischaften, t. 1V,
, Leipzig, 1909, p. 2i8). M. B. Gambier a établi, par le méme procédé.
" Pexistence de faisceaux de Ha phen de courbes d’ordre 3», ayant neuf
points multiples d’ordre n (Mathesis, 1926).
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par ces deux points. Soient I celte courbe. C' la section plane de F
qui lui correspond, A’ et A; les points de G’ homologues de A;, As.

La courbe C' est dépourvue de point double. La droite joignant
les tangentiels A%, Ay de A7, A, coupe encore ' en un point A} par
lequel on peut mener quatre tangentes a (. Le point de contact
d’une de ces tangentes est situé sur la droite A; A;. Soil A lepoint
de contact d’une des trois autres tangentes. Il existe une conique ks
tangente & C' en A7, Aj, Al. Les plans tangents a;, og, oy & la sur-
face I' en A, A;, A) ne peuvent passer par une méme droile; ils se
renconfrent en un point O. Le cdne projetant la conique v, du
poiut O et le plan de la courbe G’ compté deux fois déterminent un
faisceau de quadriques Q touchant la surface F en A;, A} Ay Les
sections C; de F par ces quadriques ont done des points doubles en
ces poinls. A ces courbes C;, correspondent dans le plan des
courbes planes du sixiéme ordre 'ayant' des points doubles en
A, A, Lo, A, Ag, Ag, Ay ce dernier point étant ’homologue du
point Aj. Ces courbes forment un faisceau de Halphen.

On observera que la courbe I, comptée deux fois, est une
courbe du faisceau. D'autre part, la courbe I et les points A,, A,
étant choisis, il existe, sur la courbe I, trois positions possibles du
point A,. On peut les obtenir en transportant, dans le plan o, la
construction du point A rappelée plus haut.

7. Courbes planes du siziéme ordre ayant six points de rebrousse-
ment. — Il est aisé d’écrire I’équation d’'une courbe plane du sixiéme
ordre ayant des points de rebroussement en six points d'une conique.
8i

('P‘»_‘(Jh Je, Js) =), ?3(-]1, J27 Js) =0}
sont les équations d’une conique et d’'une cubique, la courbe
o3 + hoi = 0,

satisfait & la condition imposée. Nous allons montrer ’existence de
courbes planes du sixieme ordre ayant des points de rebroussement
en six points non situés sur une conique et dont trois ne sont jamais
en ligne droite.

Supposons qu’il existe une courbe plane I'; du sixiéme ordre
ayant des points de rebroussement en A;, A,, ..., As. Il lui corres-
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pond, sur F, la section C; d» celte surface par une quadrique Q
tangente aux droites a;, @, ..., a,. La question revient donc a
prouver I'existence de quadriques langentes 4 six droitss deux & deux
gauches.

Soient By, B,, By (rois points non en ligne droite pris respecti-
vement sur les droiles a;, a5, a;. Les quadriques Q tangentes &
ayen By, aa, en B., a ag en B,, forment un systéme linéaire tri-
plement infini | Q| . Trois quadriques de ce systéme, n’apparte-

nant pas & un meéme faisceau, se rencontrenl en deux points en
dehors de B,, B,. Bj.

Considérons le cone du second ordre de sommet B, passant par
ay, touchant le plan Bya, le long de la droite B,B, et le plan B,a,
le lorg de la droite. B,B,. Considérons de méme le cone du second
ordre de sommet B,, passant par a,, touchant le plan Ba, le long
de la droite ByB, et le p'an B,a, le long de la droite B,R;. Ces
deux cones ont en commun la droite B,B, et une cubique gauche G
langenle a aj, a5, ay respectivement en By, By, B;. Les quadriques Q,
passant par G apparliennent donc au systéme | Q | .

Les quadriques ( passant par un point P, forment un réseau
et ont encore en commun, en dehors des points B;, B,, Bs, un
point P,. Parmi les gnadriques Q passant par P,, se trouvent
! quadriques Q,, formant un faisceau, passant par G; ces qua-
driques ont en commun, en dehors de &, labisécante de cette courbe
passant par P,. Le point P, se trouve sur celte bisécante.

Désignons par X V'espace contenant le systeme | Q| et éta-
blissons une projeclivité entre les quadriques de ce systéeme et les
plans d'un second espace 2. Aux quadiques Q passant par le
point P, (et par le point P,), correspondent dans ¥’ lés plans d’une
gerbe de sommet P’. A un point de ¥ correspond donc un point
de X', mais & un point de I' correspondent deux points de ¥. Les
espaces X, X' sont liés par une correspondance (2,1).

Aux poeints P, d’une droile @ de X correspondent dans X' les
points P' d’une certaine courbe y. Les points de rencontre de cette
courbe avec un plan de X' ont pour homologues les points de ren-
contre de la droite a avec la quadrique Q correspondant au plan. Si
la droite a n’est pas une bisécante de la cubique gauche G, la
courbe y est donc une conique.




Cela étant, soient %, ), 2 les coniques qui correspondent
dans ¥’ aux droiles a,, a5, a;. Ces coniques appattiennent a la sur-
face, du sixieme ordre, transformée de la surface F. 11 existe huit
plaus tangentsa ces trois coniques; ils ont pour homologues dans X
huit quadriques Q tangentes aux droiles a;, as, ds. Parmi ces qua=
driques, se trouve le plan BB,B; compté deux fois. Il existe donc
sept quadriques irréductibles tangentes aux six droites a;, @y, ..., dg~
les points de contact avec les trois premiéres droites étant fixés.

Revenons au plan =. Observons que se donner le point B, sur la
droite a,, par exemple, revient a fixer la tangente de rebroussement
au point A,. Nous voyons qu’il exisle sept courbes irréductibl-s du
sixieme ordre ayant six poiuts de rebroussement n’appartenant pas
3 une méme conique et dont trois ne sont jamais en ligne droite, les
tangentes de rebroussement en trois de ces points étant fixées. La
courbe ' correspondant a la section de la surface F par le plan
B,B,B,, comptée deux fois, est une Solution dégénérée (*).

8. /nvolution de Bertini — Soient dans le plan = huit points
Ay Aap iy Agtdontisix n’apparliennent jamais & une méme coninue
ni trois & une méme droite. Les courbes plares du sixiéme ordre
ayant la multiplicité deux en ces huit points et passant par un
point P;, passent en conséquence par un point P;. Les couples de
points P,, P, ainsi obtenus forment I'involution de Bertini. Nous
allons montrer qu'en utilisant la représentation plane de la surface
cubique, on peut aisément établir la propriété précédente et étudier
Pinvolution de Bertini (¥).

Soient A, A’y les poinls qui correspondent sur F aux points
Ay, A,. Sous les hypothéses faites, la droite r passant par A'y, Al
n’appartient pas a la surface F et coupe celle-ci en un troisieme
point B, homologue du neavieme point B du plan = appartenant
aux cubiques I' passant par Ay, Ay ..., A

(#) La question de l'existence des courbes du sixieme ordre ayant
six points de rebroussement avait été posée par M. Zariski (American
Journal of Mathematics, 1929, pp. 303-328). Nous avons résolu cette ques-
tion dans les Bulletins de U’Académie royale de Belgique, 1930, pp. 576-
580. La correspondance entre les espaces =, ¥, a 616 étudiée par un de
nos éleves, M. Bolus, au méme endroit.

(8) Voir notre note dans Mathests, 1929, pp. 11-17, 49-53.

?
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Aux courbes planes du sixiéme ordre [y ayant des points
doubles en A, A,, ..., A, correspondent sur F les sections C; de
cette surface par les quadriques Q tangentes & I aux points Ay, A's.
Ces quadriques forment un systéme linéaire o« et par conséquent les
courbes I'; envisagées forment un systeéme linéaire triplement infini.
Considérons les courbes C, passant par un point P’y de I et soient «
le plan 7P;, C la section de F par le plan «. Les courbes Cs en
question sont découpées sur I par les quadriques Q passant par P’
et tangentes a F en A';, A'y; ces quadriques passent par la conique v,
contenant P'; et touchant Cen A';, A’s. Cette conique coupe encore G
en un point. P'y, qui appartient donc & toutes les courbes C; passant
par P’,. Les couples de points tels que P',, P, forment sur la sur-
face I' une involution I transformée de l'involution de Bertini.

Soit P’ le troisi¢éme point de rencontre de la droite P’y P, avec
la courbe C. Considérons, dans le plan «, le faisceau de cubiques
déterminé par la courbe C et par la courbe’formée de la droite r
comptée deux fois et de la droite P',P's. Les courbes de ce faisceau
se touchent aux points A’;, A's, B’ et passent par les points Py, P's
et P’ elles ne rencontrent la conique v, qu’en des points fixes. La
courbe du faisceau passant par un point de y, contient cefte conique
comme partie el est complétée par une droite tangente & G en B’ et
passant par P'. Ce point est donc le tangentiel de B’ sur la courbe C.
Le point P’ appartient donc a la section (F, §) de F par le plan 8
tangent & F en B'. '

La courbe (F, ) posséde un point double en B’ et les droites
P P’; déterminant sur T les couples de l'involution I s’appuient
sur la droite r et sur la courbe (F, £); ces droites forment, comme
on saif, une congruence linéaire.

De ce qui précéde, on peut déduire la construction suivante de
I'involution de Bertini. Désiznons par I' les courbes I' passant par
A., A et par suite par B, par I'” la courbe I' ayant un point double
en B et qui correspond donc & la courbe (F, §). La courbe I'
passant par un point P; coupe I” en un point P en dehors de
A, A, ..., A, et de B. Les courbes I' passant par les points P,
et P forment un faisceau dont le neuvieme point-base est le point Py,
associé de P, dans l'involution de Bertini.

9. — Supposons que le point P, décrive une droite d; le point P,
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décrit une courbe D dont I'ordre est égal au nombre des points P
situés sur une seconde droite d’. Aux droites d, d' correspondent
sur F des cubiques gauches K, K’, se rencontrant en un point, mais
ne rencontrant pas en général la droile r. L’ordre de D est égal au
nombre de droites s’appuyant en des points distincts sur la droite 7
et sur les courbes K, K, (F, ). Les droites s’appuyant sur r, K et K’
forment une réglée d’'ordre 17 passant huit fois par » et trois fois par
chacuvne des courbes K, K'. Cetle réglée coupe la courbe (I, B), en
dehors de B et des poinis de K, K’ situés dans le plan $, en
17 poinls. La courbe D est done d'ordre 17.

Il existe une courbe T'; ayant un point triple en A,; il lui cor-
respond sur F une courbe rencontrée en trois points par la droite a,
et découpée par conséquent par la quadrique Q contenant a;. La
courbe en question est donc du cinquiéme ordre et, dans l'involu-
tion I, elle correspond a la droite a,. Par conséquent, aux points
infiniment voisins de A, sont associéS, dans Pinvolution de Berlini,
les points de la courbe I'; ayant un point triple en A;. Il en résulte
que la courbe D a un point sextuple en A,. Les points Ay, A,, ..., Ag
jouant des ro'es symétriques dans la définition de l'involution de
Berlini, la courbe D passe également six fois par les sept derniers
de ces points. Nous voyons donc que l'involution de Bertini est
engendrée par une transformation birationnelle involutive duplan =
qui fait correspondre aux droites du plan des courbes D d’ordre 17,
ayant huit points sextuples A;, A,, ..., As. On vérifie aisément que
deux courbes D ont en commun un seul point, variable avec les
courbes.

Le nombre des couples de l'involution de Bertini situés sur la
droite d est égal au nombre de bisécantes de la cubique gauche K,
s’appuyant sur la droite r et sur la courbe (F, 8), les points d’appui
étant distincts. Ce nombre est égal & quatre. Les 17 points de ren-
contre de la droite d et de la courbe D sont les points de ces quaire
couples et des points unis de I'involution. La courbe unie U de 'in-
volation de Bertini est donc du neuvieme ordre. Les points de la
courbe T'; ayant un point triple en A, infiniment voisins de ce
point, sont unis pour I'involution, par conséquent la courbe U a un
point triple en A, et mémes tangentes en ce point que la courbe I';
en question. La courbe U a de méme des points triples en Az, Ay, ..., Ag.
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Reprenons la section G de F par le plan « passant par . Par le
point P' passent quatre tangentes a C; U'une d’elles a pour points de
contact B’ et par conséquent la courbe G contient trois points unis
de 'involution I, en dehors de B’. Il en résulte que la courbe U doit
étre rencontrée en ftrois poinls par une courbe I", en dehors des
points A et de B. On en conclut que la courbe U ne passe pas par
B, qui est un point uni isolé de I'involution de Bertini.

10. Observaiion. — En laissant tomber quelques-unes des hypo-
théses faites sur la position des points A, on peut obtenir des cas
: particuliers de l'involution de Bertini ; on peut étudier ces cas par-
| ticuliers par le méme procédé.




