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S u n t o .  - Si dimostra un teorema di Andreotti: Una super]icie algebrica di divisore di Severi 
l'immagine di una involu~ione appartenente ad una super]icie algebrica e le due su~er]icie 
hanno la stessa variet~ di Picard. 

Lorsque Severi a c r ~  lu division sur une surface alg~brique et introduit le divi- 
seur a, on connaissait deux types de surfaces ayant un diviseur sup~rieur ~ ]'unitd 
et pr~cisdment dgal ~ deux [1]. C'~taient des surfaces d@pollrvues de courbe cano- 
niq~e et ay~nt une coarbe bicanonique d'ordre zdro, notamment  la surface d'Enri- 
ques, du sixi6me ordre, passant doubtement par les arStes d'un t~tra~dre. Le double 
des sections planes de cette surface et le double des coarbes ddcoupdes par les sur- 
faces cubiques circonscrites au t~tra~dre appartiennent an syst~me ddcoup~ par les 
surface du sixi~me ordre passant doublement par les arStes du tdtra~dre, surfaces 
qui peuvent 6tre formdes des faces du tdtra~dre et des quadriques. ]~NI~IQUES a 
d~montrd que cette surface ~tait l'image d'une involution du second ordre, privde 
de points unis, appurtenant  ~ ~ne surface de genres p~ = P~ = 1 [2]. 

Profitant de cette remarque, nous avons construit des exemples de surfaces ayant  
un diviseur quelconque. I f  snffit de constnfire une surface contenant une involution 
cyeIique d'ordre p, priv~e de points unis, ce qui est facile. L'image de cette involu- 
tion est une surface de diviseur a = p  [3]. Notre but  gtait de prouver l'existence 
de surfaces ayant  un diviseur quelconque, mais non d'obtenir par ce procddd toutes 
les surfaces possddant cette propridt& Comme C0~ESSATTI [4] et M. I~EFSCHETZ [5] 
l 'ont montr6, le fair qu'une surface a un diviseur supdrieur ~ l'unitg entraine l'exi- 
stence de torsions sur la varidtg riemannienne ~ quatre dimensions associde ~ la 
surface. 

Plus r6cemment, lVL A~DaEO~ [6] a repris la question e t a  dgmontrd que: 

Si q5 est une sur]ace algdbrique de diviseur de Severi supg~'ieur d l'unitd, elle est 

I'image d'une involution d'ordre ggal au diviseur, dgpourvue de points unis, apparte- 

(*) Entrata in Redazione il 20 settembre 1972. 
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nant ~ u n e  surface aIgdbrique tz, de diviseur dgal it l~unitd et ces surfaces ont mdme 
varidtd de Picard. 

Notre  bu t  duns ce t ravai l  est de donner  une d~monstrat ion assez simple du 
th~or~me de )I. Andreot t i  et  en re@me temps,  de donner  une  construct ion de la 
surface /~ en pa r t an t  de la surface 4.  

1 .  - Soit 4 une surface alg@brique normale de diviseur ~ = p > 1 (et non de 
diviseur sup@rieur £ p). Supposons clue [/'1I ~tant le syst~me des sections hyper-  
planes de 4 ,  il existe p - - 1  syst~mes ]F3], IF~], ..., t/'~] tels que l 'on air 

ces syst~mes ayan t  les m~mes caract~res que 1FI[. 
On pea t  supposer,  en ~voquant  a n  th~or~me classique de Beppo Levi, que la 

surface 4 ,  situde duns an  espace S~ ~ r dimensions, est  d~pourvue de points sin- 
guliers. 

Duns ces conditions, il existe duns S~, une hypersurface  d 'ordre p ayan t  un 
contac t  d 'ordre  p - -  1 avec 4 le long de ehacune des eourbes F~, F~, ..., Fn. 

0bservons  que r o n  peut  remplacer  la surface 4 par  une surface 4 '  obtenue en 
rappor tan t  projec t ivement  les cottrbes d 'un  syst~me IkFll aux hyperplans  d 'un  espace 

un nombre  convenable de dimensions. S i n  est l 'ordre de lu surface 4 ,  la sur- 
face 4 '  a l 'ordre k3n. I t  en rdsalte que l 'ordre de la surface 4 ,  1-'ordre des courbes 
1 " 3 , - P ~ ,  . . . , / '~  peu t  ~tre suppos6 aussi grand qu 'on le vent .  

2 .  - Consid~rons an  espace S~(,+I~_I t~ p(r ~ 1 ) -  1 dimensions, eontenant  p espa- 
ees lin~aires ~1, a3, .-. ,an £ r dimensions, ne se rencont ran t  pas deux t~ deux. En  
rappor tan t  les sections hyperplanes T'l de 4 aux hyperplans  de l 'espaee al, on obfient 
une  surface 41 poss~dant les m~mes propri~t~s que 4 .  De m~me, en r appor tan t  les 
eourbes /72 aux  hyperplans  de l 'espace 02, on obtien~ une surface 43 poss~dant les 
m~mes propri~t6s que 4 .  E t  ainsi de suite. On obt ient  f inalement  p surfaces 41 
dans al, 43 duns (r2, ..., gi n duns an. Ces surfaces sont bira t ionnel lement  identiqnes 
t~ 4 (mais eela n ' implique pas  une correspondance birafionnelle ent re  deux des 

espaces a~, ~ ,  ..., an). 
Nous d~signerons par  ~ les espaces d~termin~s par  les points de 41 et  les points 

homologues sur 42, 4~, ..., 4~. 
Soit H l 'homographie  de p~riode p~ de l 'est)aee S,(~+1)_1 ayan t  pour  axes pone~uels 

~1, a~, ..., a~. Un espaee $ est t ransform~ en lui-m~me par  H et  ce t te  homographie 
d6termine duns cet  espace une  homographie ayan t  p points unis isol~s, doric ~ est 
un  espace ~ p - - 1  dimensions. 

Pa r  an  point  de l 'une des surfaces 41, 43, ..., 4~ passe un seal espace ~. Sup- 
posons que par  a n  point  P quelconctue , passent  deux espaces ~. Ces espaces doivent  
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passer par  les p -  1 points que H fair correspondre ~ P e t  par  suite ils conicident. 
On en conclut que les co ~ espaces ~ to rmen t  une  conguence d'indice un. 

3. - L e s  espaces ~ passant  par  les points d 'une courbe /'~ to rment  une vari6t6 
p dimensions que nous d6signerons par  t zl. 

Un hyperp lun  passant  pa r  ~ ,  o~, ..., o~ coupe 1~ courbe F1 en n point ,  donc ce t  
hyperp lan  cont ient  n espaces ~. D ' au t re  par t ,  cot hyperplan  cont ient  6galement le 
lieu des espaces ~ p - - 2  dimensions s ' appuyant  en des points homologues Sur los 
courbes _F~ ~), F~ "), ..., F~ ~) qui correspondent  sur los surfaces q~, q~, ..., ¢~ £ la 

! 
courbe I'~. Cos espaees to rmen t  une  vari6t6 V~ ~ p - - 1  dimensions. 

Un hyperpt~n passant  par  ol,  0, ,  ..., o~ rencontre  la courbe 1"~, qui est  d 'ordre  n 
en n points,  done cot hyperp lan  rencont re  V~ suivaat  n de sos espaces~  p - -  ~ dimen- 
sions. Cot hyperpl~n rencont re  ~galement F~ snivant  les espaees ~ p - - 3  dimensions 
s ' appuyan t  en des points homologues sur los eourbes F~ ~), T~ ~), . . . , /-~). Un hyper-  
plan passant  par  ol, o~, o~, . . . ,o~ coupe F~ "~ en n points e t  cot hyperp lan  cont ient  
done n des espaees ~ p - -  3 dimensions. I1 cont ient  aussi les espaces ~ p - -  4 dimen- 
sions s ' appuyamt  en des points homologues sur les courbes ~¢~) ~ca) _ r~r) E t  " I  ~ 1  ' " " ~ D A I  " 

ainsi de suite. On ~rri~e f inalement  ~ 1~ r~gl~e lieu des droites s '~ppnyant  en des 
points homologues sur los courbes ~-~> ~v)" r6gl6e qui est  d 'ordre  2n. On voi t  ~ i  ' ~i ' 

ainsi que la ~-ari6t6 V~ est d 'ordre  ( p - - 1 ) n .  La vari6t6 V1 est done d 'ordre  pn. 

6. - Consid6rons main tenan t  la vari6t6 V, ~ p ~ 1 dimensions, lieu des oo ~ 
esp~ces ~. 

Un hyperpl~n passant  par  o~, o3 , . . . , aT coupe Cbl suivant  une  com'be 1~, doric 
il rencontre  la vari6t6 V suivant  la variSt6 V1 relative ~ ce t te  courbe /'1. I1 ren- 
contre  encore V suivant  la varlet5 V' lieu des espaces ~ p -  2 dimensions s 'appu- 
yan t  en des points homologues sur ~b~, ~b~, ..., ~b~. 

Un hyperp lan  passant  par  ~ ,  ~3, ..., o~ coupe q52 suivant  une courbe F~, donc 
il rencont re  V' sub 'ant  une  vari6t6 V~ relat ive ~ cet te  courbe/72 et  suivant  la va- 
rlet6 V J' lieu des espaces lin6aires ~ p - -  3 dimensions s ' appuyant  en des points homo- 
logues sur los surfaces q53, ¢ , , . . . ,  qS. E t  ainsi de suite. On arr ivera  finalement au 
lieu des droites s ' appuyant  en des points homologues sur los surfaces q5~_1 et  qs .  
Un hyperpl~n passant  par  o~, o~, ..., o~_2, ~ coupe q5~_1 suivant  une courbe F~_~, 
d 'ordre  n, fo rman t  une  r@gl4e V('. Cet hyperplan  coupe donc V (1) suivant  la r6gl~e 
lieu des droites s's~ppuyant sur 1~ courbe 1~_1 et  sur les points homologues de ~5, 
r6gl6e d 'ordre  2n, e t  suivant  1~ su r f a c e  q~, d 'ordre  n. L a  r6gl@e V a) est  doric 
d 'ordre  3n. En  r emon tan t  de proche en proch% on volt  que la vari@t6 V' est d 'ordre  
( p - - 1 ) n  et  enfin que la vari@t@ V e s t  d 'ordre  (2p - -1 )n .  

l~ous avons appel6 V1 la vari6t@ lieu des espaces ~ passant  par  les points d 'une 
courbe F~ de ~b~. Appelons de m@me V~ la ~-ari@t@ lieu des espaces $ passant  pa r  tes 
points  d 'une  courbe F~, ..., V~ la vari6t6 lieu des espaees ~ passant  par  les points 

d 'une  c o u r b e / ' ~ .  Cos vari6t6s out  routes p dimensions e t  sont d 'ordre  Tn. 
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Un hyperplan passant  par  les espaces ~ ,  ~s, ..., ~ coupe V suivant une vari~gg V:, 
un hyperplan  passant  par  les espaces ~ ,  as, ... ~ ~, coupe V snivant nne vari~t~ V~, ..., 
un hyperplan passang par  les espaces ~r~, ~ ,  ..., a~_~ coupe V suivang une vari~tg V~. 
On en conclut que les varigtSs 

V~ ÷ V~ + . . .  ÷ V~ 

song des sections hyperplanes de la vari5tg V. 
On voi t  qne si l 'on applique l 'opgration de division au sysggme des sections hyper-  

planes de V, on obt ient  p systgmes lin~aires ~qnivalents~ donc le diviseur de Sevcri 
de la vari6t~ V e s t  6gal £ l 'unitg. 

5. - Soit ~: unc hypersurface  d 'ordre  p de ~: coupant  ¢: suivant  une c o u r b e / ~  
du syst6me 13Fxt. Sin" ¢~, les courbes F~ ~) song d 'ordre  n eg le long d 'une de ces 
com'bcs, il y a unc hypersurface  d 'ordrc  p de ~ ayan t  un contact  d 'ordre  p - -  1 avec 
la surface ¢5. Soit ~ une  hypersurface  d 'ordre  p passant  par  la courbe / ~  homo- 
logue de F: .  Soient de m6me qa, ~0~, ..., q~ des hypersurfaces  d 'ordre  p de (~, (ra, ... ~ a~ 
passant  par  les courbes de Ca, ¢~, ...~ ¢~ homologues de _P~. 

Le lieu des espaces ~ passang par  les points de la courbe/~1 est uric vari6t6 ~ p 
dimensions, V~, d 'ordre  p~n. 

Consid6rons l 'intersecgion de la vari6t6 V eg de l 'hypersurface 

= ~:+ ~= ÷ . . .  ÷ ~ .  

Elle comprcnd la vari~t5 V[ qui vient  d 'e t re  rencontr~e et  est  complSt~e par  une 
vari~t~ W, ~ p dimensions, d~ordre p(p--1)n .  

L'hypersurface  ~ est t ransform~e en sot par  H~ de m~me (rue la vari~t~ V~ lieu 
d'espaces ~, donc la vari~t~ W est t ransform~e en sot par  l 'homographie H. 

Sur une espace ~, la vari~t~ ~ d~coupe une vari~t~ d~ordre p, ~ p - - 2  dimen- 
sions. Ces vari~g~s, F~ fo rment  sur W une congruence G d'indice un. 

En t r e  les points de chacune des surfaces ¢1, ¢2, ..., ¢~ et  les vari~t~s ? de G, 
il y a une correspondance biunivoque. 

Comme la variSt~ V, la variSt~ W a l e  diviseur de Scveri ~gal ~ l'unit~. 

6. - Consid~rons le cas p = 2 .  Alors la vari4g~ W e s t  une surface /~ eg les 
vari4t~s 7 se r4duiseng £ des couples de points. Sur la su:face F,  l 'homographie H 
d~termine doric une  involution I d 'ordre deux along les surfaces ¢1, ¢~ song des 
images. 

Un point  P1 de ¢1 ct  son homologue P2 de ¢2 song toujours  distincts, donc si 
l ' involution I poss~de an point  uni  P, c'esg que la droite P1P~ touche l 'hyperqua- 
drique ~o en P.  

Plapons-nous dans cet te  hypoth@se et  consid~rons une com'be 7 passang par  P: .  
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La  project ion de cet te  courbe ~ par t i r  de _P~ est ~me section de ~ et 1~ coarbe / '1  
a n~cessairement un  point  double en P1. Muis Be ra isonnement  peu t  ~tre repris pour  
toates  les courbes /"i (sections hyperplanes  de ~bl) et  la surface ¢~ ~urait un point  
double en P~, cont ra i rement  £ l 'hypoth~se que ¢1 eat d@ourve  de points singuliers. 

On en conclut qu'une surface algdbrique q~ de diviseur de Severi ggal d deux est 
l'image d'une involution du second ordre privge de points unis appa,~enant ~ une sur- 
face P de diviseur ggal ~ l'unitd. 

Nous avions ~tabli ce th~oreme dana une note  ant~rieure [7]. 

7. - Retournons  au c a s p  > 2. Coupons 1~ vari~t~ W par  une espace Z ~ pr ÷ 1 
dimensions qui ne soit pas t ransform~ en soi par  H. La section est une surface F 
d 'ordre  p ( p - - 1 ) n  snr laquelle les vari~t~s y d~coupent des groupes de p points for- 
m an t  une involution I ,  en g~n~ral non cyclique, dont  chacune des surfaces ¢1, ~b~, 
..., q)~ est une image. 

Cette involution poss~de-t-elle des points unis? 
Soit P un point  uni. I1 compte au moins deux lois parmi  les intersections ~vec 2~ 

d 'une cer ta ine variSt~ y, soit ~q. ~-ous supposerons que le point  P e s t  simple pour  
1~ varlet5 y~. Celle-ei ~an~ transform~e en soi par  H,  il e n e s t  de m~me de l 'espaee 
qui h i  est  t angent  en P e t  par  suite de la droite t intersection de cet espace avec 
l 'espace Z. La droite t doit donc appar ten i r  ~ un espace appar tenan t  ~ Z et  uni  
pour  H. 

L 'espace 2: rencontre  chaeun des espaces ( r l ,~ , . . . , f f~  suivant  an  espaee ~. 
r - - p - ~  2 dimensions. Ces p espace appar t iennent  £ un espace ~ p ( r - - p  ~ -3 ) - -1  
dimensions, uni  pour  H e t  appur t enan t  ~ 2:. Soit Z '  cet  espace. 

Pour  que l ' involution I poss~de des points unis, il faut  que la surface F ren- 
contre l 'espaee Z' .  Cela exige que l 'on air 

2 ÷ p ( r - - p  ÷ 3 ) - - 1  > p r ÷  1, 

ce qui n 'es t  possible que s i p  = 3. Duns ce cas, la surface F peut  rencont rer  le 

espace Z '  en un nombre  fini de points. 
Nous avons suppos@ que le point  P @tait simple pour  la vali@t5 y~. S'il en 6taft 

au t rement ,  le ra isonnement  pr@c@dent subsiste, la droite t @tan~ remplac@e par  deux 
plusieurs droites, tangentes  ~ la vari~t~ y~. 

8. - Supposons p =  3. La vari~t~ W est ~ trois dimensions e t e s t  d 'odre 6n. 
Elle appar t ien t  ~ un  espace S~+2 ~ 3 , r+  2 dimensions. L 'espace Z e s t  un hyper-  
plan de cet  espace et  l 'espace Z '  rencontre  chacun des espaces al, ff~, if3 suivan~ un 
cspaee ~ r - - 1  dimensions. Les variSt~s y sont des courbes. 

Soit P u n  point  eommun ~ la surface F et  £ l 'espace Z ' .  La  courbe yl passant  
par  P ~tant t ransform~e en soi par  H, de m~me que Z', cet te  courbe appar t ien t  

donc ~ 2:'. 



30 LL~CzE~ ~ GODE~UX: Sur tes surfaces algdbriques, etc. 

La courbe yl appar t ien t  donc ~ l~intersection de ~ e t  de W. L~ surface F ren- 
contre done 2:' suivant une  infinit6 de points alors qu~elle ne dolt  rencontrer  cet 
espace qu 'en  un nombre  fini de points. I1 en r6sulte qu 'en g6n6ral, la surface F ne 
rencontre  pas l~espaee Z' .  L~involution I e s t  done d6pourvue de points unis. Par  
consequent:  

Une surface q~ de diviseur de Severi ~ > 1 est l~image d~une involution d~ordre 
(en g6n6ral non cyclique) priv6e de points trois, appa r t enan t  ~ une surface F 
dont  le diviseur est ~ = 1. 

9 .  - Supposons que la surface q) soit irr4guli~re et par  cons4quent ~galement la 
surface T.  

Si q est l~irr~gul~rit4 de q~, on peu t  supposer que le syst~me continu com- 
plet  {pF1} eontient  les multiples d 'ordre p de p -  1 syst~mes continus complets 
(/'~}, {F~}, ..., {F~}. Les syst~mes {P£2}, {pF~}, ..., {pF~} appar t iennent  donc au sy- 
st~me {pF1}. A c h a c u n  de ces syst~mes correspond sur F u n  syst~me continu com- 
plet  et  ~ chacuu de ces syst~me correspond un point  de la vari4t4 de Picard /2 
associ~e ~ la surface F.  L~irr~gularit4 q' de F est done au moins 4gale ~ celle q de ~b. 

Retournons  ~ la vari~t4 V lieu des espaces ~. 
Aux points d~une courbe /~1 correspond sur V nne vari4I~ V~ lieu d'espaces ~. 

Les espaees ~ passant  par  les po in ts  d 'une courbe _F1 n~appartenant  pas au syst~me 
des sections hyperplanes  de ~ mais appa r t enan t  ~ un syst~me lin4aire tir4 de {F~}, 

! 

forment  une vari~t6 que nous d6signerons par  V~. On obt ient  ainsi co ~ vari4t4s 
appa r t enan t  ~ la conguence G des espaees ~ et  formant  un  syst6me continu {V~}. 
Supposons que ce syst6me ne soit pas complet  et  soit V~ une vari6t6 de ee syst6me 
n ' appa r t enan t  pas au syst6me primitif.  Cette vari6t6 est le lieu de oo 1 espace $ dont  
un point  d6crit une eourbe trae6e sur q~t. Cette eourbe appar t ien t  n6eessairement 
au sys6me (F1}. Le syst6me {V1} est done c o m p l e t e t  ses 616ments sont en corre- 
spondanee biunivoque avee les syst6mes lin6aires de {F~}. I t  en r6sulte que les 
vari6t6s qul repr6sentent  les 616ments de (V~} et  de {/'~} co~'ncident, avec la vari6t6 
de Picard  associ~e ~ la surface £5~. 

Les sections des vari6t~s de (V~} par  l 'espace ~ sont des syst~mes lin~aires de 
eourbes de la surface ~v et  on en conelut que les sur/aces ¢ et ~ ont m~me varidtd de 

Pieard. Ainsi se t rouve  compl4tement  d4montr4 te th~or~me de ~[. Andreott i .  
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