Sur les surfaces algébriques
dont le diviseur de Severi est supérieur a Punité.
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Sunte. — 8i dimosira un teorema di Andreotti: Una superficie algebrica di divisore di Sever: &
Uimmagine di una involuzione apparienenie ad una superficie algebrica e le due superficie
khanno la stessa varietdh di Pieard.

Lorsque Severi a créé la division sur une surface algébrique et introduit le divi-
seur o, on connaissait deux types de surfaces ayant un diviseur supérieur & 'unité
et précisément égal & deux [1]. Cétaient des surfaces dépourvues de courbe cano-
nique et ayant une courbe bicanonique d’ordre zéro, notamment la surface d’Enri-
ques, du sixiéme ordre, passant doublement par les arétes d'un tétraédre. Le double
des sections planes de cette surface et le double des courbes découpées par les sur-
faces cubiques circonscrites au tétraédre appartiennent au systeme découpé par les
surface du sixiéme ordre passant doublement par les arétes du tétraédre, surfaces
qui peuvent &tre formées des faces du tétraédre et des quadriques. ENRIQUES a
démontré que cette surface était 'image d’une involution du second ordre, privée
de points unis, appartenant & une surface de genres p, = P, =112}

Profitant de cette remarque, nous avons construit des exemples de surfaces ayant
un diviseur quelconque. If suffit de construire une surface contenant une involution
cyeclique d’ordre p, privée de points unis, ce qui est facile. I’image de cette involu-
tion est une surface de diviseur o=p [3]. Notre but était de prouver Vexistence
de surfaces ayant un diviseur quelconque, mais non d’obtenir par ce procédé toutes
les surfaces possédant cette propriété. Comme COMESSATTI [4] et M. LEFSCHETZ [5]
Pont montré, le fait qu'une surface a un diviseur supérieur & I'unité entraine lexi-
stence de torsions sur la variété riemannienne & quatre dimensions associée & la
surface.

Plug récemment, M. ANDREOTTI [6] a repris la question et a démeontré que:

8t D esi une surface algébrique de diviseur de Severi supérieur 4 Uunité, elle est
Dimage dune involution d’ordre égal au diviseur, dépourvue de points wnis, apparte-

(*) Entrata in Redazione il 20 settembre 1972.
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nant & une surface algébrigue F, de divisewr égal & Uunité et ces surfaces ont méme
variété de Picard.

Notre but dans ce travail est de donner une démonstration assez simple du
théoréme de M. Andreotti et en méme temps, de donner une construction de la
surface F' en partant de la surface @.

1. — Soit @ une surface algébrique normale de diviseur o= p >1 (et non de
diviseur supérieur & p). Supposons que [/}| étant le systéme des sections hyper-
planes de @, il existe p—1 systémes |I3], (3], ..., |I}] tels que Pon ait

prlg_prsz... E_pr,,

ces systémes ayant les mémes earactéres que /5|

On peut supposer, en évoquant un théoréme classique de Beppo Levi, que la
surface @, située dans un espace S, & » dimensions, est dépourvue de points sin-
guliers.

Dans ces conditions, il existe dans S,, une hypersurface d’ordre p ayant un
contact d’ordre p —1avee @lelong de chacune des courbes I, I, ..., I,.

Observons que 'on peut remplacer la surface @ par une surface @’ obtenue en
rapportant projectivement les courbes d*un systéme |k7;| aux hyperplans d’un espace
4 un nombre convenable de dimensions. Si n est Pordre de la surface @, la sur-
face @ a Yordre k*n. It en résulte que Pordre de la surface @, Dordre des courbes
Iy, Ty, ..., I, peut étre supposé aussi grand qu’on le veut.

2. - Considérons un espace S,,_.n_; & p(r-41)—1 dimensions, contenant p espa-
ces linéaires o,, 6y, ..., 0, & r dimensions, ne se rencontrant pas deux & deux. En
rapportant les sections hyperplanes I', de @ aux hyperplans de 'espace ¢, on obtient
une surface @, possédant les mémes propriétés que @. De méme, en rapportant les
courbes I, aux hyperplans de I’espace ¢,, on obtient une surface @, possédant les
mémes propriétés que @. Et ainsi de suite. On obtient finalement p surfaces @,
dans ¢y, @, dans o,, ..., @, dans o,. Ces surfaces sont birationnellement identiques
4 @ (mais cela n’implique pas une correspondance birationnelle entre deux des
€SPaces Oy, Gyy «ovy O,).

Nous désignerons par £ les espaces déterminés par les points de @, et les points
homologues sur @,, D,, ..., D,.

Soit H 'homographie de période p, de 'espace. 8.1, ayant pour axes ponctuels
O1y Oyy ...y 0. Un espace & est transformé en Iui-méme par H et cette homographie
détermine dans cet espace une homographie ayant p points unis isolés, donc & est
un espace & p—1 dimensions.

Par un point de 'une des surfaces @,, @,, ..., D, passe un seul espace & Sup-
posons que par un point P quelconque, passent deux espaces £ Ces espaces doivent
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passer par les p —1 points que H fait correspondre & P et par suite ils conicident.
On en conclut que les oo® espaces & forment une conguence d’indice un.

3. — Les espaces & passant par les points d'une courbe I forment une variété
4 p dimensions gue nous désignerons par V.

Un hyperplan passant par o,, d;, ..., 0, coupe la courbe I} en % point, done cet
hyperplan contient » espaces & D’autre part, cet hyperplan contient également le
lieu des espaces & p—2 dimensions s’appuyant en des points homologues sur les
courbes I'®, I'®, .., I'® qui correspondent sur les surfaces @,, Dy, ..., D, & la
courbe I',. Ces espaces forment une variété V, & p—1 dimensions.

Un hyperplan passant par oy, 0, ..., @, rencontre la courbe I'\?, qui est d’ordre n
en n points, done cet hyperplan rencontre ¥ suivant n de ses espaces,d p— 2 dimen-
sions. Cet hyperplan rencontre égalemént V', suivant les espaces 4 p— 3 dimensions
s’appuyant en des points homologues sur les courbes '™, I'®, ..., I'?. Un hyper-
plan passant par oy, 0, 0y, ..., 0, coupe I'® en n points et cet hyperplan contient
done n des espaces & p—3 dimensions. Il contient aussi les espaces & p —4 dimen-
sions s'appuyamt en des points homologues sur les courbes I, I'®, ..p I'P. Et
ainsi de suite. On arrive finalement & la réglée Heu des droites s’appuyant en des
points homologues sur les courbes "™, I'”; réglée qui est d’ordre 2n. On voit
ainsi que la variété V, est d’ordre (p—1)n. La variété V, est done d’ordre pn.

4. — Considérons maintenant la variété V, & p 1 dimensions, lieu des oo?
espaces &,

Un hyperplan passant par o, 65, ..., 0, coupe @, suivant une courbe I3, done
il rencontre la variété V suivant la variété V, relative & cette courbe /3. Il ren-
contre encore V suivant la variété V' lieu des espaces & p—2 dimensions s’appu-
vaunt en des points homologues sur @,, @,, ..., D,.

Un hyperplan passant par oy, 0s, ..., 0, coupe @, suivant une courbe I3, donc
il rencontre V' suivant une variété V, relative & cette courbe I, et suivant la va-
riété V" lieu des espaces linéaires & p — 3 dimensions s’appuyant en des points homo-
logues sur les surfaces @,, @,, ..., ®,. Et ainsi de suite. On arrivera finalement au
lieu des droites s’appuyant en des points homologues sur les surfaces @, ; et @,.
Un hyperplan passant par ¢y, 6y, ..., 0p_s, 0, coupe @,_, suivant une courbe I, ;,
d’ordre n, formant une réglée V®. Cet hyperplan coupe donc V® suivant la réglée
lieu des droites s’appuyant sur la courbe I, , et sur les points homologues de @,,
réglée d’ordre 2n, et suivant la surface @,, d’ordre n. La réglée V® est done
d’ordre 3n. En remontant de proche en proche, on voit que la variété V' est d’ordre
(p—1)n et enfin que la variété V est d’ordre (2p—1)n.

Nous avons appelé V; la variété lieu des espaces & passant par les points d’une
courbe [ de @,. Appelons de méme V, la variété lieu des espaces & passant par les
points d’une courbe I, ..., V, la variété lieu des espaces £ passant par les points
d’une courbe I,. Ces variétés ont toutes p dimensions et sont d’ordre pn.
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Un hyperplan passant par les espaces o, 0y, ..., 0, coupe V suivant une variété V,,
un hyperplan passant par les espaces o, 0y, ..., 0, coupe V suivant une variété V,, ...,
un hyperplan passant par les espaces ¢y, 0y, ..., 0,_; coupe V suivant une variété V.
On en conclut que les variétés

Vit Vet 4V,

sont des sections hyperplanes de la variété V.

On voit que si 'on applique 'opération de division au systéme des sections hyper-
planes de V, on obtient p systémes linéaires équivalents, done le diviseur de Severi
de la variété V est égal & I'unité.

5. — Soit ¢, une hypersurface d’ordre p de o, coupant @, suivant une courbe I}
du systéme [3I%]. Sur @,, les courbes I'® sont d’ordre n et le long d’une de ces
courbes, il y a une hypersurface d’ordre p de g, ayant un contact d’ordre p—1 avec
la surface @,. Soit ¢, une hypersurface d’ordre p passant par la courbe I'? homo-
logue de I';. Soient de méme @,, ¢, ..., @, des hypersurfaces d’ordre p de gy, 6y, ..., 0,
passant par les courbes de &, D,, ..., @, homologues de I.

Le lieu des espaces & passant par les points de la courbe I est une variété & p
dimensions, V7, d’ordre pn.

Considérons Pintersection de la variété V et de Uhypersurface

Q=@ T @+ .. F @y

Elle comprend la variété V) qui vient d’étre rencontrée et est complétée par une
variété W, & p dimensions, d’ordre p(p—1)n.

L’hypersurface ¢ est transformée en soi par H, de méme que la variété V, lieu
d’espaces &, done la variété W est transformée en soi par Phomographie H.

Sur une espace &, la variété ¢ découpe une variété d'ordre p, a p—2 dimen-
sions. Ces variétés, », forment sur W une congruence G d’indice un.

Entre les points de chacune des surfaces @,, @,,..., D, et les variétés y de G,
il y a une correspondance biunivoque.

Comme la variété 7, la variété W a le diviseur de Severi égal & I'unité,

6. — Considérons le cas p=2. Alors la variété W est une surface F et les
variétés v se réduisent 3 des couples de points. Sur la surface F, 'homographie H
détermine done une involution I d’ordre deux dont les surfaces @,, @, sont des
images.

Un point P, de @, et son homologue P, de @, sont toujours distinets, done si
Pinvolution I posséde un point uni P, c’est que la droite P,P, touche I'hyperqua-
drique @ en P.

Placons-nous dans cette hypothése et considérons une courbe y passant par P,.
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La projection de cette courbe & partir de P, est une section de F et la courbe I}
a néeessairement un point double en P;. Mais ce raisonnement pent étre repris pour
toutes les courbes I (sections hyperplanes de 9,) et la surface @, aurait un point
double en P;, contrairement & 'hypothése que @, est dépourve de points singuliers.

On en conclut gqu'une surface algébrigue @ de diviseur de Severi égal & deux est
Pimage d'une involution du second ordre privée de points unis appartenant & une sur-
face P de diviseur égal a Dunité.

Nous avions établi ce théoreme dans une note antérieure [7].

7. — Retournons au cas p > 2. Coupons la variété W par une espace X2 & pr-41
dimensions qui ne soit pas transformé en soi par H. La section est une surface F
d’ordre p(p—1)n sur laquelle les variétés y découpent des groupes de p points for-
mant une involution I, en général non cyclique, dont chacune des surfaces @,, @,,
...y @, est une image.

Cette involution posséde-t-elle des points unis?

Soit P un point uni. Il compte au moins deux fois parmi les intersections avec ¥
d’une certaine variété y, soit y,. Nous supposerons que le point P est simple pour
la variété y,. Celle-ci étant transformée en soi par H, il en est de méme de I'espace
qui lui est tangent en P et par suite de la droite ¢ intersection de cet espace avee
Pespace X. La droite t doit done appartenir & un espace appartenant & X et uni
pour H.

L’espace 2 rencontre chacun des espaces oy, 0y,...,0, suivant un espace &
r—p -2 dimensions. Ces p espace appartiennent & un espace & p(r—p +3)—1
dimensions, uni pour H et appartenant & 2. Soit 2" cet espace.

Pour que linvolution I posséde des points unis, il faut que la surface ¥ ren-
contre lespace 2'. Cela exige que Pon ait '

2+plr—p+3)—1>pr+1,

ce qui n’est possible que si p=3. Dans ce cas, la surface ¥ peut rencontrer le
espace 2’ en un nombre fini de points.

Nous avons supposé que le point P était simple pour la variété p,. S'il en étail
autrement, le raisonnement précédent subsiste, la droite ¢ étant remplacée par deux
plusieurs droites, tangentes & la variété y,.

8. — Supposons p=23. La variété W est & trois dimensions et est d’odre 6#.
Elle appartient & un espace 8,,., & 37+ 2 dimensions. L’espace X' est un hyper-
plan de cet espace et 'espace X' rencontre chacun des espaces 0y, 03, g suivant un
espace & r—1 dimensions. Les variétés y sont des courbes.

Soit P un point commun & la surface F et & l'espace 2’. La courbe y, passant
par P étant transformée en soi par H, de méme que 2, cette courbe appartient
done & 2.
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La courbe y, appartient done & Vintersection de 2 et de W. La surface F ren-
contre done X' suivant une infinité de points alors qu’elle ne doit rencontrer cet
espace qu’en un nombre fini de points. Il en résulte qu’en général, la surface ¥ ne
rencontre pas Pespace 2’. L’involution I est done dépourvue de points unis. Par
consequent:

. Une surface @ de diviseur de Severi ¢ >1 est I'image d’une involution d’ordre ¢
(en général non cyeclique) privée de points unis, appartenant & une surface F
dont le diviseur est o=1.

9. — Supposons que la surface @ soit irréguliere et par conséquent également la
surface F.

Si g est lirrégularité de @, on peut supposer que le systéme continu com-
plet {pl%} contient les multiples d’ordre p de p —1 systémes continus complets
(Lo}, (g}, ooy {I,}. Les systémes {pl.},{pl}}, ..., {pI',} appartiennent donc aun sy-
stéme {pl}}. A chacun de ces systémes correspond sur F un systéme continu com-
plet et & chacun de ces systéme correspond un point de la variété de Picard 2
associée & la surface F. L’irrégularité ¢' de F est donc au moins égale 4 celle ¢ de D.

Retournons & la variété V lieu des espaces &.

Aux points d'une courbe I correspond sur V une variété V, lien d’espaces &.
Les espaces & passant par les points. d’une courbe /I n’appartenant pas au systéme
des sections hyperplanes de @, mais appartenant & un systéme linéaire tiré de {I}},
forment une variété que nous désignerons par Vi. On obtient aingi co? variétés
appartenant & la conguence G des espaces & et formant un systéme continu {V,}.
Supposons que ce systéme ne soit pas complet et soit V, une variété de ce systéme
n’appartenant pas au systéme primitif. Cette variété est le lieu de oo! espace & dont
un point déerit une courbe tracée sur @;. Cette courbe appartient nécessairement
au syseme {I}. Le systeme {V,} est donc complet et ses éléments sont en corre-
spondance biunivoque avec les systémes linéaires de {I7}. It en résulte que les
variétés qui représentent les éléments de {V,} et de {/}} coincident, avec la variété
de Picard associée & la surface D,.

Les sections des variétés de {V,} par lespace X sont des systémes linéaires de
courbes de la surface F' et on en conclut que les surfaces @ et F ont méme varidté de
Picard. Ainsi se trouve complétement démontré le théoréme de M. Andreotti.
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