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UN PROBLÈME

SUR LES VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

PAR

LUCIENGODEAUX

I L est bien connu qu'une courbe rationnelle est de

genre zéro et CLEBSCH a démontré que, récipro-
quement, une courbe de genre zéro est ration-

nelle. Une surface rationnelle a de même les genres
arithmétique et géométrique égaux à zéro, mais la
réciproque n'est plus vraie. M. CASTELNUOVO a en effet
démontré (189/1) que la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'une surface soit rationnelle estque son
genre arithmétique pa et son bigenre P2 soient nuls,
montrant ainsi en particulier la fécondité de la
notion de plurigenre introduitepeu auparavant par
M.ENRIQUES. Une des raisons qui ont amené M. CAS-

TELNUOVO à considérer le bigenre fut la construction,
par M.'ENRIQUES, d'une surface dont le genre arithmé-
tique est nulet le bigenre égal à l'unité.

Considérons une surface F du sixième ordrepassant
doublement par les arêtes d'un tétraèdre T (et triple-
ment par les sommets). Le genre géométrique de F
est égal au nombre de quadriques linéairement
indépendantes passant par les arêtes du tétraèdre T,
c'est-à-dire à zéro. Le. bigenre P2 est égal au nombre
de surfaces du quatrième ordre linéairement indé-
pendantes passant doublement par les arêtes du
tétraèdre T;il ya une seule de ces surfaces, formée
des quatre faces du tétraèdre, donc P2= 1. Les sec-
tions planes de la surface sont des courbes d'ordre
six et de genre quatre; sur une de ces courbes, la série
canonique complète est découpée par les 003 surfaces
cubiques circonscritesau tétraèdre T;il en résulte
que le genre arithmétique de F est égal à son genre
géométrique: Pa=pg = o.

L'existence de la surface d'ENRiQûES suggère deux
problèmes: On peut en premier lieu se proposer la
construction de surfaces algébriques de genre pa = o
et de bigenre P2> 1. Une surface pour laquelle
on a P2 =2 et dont les courbes bicanoniques sont
elliptiques, a été construite il y a longtemps par
M. CASTELNUOVO. Plus récemment, des surfaces (plans
doubles) de bigenre P2=2 ou 3 ont été construites

par M. CAMPEDELLI et enfin, nous avons construit une
surface du septième ordre, dont les sections planes
sont les courbes tricanoniques, pour laquelle P2= 2.
Nous avons en outre montré que si l'on a pa = pg = o,
alors P2 < 10 (x).

Un second problème consiste dans la recherche de
variétés algébriques à plus de deux dimensions, dont
le genre géométrique est nul, mais dont certains
plurigenres sont égaux à l'unité. C'est de ce second
problème que nous voudrions nous occuper ici, mais
nous rappellerons tout d'abord quelques propriétés de
la surface d'ENRiQUES.

Appelons Cile système des sections planes de F1

ce système a le,genre quatre, le degré six et la dimen-
sion trois. Le système adjoint àCi, c'est-à-dire le
système de courbes découpant sur chaque courbe Ci
la série canonique gl de celle-ci, est découpé sur F

par les surfaces cubiques circonscrites à T. Ce sys-
tème 1C,1 a également le genre quatre, le degré six
et la dimension trois. La série canonique d'une
courbe C2 est découpée par les plans de l'espace, de
sorte que l'adjoint de C21 est à son tour [Ci 1. Cette
propriété est générale. D'une manière précise, tout
système linéaire Ci de courbes de genre TT, tracé
sur F, a le degré 27t-2 et la dimension TI-1;
son adjoint 1C,1 présente les mêmes caractères et
Ci est à son tour l'adjoint de C21. Si donc nous

désignons par ICI I,ICI/J les systèmes adjoint et
biadjoint à un système C nous avons

Ci = Cs 1 1 Ci 1 = 1q = c1 1

La courbe canonique CI-CI= C2— Ci n'existe
pas, mais la courbe bicanonique C-Cil = Ci— Ci
existe et est d'ordre zéro. La raison profonde de cette

(1) On trouvera un exposé des résultats obtenus dans cette question
et la bibliographiedans notre note sur Les surfaces algébriques non ration-
nelles de genres arithmétique et géométrique nuls (Actualités scient.,Paris,
Hermann, 1934). Voir aussi BURNIAT : Recherchessur lessurfaces de bigenre

un (Mémoires de la Soc. roy.des Sciences de Liège, 1936).



propriété des systèmes linéaires tracés sur F tient au
fait, établi par M. ENRIQUES, que cette surface est
l'image d'une involution du secondordre, privée de
points unis, appartenant à une surface de genres un
(pa= P4=i), c'est-à-dire à une surface sur laquelle
tout système linéaire est son propre adjoint.

Soit (P une surface de genres un; tout système
linéaire C|, tracé surCP et formé de courbes C de
genre 7t, a le degré 27c-n et la dimension TC. Sup-
posons que (D admette une transformation biration-
nelle involutive © en soi, engendrant une involution
12 privée de points unis. Soit F une surface image de
cette involution. Il est aisé de construire surCPun
système linéaire transformé en lui-même par 0; soit
C un telsystème. Il contient deux systèmes linéaires

partiels Ci ,'| C21 appartenant à l'involution I2, c'est-
à-dire dont toute courbe contient 001 couples de cette
involution. Aux systèmes Cil, 1 C21 correspondent
sur F deux systèmes linéaires complets Ci 1, C21.
Entre le genre 7t de C et le genre 71:1 de Ci, on a,
d'après la formule de ZEUTHEN, la relation

TU = 2tti- 1.
Pour la même raison, 1t1 est aussi le genre des
courbes C2. Une courbeÇa découpe, sur une courbe
Ci, un groupe de la série canonique g^—\ de cette
dernière; il en résulte qu'une courbe C2 découpe, sur
une courbe Ci, soit un groupe de la série canonique

..g2=4 de Ci, soit un groupe d'une série paracano-
nique g~~ de Ci. Dans le premier cas, )C21 a la
dimension

1t1-1, dans le second, la dimension
"^î2. Dans ce dernier cas, la dimension de 1Cil est,
d'après la théorie des homographies, égale à Ui-f-i et
alors, les courbes Ci découpent,' sur une courbe C2 de
genre 7ti, une série linéaire d'ordre 2711—2 et de
dimension

71:1+1, ce qui est absurde. Il en résulte que
1Clest l'adjoint de 1Ci1 et que Ci est à son tour
l'adjoint de C21. On obtient donc bien une surface F
d'ENRIQUES.

La démonstration de M. ENRIQUES, établissant que la
surface F est l'image d'une involution du second ordre
appartenant à une surface de genres un, fait appel à
des notions assez délicates. En voici une plus simple.

Considérons un système linéaire Q triplement
infini de quadriques, dépourvu de points-base. Il
existe 002 droites appartenant chacune à 001 quadri-
ques de IQI; ces droites forment une congruence G
d'ordre sept et de classe trois, appelée par REYE

congruence des rayons principaux de Q 1. M. FANO

a démontré que la surface d'ordre dix, qui repré-
sente la congruence G surl'hyperquadrique de KLEIN,

est une transformée birationnelle de la surface d'EN-
RIQUES. Cela étant, considérons un rayon p de G et
soient Qi, Q2 deux quadriques de Q|passant par
P' Qa, Q4 deux quadriques du même système ne
passant pas par p et déterminant un faisceau dont

aucune quadrique ne contientp. Lescouples de points
de p conjugués par rapport aux quadriques Q3

,
Q4

forment deux involutions qui ont un couple commun
Pi

,
P2. Les plans polaires de Pi (ou de P2) par rapport

à toutes les quadriques de Q passent par P2 (ou par
Pi). Il en résulte que toutes les quadriques de Q

passantpar Pi (ou par P2) sont tangentes en ce point à
la droitep. Par conséquent, les points Pi

,
P2 appar-

tiennent à la jacobienne du système 1Q
,

c'est-à-dire
à la surface de WEDDLE, du quatrième ordre, lieu des
sommets des cônes appartenant à Q 1. Les couples Pi,
P2 forment une involution sur la surface de WEDDLE et
celle-ci est de genres un (Pa = P4 = 1). D'autre part,
cette involution est représentée par la congruence G,

transformée birationnelle de la surface d'ENRIQUES. On
peut voir d'ailleurs que Pi ne peut jamais coïncider
avec P2, car un tel point appartiendrait à toutes les
quadriques Q, contrairement à l'hypothèse.

Venons-en maintenant au problème concernant les
variétés algébriques. On peut se proposer de cons-
truire des variétés algébriques dont le genre géomé-
trique Pg et les premiers plurigenres P2

,
P3 ,., P;-i

soient nuls, mais dont le p-genre. Pp soit égal à
l'unité, sans s'inquiéter de savoirsi l'on obtient la
variété la plus générale possédant cette propriété. C'est
un premier stade dans la résolution du problème posé
et c'est de cette première étape que nous voudrions
nous occuperici.

Considérons une variété algébrique Vr, à r - dimen-
sions, possédant les propriétés suivantes:

a. Tout système linéaire de variétés à i--i dimen-
sions tracées sur Vr, est son propre adjoint.

b. Sur une variété d'un tel système linéaire, les
autres variétés du système découpent un système
linéaire (de variétés à — 2 dimensions) complet
(système caractéristique complet).

c. Sur toute variété à r— 1 dimensions tracées sur
Vr, le système adjoint à un système linéaire de variétés
à r—2 dimensions, découpe un système complet sur
une de ces variétés.

Dans ces conditions, la variété Vr possède des variétés
canonique et pluricanoniques d'ordre zéro et tous ses
genres et plurigenres sont égaux à l'unité.

Supposons que la variété Vr admette une transfor-
mation birationnelle 0 en soi, de périodep. Pour plus
de simplicité, nous supposerons d'ailleurs p premier.
La transformation 0 engendre sur. Vr une involution
Ip, d'ordre p, dont nous désignerons parDr une
variété image.

Sur la variété Yr, il est aisé de construire un système
linéaire complet de variétésà r—1 dimensions, F,
transformé en lui-même par Set contenantp systèmes



linéaires partiels 1 Fi
,

( F2 ,. ,
| Fp appartenant à

l'involution Ip. A ces systèmes correspondent, sur
Ôr, p systèmes linéaires complets de variétés à r—i
dimensions ICpl

,
|$21.,., |<E>P| Pour notre objet,

il faut que <ï>21 soit l'adjoint de 14),1
,

l'adjoint
de |3>2|,\ l'adjoint de 1 et enfin (Di

l'adjoint de |$p cest-à-dire que l'opération d'ad-
jonction sur la variété Qr ait la période p. Dans ces
conditions, le système canonique J$2—J, le système
bicanonique (b,- <l>t ,., le système (p—i )-cano-
nique |$>p—| de Or n'existent pas, mais le système
p-canonique <l>t- 4),1 existe et est formé d'une variété
d'ordrezéro.

Supposons en premier lieu que l'involution Ip soit
privée de points unis.

Désignons par P1, p2 ,., pp les dimensions des
systèmes IF, 1, Fa ,., Fp et indiquons par
(Fi, F/c) la variété à r-2dimensions intersection des
variétés Fi

,
Fk' Sur une variété F1, soit Fi, nous

avons p systèmes linéaires (Fi
,

Fi)
,

(F4 , F2)1
,(Fi

,
Fp) appartenant à l'involution Ip, qui sont

formés de variétés canoniques de la variété Fi et dont
les dimensions sont Pt:"- 1

,
P2 ,. ,

pp Le second de

ces systèmes doit être le transformé du système cano-
nique de la variété <Pt, homologue de Fi. Or, nous
avons démontré (1) que si r — 1 est impair, on a

Pi = P2 = P3 + 1 = P4 +1—••• = Pp + l?

tandis que si r— 1 est pair, on a

Pl - I = P2 -h 1 = PS = P4 = = pp
-

-Si, au lieu de la variété F4, nous partions d'une
variété F2 et de lavariété homologue-<P2, nous devrions
avoir

•

1) si i-- 1 est impair et p supérieur à deux,

Pi + 1 = P2 = P3 = P4 + 1 = •••—Pp+ 1
>

ce qui est impossible;

2) sir 1est impair etp = 2
,

Pi = psi

3) si r — 1 est pair,

Pi = Pi — 1 = P3 + 1 = P4 = o. = Pp
>

ce qui est impossible.

On voit donc que Sur une variété algébrique degenres
un ayant un nombre pair de dimensions, une involution
cyclique privée de points unis est d'ordre deux et a pour
image une variété dépourvue de variété canonique, mais
possédantune-variété bicanonique d'ordre zéro(2).

(1) Sur une propriété des correspondances rationnelles entre deux variétés
algébriques (Bulletin des Sciences mathématiques, 1938, pp. 291-297).

(2) Sur la construction de variétés algébriques analogues à la surface
d'Enriques (Bulletin de la Société roy. des Sciences de Liège 1939, pp. 2-7),

Lorsque rest impair, on peut voir que l'image de
l'involution Ip, privée de points unis, est une variété
de genres un. Reprenons en effet le raisonnementprécé-
dent, mais en supposant que <3>i|,|<E>21

, ,
(D, soient

chacun son propre adjoint. On doit avoir, r — 1 étant
pair,

Pi= P2 =•••= Pp,

de telle sorte que

Sur une variété algébrique de genres un, ayant un
nombre impair de dimensions, une involution cyclique
d'ordre?, privée de points unis, a pour image une variété
de genres un (l).

On voit ainsi que la parité du nombre r de dimen-
sions de la variété Vr joue un rôle important.

Envisageons maintenant le cas où l'involution Ip
possède un nombre fini de points unis.

On peut construire, sur la variété Vr, le système
linéaire F de telle sorte que l'un des p systèmes
linéaires partiels appartenant à l'involution Ip qu'il
contient,soit dépourvu de points-base (2). Supposons
que ce soit le système Fi Les systèmes F21

,
1 F31

,., Fp ont pour points-baseles points unis de Ip et
leurs variétés ont, en ces points, certaines multiplicités.
On peut, d'autre part, supposer que le système -1), est
constitué par les sectionshyperplanes de la variété QP;*

alors, aux points unis de Ip correspondent des points
isolés (points de diramation) de Qr, points qui ont cer-
taines multiplicités pour cette variété. Chacun d'eux
est équivalent, au point de vue des transformations
birationnelles, à unensemble de variétés rationnelles
infiniment petites.

L'adjoint du système 1(Pl est par hypothèse le sys-
tèmeï$21 ,c'est-à-dire que les variétés$2 découpent sur
chaque variété (D, les variétés canoniques de celle-ci.
Mais les variétés <ï>2 passent par les points de dirama-
tion de Qr, en y rencontrant certaines des composantes
infiniment petites de ces points. Il est donc nécessaire
d'écrire que l'adjointde 1(1), estform'éde 1(b,1 augmenté
d'un ensemble A2 de composantes infiniment petites
des points de diramation. Le même raisonnement est-
valable pour les systèmes 1<p31

,
1<p41

, ., <Pp et en
désignant par (Pl l'adjoint de 1<P1, nous écrirons

<I>1 = 1<1>2 + Â2
,

I$aI = I$3 + As l,
.,I Op_11 = |$p + Ap|,|$p|=|$11,

A3, .,Ap étant également formées de composantes
des points de diramation.

(1) Sur la construction. (loc. cit.).
-

(2) La construction est analogue à celle qui correspond au cas des
surfaces. Voir notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant à hne

surface algébrique (Actualités scient., Paris, Hermann, 1935).



Les systèmes canonique ||, bicanonique
|$![ - 1 ,(p—i)-canonique|${p~^—$11
n'existent pas, mais le système p-canonique existe et
est précisément

I$(p)- <I>1 = 1Â2 + As- A~.

En d'autres termes, le système p-canonique se
réduit à une variété formée de composantes infiniment
petites des points de diramation. Il est donc naturel
de dire que cettevariété p-canonique est d'ordre zéro,
puisqu'elle n'est pas rencontrée par les sections hyper-
planes 1 de Qr (1).

Voici d'ailleurs quelques exemples dans le cas de
variétés à trois dimensions (r= 3).

Si une variété algébrique à trois dimensions, de genres
un, contient une involution du second ordre possédant
seize points unis, on peut prendre comme image de cette
involution une variété à trois dimensions possédant
seize points quadruples. Cette variété est dépourvue de
surface canonique, mais possède une surface bicano-
nique d'ordrezéro,formée des domaines des seize points
quadruples (2).

Si une variété algébrique à trois dimensions, de genres
un, contient une involution cyclique du troisième ordre
possédant neufpoints unis, on peut prendre pour imagede
cette involution une variété à trois dimensions possédant
neuf points quintuples (lecône tangent en un de ces points
est formé d'un cône du quatrième ordre et d'un espace à
trois dimensions). Cette variété est dépourvue de surfaces
canonique et bicanonique, mais possède une surface trica-
nonique d'ordre zéro, formée des domaines des neufpointsquintuples(3).

Revenons maintenant au cas général. Des relations
fonctionnelles définissant les adjoints des systèmes

(1) Observationssur les variétés algébriques à trois dimensions sur lesquelles
l'opération d'adjonction est Périodique-(Bulletin de la Soc. roy. des Sciences
deLiège,1940,pp.2-11).

(2) Sur les variétés algébriques à trois dimensionsde genres un contenant
des involutions cycliques (Conférence de la Réunion internationale des
Mathématiciens, Paris,1937).

(3) Recherches sur les inyolutions cycliques du troisième ordre appartenant
à une variété algébrique à trois dimensions (Annales de l'École normale
supérieure, 1937, pp. 55-79); Sur deux involutions cycliques du troisième
ordre appartenant à une variété algébrique à trois dimensions (Bulletin des

Sciences mathématiques, 1937, pp. 82-96).

|$i|, |1, ., \, on déduit aisément les rela-
tions. fonctionnelles

+(p—1)A2—A3— —Ap|=|p$iJ
,

|P$3+ (p-2) (Aj.+A3) —A4—•••—-Ap =|p$i
,

p + Ag + A3 +..:+ Ap 1= pffi, 1
-

Ces relations fonctionnelles sont de nature à nous
fournir des renseignements sur la structure des points
unis de'l'involution Ip et sur la composition des varié-
tés A2, s, Ap. On peut, en effet, y arriver par

une autre voie.
A une variété générique F de Vr correspond sur Or

une certaine variété 4>. Inversement, à cette variété 4>,.
correspondent p variétés F, transformées les unes dans
les autres par 8. Faisons varier d'une manière conti-
nue F dans F de manière à l'amener à coïncider avec
une variété Fi; alors(Pvarie d'une manière continue
sur Qr et vient coïncider avec une variété 4>1 comptée p
fois. La variété$appartient donc au système |p$i|•

Reprenons la variété générique F et faisons-la varier
d'une manière continue dans F de manière à l'amener
à coïncider avec une variété F2. Alors (b varie d'une
manière continue dans ip-bi et vient coïncider arvec

une variété <ï>2 comptée p fois, augmentée de compo-
santes des points de diramation de £)r. Or, précisément,"

Ges composantes doivent former la variété infiniment
petite (p— 1) A2—A3—. -Âp-

On arrivera à des conclusions analogues pour les
systèmes <ps\

,
<3?41, !., |$p

Au moins dans le cas p=3, on pourra sans doute,
enutilisant ces faits, arriver à la solution du problème
posé. L'étude de la structure des points unis d'une
involution cyclique appartenant à une surface algé-
brique semble, en effet, assez avancée pour le but
poursuivie).

On aura ensuite à considérer le cas où l'involution
Ip possède une infinité de points unis, formant une ou
plusieurs variétés de dimensions inférieures à r — 1.

(manuscrit reçu le 17 janvier 1942)

(1) Sur la structure des points unis des involutions cycliques appartenant à
une surface algébrique (Mémoiresin-8° de l'Académie roy. de Belgique, 1938,

pp. i-44); Sur les surfaces multiples ayant un nombre fini depoints de dira-
mation (Annales de l'École normale supérieure, 1938, pp. 193-222); Sur les
points de diramation des surfaces multiples (Bulletin de la Société roy. des
Sciences de Liège, ig4o, pp. 54-79, 128-137).


