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UN PROBLEME
SUR LES VARIETES ALGEBRIQUES

PAR

LUCIEN GODEAUX

‘L est bien connu qu'une courbe rationnelle est de
genre zéro el Cresscu a démontré que, récipro-
quement, une courbe de genre zéro est ration-

nelle. Une surface rationnelle a de méme les genres
arithmétique el géomélrique égaux a zéro, mais la
réciproque n'est plus vraie. M. CasteLzvovo a en effet
démontré (1894) que la condition nécessaire et sufli-
sante pour quune surface soit rationnelle est que son
genre arithmétique p, et son bigenre P, soient nuls,
montrant ainsi en particulier la fécondité de la
notion de plurigenre introduite peu auparavant par
M. ExriQues. Une des raisons qui ont amené M. Cas-
TELNUOVO a considérer le bigenre fut la construction,
par M. ExriQues, d'une surface dont le genre arithmé-
tique est nul et le bigenre égal a 'unité.

Considérons une surface I du sixieme ordre passant
doublement par les arétes d'un tétracdre T (et triple-
ment par les sommels). Le genre géomélrique de F
est égal au nombre de quadriques linéairement
indépendantes passant par les arétes du tétracdre T,
c'est-a-dire a zéro. Le bigenre P, est égal au nombre
de surfaces du quatriecme ordre linéairement indé-
pendantes passant doublement par les aréles du
tétracdre T ; 1l y a une seule de ces surfaces, formée
des quatre faces du tétraedre, donc P, — 1. Les sec-
tions planes de la surface sont des courbes dordre
six et de genre quatre ; sur une de ces courbes, la série
canonique compléte est découpée par les «=? surlaces
cubiques circonscrites au tétraedre T : il en résulte
que le genre arithmétique de I est égal a son genre

geométrigue : p,=— py = 0.

I ’existence de la surface d'EnxriQues suggere deux
probléemes : On peut en premier lieu se proposer la
construction de surfaces algébriques de genre p,=— o0
et de bigenre P, >> 1. Une surface pour laquelle

on a Py,=—2 el dont les courbes bicanoniques sont
elliptiques, a été construite 1l y a longltemps par
M. Casterzvovo. Plus récemment, des surfaces (plans
doubles) de bigenre Py =—2 ou 3 ont été construites

par M. Gampepernr el enfin, nous avons construit une
surface du sepliecme ordre. dont les sections planes
sont les courbes tricanoniques, pour laquelle Py, — 2.
Nous avons en outre montré que si I'on a p, = p, = o,
alors P; = 10(").

Un second probleme consiste dans la recherche de
variétés algébriques a plus de deux dimensions, dont
le genre géométrique est nul, mais dont certains
plurigenres sont égaux a l'unité. C'est de ce second
probleme que nous voudrions nous occuper ici, mais
nous rappellerons tout d’abord quelques propriétés de
la surface d’ENrIQuUES.

Appelons | G, | le systeme des sections planes de F;
ce systeme a le.genre quatre, le degré six et la dimen-
sion trois. Le systeme adjoint a |GI‘ . cest-a-dire le
systeme de courbes découpant sur chaque courbe C,
la série canonique gi de celle-ci, est découpé sur F
par les surfaces cubiques circonscrites a T. Ce sys-

teme | Cy| a également le genre quatre, le degré six
et la dimension trois. La série canonique d'une
courbe C, est découpée par les plans de l'espace. de
sorte que I'adjoint de |Cy| est & son tour [Gli. Cetle
propriété est générale. Dune maniere précise, tout
de courbes de genre T, tracé

systeme linéaire |
sur F, a le degré 2w—2 et la dimension ©™—1;
son adjoint | Cy| présente les mémes caracteres et
|Ci| est a son tour l'adjoint de | Cy|. Si donc nous
désignons par |C'|, |C"| les systemes adjoint et
biadjoint & un systtme |G|, nous avons

| Ci|={Ca],|Cl]=]Ci|=]C4].

La courbe canonique |CG}— C;|=|C,— C,| n’existe
pas, mais la courbe bicanonique |G —C, | = C;— (4
existe et est d'ordre zéro. La raison profonde de cette

(1) On trouvera un expose des résultats obtenus dans cette question
et la bibliographie dans notre note sur Les surfaces algébriques non ration-
nelles de genres arithmélique el géométrique nuls (Actualilés scienl., Paris,
Hermann, 1934). Voir aussi Burxiar : Recherches sur les surfaces de bigenre
un (Mémoires de la Soc. roy. des Sciences de Liége, 1936).
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propriété des systemes linéaires tracés sur I tient au
fait, établi par M. ExriQues, que celle surface est
'image d'une involution du second ordre, privée de
points unis, appartenant a une surface de genres un
(P, — P, — 1), ¢'est-a-dire a une surface sur laquelle

lout systeme linéaire est son propre adjoint.

Soit ¢ une surface de genres un;: toul systeme
linéaire | C
genre T,

. tracé sur ® et formé de courbes C de

a le degré 2w —2 et la dimension ®. Sup
posons que ® admette une transformation biration-
nelle involutive ® en soi. engendrant une involution
[, privée de points unis. Soil I une surface image de
cette involution. Il est aisé¢ de construire sur ® un
systeme linéaire transformé en lui-méme par © ; soit
| C | un tel systtme. 1l contient deux systemes linéaires
partiels | C,|, |C,| appartenant a I'involution I, c’est-
a-dire dont toute courbe contient «=! couples de cette
Involution. Aux systémes |(__11

1
Al )

. | Gs| correspondent
sur F deux systemes linéaires complets |Cy|, [Cy].
Entre le genre ©# de C et le genre =, de C,, on a,
d'apres la formule de Zeurnen, la relation 7=—2m, — 1.

Pour la méme raison, m, est aussi le genre des
courbes C,. Une courbe C, découpe, sur une courbe
Cy, un groupe de la série canonique ¢,5=) de celte
derniere : il en résulte quune courbe G, découpe, sur
une courbe C,, soit un groupe de la série canonique
9:%=L de C,, soit un groupe d'une série paracano-
Nique ¢,%—% de (,. Dans le premier cas. |Cy| a la
dimension dans le second, la dimension
T1—2. Dans ce dernier cas. la dimension de !Ci\ est.

™ — 1,
d"apres 1a théorie des homographies, égale a m -+ 1 et
alors, les courbes Cy découpent, sur une courbe C, de
genre m,, une série linéaire d'ordre 2w —2 et de
dimension m,+ 1, ce qui est absurde. 1l en résulte que
est I'adjoint de |C,| et que |[C,| est & son tour
'adjoint de | C, ] On obtient done bien une surface F
d"ExriQuEs.

-._,..IIE

La démonstration de M. Exriouss, ¢tablissant que la
surface F est I'image d'une involution du second ordre
appartenant & une surface de genres un, fait appel a
des notions assez délicates. En voici une plus simple.

Considérons un systeme linéaire | Q| triplement
infini de quadriques, dépourva de points-base. Il
existe «? droites appartenant chacune a «' quadri-
ques de [Q|: ces droites forment une congruence G
dordre sept et de classe trois, appelée par Reve
congruence des rayons principaux de ;Q\ M. Farno
a démontré que la surface d'ordre dix, qui repré-
sente la congruence G sur 'hyperquadrique de Krei,
€sl une transformée birationnelle de la surface d’Ex-
RIQUES. (Cela étant, considérons un rayon p de G el
solent Q,, Q, deux quadriques de Q| passant par
P: Qs, Qi deux quadriques du méme systéme ne
passant pas par p et déterminant un faisceau dont

aucunc quadrique ne contient p. Les couples de points
de p conjugués par rapport aux quadriques Q;, Q,
forment deux involutions qui ont un couple commun
P, . P,. Les plans polaires de P, (ou de P,) par rapport
a toutes les quadriques de | Q| passent par P, (ou par
P)). 11 en résulte que toutes les quadriques de |Q
passant par P, (ou par I’)) sont tangentes en ce point a
la droite p. Par conséquent. les points Py, P, appar-
tiennent a la jacobienne du systeme Q. c'est-a-dire
a la surface de Weppre., du qualtrieme ordre. hieu des
sommels des cdnes appartenant a | Q| . Les couples Py,
P, forment une involution sur la surface de WebpbpLe et

celle-ci est de genres un (p, =— P; == 1). Dautre part,
cette involution est représentée par la congruence G,
transformée birationnelle de la surface d Exrioues. On
peut voir d'ailleurs que P, ne peut jamais coincider
avec Py, car un tel point appartiendrait & toutes les
quadriques Q, contrairement a 'hypothese.

Venons-en maintenant au probleme concernant les
variétés algébriques. On peult se proposer de cons-
truire des variélés algébriques dont le genre géomé-
trique P, et les premiers plurigenres P, , P; ,..., Epiy
soient nuls, mais dont le p-genre. P, soil é¢gal a
l'unite, sans sinquiéter de savoir st Lon oblient la
vari¢lé la plus générale possédant celte propriété. Cest
un premier stade dans la résolution du probleme posé
et c’est de cette premiere étape que nous voudrions
nous occuper ici. |

Considérons une variété algébrique V., & r dimen-
sions, possédant les propriétés suivantes :

a. Tout systeme l[incaire de variétés a »r— 1 dimen-
sions tracées sur V., esl son propre adjoint.

b. Sur une variete dun tel systeme linéaire, les

autres variélées du  systeme découpent un systeme
linéaire (de variélés & r— 2 dimensions) complet

(systeme caracléristique complet).

¢. Sur toule variété a r— 1 dimensions tracées sur
V., le systéeme adjoinl & un systeme linéaire de variétés
a r— 9 dimensions, découpe un systeme complel sur
une de ces variétés.

Dans ces condilions, la variété V, posséde des variétés
anonique el pluricanoniques d'ordre zéro et tous ses
genres et plurigenres sont égaux a l'unité.

Supposons que la variété V, admette une transfor-
mation birationnelle ® en soi, de période p. Pour plus
de simplicité, nous supposerons d’ailleurs p premier.
La transformation ©& engendre sur.V, une involution
l,, dordre p. donl nous désignerons par L, une
variélé 1mage.

Sur la variéteé V,, il est aisé de construire un systeme
linéaire complet de variétés & r— 1 dimensions, |F |,
transformé en lui-méme par © et conlenant p systémes
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linéaires partiels |F,|, |F,|,...,|F,| appartenant a
IRNEL K

l'involution 1I,.

., p systémes linéaires complets de variétés a r—

dimensions |®,|,|®,|,..., |®,|. Pour notre objet,

il faut que |®,] soit l'adjoint de |®¢| ., &y Padjoint
" . . | i |

de I{I}g| S T ‘EI{,,‘ I'adjoint de !I‘I-‘;,_:! et enfin ,‘I-’l‘

adjoint de |®,|, c'est-a-dire que lopération d'ad

jonction sur la variété Q. ait la période p. Dans ces

b, — P, |, le systeme

conditions, le systéme canonique
bicanonique |®;— ®,|,..., le systtme (p— 1)-cano-
¢, — &, | de Q, n'existent pas, mais le systeme
Py — P, 1 existe et est formé d'une variété

nique
p-canonique

d’ordre zéro.

Supposons en premier lieu que l'involution [, soil
privée de points unis.

Désignons par p(, pa...., pp les dimensions des
syeteraes P FoP, Bl 00 U T,
(F:, Fy) la variété a r— 2 dimensions intersection des

et indiquons par

variétées F;, F.. Sur une variété F,, soit F,. nous

avons p systemes linéaires ['(I*"1 ; F,)‘ , j(F; o

(Fi 2 )

formés de variétés canoniques de la variété Iy et dont

! L] L] L] Ll

appartenant a linvolution 1,, qui sont

les dimensions sont py— 1, p2,..., pp. Le second de
ces systemes doit étre le transformé du systeme cano-
nique de la variété D, . homologue de F,. Or, nous
avons démontré (') que si r— 1 est impair, on a

0

1:Fi:rﬂ:3—|—l‘:p4—l—1:.”:‘5‘“—}—],

tandis que si r— 1 est pair, on a

O

1—12:53-1-1:

g

3294:...:5}‘”_

Si, au lieu de la variété F,, nous partions d'une
variété I, et de la variété homologue @, , nous devrions
avolr :

1) si r— 1 est impair et p supérieur a deux,

Fj_F_I:Fj:FE“__F*_E_I:"':Fp_l_l*

ce qui est impossible;

2) sl r— 1 est impair et p —= 2,

P1 = Pa,
J) s1 r—1 est pair,
Pr = L2 — 1 =— L3 + 1 = Q4 = — @p >

ce qul est impossible.

On voil done que Sur une variélé algébrique de genres
un ayant un nombre pair de dimensions, une nvolulion
cyclique privée de points unis est d’ordre deux et a pour
image une variélé dépourvue de variélé canonique, mais
possédant une variété bicanonique d’ordre zéro(*).

(*) Sur une propriété des correspondances rationnelles entre deux variétés
algébriques (Bulletin des Sciences mathématiques, 1938, pp. 291-297).

() Sur la construction de variélés algébriques analogues a la surface
d’Enriques (Bulletin de la Société roy. des Sciences de Liége 1939, pp. 2-7).

A ces systémes correspondent, sur

Lorsque r est impair, on peul voir que 'image de
'involution I,. privée de points unis, est une variété
de genres un. Reprenons en effet le raisonnement préeé

denl. mais en supposant que | b, @ik s 4l D, 'soient

chacun son propre adjoint. On doit avoir. » — 1 étant

pair.

O
O
|

O

g~

de telle sorte que

Sur une variélé algébrique de genres un, ayanl un
nombre umpair de dimensions, une involution cyelique
d'ordre p, privée de poinls unis, a pour image une variété
de genres un(').

On voit ainst que la parité dua nombre » de dimen-

sions de la variété V. joue un role important.
[Knvisageons maintenant le cas ou l'involution |
o p
possede un nombre fini de points unis.

On peul construire., sur la variété V,, le systeme
de telle sorte que l'un des p systemes

linéaire | F
linéaires partiels appartenant a l'involution [, qu’il
contient, soit dépourvu de points-base (*). Supposons
que ce soit le systtme |F,|. Les systemes |F,|, |F;]|,
.. .. | F, | ont pour points-base les points unis de I, et
leurs variétés ont, en ces poinlts, certaines multiplicités.
On peut. d’autre part, supposer que le systeme | &, | es
constitué par les H(*ﬂtit':-m;h}.'pvrplunw de la variété Q,.:°
alors, aux points unis de 1, correspondent des points
isolés (points de diramation) de L,.. points qui ont cer
taines multiplicités pour cette varietée. Chacun d’eux
est équivalent, au point de vue des transformations
birationnelles, & un ensemble de variétés rationnelles
infiniment petites.

L’adjoint du systeme | @, | est par hypothese le sys-
teme
chaque variété &, les variélés canoniques de celle-ci.

®, |, c'est-a-dire que les variétés @, découpent sur

Mais les variétés &, passenl par les points de dirama-
tion de Q,, en y rencontrant certaines des composantes
infiniment petites de ces points. 1l est donc nécessaire
d’écrire que 'adjoint de | @y | est formé de | @, | augmenté
d'un ensemble A, de composantes infiniment petites
des points de diramation. Le méme raisonnement est
valable pour les systemes j*[}u| ) }*I‘.f,[ Lt w s ek Ppt OL 0D
désignant par ‘*Iﬂ I'adjoint de [P |, nous écrirons

, | D5 :|(I?;;-Jr—5::l,
..;,l¢;1_1|:[¢p+ﬁp

| B | = | @, + A,

| ®p| =[P4 ]

As, ..., A, étant également formées de composantes
des points de diramation.

(*) Sur la construction... (loc. ¢it.).

(?) La construction est analogue a celle qui correspond au cas des
surfaces. Voir notre exposé sur Les inpolutions eycliques appartenant a une
surface algébrique (Actualités scient., Paris, Hermann, 1935).
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Les systemes canonique | ] — &, |, bicanonique

' ¢ — P, l Jte iy L (P )-canonique l o T l

nexistent pas, mais le systéme p-canonique exisle et

est précisément
[ OP) — @ | = | Ay + Ay + oo Ap] -

En d'autres termes, le systéme p-canonique se
reduil & une variété formée de composantes infiniment
petites des points de diramation. Il est done naturel
de dire que cette variété p-canonique est d’ordre zéro,
puisqu'elle n'est pas rencontrée par les sections hyper-
planes ®; de Q,(*).

Voici dailleurs quelques exemples dans le cas de
variélés a trois dimensions (r = 3).

Si une variété algébrique a trois dimensions, de genres
un, contient une involution du second ordre possédant
seize poinls unis, on peul prendre comme image de celle
inwolution une variélé a lrois dimensions possédant
seize poinls quadruples. Celle variélé est dépourvue de
surface canonique, mais possede une surface bicano-
nique d’ordre zéro, formée des domaines des seize poinls
quacdruples ().

St une variélé algébrique a trois dimensions, de genres
un, conlienl une involulion cyclique du troisieme ordre
possédant neuf points unis, on peul prendre pour image de
celle involution une variété a trois dimensions possédant
newf points quintuples (le edne tangent en un de ces poinls
est formé d’'un edne du quatrieme ordre el d’'un espace
trots dimensions). Celle variété est dépourcue de surfaces
canonique el bicanonique, mais posseéde une surface trica-

nonique d-ordre zéro, formée des domaines des neuf poinls
quintuples (*).

Revenons maintenant au cas général. Des relations
fonctionnelles définissant les adjoints des systemes

(') Observations sur les variétés algébriques a trois dimensions sur lesquelles

Vopération d’adjonction est péeriodique (Bulletin de la Soc. roy. des Sciences
de Liége, 19ho, pp. 2-11).

(?) Sur les variélés algébriques a trois dimensions de genres un conlenant

(ff’.'."r" E”i'”f”“:ﬂ”ﬂ {:J’E'I'iq“-tpﬂ' [[;GI]f&EI‘Eﬂ{}G d{_‘} .I-r']. H"Ell“iﬂ“ illtﬂeriﬂﬂalﬂ d[‘,"ﬁ
Mathématiciens, Paris, 1937).

(3) Recherches sur les involutions cyeliques du troisiéme ordre appartenant
a une variélé algébrique a trois dimensions (Annales de UEcole normale
supérieure, 1937, pp. 55-79) 3 Sur deux involutions cycliques du lroisiéme
ordre appartenant ¢ une variété algébrique & trois dimensions (Bullelin des
Sciences mathématiques, 193’;. PP- 82-9b).

), |,
tions fonctionnelles

, veey |Bp|. on déduit aisément les rela-

| p®: +(p—1) As—A;— ... —Ap | =[PPy ],
p®: +(p—2) (As + A)—Ai— ... —Ap | = | PO,

lllll
lllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

Ces relations fonctionnelles sont de nature a nous
fournir des renseignements sur la structure des points
unis de I'involution 1, et sur la composition des varié-
tés As; As, ..., Ay On peut, en effet, y arriver par
une aultre voie.

A une variété générique F de V, correspond sur L,

une certaine variété &. Inversement, a cette variétée &,

correspondent p variétés F, transformées les unes dans
les autres par 0. Faisons varier d'une maniere conti-
nue I dans

I'| de mani¢re & 'amener a coincider avec
une variété I, : alors ¢ varie d'une maniere continue
sur L, et vient coincider avee une variété @, comptée p
fois. La variété @ appartient donc au systeme |p®d;|.

Reprenons la variété générique I et faisons-la varier
d'une mani¢re continue dans | I | de maniere a l'amener
a coincider avec une variété I, Alors ¢ varie d'une
maniére continue dans | p®,| et vient coincider avec
une variété ¢, comptée p fois, augmentée de compo-
santes des points de diramation de Q.. Or, précisément,
ces composantes doivent former la variété infiniment
petite (p— 1) Ay — A3 — ... —A,.

On arrivera a des conclusions analogues pour les
systemes | Py |, | Dy|, ..., | D,

Au moins dans le cas p=—=23, on pourra sans doute,
en ulilisant ces faits, arriver a la solution du probléme
posé. L'étude de la structure des points unis d'une
involution cyclique appartenant a une surface algé-
brique semble, en effet, assez avancée pour le but
poursuivi (*).

On aura ensuite a considérer le cas ou l'involution
[, posséde une infinité de points unis, formant une ou
plusieurs variétés de dimensions inférieures a r— 1.

(manuseril recu le 17 janyier 1942)

(*) Sur la structure des points unis des ingvolutions eyeliques appartenant @
une surface algébrique (Mémoires in-8" de UAcadémie roy. de Belgique, 1938,
pp. 1-44); Sur les surfaces mulliples ayant un nombre fini de points de dira-
mation (Annales de UEcole normale supérieure, 1938, pp. 193-222) ; Sur les
points de diramation des surfaces multiples (Bulletin de la Société roy. des
Seiences de Liége, 19ho, pp. bh-79, 128-137).
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