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MOUVEMENT

SCIENTIFIQUE

LES SURFACES ALGEBRIQUES IRREGULIERES

Par Lucien GODEAUX

A théorie des surfaces algébriques, envisagée dans le groupe
des transformations birationnelles, a été, au début de ce
siecle, I'objet de travaux importants. Les méthodes d’investi-
gation utilisées dans cette théorie peuvent se ranger en deux
catégories : la méthode transcendante, dont le plus illustre
représentant fut sans conteste Emile Picarp ; la méthode algé-
brico-géométrique des géometres italiens CASTELNUOVO, ENRIQUES
et SEVERI.

De 19oo & 1905 surtout, les résultats obtenus par ces deux
méthodes furent confrontés, et I'on put établir ainsi que les sur-
faces possédant des intégrales de Picarp de premiére espece
n’étaient autres que les surfaces contenant des systemes continus
non linéaires de courbes algébriques. L’étude de ces surfaces,
appelées surfaces irréguliéres, mériterait d’étre poursuivie. C'est
ce qui nous a amené a écrire ce mémoire, ou nous indiquons
quels sont les résultats acquis et certains problémes dont I'¢tude
pourrait étre abordée. Il en est de cette théorie comme de bien
d’autres ; certains cas particuliers, étudiés de facon approfondie,
pourraient mettre sur la voie de résultats généraux [1].

1. Commencons par rappeler 'objet de la Géomeétrie sur une
variété algébrique. |

Les variétés algébriques de dimension k sont réparties en
classes. Appartiennent 4 une méme classe deux varietés telles
que l'on puisse passer de I'une a I'autre par une transformation
birationnelle. Cela signifie qu’entre deux variétés d’'une méme
classe existe une correspondance généralement biunivoque, telle
que les coordonnées d'un point de chacune des variétés
s’expriment en fonctions rationnelles des coordonnées du point
homologue de l'autre. Cette correspondance ne s’étend pas
nécessairement aux points des espaces qui contiennent les variétés
et qui peuvent du reste avoir des dimensions différentes. Ainsi
une courbe algébrique gauche et sa projection sur un plan
appartiennent & une méme classe.

Les propriétés étudiées sont les propriétés communes aux
variétés d'une méme classe, et le probléme principal est la déter-
mination des caracteres d’'une classe.

Dans chaque classe de variétés, on peut fixer une variété
repreésentative satisfaisant a certaines données projectives. Ainsi,
dans chaque classe de courbes algébriques, il existe une courbe
gauche dépourvue de points multiples effectifs et une courbe
plane n’ayant que des points doubles a tangentes distinctes.
Dans chaque classe de surfaces algébriques il existe une surface
dépourvue de points multiples, appartenant 4 un espace ayant
au moins cinq dimensions, et une surface de I’espace ordinaire
ayant comme seules singularités une courbe double a plans
tangents distincts et un certain nombre de points triples, a la
fois pour la surface et la courbe double.

2. Le genre p d’'une courbe algébrique C peut s’introduire de

plusieurs manieres.
Supposons, pour fixer les idées, que la courbe C soit une

courbe plane d'ordre m possédant d points doubles ordinaires:
Le genre p de la courbe C est :

1) le nombre de courbes adjointes (c’est-a-dire passant sim-

plement par les d points doubles) d’ordre m — 3 linéairement
indépendantes ;

2) le nombre

p = —;-(m —1)(m — 2) — d;

3) le nombre des intégrales abéliennes de premiére espece
lineairement indépendantes attachées a la courbe.

Prenons, pour image projective d'une classe de surfaces algeé-
briques, une surface F d’ordre m de I'espace ordinaire, pﬂSSédﬂ"E
une courbe double ordinaire D et T points triples & la fois pour -
et pour D.

L’extension des propriétés procédentes conduit a considerer °

1) le nombre a, des surfaces adjointes (c'est-a—dire 1?’355""“t
simplement par la courbe double D) d’ordre m — 4 linuéﬂiI‘EI"W“E"“'t
indépendantes : :

2) le nombre a, des surfaces adjointes d’ordre m — 4 calcule
comme si toutes les conditions imposées 4 ces surfaces par 1
passage par la courbe D étaient indépendantes ;

3) le nombre a, des intégrales doubles de premiére espece
linéairement indépendantes attachées a la surface F : ,

4) le nombre a; des intégrales de différentielles totales (inte”
grales de Picarp) de premiére espeéce, attachées a la surface F.

3. Occupons-nous en premier lieu des nombres a;, o, %s-

Lorsque I'on considére les conditions imposées a une gurface
d’ordre I, par son passage par la courbe D, I'on démontre qU°
pour | suffisamment élevé, ces conditions sont indépendﬂ“teﬁ'
On peut alors calculer la dimension du systeme des surface?
d'ordre [ adjointes & F, et cette dimension calculée est égale ala
dimension effective de ce systéme (observons en passant qu€ 368
adjointes a F ont des points doubles aux = points triples de 12
surface). Mais il peut se faire que, pour les petites valeurs dﬂrl’
cette particularité ne se présente pas. La dimension calcule®:
appelée dimension virtuelle, peut, pour | =— m — 4, étre inférieur®
a la dimension effective. On peut donc avoir a, < a,, et en 10§
cas on a a, = a;.

Le nombre «, est appelé genre géométirique p, de la surface i
Le nombre a, en est le genre arithmétique p, (ou genre nuI‘lt'Jh‘EEri‘:I'J}E
Pn =Pg).- On a p, = p,. Si Pg => Pa, la surface F est ﬂPPBleE
surface irréguliére ; si Pg = Pa» C’est une surface réguliere.

L;a nombre a, est toujours égal au genre géométrique Py
surface.

; ’ e ; el
Ces considérations remontent 3 CayLey, CLEBscH, ZEUTHEN
NOETHER.

de 12

4. Passons maintenant au quatriéme nombre «,. Comm® m;
le sait, les intégrales de différentielles totales attachées 2 uﬂﬂ“
surface algébrique ont été introduites par Emile PicARD e
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59? recherches sur les variétés abéliennes: elles sont pour cette
falson appelées intégrales de Picarp. Les intégrales de Picarp
de premiere espeéce sont celles qui restent finies en tout point de
la surface. Une surface réglée de genre p posséde p intégrales de
Picarp de premiere espece linéairement indépendantes ; une
Surface hyperelliptique en posséde deux. Mais Picarp a fait
;Emarquer que les surfaces qui possedent des intégrales de
fC*{‘D de premiére espece sont en quelque sorte exceptionnelles.
Ainsi une surface d’ordre m, la plus générale de son ordre, en
st dépourvue.

Ijﬂinﬂmbre a; = q des intégrales de Picarp de premiere espece
E;E:II‘EH]’EI:H iPdépefu;iantes, attachées a une surface algébrique I,

Ppele irrégularité de la surface.
Les nombres Pgs» Pas ¢ sont des invariants d’une surface: ils

80 ;
n,t _195 meémes pour toutes les surfaces d'une méme classe. On
ad allleurs

li

g =Pg — Pa>

E‘ES : F F ]
tla le Ihéoréme de CasteELsvovo, Enrioues & SeveRri, dont

no \
48 allons exposer la genese.

CUEI“]:}ES E?nTieElt de rappeler'tﬂul d’abord ?ne proprieté :files
o surfa gebriques, et de voir quelle peut étre son extension
aces.
grgssidimns, Sur une courbe algébrique C de genre p, ‘lers
">gp € n points, et supposons, pour plus de E‘Im[:}llf:ltﬁ,
e =2 Ces' groupes snnt'en n{?mbre won et se dlStI‘lbUE‘th
linéaire:ﬂfrlea lmeffu:es de dimension 1r1—p. ({es ool .sél:les
représent ﬂlrment ewdemmﬂnt‘un systeme cuntmu‘. Si ’l on
variés : € 1es groupes de n points de C par les points d'une

linéa;
Ea k! # L ¥
Ires 3 p — p dimensions. L’ensemble de ces «oP espaces,

\ 1;1-;1?& l‘ensembh? ::11?5 sériies li-néaire.s d’ordre n ?ppar-t?:{ant

N E‘;:l:ue un?rv?rlete V,, a p d}mensmnﬁ, appelee varletide

eSpice -line; t_e Var“’*tﬁ_ PﬂﬁSédE p lntﬂgralcs*dﬁe len? dﬂ premiére

Dag Jhﬂnﬂealremer}? mdepﬂm‘l:&ntes :et ad al}lel{rs ete Intl:{thItE,

de Pl‘emi(‘:’ dﬂnﬁ: I'etude d{f l{nxferSIGH des integrales abeliennes
tere espece attachées a la courbe C.

* E;Ili}l;lémnﬁ maint'enﬂnt. UI}E surface algébriqu? F Au lieu
COurheg tI:ES ;dﬂ n points 51tue% sur C, nous cﬂnszderernns les
genre daCEES sur la surfa:ce F, {Z‘-.t nous fixerons }'ﬂ{'dre n et le
sur |, Cﬂue ces Eﬂur.bes. L_extensmn de la propriété envisagée

rbe C serait la suivante :

Les
algéh _Eﬂurbes d’ordre n et le genre 7 tracées sur une surface
r 1 \ b - r - %
Sion 'que F se distribuent en oo? systemes lineaires de dimen-
r b F & N
» formant un systéme algébrique continu.

rsiil;?;sng? que F soit }me isurfﬂ(_:e d’ordre m de l'espace
Cettq Suﬂ: €¢pourvue de pm!nts singuliers. On Gﬂnle}I.E que, sur
buen; = ace, les murbeﬁs d’ordre et de_ genre donnes se distri-
fa; Un nombre fini de systémes linéaires, ce que I'on peut

lileﬂir;;litll‘er dans I’énoncé précédent en fUHPUSHHt P,
SUrface g a Turface F se tmurve l}tl‘ﬂ une reglere de genre p ({?1;.1 une
fnrnlEnt € la classe des rﬂ:glees), les gEHEI‘HtI‘]CES-I‘?E}lllgHES
dimﬁnsignu:} systtme continu o' de systémes linéaires de

: = o.
Dr;;{:;géﬂgﬁ ‘tﬂut' de suite le résultat précis qui généralise la
Nvisagee sur les courbes :

‘SHF Une gsnpp 3 A 5 < ’ v
distpgp, Sface algébrique F, les courbes d'ordre donné se

ue o \ . Faeis
"L en un nombre fini de systemes continus algebriques

E N ™ F -
de g systémes linéaires.

On : :
e 1 ;j’t;ﬁnt alnsi un caractére géomeétrique de I'irrégularité g
r

ace,

Jormg

bri ‘ le début de leurs recherches sur les surfaces algé-

CAsTELNUOVO et F. EnriQues furent conduits A penser
vait

‘Ques, G

qu’y]
a - = r r - - r LI
y Identité entre les surfaces algébriques irregulieres

A e B T T b m—rr— F—— —— =T ; i
R ! _E_:' Sl S e P i e e
Moot " S NE P = :

[

(Pg =>Dpa) et les surfaces possédant des intégrales de Picarp de
premiere espece. Ces géometres avaient d’ailleurs établi que les
systemes complets de courbes tracées sur une surface algébrique
réguliere (p, = p,) étaient lindaires. En d’autres termes, s’il
existe, sur une surface réguliecre, un systéeme continu non
linéaire de courbes, il est formé de courbes extraites d'un
systeme linéaire.

Une premicre contribution & la question fut apportée par
G. HumserT [2], qui démontra que si une surface contient un
systeme linéaire continu de courbes n’appartenant pas 4 un sys-
teme linéaire, elle possede des intégrales de Picarp de premiére
espece.

Quelques annees plus tard, F. ENriQues [3] parvint a démontrer
la propriété inverse, c’est-a-dire qu’'une surface possédant des
intégrales de PicArp de premieére espeéce, contient des systémes
continus de courbes n’appartenant pas a4 un systéme linéaire.
Ce théoréme fut précisé plus tard par Severr [4].

On avait ainsi une réponse qualitative & la question poseée par
CasteLsvovo et par EnriQues. Il importait d’en obtenir une
réponse quantitative et cette réponse fut donnée par le Théoreme
de CasteLNvovo, ENRIQUES & SEVERI énoncé plus haut. Avant d’en
venir a ce Théoréme, il nous parait utile de donner quelques
exemples de surfaces irréguliéres.

7. L’exemple le plus simple de surface irréguliére est la réglée
de genre p, pour laquelle on a p; = oet p, = — p. Une généra-
lisation immeédiate est obtenue en considérant une surface
contenant un faisceau non linéaire de courbes algébriques.

Une surface réglée de genre p peut étre considérée comme
représentant les couples de points d'une droite et d'une courbe
de genre p. Envisagée sous cette forme, la réglée admet une
généralisation plus intéressante. Considérons deux courbes
algébriques C,, de genre p,, et C,, de genre p,. La surface qui
représente les couples de points de ces courbes a été considérée
par DE Francuis [3], Maront [6] et SEvert [7]. Ses genres ont pour

valeurs :
Pg = PiPs Pa = P1P2 — Py — Ps-

L!iI‘I‘égUlﬁI‘ité de la surface est g = Py + Pa, et c'est aussi le
nombre des intégrales de premieére espece linéairement indépen-
dantes attachées a cette surface. Celle-ci contient deux faisceaux
non linéaires de courbes algébriques unisécantes.

Un autre exemple considéré par les mémes auteurs, a égale-
ment été imaginé en partant des surfaces réglées. Une surface
réglée elliptique (de genre p = 1) peut étre considérée comme
représentant les couples de points non ordonnés d'une courbe
de genre un. Cela étant, on peut considérer la surface qui repré-
sente les couples de points non ordonnés d’une courbe C de
genre p; cette surface a les genres

I
Pg=—PP—1) Pa=7p(p—1)—p

Cette surface a l'irrégularité ¢ — p, et SEvErt a montré qu’elle
posseéde p intégrales de Picarp de premiere espece linéairement
indépendantes [8].

Sur les surfaces dont il vient d’étre question, il existe des
systtmes continus de courbes n’appartenant pas a des systemes
linéaires.

8. Venons-en au Théoréeme de CASTELNUOVO-ENRIQUES-SEVERI.

Nous venons de dire que si une surface algébrique contient
un systétme continu de courbes non contenues dans un systeme
linéaire, elle est irréguliére. Inversement, une surface irréguliere
contient-elle nécessairement des systémes de cette espéce ? Les
exemples précédents, dont les derniers furent étudiés vers 1903,
semblent faire prévoir une réponse affirmative. Il en est bien
ainsi, comme I’a montré F. EnriQuEs [9].
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Sur une surface algébrique F, de genre arithmétique p,, il
existe des systémes de courbes |C|, linéaires, dits réguliers ; ils
sont caractérisés par la propriété suivante :

Si 1t est le genre des courbes C, n le degré du systéme (nombre
de points communs a deux courbes C), la dimension du
systeme complet | C | est

r= pg+ N — T —+1.
Supposons que la surface F soit irréguliere, et posons
9 = Pg — Pa

Alors EnxmiQues démontre que le systeme |C| appartient a un

systeme algébrique complet | C {, de dimension

Pg+R—%41=r+¢,

formé de ' systémes linéaires | C |.

Pour démontrer ce théoreme, ExriQues projette la surface F
sur un plan. Il est ainsi conduit & considérer un systeme continu
de courbes algébriques planes, possédant des points doubles
variables et touchant, en un certain nombre de points, une courbe
fixe. C'est I'étude de la série découpée sur une de ces courbes
par les autres qui le méne au résultat. Ajoutons qu’il utilise
¢galement ce principe qu'une courbe variable ne peut dégénérer
sans acquérir au moins un nouveau point double.

Une seconde démonstration, fondée sur les mémes principes,
fut donnée peu apres par SEverr [10].

L’étude du systtme continu complet { C | allait conduire
CasteLNvovo [11] au résultat cherché.

Envisageons deux systémes linéaires |C, |, | Ci
au systeme | C }, et le systeme

(1) |C'| = |C + Ci — C, |.

appartenant

Lorsque le systéme | C | varie d'une maniére continue dans i C |
et tend vers le systéme | C, |, le systéme | C' | varie d'une maniere
continue sur F et tend vers le systéme | C} |. 1l en résulte que le
systtme | C' | appartient au systéme continu complet { G} et que
I’égalité fonctionnelle (1) définit une transformation birationnelle
entre les systémes linéaires appartenant a | G {.

Représentons les systémes linéaires appartenant a | C { par les
points d’une variété V,, & ¢/ dimensions. La transformation
dont il vient d’étre question devient une transformation biration-
nelle de Vy en soi. G. CasTeLnvovo établit qu’il existe 007 de ces
transformations, deux a deux permutables, formant un groupe
continu transitif. Or Picarp [12] avait précisément étudié de
telles variétés et montré qu’elles possédent ¢/ intégrales de diffé-
rentielles totales de premiére espeéce, linéairement indépendantes.
A celles-ci correspondent ¢/ intégrales de Picarp de premiére
espece attachées a la surface F. On a donc

qf:q:ﬁ'g_pﬂ*

La variété V, qui vient d'étre définie est la variété de Picarp
attachée a la surface F. Elle est analogue a la variété de Jacosi
attachée a une courbe algébrique.

9. En méme temps que G. CasteLnvovo, F. SEVERI parvenait
au meéme resultal par une autre voie, mais en s’appuyant
également sur le Théoréme d’EnriQues.

A coté des intégrales de Picarp de premiere espeéce, F. SEVERI
considere [13] les intégrales de Picarp de seconde espéce, qui
possedent des singularités polaires. Si g, est le nombre des
intégrales de Picarp algébriquement distinctes attachées a la
surface F, il démonire que l'on a

o — 9 = VPp— Pa

Il se propose ensuite de voir dans quelles conditions les courbes

d'un systeme continu algébrique, tracées sur F, appartiennf‘-‘ﬂt
tolalement a4 un systéme linéaire, en utilisant des intégrales de
P1CcARD.

On connait le Théoréme d’ABEL sur une courbe algébrique :

La condilion nécessaire et suffisante pour que les groupes de™
points d’une série continue appartiennent a une série linéaire, est que
la somme des valeurs prises par chacune des intégrales abeliennés de
premiere espece atlachées a la courbe, aux points d’un groupe de la
série, demeure conslante lorsque le groupe varie.

Sur une surface algébrique, F. Sever: étend ce théoreme de
la maniére suivante [14]:

La condition neéecessaire et suffisante pour que les courbes d'un
systéme continu appartiennent totalement a un systéme linéaire, es
que la somme des valeurs prises par chacune des inﬂégmles de
Picarp de premiére espéce, aux points d’un groupe commun a deur
courbes du systéme, reste constante lorsque ces courbes varient.

C’est de ce théoréeme qu’il déduit
q = Pg — Pas 90 = 2(Pg — Pa)-

10. Un concept important de la géométrie sur une surface
algébrique, est celui de série caractéristique d'un systeme de
courbes.

Considérons, sur une surface F, un systéme linéaire iG |
complet, de degré n, de genre 1t et de dimension r. Sur une courb€
générale C, de ce systéme, les autres courbes du systeme décﬂl{“
pent une série linéaire d’ordre n et de dimension r— 1, appeleé
serie caractéristique du systéme. Considérée sur la courbe Cos
cette série, complétée s'il le faut, peut avoir une dimension ¢
supérieure a r— 1. On dit alors que la série caractéristique le
défaut 8 = p—(r —1). On doit & CasteLxvovo [15] un théoreme
important :

Le défaut de la série caractéristique d’un systéme linéaire est o
plus égal a Uirrégularité q de la surface, et il existe des systeme?
(les systemes réguliers) pour lesquels cetle limite est atteinle.

Si nous désignons par | C/ | le systéme adjoint a | C |, et par | B |
le systéme canonique de F, nous avons

[€ —Gf=K].

Par consequent, sur la courbe C, nous avons

| (G, GCo) | = | (G, Gy) + (K, C) [,

et si le systeme canonique | K | existe, la série caractéristiqu®
|(C,Cy) | est comprise dans la série canonique |(C’,C¢)I de 12
courbe Gy, c’est-a-dire qu’elle est spéciale.

Le concept de série caractéristique a été étendu aux systemes
continus par Severi [16].

Envisageons un systéme algébrique continu irréductible | G I
et soit V une variété dont les points représentent les courbes de
) G {. Fixons I'attention sur une courbe générale C,, et soil P, le
point qui la représente sur V. Tracons, sur V, une courbe Y
passant par P,. A un point P de y correspond une courbe G
lorsque le point P tend vers P, sur v, la courbe C tend, dans le
systeme } C{, vers une courbe infiniment voisine de G, et 1€
groupe (C,C,) des points communs a C et a G, tend vers UuP
groupe de points que I'on appelle groupe caractéristique deé Cor
L’ensemble de ces groupes est une série linéaire que SEv_EHI
appelle la série caractéristique du systéme continu §{ C {- Sl }B
systtme { C} est en particulier linéaire, on retrouve la serie
caractéristique de ce systéme.

Cela étant, le Théoréme d’ExriQues peut s’énoncer d
maniere suivante :

e la

rbes
(au

Un systeme continu algébrique complet, irréductible, de cOU
tracées sur une surface algébrique, a la série caractérislique
sens de SEVERL) compléle.
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Un €xamen critique de la démonstration que ExriQues a donné
de Stfn Théoréme, et de celle qui est due a SEvERI, a conduit ce
dlermer a constater que ces démonstrations n’étaient valables que
. la- série caractéristique du systeme { C | était non spéciale, c’est-
A~dire que si la surface avait le genre géométrique p, = o [17].
Cela ne remettait pas en question la validité du Théoréme de
C&STELﬁumfn—EERIQUES—SEvlﬂm (g =pg — pa), car H. PoiNcARE [18]
?“ &\:ait donné une démonstration. Mais cette démonstration,
‘““dEE sur la comparaison des intégrales de Picarp attachées
:ﬂzi‘lg surfmfe et sur les intégrales ﬂ.bél‘icnnes attachées El une

~'D€ tracée sur cette surface, faisait surtout appel a des
mEthﬂﬂdES transcendantes. Les géometres italiens désiraient
D?S‘SEder une démonstration fondée sur les méthodes algébrico-
gﬁﬂme’triquer; qui les ont conduits a tant de belles découvertes.

e telle démonstration a été obtenue, voici quelques années,
E"“;P,B- SEGRE [19]. Celui-ci utilise également le principe de

“8€nérescence des courbes dont sétait servi ExriQues ; il en
dgf:;ﬁ'- une nouvelle démonstration et le précise lorsqu’il s’agit
urbes tracées sur une surface algébrique.

P;;ﬂ?:nus avons indiqué plus hﬂ}lt }cs exemples (ile surfaces
€res connus au moment ou CAsTELNUOVO, ENRIQUES &
EVER) éntreprirent leurs recherches. Pour poursuivre l'étude
E;:;uqfﬂ‘ces ‘irrégulié?es‘r. il est sans doute néc?.ss.aire que d'a.utre?
pl‘épaI:-EEb Sﬂlﬂntrﬂﬂflsld,EPfES dans tous leurs d[ﬁtﬂrlls, de manieére a
b I‘Ewul‘ une théorie genm:ale de ces surfactas. I‘iunus allons passer
: ? les recherches faites dans cette direction.
Armi les surfaces irrégulitres de genre géométrique Pg =0,
EEt:;:;EHt ncfn-seulf:-.m.ent les Surfac{% réglées, mais-encﬂre
. rechams dites elllp’thue..s, reni:m}trEE? par PAINLEVE, dHI:lS
ey ZP*ChEE sur les équations différentielles [20], et comple-
o Etetermmees par EI.'*EHI(;:LTES [21]. E_lles ont les.genres
Courbe, : Pa = —1; elles pﬂs_s.edent }Jn’ Fmsceau Ellepthue'de
tiques E]f genre © et un faisceau }ll:l{fﬂll‘f:’: de courb?s El%lp—
trﬂnsﬁ;r o8 admeitten't un groupe continu simplement IHﬂH.l de
Mmations birationnelles en elles-mémes dont les trajec-

toip
E . = ) ' 4 -
S sont les courbes elliptiques du faisceau linéaire.

ir

Se

Si F - 1
tegnalnns en passant un résultat important que ENRrRIQUES a
1 dans son étude :

apﬁziﬁzunditf?ns nécessaires Eir s;tfﬂfsantmf pour qu'une surface
e a la classe des réglées (rationnelles ou non) sont
E Pi=—o,

Comm,
Yarigés
tab)e et
L.nrﬂ‘llle
TIsdeg pa

oh

€ nous l'avons déja indiqué, Picarp a déterminé les
E"lge1:11'*i4:115‘ues a n dimensions contenant un groupe permu-
transitif, «n, de transformations birationnelles en soi.

N = 2, on obtient ainsi les surfaces de Picarp, caracté-
r

Pg = —1, pg:pi'——_l.

Dri{irrél: ;’;Pfﬂ.ﬂﬂ de l_’u:aan représente une involution E}’Cli({ﬂf_‘!,
Sentay : pPoints unis, app.arten?ni a la surface de Jacosi, repre-
Euurdnnners Cﬂuples_ﬁﬂ pﬂ}nts d’'une courbe de ge?re df:ux. Les
functinnseﬂﬁ 'des points d’une surface (}e. PIFARD s’expriment en
Mitpeg Gumfﬂl‘mes quadruplemt&nt periodiques dt.a deux para-
de - €8 surfaces ont fait 'objet de recherches importantes,

& DE‘ Humpgry [22], d’ExriQues & Severr [23], et de BAGNERA
Francmrs [24],

12 :
CHyg aLEE €tudes d’Exrioues & SEvERI et de BacNERA & DE FraN-
} - " !
Progg }IIQUEUES nous venons de faire allusion, suggerent un
e L] L L
de constructton de surfaces irregulieres.

Cones;
. onsigé :
tion ; 4’ dérons une courbe C de genre p, contenant une involu-

hirﬂtiqnnrdre n > 2, cyclique, engendrée par une transformation
“ente ) Nelle ¢ de la courbe en soi. Soit F la surface qui repré-

uples de points de la courbe C. On peut construire
fux involutions.

€8s ¢
E!"Jl" F d ou

L'une, I, d’ordre n, est cyclique et est engendrée par une trans-
formation birationnelle T de F en soi, obtenue de la maniere
suivante : le point P’ que T fait correspondre a un point P repre-
sente le couple de points de C que t fait correspondre au couple
de points de C image du point P.

Si d’autre part on considére deux groupes de l'involution i,
les points de F qui représente les couples de points de C pris a
raison d'un dans chaque groupe, sont au nombre de n*® et
engendrent sur F la seconde involution J.

L’involution I posséde un nombre fini de points unis. En
revanche l'involution J posséde une courbe de points unis.
Chaque groupe de l'involution J est formé de n groupes de
'involution I.

Appelons F, une surface qui représente I'involution I, et F/ une
surface qui représente J. A cette derniére involution corres-
pond sur F, une involution J/ d'ordre n représentée par la
surface F/.

L’involution i, donnée sur C, a pour image une courbe C/
d'un certain genre p/, La surface I’ représente les couples de
points de la courbe C/. Si p’ > o, cette surface est irrégulitre
et il en est par conséquent de méme de la surface F,.

Nous avons utilisé ce mode de construction dans quelques
notes récentes [23], en nous appuyant sur nos recherches anté-
rieures sur les involutions n’ayant qu'un nombre fini de points
unis [26].

Dans les exemples étudiés, la surface F, a I'irrégularité p/;
elle posséde en général des points singuliers isolés.

13. Une propriété des surfaces de Picarp, établie par ENRIQUES
& Severi, peut également étre généralisée, de maniere a fournir
une construction de surfaces irrégulieres. Nous avons déja rap-
pelé qu’une surface de Picarp représentait une involution, privée
de points unis, appartenant a une surface de Jacosi. Alors,
inversement, la surface de Jacosr représente une involution du
méme ordre, cyclique, privée de points unis, appartenant a la
surface de Picarp considérée.

Considérons une surface F contenant une involution cyclique I,
réguliere, et soit ® une surface image de cette involution.
L’étude des systémes de courbes tracées sur ® et qui corres-
pondent a des courbes de F appartenant & un méme systeme
continu, montre que ® représente des involutions appartenant
a certaines surfaces que l'on peut construire. Deux de ces
surfaces sont liées par une correspondance, et les couples de
points homologues sont représentés par une surface F’. Sur
celle-ci existe une involution cyclique ayant pour image F, et
par conséquent F’ est une surface irréguliere [27)].

L'étude de la surface du quatrieme ordre contenant 32 droites,
rencontrée autrefois par E. Traynarp [28], nous a de méme
permis de construire une surface irréguliere, en utilisant les
propriétés des involutions appartenant & une surface algé-
brique [29].

14. Certains problemes relatifs aux surfaces irréguliéres
doivent encore étre étudiés. Ainsi que nous I’avons dit, un sys-
teme continu algébrique de courbes tracées sur une surface
irréguliere F est en général constitué par o7 systémes liné-
aires de courbes. Mais i1l peut exister des systéemes continus
algébriques formés de o9 systémes linéaires (non réguliers)
de courbes, ou ¢'<q. Il peut méme exister des systémes
linéaires isolés. On peut tout au moins 'admettre, par compa-
raison avec la théorie des courbes algébriques. Les groupes de n
points d’une courbe algébrique se distribuent en ooP series
linéaires, mais il se présente des exceptions.

Sur une courbe de genre six par exemple, il existe en général
cinq séries linéaires isolées de groupes de quatre points, de
dimension un. Il reste 12 de nombreuses questions a é€lucider.

———
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D’un autre coté, rappelons que Picarp a introduit des surfaces
algébriques : les surfaces hyperfuchsiennes [30] et les surfaces
hyperabéliennes [31], dont I'étude géométrique reste a faire.
Seules quelques surfaces hyperabéliennes ont été rencontrées
incidemment par G. HumBerT[32]. Les surfaces hyperfuchsiennes

et les surfaces hyperabéliennes admettent, comme les surfaces
hyperelliptiques, une représentation paramétrique par des fonc-
tions de deux variables présentant partout, & distance finie, le
caractere de fonctions rationnelles. Il serait & souhaiter qu€
I’étude en fuat reprise.
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