BULETINUL INSTITUTULUL POLITEHNMNIC LMN 1AS]
TOMUL XX (XXI1V), fase. 1—2, 1974
MATEMATICA
MECANICA TEORETICA, FLZICA

C.D. 518.7

SURFACES ALGEBRIQUES AYANT UNE COURBE
CANONIQUE ISOLEE
PAR
LUCIEN GODEAUX
Mewbre hovoraire de VAcadémie de la Républigue Socialisle do Toumanie

1

Nous avons démontré quune surface algébrique de genres p, =p, =
=0 ayant un systeme bicanonique irréductible, était Pimage d’une involu-
tion du second ordre, privée de points unis, appartenant & une surface al-
gébrique ayant une courbe canonique isolée [1]. Nous avons ensuite donné
une autre démonstration de ce théortme par une voie plus simple [2]. Dans
cette Note nous reprenons cette démonstration en simplifiant encore cer-
tains points et nous considérons les hyperquadriques circonscrites aux sur-
faces en question.

Apres avoir rappelé les propriétés des surfaces de genres p, =p, =0,
P, = 2 qui nous sont utiles, nous construisons la surface contenant 'involu-
tion d’ordre deusx. Il est probable que la considération des hyperquadriques
circonserites aux surfaces considérées conduira 4 une démonstration géomeé-
trique d’un théoréme que nous avons établi autrefois en utilisant une formule
de Picard, & savoir que le bigenre de Ia surface de genves p, =p, =0
est au plus égal a dix [3).

L. Soit ® une surface de genres p, =p, =0, P, = p) supérieur i
deux, dont le systéme bicanonique est irréductible. Pour abréger, nous
poserons P, =m. Nous avons démontré qu’il existe sur la surface @ une
courbe algébrique I' isolée, de genre m et de degré virtuel = — 1. Le systéme
bicanonique est [ 2I'|, bien que la courbe I' ne soit pas une courbe cano-
nique. Le systéme | 21" | découpe sur la courbe T" une série paracanonigue.

Les systemes pluricanoniques sont

[ Pou il =120 —=3) T+ 17|, [Ty =]2al .
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Le genre et le degré du systeme |I,[ sont respectivement ;n(n 4 1) (re=—1)+1,

n2(m —1). Le n-genre est donné par P, :;n(fn —1){m —1) 41,

On a 21" = 41 et le diviseur de Severi de la surface O est o =2.
Il existe sur @ des systémes linéaires

| Toua | =1@n—D |, [Pyt =1(2n —=2) '+ 1]
et on a 20, =20, 2Ty = 21,,.

Les systemes |1, , |et | Ty, | d’une part, les systemes | Iy, |et
| Ty, | dautre part, ont les mémes caracteres (degré, genre, dimension).

Pour abréger, nous poserons v =7 — L.

2. (Considérons dans un espace L a 2n(2n —1)v 41 dimensions,
deux espace a, 6 4 n{2n — 1)v dimensions, ne se rencontrant pas.

Dans le premier ¢ de ces espaces, nous considérons une surface @, d’or-
dve 4n?v, dont les sections hyperplanes sont les courbes 2n-canoniques I'y,
et dans le second, o, une transformée birationnelle de @ dont les sections
hyperplanes sont les courbes r,,. Soit @ cette surface.

Nous désignerons par le méme symbole les courbes qui se correspon-
dent sur les surfaces @ et @.

Appelons 7' la correspondance birationnelle qui fait passer de ® & @
et soit V la variété lieu des droites joignant les poiuts homologues de ces
surfaces.

Considérons une courbe [, de ®. Un hyperplan de X passant par
cette courbe rencontre la courbe homologue de la surface @ en 4n?v points.
L'hyperplan contient donc 4nm*v droites de la variété V, lieu des droites
joignant les points homologues de deux courbes I'y,. Un hyperplan passant
par ¢ coupe V, suivant ces droites et passe simplement par la courbe I'y,.
La variété V, est donc d’ordre 8n?v. Observons que la variété V, se trouve
dans un hyperplan passant par o.

De méme, la variété V, lieu des droites s’appuyant sur deux courbes
T',, homologues des surfaces @, @ est d’ordre Sn?v et est situde dans un
hyperplan passant par o.

Un hyperplan passant par ¢ rencontre la varicté Vg suivant une va-
viété V, et passe simplement par @. La variété Vy est done d’ordre 12n%

3. Les hyperquadriques de o découpent sur la surface ® des courbes
du systeme | 41" | et | 41 1. De méme, les hyperquadriques de V'espace & dé-
coupent sur ® des courbes des systemes 4T | et | 4T |. On peut donc ima-
giner une hyperquadrique ¢, =0 de ¢ découpant sur @ une courbe 41
4 laquelle correspond sur ® une courbe du systéme | 41" | découpée par une
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hyperquadrique ¢, =0 de . Les droites sappuyant sur ces courbes en des
points homologues dans 7' engendrent une réglée V; d’ordre 16n*v.

Celn étant, considérons dans & Phyperquadrique ¢, + ¢, = 0. Cette
hyperquadrique coupe la variété V, suivant la variété V, d'ordre 16n°v et
suivant une surface F d’ordfe 8n®v.

Désignons par H I’homographic biaxiale harmonique de 2 ayant
pour axes les espaces ¢ et . Cette homographie transforme la surface ¥
en elle-méme et détermine sur cette surface une involution I d’ordre deux.
Un couple de points de cette involution détermine une droite rencontrant
les surfaces @ et @ en des points homologues dans 7.

Les hyperplans passant par les espaces ¢ ou ¢ déterminent sur £ les
~courbes qui correspondent aux courbes I'y, de ® et I'y, de ©. Ces courbes
sont en général irréductibles, done la surface F est irréductible.

Si 'involution I possédait une courbe unie, les droites de V; passant
par les points de cette courbe appartiendraient a la swrface F, qui serait
réductible. Donc la surface F contient une involution 7 ayant au plus un
nombre fini de points unis.

Appelons C,, les courbes qui correspondent sur I' aux courbes I'y,
et C,, celles qui correspondent aux courbes 17,. Ces courbes appartinent au
systeme | Cy, | des sections hyperplanes de F.

La surface @ est une image de Uinvolution [I. Considérons sur @ une
conrbe T, ne passant par auneun des points de diramation éventuels de
®. I Iui correspond sur la surface I une courbe Cy, ,. Les courbes C,,
découpent sur la courbe C,, , la série canonique complete, car la courbe
Cy,_; est de genre 2n(2n —1)v + 1 ct la dimension de | C,, | est égale &
2m(2n —1)v-+1. Ilen résulte, d’apres un théoréme clasique de Castelnuovo,
que la surface F est réguliere (p, =p,)-

De plus, il existe une courbe C,, contenant comme partie une courbe
C,,_, et la surface F' posséde une courbe canonique €, unique. On a done,
pour la surface I, p, =p, =1.

Supposons maintenant que Pinvolution I possede @ points unis. Entre
le genre arithmétique p, =1 de F et celui, p, =0 de @, on a la relation [4]

12(p, + 1) =2.12(p; + 1) — 4u,
d'ott @ =0.

La surface F est réguliére, posséde une courbe canonique isolée et contient
une involution du second ordre privée de points unis.

4. Le raisonnement précédent montre que le systéme canonique d’une
courbe C,,_, transformée d'une courbe I'y, _, est découpé par les courbes

C,, =C,,. On a done
| Czn—1| :| szs|s 1 C;n—li :l ani,
Cy, = Cyyy + €y Cy = Ezn_l + €.

d’otl

5 — Buler, Instiv. polit. Tasi, 1—2, 1974 — Marematicd
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On en déduit que les courbes C,, , et C,, , appartiennent a4 un méme
systeme linéaire | Cy,_; |.

Soit m un nombre positif inférieur a4 2n. Désignons par C,, C, les
courbes qui correspondent sur F aux courbes I',, I'), des surfaces ®, ®.
Le raisonnement fait plus haut montre que siles systemes | Cppq |, | Coyy |
coincident, ils sont les adjoints aux courbes C,, et C,,. On a donc (., =
=C,+ €, €= C,+ (), dou l'on conclut que les systemes [ C,, | et
| C, | coincident en un méme systeme | €, |.

La propriété a été démontrée pour m =2xn —1, donc elle est
vraie quelque soit m.

5. En particulier on a pour m =1, que le systeme | C, | est adjoint &
la courbe € qui correspond sur F & la courbe I' des surfaces @ et @. On
a par suite C, — C = C = C,. La cowrbe I" est unique sur les surfaces @ et
@ et la courbe C, est unique sur la surface F. Elle est située sur la sur-
face lieu des droites joignant les points homologues dans T des courbes
I' et T situdes sur les surfaces @ et @.

Les genre et degré des systemes | I',, |, | I, | sont respectivement
1 : .

—n(m + 1)v - 1, m3v.
2

Par conséquent le genre et le degré du systeme | C,, | sont respecti-
vement mim - 1)v - 1, 2m*w.

La dimension P;, du systeme | C,,| est donnéee par P, —1 =mn(m —
—1)v+1 =2P, + 1.

5t Pon désigne par =, _, le genre des courbes C, ,, on axm,_ , =
=m{m —1jv+1 =P, —1

Sur la surface @, les courbes Iy, découpent sur la courbe I' une série
linéaire d’ordre 2nv. La courbe I' étant de genre m = v 1+ 1, cette série a
la dimension 2iv —7n = (2n —1)v — 1. Il en résulte que la courbe I' ap-
partient & un espace a (2n — 1)v — 1 dimensions. Par conséquent la courbe
C, appartient & un espace & 2(2n — 1)v — 1 dimensions si, comme nous le
supposerons désormais, on a n = 1.

Observons gu’a une courbe I' de @, ou I' de ®, correspond sur F
une courbe € et qu'a une courbe I correspond une courbe 2C. Le systeme
m-canonique de la surface ¥ est done | C, | = mC,|.

6. Dans l'espace o, il existe un hyperplan & passant par la courbe
I' et ayant le long de cette courbe un contact d’ordre 2n —1 avec la sur-
face ®. En d’autre termes, Uhyperplan £ rencontre la surface @ suivant la
courbe I' comptée 2n fois.

Les hyperquadriques de l'espace ¢ linéairement indépendantes sont

au nombre de ;—-[?3(2??, —1)v + 2] [n(2r —1)v + 1].
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Elles rencontrent la surface ® suivant les courbes du systeme |47,
ou suivant les courbes découpées par les hyperplans distinets de £ quand
Phyperquadrique contient cet hyperplan, ou contiennent la surface ©. Il

en résulte que les hyperquadriques linéairement indépendantes contenant la
surface @ sont au nombre de

(20 — 1) 4 302 — 1)y + 2] — [2n(dn — 1)y + 1] —

=20 —1)v ==~ [n¥2n —1)%v2 —n(ldn — 8)v].

1
2
Sur la surface @, la courbe I" est d’ordre 2mv et de genre v 4+ 1. Nous
avons suppos¢ n = 1. Dans cette condition, nous avons vu que la courbe
[ appartient a un espace o, de dimension (2n — 1)y — 1.
Les hyperquadriques de o, linéairement indépendantes passant par la
1 5
courbe I' sont au nombre de ;[(2% — 1)%v% — (6rn — 1)v].

Les hyperquadriques de ¢ contenant ® découpent sur G, ces hyper-
quadriques ou contiennent P'espace o,. Il existe donc

;[(‘n" —1)(2n — 1)*v? —m*zn(;,n —1)v]

hyperquadriques linéairement indépendantes contenant a lu fois la surface
® et I'espace o, de la courbe I

Les raisonnements précédents peuvent étre répétés pour la surface
® de o. Il existe dans o un hyperplan £ ayant un contact d’ordre 2n — 1
avec la surface @ le long de la courbe T' que 7 fait corresponder a 1" sur la
surface @. La courbe I' appartient & un expace o, 4 (2n — 1)v — 1 dimensions.

7. Dans 'espace X, il existe un hyperplan &, contenant la courbe C,
ayant un contact d’ordre 2n — 1 avec la surface F' le long de cette courbe.

Les hyperquadriques de Pespace I linéairement indépendantes sont
auw nombre de 2n%(2n —1)%v% 4 3(2n —1)v + 3. Ces hyperquadriques dé-
coupent sur la swface ¥ les courbes du systéme | 41 | ou les sections de
F par les hyperplans distincts de £, lorsque Ihyperquadrique contient cet
hyperplan, ou contiennent la surface F. Les hyperquadriques de X qui
contiennent la surface F, linéairement indépendantes, sont done au nom-
bre de 2n*2n —1)2v* —n(10n — 1)v.

Sur une courbe C,, les sections hyperplanes de I découpent une série
linéaire d’ordre 4nv non spéciale puisque % = 1. Le genre de la courbe C,
¢tant 2v 4 1, cette série a la dimension 2(2n —1)v —1. La courbe C,
appartient donc a un espace I, & 2(2n —1)v — 1 dimensions. Cet espace
contient les espaces 6, et o, et est completement déterminé par eux.

Les hyperquadriques de Iespace ¥, linéairement indépendantes sont
au nombre de 2(2n — 1)*v 4 (2n —1)v. Elles découpent sur la courbe
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C, une séric non spéciale dordre 8nv et de dimension 2(2n —1)v —1. 11
v a done 2(2n —1)*v* — (6 — 1)v hyperquadriques de I, passant par C..

Les hyperquadriques de % contenant I rencontrent Pespace X, suivant
les hyperquadriques contenant €, ou contiennent X, Il v adone 2(n*—1)
(27 —1)? hyperquadriques de 2 lindairement indépendantes contenant a
Ia fois la surface ¥ et Pespace X, .

8. La courbe C; se trouve sur la surface Iy lieu des droites s’appuyant
en des points homologues dans 7' sur les conrbes I' et T'. Cette swrface a
Lordre 4n2v. Elle est située dans Pespace X, & 2(2n — 1)v — 1 dimensions.

Désignons par ¢, =0 I'équation d’une hyperquadrique de g, passant
par la courbe I'. Dans 3, cette équation représenie un cone quadratique
lieu des droites s’appuyant sur I' et sur 5 et par conséquent contenant la
surface F,.

De méme, si Uy =0 est Péquation d’une hyperquadrique de o, pas-
sant par le courbe I', dans X, cette équation représente un cone quadratique
passant par la surface .

Il en résuite que dans X, DPéquation §, + ¢, =0  représente
une hyperquadrique passant par la swface F;. On obtient ainsi

i— [(2n —1)>v? — (6n —1)v]* hyperquadriques linéairement indépendantes con-

tenant la surface F,. Ce nombre est inférieur a celui des hyperquadriques
de X contenant la surface F.

Regue le 13 novembre 1973 Université de Liige,
Belgique
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SUPRAFETE ALGEBRICE AVIND O CURBA CANONICA 1ZOLATA
(Rezumat)

Continuind seria de lucriri privitoare la studiul unor suprafete algebrice [1], [2], se
stabilese noi rezultate si se considerd intre altele hipercuadricele circumserise  suprafetelor
studiate.



