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Sur certaines suites de quadriques considérées
par Corrado Segre.

7 LucieN Gopeavx (Liége)

Sunto. — Costruzione di wna serie di quadriche di cui due quadriche conse-
cutive si loccano in qualtro punti cargileristiche per le due guadriche.

C. SEGRE a considéré des suites de quadriques telles que deux
quadrigues conséceutives se touchent en quatre points caractéris-
tiques pour les deux quadriques [1]. Il utilise dans ce but la
représentation de Klein des droites de 1’espace par les points d’une
hyperquadrique @ de ’espace & cing dimensions. On sait que les
génératrices rectilignes des deux modes d’'une quadrique sont re-
présentées par les points des sections de 1’hyperquadrique § par
deux plans conjugués par rapport & celle-¢i[2]. Notre but dans cette
note est de construire une série plus générale que celles considérées
par Segre et possédant la méme propriété. Nous partons d’une
suite de Laplace (U) de §; et de sa polaire (V) par rapport & ¢.

La suite de quadriques que nous avons atbachée & un point d’une
surface en considérant, comme 1’a fait jadis M. Bomprani, la sur-
face comme lien de ses tangentes, est un cas particulier de la suite
précédente, comme nous le montrerons.

Un autre cas particulier que nous considérons & la fin de cette
note nous conduit & une suite de Laplace qui présente un certain
intérét.

1. — Considérons dans un espace S8; & ¢ing dimensions, une hyper-
quadrigque ¢ dont les points représentent les droites d’un espace §,
et une suite de Laplace (U) dont les variables sont « et v. Nous
représenterons les points de cette suite par

Uy, U, T, U, .., O .

chaque point étant le transformé du précédent dans le sens des #.
Nous supposerons cette suite illimitée dans les deux sens et que
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aucun de ses points »n appartient & ¢, ce qui implique que la droite
Ur Un+l rencontre cette hyperguadrique en des points distinets.

Désignons par ¥ le péle par rapport & € de I'hyperplan U
Urr2r n U1+, Nous obtenons ainsi une suite de points

- -1 7V
T N N A RN 2

formant une guite de Laplace (V) dont chague point est le transformé
du précédent dans le sens des ». Ce théoréme est connu [3]; en
voici d’ailleurs une démonstration.

Soit £2(p, g) une forme bilinéaire des coordonnées de deux points
p,q de §;. Supposons que la condition pour que les points p, g
soient conjugués par rapport & @ soit £2(p,¢) = 0. Nous suppo-
serons pour abréger les notations n = 0. Nous avons alors

QU V) =0,..., 20U, V)=0.

En dérivant les quatre premiéres de ces équations par rapport
& u« et les quatre derniéres par rapport & v, on a

U2, V,))=0,...,2(U4,V,)=0,
QUL V)=0,.., (0, V,)=0.
On en déduit
'Q(U_I: Vw):‘)! Q(U} Vw):or Q(Ul, Vur)zo'

Les points V,V,, V,, V,, appartiennent done au plan conjugué
du plan UtTUU" et sont liés par une relation linéaire, ¢’est-i-dire
que le point V satisfait & une équation de Laplace.

On démontre de méme que le point V!, pole de I’hyperplan
ULU UL U U, satisfait 4 une équation de Laplace.

On a

200, VYy=0,.., 2005 ¥V)=0,
d’ou, en dérivant par rapport & w,

KO Vh=0,..,20,7)=0.

Des équations précédentes, on déduit que les points V, ¥V, se
trouvent sur la droite conjuguée de 'espace U-*TUUU?, c'est-a-



SUR CERTAINES SUITES DE QUADRIQUES CONSIDERELES ETC. 143

dire sur la droite VVi On voit donc que la droite V'V, passe par
Vi et la droite V'V) par V, donc le point V' est le transformé
de Laplace de V dansle sens des v et V, celui de V* dans le sens des .

La démonstration précédente se transporte au cas ot U et V
sont remplacés par U™ et V* Le théoréme est donc démontré.

Les plans Ut UnUntt ef V2 VeVl sont conjugués par rap-
port & €. Ils coupent celle-ci suivant deux coniques p,y'. Aux
points de y correspondent les génératrices rectilignes d'une qua-
drique @, et aux points de o, les génératrices rectilignes de Pautre
mode de la quadrigue.

A la suile (U) correspond une suite de quadrigues (@).

2, — Boient O+, ' les points de rencontre avee @ de la droite
Ur e+t et D7, D™ ceux de la droite Vn¥V»ti A ces points cor-
respondent des droites que nous désigneromns respectivement par
cn:c:ndmd::' .

Les points O®, ¢'* appartiennent 4 la corigue y et par conséguent
les droites c,, ¢, appartiennent au premier groupe de génératrices
rectilignes de @,. Les points D*, D' appartiennent & Ia conique 3’
et Tes droites d,, d, appartiennent & Pautre groupe. Sur @,, on a
un quadrilatére gauche e, ¢,, d,, d.. Mais les droites e,,c,, d,, d,
appartiennent aussi & la quadrique @, , et par conséquent les qua-
driques @,, @,,, se touchent en gquatre points (e,,d,), (c.,d.),
(., dy), (), d.).

wd

Deur quadriques conséeuiives de la suite (@) se touchent en quatre
Ppoints.

3. — Sur la surface (U") se trouve une courbe . La tangente
€m0 4 cette courbe en C* appartient au plan Ur U1 TnE et est
tangente en C" 4 la conique y, section de ¢ par ce plan. Aux points
de la courbe u sur Ia surface (C") correspondent les droites d'une
réglée qui se raccorde 4 @, , le long de la droite ¢,. Lorsque u varie,
le lieu de la droite ¢, fait done partie de Penveloppe de la qua-
drigue @,,,.

De méme, lorsque v varie, le lien de la droite d, fait partie de
Penveloppe de la quadrique @, _,.

I1 en résulte que lorsque u et v varient, le lieu du point (c,, d,)
fait partie de I'enveloppe de la quadrique @,.,.

Il en est de méme des autres sommets du quadrilatére ¢,c, d.d, .
Mais la quadrique @, touche la quadrique @, en ces quatre points,
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done leurs lieux font également partie de l'enveloppe des qua-
driques @, .

Deww quadrigues conséeutives de la suite (D) se jouchent en quatre
poinls caractéristiques pour chacune de ces quadrigues.

4, — Supposons gue les deux suites (U), (V) alent en commun
deux points consécutifs.

Nous pouvons supposer sans restriction que ces points sont
U, V, les points U, V' n’appartenant pas & Q.

L’hyperplan polaire de U étant U UVVV?® passe par U et ce
point appartient & §. Ilen est de méme du point V et dela droite UV,

La droite UV rveprésente un faisceau de rayons de sommet x
et de plan {. Lorsque w, v varient, le point # engendre une surface ().

Le plan UV V! ne peut rencontrer @ en dehors de la droite UT,
11 en est de méme du plan U* UV, donc la quadrigue @ se réduit
au plan { compté deux fois.

La droite UU* touche I'hyperquadrique @ en U. Il en résulte
que la droite représentée par le point U rencontre la surface (z)
en trois points confondus en @ et est done une tangente asympto-
tique de la surface (x). Il en est de méme de la droite représentée
par le point V.,

On conclut de ceci que les lignes asymptotiques de la surface (z)
sont les courbes w, v et que { est le plan tangent & la surface (z)
au point .

La série de quadriques (@) coincide donec avec celle que nous
avons associée & un point d'une surface (z), dont il a été question
plug haut.

5. — Leg droites € (2, ¢'» ('t appartiennent au plan U U+ U+
et se rencontrent en un point 4. L’hyperplan polaire de A passe
par les points C*, C'* done par les points Un, U et par le plan
VeVl ¥tz conjugué du plan U» U™ U2 (Pest done Uhyperplan
n UM—I Tn sl PTate

Les droites D"Dr, D'=D'" appartiennent au plan F»Pnst s
et se renconfrent en un point B. L'hyperplan polaire de B contient
les points V#, Vi et le plan U» Urtr 2, ('est done 'hyperplan
Un [Tt [Tn Padl TPade,

Les droites C=»C7, ¢ (' appartiennent au plan Ut U= UnH!
et se coupent en un point A’ dont l'hyperplan polaire est
{n o+l Pl o Pota,
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Les droites D=Dr, D'»D'" appartiennent au plan V»=1V» il
et se coupent en wun point B’ dont Dhyperplan polaire est
Un—!. U'n Uﬂ+1 Vﬂ T+l

Les hyperplans polaires des points A4, 8B, A, B' passent par
Vespace Ur U#+ V» Vel done ils appartiennent & la droite », con-
juguée de cet espace,

Soient R,, R, les points de rencontre de la droite », avec @.
Les droites O*R,, D"R, appartiennent & @, donc la droite », re-
présentée par R,, rencontre ley droites e, et d,, ¢’est-a-dire passe
par le point (e,, d,).

Pour des raisons analogues, la droite , passe par le point (c;, d,,),
¢’est done une diagonale du quadrilatére e, c.d, d.. L'autre dia-
gonale de ce quadrilatére est évidemment la droite 7, représentée
par le point R,.

Les points A, B, A’, B' sont situés sur wne droite qui rencontre
Q aux points représentant les diagonales du quadrilatére ¢,c,d,d,

ot

6. — Les points A4, B et les points A',B' sont conjugués par
rapport & . Nous allons dorénavant considérer un cas particulier
en supposant que B’ coincide avec 4 et 4' avec B. Nous appel-
lerons ceble hypothese Vhypothése H.

i B’ coineide avec A4, les plang Ur Ui 42 e Yot Pr st
appartiennent & un hyperplan £ et le point A a pour hyperplan
polaire un espace 7 contenant les plans V» Vel Jndz gf In-t e i
qui se rencontrent en B.

La droite AA, et la droite B'B,, qui coincident rencontrent
en un point Pune le plan U1 T e+, Pantre le plan Vr Ve Ptz
¢’est-d-dire que la droite 44, passe par le point B.

On démontre de méme que la droite BB, rencontre en un point
chacun des plans UrUniTntt e Vot PePetl ¢lest-d-dire passe
par 4, qui est unigue point commun & ces plans par construction.

Les droites 44, et BB, coincident done et 4 est le transformé
de Laplace de B dans le sens des %, B celui de 4 dans le sens des ».

Dans Uhypothése H, les points A, B sont transformés de Laplace
Vun de Dautre.

Ces points appartiennent 4 une suite de Laplace que nons dé-
signerons par (4B).

7. — Le point A appartenant au plan U U+ U, la droite
AA, rencontre en un point le plan U+ Urr2»+3, Nous désigne-
rong ce point par 41
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Le point 4= B' appartenant également au plan V&1 V= iy
la droite A4, rencontre en un point le plan Vo2 T»-1¥n e lg
droite A4, rencontre ce plan en un point A. Le point ayant
pour transformé de Laplace dans le sens des v le point 4 appartient
a la droite 44, =AA = AA" TLa dreite A' Al rencontre en un
point le plan U™ U™ U et la droite A" A' rencontre en un
point le plan V»¥+¥+1 et la droite joignant ces deux points
doit passer par 4. Ils coincident donc avec 4. Les points A4, et
A"t coincident et ont pour transformés de Laplace dans le sens
des v le point A.

Le point A* situé dans Phyperplan & contenant les plans
Untt Otz ots of Vo2 Vo1 gst le transformé de 4 dans le
sens des .

On démontre de méme gue le point B! situé dans un hyperplan
7, confenant les plans Vet V2 Vs of -2 Un-1{J" est le trans-
formé de Laplace de B dans le sens des ».

On notera que les points A*, B sont conjugués par rapport & Q.

8 - En répétant le raisonnement précédent, on voit que le
transformé de Laplace de A' dans le sens des w est le point A*
commun au plans U2 U+ T+t e Ve V=2 ¥2=1 plans qui se
trouvent dans un hyperplan &,. Et ainsi de suite.

Les plans Unti rtitt Jotit: of Po-im1Yo—i Fa-itl gpf en com-
mun un point A7 et appartiennent done & un hyperplan &,: Le
point 47 est le transformé de Laplace dans le sens des « du point
At et celui-ci est le transformé dans le sens des ¢ du point A<

De méme, les plans Voti Prtitl Foakid2 gf [Tn—i-1 [Ja—i [Tn=i41 gnt;
en commun un point B! et appartiennent & un hyperplan #,. Le
point B' est le transformé de Laplace de B! dans Ie sens des v
et B celni de B dans le sens des u.

L’hyperplan %, est le polaire de A? par rapport & @ et & celui
de B Les points 4! et B* sont done conjugués par rapport 3 Q.

Dans Uhypothese H, il existe une swite de Laplace dont les points
sont conjugués par rapport ¢ Phyperquadrique Q.

Mais la suite (AB) ne donne pas une suite de guadrigques analo-
gue aux suites de Segre car les plans AfA 1A+ ot BiBH1Ri+2
ne sont pas conjugués par rapport & ¢.
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