Sur une catégoric de surinces algébrigue doubles

Par Lucieny Gopeavx (Liége).

®

Dansun mémoire déja ancien™, nous avons &établi les condi-
tions nécessaires et sufisantes pour qu’une surface algébrique re-
presinte une involation du second ordre, n’ayant qu’un nombre
fini de points unis, appartenant & une surface algébrique. D/une
maniére précise, nous avons démontré que: :

Les conditions nécessaives ef suffisantes pour qu'nne surface al-
sébrique d'ordre u sott Uimage d'une involution du second ordre,
nw'ayant quun nombre fini de poinis unis, appartenant d une surfa-
ce algébrique, sont que:

1V la surface posséde des poinis doubles coniques en. wombre
mulitple de quatre:

2 armi les hypersiurfaces passanl par ces points doules, dé-

vb J P >
coupant sur la surface le systéme double de celui des seclions hyper-
planes, il y en ait qui touchent la surface en chagne point d'iniersec-
tiom,
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Une surface répondant 2 ces conditions est appelée en abrégé
surface de rang deux. Cette surface, comptée deux fois et avant
comme points de diramation les points doubles, est appelée surfa.
ce double,

Dans cette note, nous appliquons le théoréme rappelé aux
surfaces d’ordre impair de l’espace ordinaire. Nous dérerminons
les conditions pour qu’une surfaee I, d'ordre Zn+1, irréductible,
touche un cbne du second ordre en chaque point d’intersection.
Nous établissons ensuite que la surface F posséde 4n® points dou-
bles coniques sur la courbe de contact et est par conséquent une
surface de rang deax. Nous étudions les courbes tracées sur la
surface F et sur la surface double ayant F comme support et
comme points de diramation les 4n* points doubles de celle-ci.
Nous démontrons que cette surface double est réguliére,

1. Soit Qun cone du second ordre de sommet O. Représen-
tons point par point ce cdne sur un plan ¢ de maniére qu'a ses
sections planes correspondent les cubiques ¢ ayant un point dou-
ble fixe A et trois points simples fixes Ay, Ag, Ag situés sur une
droite a.

Ala droite a correspond sur le céne Q le domaine du sommet
O; au domaine du point A correspond une section plane de Q et 2
ceux des points Ay, Ay, Ag, trois génératrices du cbne. Aux droi-
tes AA;, AA; AA; correspondent les points de rencontre de ces gé-
nératrices avec la section plane homologue de A.

Supposons qu’il existe une-surface F, d’ordre 2Zn+1, passant
simplement par le sommet O du cdne et touchant celui-ci le long
d’une courbe D d'ordre 2n+1.
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A la section de Q par une surface d'ordre 2n-+1 correspond
dans ¢ une courbe d’ordre 3(2n+1) ayant les multiplicités
2(In+1) en A et 2m-+1en Ay, Ag, Ag. Si la surface passe sim-
plement par le point O, la droite a fait partie de cette courbe.
Lerestant est une courbe d'ordre 6n+42, passant 2(2n+1) fois
par A et 2n fois par chacun des points Ay, Az, A A la courbe D
doit correspondre dansle plane une courbe A qui, comptée deux
fois, doit apparteniraus systdme linéaire déterminé par la courbe
précédente. Ilen résulte que la courbe A est d'ordre 3n+1, aen
A la multiplicité 2n+1 et en chacun des points Ay, Ay, Ag la mul-
tiplicité n. La courbe A\ coupe donc la droite a en un point en
dehors de A1, Ag, Aget par conséquent la courbe D passe simple-
ment par O.

E

La courbe D ne peut appartenir 2 une surface d’ordre m<n,

ne contenant par (3 comme partie, car alors Ia courbe A\ devrait
faire partie d’une courbe d’ordre 3m, passant 2m fois par A et m
fois par chacun des points Ay, Ag Az On devrait donc avoir

3m < 3n+1, 2m<2n+ 1, m>n,

d’olt m> n. Il enrésulte que la surface F ne peut dégénérer en
deux suriaces ne contenant pat Q comme partie et passant par la
courbe D. I existence d’une surface F irréductible, touchant le
cone Q le longde la courbe D, est ainsi établie.

2. On peut du reste facilement former 1’équationde la surfa-
ce I,

Rapportons le plan ¢ au triangle de référence AA;Az et choi-
sissons le point unitaire de maniére que Ag ait pour coordonnés
(0,1, 1), la droite a ayant pour écuation Xg=0.
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L’équation des cubiques vy s'écrit
x5 (M x2 4 N Xpxs + Mg XP) A4 ha xp B (x5-3%5) =0,

Cellede la courbe &\ est de la forme

n n-1
X3 "0211'}‘1 (xi. X2) -+ Xg Hy H2 (X1 }C-z) {p2n'1+ ......
i 1w n.d 4 - —
4+ X% xR (xg-Xp) ™ Py o] XY (5y,-32)" =0,

Ol @out1, @anty veeesy SONt des polynomes en xy, Xp dont le degré
est indiqué par Vindice.

Rapportons projectivement les cubiques v aux plans de es-
pace en posant )
X] Xg XS X4

X X2 Xg X; X, Xg X2 Xy X2 (¥1=%g)

Le céne Q a pour équation

X% —X; X3 = 0

et son sommet est donc le point O (O, O, O, I).

L’équation d’une surface d’ordre 2n+1 passant par O est de
la forme

Zn"1
Xinyg (X, Xg Xp) + Xoo Uy ot ot (K X Xg)=0
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ou les ¢ sont des polynomes en X, X,, X3 dont le degré est in-
diqué par Uindice.

A la section de Q par cette surface correspond dans le plan

o la courbe dont ["équation, aprds simplification par xj, s"écrit

- mn. - -
X317 xIT (xx2)™ ¥y (X}, X Xp, x3) w3971 x20-L (x,-x,)20-1
. o
xg ¥z (21, X1 %, x3) +od %37 Yaatr (%2, x4, X, X2) = 0.
Le premier membre de cette équation doit &tre identique au
premier membre de I'equation (1), On aura donc

Vi (x3, %1%, x3) = o (x4, 38,
Y2 (%7, x1 X2, X3) = 2 95 (xq, xa) @3 (x4, Xa),

¥y (x1, X1 X, X3) = [0s (x1, )+ 20 (X, %) s (xg X3),

R R R L L

I‘pz'i‘.l"'l {X%I X1 Xg, X%) = [‘92n+1 (X-I’ x2)]2-

Ces équations déterminent les polynomes ¥ et par conséquent
I’équation de la surface F.

On observera cependant que certains coefficients restent ar-
bitraires dans les polynomes ¥. D’une manidre précise, dans ¥ il
restera 3 k (k-1) ccefficients arbitraires et par suite, dans I'equa-
tionde F, 24 n (n+1) (Zn+1) coefficients arbitraires. En d'autres
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termes, les surfaces F satisfaisant & la question dépendent de
2an (n+1) (2n+41) parameétres.

Deux surfaces F touchant Q le long de la courbe D détermi-
nent un faisceau de surfaces possédant la méme propriété, par
conséquent ce faisceau contient une surtace formée du cbne Q et
d’une surface d’ordre 2u-1. Or, ces dernidres surfaces dépendent
de 240 (n41) (2n-41) -1 paramétres, par conséquent il existe
bien, dans le systéme trouvé, des surfaces F irréductibles.

3. La courbe A et par suite la courbe D sont de genre
n{n-1). '

Le plan polaire d’un point P quelconque par rapport a Q
passe par O et coupe encore D en 2n points, par conséquent, la
développable engendrée parles plans tangents 8 Q et a F le long
de D est de classe 2n. '

" La polaire du point P par rapport a F est une surface d’ordre
2n coupant D en 2n(2n+1) points. Parmi ceux-cise trouvent les
2n points en lesquels le plan tangent @ F et a Q passe par F.
fin chacun des 4n2 autres points, le plan tangent 3 F doit &tre in-
dérerminé et cette surface posséde donc 4n® points doubles, en
général coniques, sur la courbe D.

On observera qu’une surface F formée du cone Q et d’une sur-
face d’ordre 2a-1 posséde également 4n? points doubles coniques
sur D, Cesont les 4n?-1 points de recontre de cette derniér
surface avec la courbe D et le point O.

4. La surface B, irréductible, posséde donc 4n? points dou-

bles coniques sur D et il existe un cone du second ordre Q tou-
chant F le long de D. :
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Désignon les sections planes de F par C. Observons ensuite
que chacun des points doubles de F sur D est équivalent & une
courbe rationnelle de degré-? et désignons par vi, Vzyeen7Vy, ou
nous posons v=4n?, les courbes équivalentes aux points doubles

de F. La propriété qui vient d'étle établie se traduit par la rela-
tion fonctionnelle

20 =2D + vt 72 toeet vy,

Comme nous 'avons établi (%), la surface F est "image d’une
involution I d’ordre deux, présentant v = 4n? points unis, appat-
tenant & unesurface F*. Les 4n% points de diramation, dans la
correspondance entre F et F* sontles points doubles de la pre-
miére de ces surfaces.

- La surface F n’étant assujettie qua laseule condition de tou—
cher @ le long de D et n’ayant de ce fait que des points dou=
bles coniques, a pour systéme canonique le systdme | (2n-3)C|.
Son genre arithmétique vaut donc

2
ps = — n(n-1)(2n-1).
3

Entre les genres arithmétiquss p, de F etps de F¥ nous
avons la relation®,

12 (pf +1)= 2,12 pa+ 1) = 3v,

qui donne actuellement
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1
ri = — (n—-1) (8n*~7n-3).
3

Le syst®me canonique de F* est le systéme [(20-3)C¥|, o C*
désigne la transformée sur F* d’une courbe C de F. Ce systéme
ale degré 2(2n-3)? (2n 4 1), donc le genre linéaire de F* est

p® =2 (2n~-3)2 (2n 4+ 1) + 1.
Si nous représentons par
F (X, X, X5, Xy = O

I"équation de lu surface F formée plus haut, on peut prendre,
pour "équations de la surface F¥, dans un espace a quatre di-
mensions, .

F(X,, X;, X3 Xp) = 0, X3= X; X3- X1

L'involution I, est engzndrée sur cette surface par 1"homolo-
gie harmonique

X’o: X'l: X"g: X’gi K"; = — Xr,? KI: Kg! }732 X4.

5. Lorsque n=1, ¢ est-a-dire lorsque F est une surface cu~
bigue possédant quatre points doubles coniques et D une cubique
zauche, il existe 2 cdaey analognes 3 Q et touchant F suivant
d2s cubiques gauches®.  Nous laisserons de cdte ce cas et sup-
poserons dorénavant n > 1,

Pour n > 1, on a 40%> 16; il ne peut exister «<? cdnes Q.

Silen existalt !, la biquadratigue commune 2 deux de ces c6-
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ties devrait couper F aux 4n? points doubles, ce qui est absurde,
Pour n>1, le cdne Q est donc unique,

Cela €tant, si nous désignons par D* la courbe qui correspond
a D sur F¥ la relation

2C=2D+ v+ vty
donne, sur F*
C* = D*,

ITen résulte que le systéme [C*| complet a la dimension qua-
tre et contient la courbe D*.  Cesystéme ale genre 2n (2n-1)-1 et
le degré 2(2n+1),

Considérons maintenant le systtme | 2C | et son transformé
[2C%|. Lesysttme [2C*| ale gente 4n?, le degré 4(2n+1)
etla dimension 9. Le systtme |2C*| a le genre 8n?-1 et le
degré 8(2n+1). Supposons que sa dimension soit supérieure 3
9; il contient alors un second systéme lin€aire partiel appartenant
& l'involution I, et que nous désignerons par |D,;*|. Ce systime
a comme points—base simples les »=4n? points unis de Iy et aux
courbes D*; correspondent sur F des courbes D, de genre 3n%,
Les courbes Dy, si elles existent, satisfont 2 la relation function-
nelle

4C=2D2+ 71 + 12 ety

Onen conclut que le systme | D; | existe, car il contient
les courbes C -+ D.
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Supposons qu'il existe une courbe Dy irréductible. FElle est
d’ordre 2{2n + 1) etle long de cette courbe, il y a une surface
du quatrigme ordre ® inscrite & la surface F. La clase de la dé-
veloppable lieu des plans tangents & F le long de Dgest

6= 4n (2n + 1) — 4n?* = 4n (n 4+ 1).

Si lYon calcule cette classe en partant de la surface @, on
trouve que celle-ci doit posséder

=6 (Zn+1)—06=2 (—2n% + 4n +.3)

points doubles sur la courbe D,. Ce nombre est négatif pour
n>2, pat conséquent il n’existe des courbes Dj meduct1bles que
pour n=2. On a alors v/ = 6.

Pour n=2,la surface F est du cinquidme ordre et l'on sait
qu’il existe effectivement des surfaces du cinquiéme ordre inscri-
tes 2 une surface de Kummer et passant par six points deubles de
cette surface®,

Supposons n>2. Le systéme complet [2C* comprend deux
systémes linéaires partiels appartenant 3 linvolution I,. L’un,
| 2C*% |, comprend les transformées des courbes 2C, il a
donc la dimension 9;'autre, |D¥ |, comprend les transformées
des courbes réductibles C + D et a la dimension trois. Il en résulte
que le systeme |2C*| a la dimension 13.

6. Nous allons étendre les résultats précédents.

Considérons, snr la surface F, le systtme [m C|, ol m<n
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I ale genre
1
mn (2n-1) + — m (m-1) (2n + 1) — (m-1I);
2

le degré m?(2n + 1) et la dimension

1
'g(m + 1) (m+2) (m + 3-1.

Son transformé | m C*| sur F* ale genre
4mn® + 2m (m-2)n+m? =3Im+3,

et le degré 2m?(2n 4 1), Sa dimension est certainement supé-
rieure & celle de | mC[, car il comprend les courbes (m-1)C*+D*,
passant simp'ement par les points unis de I, Il contient donc
deux systemes linéaires partiels appartenant a l'involution I: L'un
est dépourvu de points-base et contient les transférmées des
courbes mC; ’autre a pour points—base les 4n? points unis de I,
et contient les transformées des courbes (m-1)C+D. Désignons
par D5 les courbes de ce second systeme et par Dy, les courbes
qui leurc orrespondent sur F, Sur cette surface, on a

2mC = 2Dy + vi+ y: +...F Yy

ets'il existe une courbe Dy irréductible il existe une surface @
irreductible, d’ordre 2m, inscrite & la suaface F le long de cette
courbe.

En reprenant le ealcul fait plus haut, on voit que la surface
doit posséder, surla courbe Dp,
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v'=—4 (m-1 (-mn+m (2Zm—1)

points doubles.

Ce nombre doi¢ évidemment &tre positif pour que @ existe.
Pour m=1, on a naturellement »'=1, la surface ® coincidant avec
le cone Q. Pour n=m, on a »'=n(2n-1). FPour

1<m<n,

(ce quiécarte le cas n=2), ¥ est négatif. Par conséquent,
pour ces valeurs, il n'existe pas de courbe Dy irréductible; toutes
ces courbes se réduisent aux courbes réductibles (m-1)C+D.

Les systémes linéaires partiels appartenant a Vinvolution I at
au systtme |mC*| comprennent le premier les transformées des
courbes mCj il a donc la dimension

i
“é- m+1D (m+2) (m+3)—1

Le second comprend les transformées des eourbes {m-1)C+D
et a donc la dimension

1
—6- m (m+1) (m+32) -1.
il en résulte que le systme |mC*| a la dimension
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1
— m+1) m+ 2 2+3)—L

7. Nous allons maintenant établir que la surface F+ est, com-
me la surface F, régulidre.

e systéme ! (2“‘2) C |'I adjoint au systémg JC}, est _[-éguiit‘,g
et ala dimension .

1 :
tang = — (n-1) (4n% 4 4n + 3).
3 .

¥

Le systtme | (2n-2C¥ |, adjoint au systéme |C"], est régulie
et ala dimension

1
l'jn-z = -5 (n.1) Bn? 4- 5n + 3)

Ce systéme comprend deux systéme partiels appartenant
Finvolution I,:1'un est le transformé de | (2n-2)Cl; l'autre, que

P il . .
ous désignerons par |Dyuz|, a pour points-base les points.

unis de I,. Sa dimension pan-z est donnée par
5
T2n-2 + Paa-z T 2=='gnz-z + ]s
d’olt

i
Pis = —n (0-1) (4n+1)-1.
3
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Au systtme |D¥,..[, correspond sur F un systtme [Daa-of,
de méme dimension @42, découpant sur une courbe € une série
paracanonique.

Le systéme canonique [(2n-3)C¥| de F* contient deux systé-
mes linéaires appartenant & involution Ip: 'un est le transformé
du systéme canonique |(2n-3)C| de F; l'autre, que nous désig-
nerons par |D¥,.-s], a pour points-base les points unis de I et
il lui correspond sur F un syst2me | Djp-g | tel que

Dgn-g == C ”;"‘ Dzn—s-

Puisque les courbes Dja-p découpent sur une courbe C une sé-

rie paracanonique, de dimension n(2n-1)-2, la dimension Pyg-s
de | Dga-s| est

Pra-y = Ppopg — n (20-1) + 1,

On a done

1
Ponrg = — (1-1) (4n%-=5n-3)-1.
3

Sila surface F¥ est réguliére, on doit avoir
pa+Pzn‘3+ 1=p: .

Cette relation est vérifiée identiquement.

De méme que la surface F, 1a surface F* est réguliére.

Liége, le 14 juillet 1945,
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NOTES A PLACRR AU BAS DES PAGES

A1) Mémoire sur les surfaces algébriques doubles, ayant un
nombre fini de points de divamation. (Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 1914, pp. 289-312).  Voir aussi notre ex-

posé sur Les involutions cycliques appartenant Q@ une surface algi-
brigue (Paris, Hermann, 1935).

(2) Mémoire sur les surfaces algébriques doubles.. loc. cit.

(3)  Mémoire sur les surfaces algébriques doubles.. loc. cit.

(4) Etude dlémentaire sur Vhomographie plane de période trois
et sur une swurface cubique (Nouvelles Annales de Mathémati-

ques. 1916, pp. 49.61).

(5) G. HUMBERT, Théorie générale des surfaces hyperellip-
tiques (Journal de Liouville, 1893) et Ocuvres de G. Humberts
tome II, (Paris, Gauthier-Villars, 1935).

— 153 —




