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Dans plusiours notes antérieures (!), nous nous sommes occupé de l'envoloppe des quadriquos do Lio d'ane surface et nous avons déterminé dans quelle condition il y a con- servation des asymptotiques sur les différentes nappes de 
cette anvoloprn. Nous nous proposons d’ajouter quelques compléments & nos rechorches antérieures. 

1.—Soit () une surface non réglée rapportée à ses asymptotiques u, v. Les coordonnées projoctives homogènes 21, 3, w3, % d'un point æ do cetto surface satisfont à un système d'équations aux dérivéos partislles, complètement 
intégrable, que I'on pout mottro sons la formo (%) 

04 24 L 12 —0, 
w }3 ar À c4x 

ot a, b, e, c sont des fonctions analytiques de u, v, les 
doux premitres n'étant pas nulles, ot où l'on roprésente par &* la dérivée d'ane fonction ¢ de w, v, prise i fois par 
Tapport à u, Æ fois par rapport à v, ; 

Appelons 8y l'espace contenant ln surface (i) et soit @ 
l'hyperquadrique do $ 3.:; roprésente los droites do l’espaco 
S, Désignons par U, V les points de @ qui représentent 

1) Sur l'envéloppe des quadriques de Lie d'une surface (Bull. do 
Fhood 104 olgique, 1050, pp. 1505 pp. TO2T10) 

8 Wiucayneni, Projective differential ,wrâ of eurrel surfaces 
(Trans, of amer. Math. Soc., 1907, & vrit, pp. 233-260),



les tangentes asymptotiques 2219 229 en un point æ de la 
surface (). On a 

T9425V=0, VU 4-2all =0, 

Les points U, V sont donc les transformés de Laplace l'un de l’autre (1), 
Si l'on désigne par Uy, Us,. . les transformés succossifs de Laplace du point U dans lo sons dos v, par V;, V, 

coux de V dans lo sens dos u, on à 

Uigr= U — Ui(logbhy ... k)", 
Vigr= Vi — Vi(logak, ... ko, 

les quantités Ju, k étant données par los formules 

M=—(logbhi ... _ E by, 
u= —(logaky . ki) 4Ry, 

On à en outre les équations de Laplace 

UP — U2 (log bhy ... kY —M U; =0, 
VI — VI (log aky …… i)/ — k V,=0. 

La suite de Laplaco 

en Uipes <n Uy UV, Vyy oo Vi en (U] 
est antopolaire par rapport à l'hyperquadrique @, les points Ui, Vi ayant respectivement pour hyporplans polaires los hyporplans 

Viea Viea Vi Vigs Viga, Uy Usmy Us Unger Uigs (). 

2.—Les plans UU; Uy, VV; Vy, conjugués par rapport 
à Q, coupent cette hyperquadrique snivant deux coniques 
dont les points npuz-nz-t d.:. Sy, les génératrices des 

1) Bowptaxi, Suil'equarione di Laplace (Rend. Cire. Palermo, 1912, t .Â.'.vi_zp 388-407), Tarramioe, dénme e différentielle projective des 
réseaux, i . Paris, 1924. 

(3  Gopmaux, Sur les iques d'une surface et l'expace righé (Ball 45 l'Acad roy. de Bolgique, Hoët,pp.812-820; 1098 pp ST,



doux modes de la quadriquo de Lio ® attachée au point æ 
de la surface (), ce point étant supposé non parabolique. 

Appelons Cy, €, les points de rencontre de la droite V; V3 avec Q; D,, Dy ceux de la droite Uy Uy, Les quatre droites Joignant un point @ À un point D appartiennent entière- ment à Q; elles roprésontont quatre faisceaux do rayons dont les sommets appartionnent à l'enveloppe de la quadri- que de Lie ® ot dont les plans sont tangents à cotte enve- loppe on ces points (*). L’envoloppe dos quadriques de Lie 
se compose de ln surface () et de la surface lien des quatre sommets de ces faisceaux do rayons. 

ns 

a=2(loga)® + (log @) 4 4 (41 - e), 
B==2(logd)®+ (log O + 4 (a® 4 ). 

Les points C, D sont-donnés par 
sE 
(A 

où Ë, 7 satisfont aux relations 

Bta=0, #-+8=0. 

Les droites c, e, d,, dy de S, correspondant aux points Cn Can Dy, Dy, sont des â‘néuuieu quadrique de Lio ®, arétes du tétraèdre de Demourix. Si nous désignons 
par ÿa le point commun droites c, du, les quatre points 
Virs Y13, Yo, Yaa Sont donc, lo point , les points caracté- 
ristiques de la quadrique do Lio. 

B. — Nous avons, en supposant «, § non nulles, 

O =Va+ V1[5 4 (log ah)e), 
ot 

O =V, (3 + &) + &, V[E - (log ak,)) 

1) Daxovtax, Sur la guadrique de Lie (C, R, 1908, & oxuvis, » 
G ot ot ol e el i (loc. it).
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‘©u, en tenant compte de la relation 

—2 —— 9k (logak,)}, 
G 1) (¥, +E 7). 

& 
cz 

On a de même, 

CR = (=& k) (V, = W), 
Le point do rencontre A des droites (, 3!, C, C1* est 
c 

A=V, +V, (log aky)* + a V.- 

De méme, lo point de rencontre des droites D, D', D, D> est donné par 

B=Us+ Uy (log B + 5 U, 

On trouve, par nn calcul simple, 

2410124 (] 468 =7V (log a®a)", 1 
25"—{-2”{]:3;)"""’:4“: UÊIË:Ê';)“. ('Z; 

4.— Soit 

2 a)=0 

l'équation de la rité de $ dont l'h uadrique fon- 
ù‘::—hlo est Q,Pg: telle sorte que l’ärêon doqmlla—ai 
soit 

2(p,p)=0. 
Ona 

O(4,4)=—2a), L(B,B)=284, 2(4,B)=0, 
où l'on & posé 

A=|z 20 7 gu|, 
1e second membre étant le déterminant des coordonnées 
des points z, 210, 204, 711, . 

'IP:I:i point de la droite AB a des coordonnées de la 

dA+p B. 

forme



Pour que ce point appartienne à l’hyperquadrique @ 
on doit avoir 

WU(A, A) +p82(B,B)=0, 

c'est-à-dire 

Ede—ntpt=0. 

Les points de roncontre Py, Py de la droite AB avec Q 
sont donc donnés par 

Py=14+E5B P,=na—tp. 
On n 

- L(P1,0)=72(4, () HE L(B, C ), 

Or, À appartient à In droite €, C%, tangonte en C; & Q; 
B appartient au plan UU Uy contena dans l'espaco à trois 
dimensions conjugué de la droite V; Vy par rapport à Q. 
Thjeui réaulia|que,la eevotdmhasbre deila rolatios précé- 
dente est identiquement nul, par suite la droite P, Cy 
appartient à Q et la droite p, de Sy qui correspond au 
point P, rencontre la d C6 

On établit de même que la droite py rencontre égale- 
ment los droites c, dy, ds et quo la droite pa, représentée 
par le point Py, rencontre les droites ¢, ey, dy, da. Il en 
résulte que les droites py, py coincident avec les droites 
Yt Vers Vi Yor, c'est-é-dire sont les arêtes du tétraèdre de 
DenouLiN n'appartenant pas à la quadrique de Lis, 

5.—Snpposons toujours 4, fi différonts do zéro. Nous 
avons établi que la condition nécessaire ot suffisante pour 
ue les courbos u, v soient les asymptotiques sur les sur- 

faces (), (Wra), (Vac), (ym), t’exprimo par I'une des rela- 
tions équivalontes 

(logata)} =0,  (logW ; =0. , G 

De plus, dans ces conditions, les points C,, Cy engen- 
drent des réseaux conjugués à la congruence (V, V;) et les
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Eoinhb.. D, des réseaux conju; i 1a congruence (U; U3). æs équations (1), (2) donnent tre part 

A4 A(loga) + 255 —0, 
B - B(log b} +2ad —0 

et les points A, B sont les transformés de Laplace l’un de I'autre. Les relations (1) et (2) montrent on outre que ce circonstance ne se présente que si la condition (3) est rem- 0. 
Le point C; détermine une suite de Laplace insorite dans ln suite (I). Appelons C;! le transformé de Laplace de C daus lo sens des v, Cy" celui de €y dans le méme sons. Le point (" appartiont & la droite UV et la droite de 8 qu'il représente engendre une congruence W dont la surface (1) est une des surfaces focales, Appelons de même Gy, " le premier et lo socond transtormés da Laplace de C, dans le sens des v. Les droites G 0", O O," se ren- contrent en un point À, transformé de Laplace de A dans le sons des v. Désignons par Ag, Ag.... les transformés 

successifs de Laplace do À; dans le sons des v. Cette suite détermine dans l’espace $ une suite de quadriques telle que deux quadriques conséeutives se tonchent en quatre points qui sont des points caractéristiques de ces deux qua- driques (). Pricisémont, lo plan AA; 4, conpe Q suivant Tino cunique qui représente les génératrices d'an mode d'une quadriques de Drmoutax (*) assocides en couple de con- gruences W roprésentées par les surfaces (C;"), (Gy). Mais on peut faire le même raisonnement en partant des mi.uü Dy, Dy et en considérant leurs transformés de Laplace dans le sens des w. En appelant B, B,... los transformés successifs de Laplace de B dans le sens des ", on obtient une secondo snite de quadriques do Sy, données par les sections do @ par les plans BB; By, By By By, ... 

D g Dewoviy, Sur ia transformation de Guioka (Bull. de l'Acad. roy. de Bol 1919, pp. 101-112); Sur da théorie des Téseaux (C. B, 9 décembre 1929). Gopmatx, Sur ia trans/ormation de 
considérées par 

129, pp. 958-058); Sur wne propritlé de l'alglql;!md;‘ æ"ä-ä){l—ülfl de quadriques (Rond. R, Accad, Lincei, ayior - A D R ey (loc. oit). 
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Et bien, À ot B étant les transformés de Laplace Pun de 
l'autre, ces deux suites de quadrigues n’en forment qu'une. 

Nous appelerons A, ln quadrique représentés par la 
section de U1 pax ls plan BAÀy, 8 colle qui est roprésentéo 
par la section de @ par le plan AB B,. 

6.— Les quadriques A,, 4 se touchent en quatre points pi sont des points caractéristiques do cos quadriques. Les leux quadriques ont on commun un quadrilatère gauche. Deux côtés opposéa de ce quadrilatèro sont les droites repré- sentéos par les points do rencontre de la droite AB avec l'hyperquadrique @, c'est-à-dire los arôtes du tétrasdre de ä)nfiv%n Yu Yts Vai V Wappartenant pas à la quadrique o Lio ®. 
Les doux autres côtés du quadrilatère gauche sont ropré- sentés par los points communs i @ et aux plans conjugués de BAdy, ABB, par rapport à cotte hyporquadrique. La Ëm}: äonmnanl ces points est donc la conjuguda de l'espace 

h B4, 
Sur la surface (yu), les asymptotiques sont les lignes 

, v. Les tangentes à ces lignes en un point Yy sont repré- sentées par denx points do la droite C; D4 Les points 0y, Dy 
engendrent des réseaux conjugués À la congruence (Cy D), 
par suite les droites c,, dy engendrent des congruences W 
ayant (yu) comme surface focals commune. Si l’on observe ue los droîtes C OF, D, DE passont par À of que le droites 

}, CF, D, DY passent par B, on voit que los qnadriques de 
DemovriN rolatives anx doux congruences W considérées 
sont les quadriques A, 4. Tl on résulte que les points 
caractéristiques communs de cos quadriques sont los points 
de rencontre des droites yy U, Y Vn AVec les directrices 
de la congruence linéaire communo aux comploxos linéaires 
osculateurs aux congraences (e;), (d,) le long de deux 
droit correspondantes. 

Le raisonnement précédent pout être répété en consi- 
dérant les couples de congruences W: (o)) ot (de), (ca) et (dy), () ot (dy). On en conclut guo 

Lorsque les quadriques de Lie d'une surface ont eing 
points caractéristiques el qu'il y à conservation des asympto- 
tiques sur les cing nappes de Uenveloppe, les arétes du tétraë- 
dre de Deoutty appartenant à la quadrique de Lie engen- 
drent des congruences W. Les complexes linéaires osculaieurs 
& ces congruences appartiennent à un même faisceau, Les 
points de rencontre des directrices de la congruence linéaire
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. 
commune à ces complexes coupent les arêtes du tétraèdre de DEMOULIN n’appartenant par à la quadrique de Lie suivant les quatre points caractéristiques communs aur quadriques Ao, & 

T.—Les coordonnéos des points Æ et Æ satisfont aux équations de Laplace 

AL AT (log g0 g, 4 —0, 
BU A B0 (log bt — hy B — 0, 

On à done 

A,= 405 k V; — k (logak,) P V— 2aa U, B,=B0= h U, — hy(log bh U- 354 V 
Les points Ay, B appartiennent respectivement aux plans VÜU1, UV, les points 45 Bi rospoctivement aux lans U_s U_s Uiy, Vi-s Vi-s Ve-s. TU en résulto que lon n 

94, Bi) =0 

uel que soit i, c'est-à-dire quo los points A, B; sont con- 
}uguéa par rapport à @. On & en outre 

2(41,42)=0, (B, B)—0, ey Bz 
Tout point de S, peut être roprésenté par 

M Us 1y UH p U+ W VH k Vy 0y Vi 

Les hyperplans polaires des points 4, 7, d;, B par Tupport & sont, respectivement, représentés par 

1=0 p=0, 
hy—aain =0, hu—b5, —0. 

Par suite, les directrices de la congruence linéaire com- mune aux complexes linéaires osculateurs aux congruen- ces (c:), (&), (di), (dy) le long de droites correspondant
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aux mêmes valeurs do u, v, sont représentatéos par les 
intersections de @ avec la droite joignant les points 

askh+kU, 8BU-+MV; 

8.— Examinons maintenant le cas où I'une des quanti- 
tés a, B, par exemple « est nulle, l'autre § étant différente 
de zéro. Alors les quadriques do Lie do la surface () n'ont 
que trois points caractéristiques (*). On a 

(logaky)0=0,  (logt#p,1=0, 

Les points O, C coïncident avoc V,. Lo point A coïn- cido égalomont aveo V3 ot par suito lo point D avec Vy, lo point By avec V,, .. , le point By avec Vi+s. 
Les quadriques À coïncident avec des quadriques ana- logues à la quadrique de Lie que nous avons introduites autrefois (%), 
Lorsque les deux quantités «, B sont toutes deux rrulles, 

les quadriques de Lio do la surface () n'ont que deux 
points caractéristiques et les points À, B coincident res- 
pectivement avec les points 1y, Uy, 

Liége, lo 27 juillot 1981. 

. Sur les surfaces dont les quadriques de Lie wont 
o i SE s CL d Tn B0c it de Prances 10 
iy @ ‘Ëounux. Sur les tignes asymptotiques, . (loe. oit.).


