SUR LA SURFACE ENVELOPPEE
PAR LES QUADRIQUES DE LIE D'UNE SURFACE
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Dans plusieurs notes antérieures ("), nous nous sommes
occupé de I'enveloppe des quadriques de Lie d'une surface
et nous avons déterminé dans quelle condition il y a con-
servation des asymptotiques sur les différentes nappes de
cette envolupre. Nous nous proposons d'ajounter quelques
compléments & nos recherches antdrieures.

1.—8oit (z) une surface non réglée rapportée & ses
asymptotiques u, v. Les coordonnées projectives homogines
Zy, g, oy, 7y d'un point = de celte surface satisfont & un
systime d’équations aux dérivées partielles, complétement
intégrable, que I'on pout mettre sons la forme (%)

a0 - Dby e oy =0,
oM o 2 gt gy =0,

ou a, b, ¢, c3 sont des fonctions analytiques de wu, v, les
deux ‘Pmmit'-res n'dtant pas nulles, ot on l'on représente
par % la dérivée d'une fonction ¢ de u, v, prise i fois par
rapport & w, £ fois par rapport i v, ;
Appelons 5 l'espace contenant la surface (i) et soit @
I’hyperquadrique do 8, ;}ni représente les droites de I'espace
Sy. E?éaignona par U, ¥ les points de ¢ qui représentent

(1) Sur lenveloppe des quadriques de Lie d'wne surface (Bull. de
I'Acad, roy. do Belgique, 1029, pp, 87.58; rp, 702-710),

It wawy ek, Projective differentia mg& of eurred surfaces
(Trans, of amer. Math. Soe., 1907, t. viut, pp. 238.280),
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les tangentes asymptotiques zz'% 229 en un point x de la
surface (). On a

U9 425V =0, VO 42 al) =0,

Les points U, V sont donc les transformés de Laplace 1'un
de l'autre (7).

Si I'on désigne par Uy, U,,. .. les transformés successifs
de Laplace du point I/ dans le sens des v, e Py, Vains
conx cra V dans le sens des u, on a

.-'|+1= U?l—' b’i“ﬂgbhl s }‘JPH
Vige=Vi— Vi(logak, ... k)

les quantités hy, & étant données par les formules

hi= —(loghhy ... by )+ by,
ki= —(logak ... ki, )" <oy bk

Oa u en outre les équations de Laplace

b’lj—— b’.u“()gb’ll “ea A[)‘“ -—h‘ U‘: 0.
Vit — V' (logaky oo ks)1® — By Vi=0,

La suite de Laplace
wvay! Uts'aicsy Uy Uy Vi Viye.oe s Ty tite )

est antopolaire par rup].'norl. i I'hyperquadrique @, les points
Ui, Vi ayant respectivement pour hyperplans polaires les
hyperplans

Vet Vica ViVigs Vign, Uss Uiy Us Uiger Ui (3).

2.— Les plans U, U,, VV, V,, conjuguds par rapport
& Q, coupent cette hyperquadrique snivant deux coniques
dont les points nwzuntant dans Sy, les génératrices des

(1) Bosrraxi, Sull'equarione di Laplace (Rond. Ciro. Palermo, 1912,
% uf:r. pp. 883-407). Tzrrzeica, ﬂm différentielle projective des
réseai, guil, 1994,8 - ; 5 rui

(®) Goomavx, Sur Hﬂ‘ ues d une sur ‘espace
réglé (Bull, do I'Acad. roy. de Belgique, 1921, pp. 812-826; 1928, pp. 81-41,



deux modes de la quadrique de Lie ® attachde au point =
de la surface (), ce point dtant supposé non paraboligue.

Appelons C;, €, les points de rencontre de la droite ¥, Ve
avec (; Dy, Dy ceux de la droite U Uy, Les quatre droites
Joignant un point € & un point 2 appartiennent entidre-
ment & (; elles représentent quatre faisceaux de rayons
dont les sommets appartiennent A I'enveloppe de la quadri-
que de Lie ® ot dont les plans sont tangents & cette enve-
loppe en ces points (1), L'enveloppe des quadriques de Lie
se compose de la surface () et de la surface lien des quatre
sampmata de ces faisceaux de rayons.

osons

a=2(log a)™ 4- (log a)’°e+ (|- ),
32 (log b)® + (log b)% + 4 (a + a,).
Les points C, 2 sont donnds par
C,=VP 45V, C,=Vr—EV,,
D, U 41U, Dy =V — 510,
ot §, 7 satisfont aux relations
B =0, P p=0.

Les droites ¢, ¢y, dy, dy de Sy, correspondant aux points
Cy, Uy, Dy, Dy, sont des génératrices de la quadrique de
Lie ©, arites du tétraddre de Demovrin, Si nous désignons
par ya le point commun aux droites ¢, dk, les quatre points

Yu1y Y12y Y1y Yor sont done, avee le point #, les points caracté-
ristiques de la quadrique de Lie.

.— Nons avons, en supposant «, § non nulles,

Oy = Ve 4 Vi[5 (log aky )],
et

O =V, + &)+ K V[E+ (log k)]

1) Desovris, Sur la guadrique de Lie (C. R, 1908, t. oxuv, »
I E‘.Mw;. Gopraux, Sur les lignes asymplotiques. ., (loc. eit.).
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on, en tenant compte de la relation

M= — 28N = — 2 (log ak, )V,
O =(E" 4 &) (V, 45 V).

On a de méme, ;

O =(—E"k)(V, =5 V).
Le point de rencontre A des droites (', (!, C, CJ" est
c

A=V +V,(log ak)¥ -} a V.-

De méme, lo point de rencontre des droites D, DY, D, Dy
est donné par

B=Uys+ Uy (logbhy )" + 5 U.
On trouve, par un calcul simple,

2410424 (loga)®+ 4bB=V(loga*a)®, (1)
25" {2 B(logh)" +4ad = U(loght 3. ()

4. — Soit
2(p, q)=0

I'équation de la polarité de S dont I'hyperquadrique fon-
damentale est Q,p?;o telle sorte que I‘&]m&on rlaq celle-ci
soit

@ (p,p)=0.
On a
0(4,4)=—2al, Q(B B)=234, 2(4,B)=0,
oit 'on a posé
A= |z 0 0 gu|,

le second membre étant le déterminant des coordonndes
des points x, 10, 20, LU,

out point de la droite AB a des coordonnées de Ia
forme

AA+pB.



Pour que ce point appartienne i 'hyperquadrique @,
on doit avoir

MU(4,4) 4 ptQ(B,B)=0,
c'est-i-dire

B0 =0,

Les points de rencontre Py, Py de la droite A B avec @
sont donc donnés par

Pi=74+85B, Py=na4-%B,
On a

. 8Py, 0)=78(4, C) 4 EQ(B, C).

Or, 4 appartient & la droite €, CU, tangents en €, A Q:
B appartient au plan U0y Uy contenu dans l'espace i trois
dimensions conjugué de la droite Vi Vy par rapport & Q.
Il en résulte que le secoud membre de la relation préeé-
dente est identiquement nul, par suite la droite P, C;
appartient & @ et la droite py de Sy qui correspond au

int Py rencontre la droite ry.

On établit de méme que la droite py rencontre dgale-
ment les droites oy, dy, dy et que la droite py, représentée
par le point Py, rencontre les droites ¢y, s, ¢y, dy. Il en
résulte qune les droites py, py coincident avec les droites
Yin Yess Vie Wer, ©'est-dedire sont les arétes du tétraldre de
Demovrin n'appartenant pas i la quadrique de Lis,

5. — Snpposons toujours a, § différents de zéro. Nouns
avons établi que la condition nécessaire et suffisante pour
ue les courbes u, v soient les asymptotiques sur les sur-
aces (yu), (#12) (yu)y () &'exprime par 'une des rela-
tions dquivalentes

(loga®af® =0, (logh*f=0. , (8)

De plus, dans ces conditions, les points C, (% engen-
drent des résenux conjugués & la congruence (V; ;) et les
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Eoinu Dy, D, des réseanx conjuguds i la congruence (U Uy).
s équations (1), (2) donnent d'antre part

A" 4 A(loga)® + 255 —0,
B - B(log by 4+ 2 a4 —0

ot les points A, B sont les transformés de Laplacs I'un de
'autre. Leos relations (1) et (2) montrent on outre que cette
<circonstance ne se présente que si la condition (3) est rem-

.

Le point Oy détermine une suite de Laplace insorite
dans la suite (I). Appelons € le transformé de Laplace
de €y dans lo sens des v, Gy celui de €y dans le méme
sens. Le point Gy appartient & la droite UV et la droite
de 85 qu'il représente engendre une congruence W dont la
surface (r) est une des surfaces focales. Appelons de méme
CY, (4" le premior et le socond transformés da Laplace
de C, dans le sens des v. Les droites G G, CJ Cy" se ren-
contrent en un point A, transformé de Laplace de A dans
le sons des v. Désignons par .1, Ag.... les transformés
successifs de Laplace do A, dans le sens dos v. Cette suite
détermine dans l'espace S5 une suite de quadriques telle
que deux quadriques consécutives se touchent en quatre
points qui sont des points caractéristiques de ces denx qua-
driques ('). Précisément, le plan A4, 4, coupe @ suivant
ne cunique qui représente les génératrices d'an mode d'une
des qudril}nu de Deyovrin (%) assocides en couple de con-
gruances W représentdes par les surfaces (C"), (Gy).

Mais on peut faire le méme raisonnement en partant
des mi:m Dy, Dy et en considérant leurs transformés de
Lap dans le sens des u. En appelant By, B,,... les
transformés successifs de Laplace de B dans le sens des u,
on obtient une seconde snite de quadriques do Sy, données
par les sections do  par les plans BB By, B, B, D,....

]f} Demoviiy, Swr la trans formation de Guichard ef les systémes h

(Bull. de I'Acad. roy. de Balflqu-. 1919, pp. 101-112); Sur la théorie des

ne (C.R,924d bre 1929). Goomarx, Swr la rans furmation de

rd el sur cerlaines quadviques considérées par M. Demonlin (Bull,

de 1'Acad. roy. de Belgique, ?ﬂm, Pp. 958-058); Sur wne propriité de

Uenveloppe de oertaines familles de quadrigues (Rend, R, Accad, Lincei,

Janvier 1990, pp. 54-53).

() DeuovLx, Sur la transformation. .. (loc. cit.),
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Et bien, 4 et B étant les transformés de Laplace 'un de
antre, ces deux suites de quadrigues n’en forment qu'une.

Nous appelerons i, la quadrique représentés par la
section de 5 par le plan BAA,, A, celle qui est représentée
par la section de () par le plan 4B B,,

6. — Les quadriques 1., A se touchent en quatre points
ui sont des points caractéristiqnes do ces quadriques. Les
eux quadriques ont en commun un quadrilatére ganche.

Deux ctds opposds de ce quadrilatire sont les droites repré-
sentées par les points de rencontre de la droite AB avec
I'hyperquadrique @, clest-i-dire les arftes du tétrasdre de

El'l'f;”%ﬂ it the Yn Ym Wappartenant pas & la quadrique
o Lie 0.

Les denx autres cités du quadrilatire ganche sont ropré-
sentés par les points communs & € et anx plans conjugués
de BAA,, ABB, par rapport & cette hyperquadrique. La
i}m}gﬁuutemut ces points est donc la conjugude de I'espace

(B 1+

Sur la surface (y,), les asymptotiques sont les lignes
%, v. Les tangentos i ces lignes on un point yy, sont repré-
sentées par denx points de la droite }))u Les points Oy, Iy
engendrent des réseaux conjuguds & la congruence ( ¢y D),
par suite les droites ¢y, dy engendrent des congruences I
ayant (yy;) comme surfacs focale commune. Si I'on observe
(Jue les droites C, O}, D, Di* passent par 4 et gue les droites

2 O0F, Dy DY passent par B, on voit que los quadriques de
Desovrin relatives anx deux congruences W considérées
sont les quadriques A,, 4. Il en résnlte que les puints
caractéristiques communs do ces quadriques sont les points
de rencontre des droites yyy ¥uw, s ¥a 8vee les directrices
de la congruence lindaire commune aux complexes lindaires
osculateurs aux congroences (e;), (dy) le long de deux
droit correspondantes.

Le raisonnement préeddent peut étre répété en consi-
dérant les couples de congruences W (e;) et (dy), (cs) et
(dy), (ey) ot (dy). On en conclut gue

Lovsque les quadriques de Lie d'wne surface ont eing
points caractéristiques et qu'il y a conservation des asympito-
tiques sur les oing nappes de Uenveloppe, les arétes du titral-
dre de Demouriy appartenant & la quadrique de Lie engen-
drent des congruences W. Les complexes lindaives osoulateurs
& ces congruences apparfinnent & un méme faisceau, Les
poinls de remecontre des directrices de la congruence lindaire
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oommune & ces compleves coupent les aréles du tétraddre de
Desoviis n'appartenant par & la quadrique de Lie suivant
les quatre pownts caractéristiques communs aur quadriques
4, Ay

7.—Les coordonndes des points 4 et /7 satisfont aux
équations de Laplace

AR AN (loggy®—fy A =0,
BU - B (log b)Y — hy B = 0.

On a done

Ay=A"=}y Vy — &y (log ak, O V—2a 4 U,
By = BV ==y Uy — hy(log bhy )} 7 —2 b5 V.

Les points Ay, B, appartiennent respectivement aux
plans VUU,;, UVF;, les points 4; By respoctivement aux
lans Uiy Uy—s Uis, Vis Vieg Vs Il en résulte qune
‘on a

0(4i, B) =0

uel que soit i, c'est-i-dire que les points A; B; sont con-
}ngués par rapport & €. On a en outre
' Q(dy, dy) =0, (B, By =0,
Q(4,44)=0, Q(B,B,)=0,

Tout point de Sy peut étre représenté par
e Us 1y Uy -0 U 42 Vi Vi Ve,

Les hyperplans polaires des points A, 5, A\, B, par
rapport & ) sont respectivement représontds par

=0, p=0,
by —aap,=0, by —0b32, =0,

Par suite, les directrices de la congruence lindaire com-
mune aux complexes linéaires osculateurs aux congruen-
ces (&), (a), (), (d) le long de droites correspondant
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aux mémes valenrs de w, v, sont représentatées par les
intersections de @ avec la droite joignant les points

aalVyi+k Uy BRUL+WVy

H.— Examinons maintenant le cas ot 'une des quanti-
tés a, B, par exemple a est nulle, l'autre § étant différento
de zéro. Alors les quadriques de Lie do la snrface () n'ont
que trois points caractéristiques (*). On a

(logak))® =0, (log? )" =0,

Les points Oy, C; eoincident avec Vy. Lo point A coin-
cide ement avee V, ot par suite le point I} avec Vy, lo
point By avec Vi, ..., le point B; avec Viy,.

Les quadriques A coincident avec des quadriques ana-
logues i la quadrique de Lie qne nous avons introduites
antrefois (%),

Lorsque les deux quantités «, f sont tontes deux mulles,
les quadriques de Lie do la surface () n'ont que deux
points caractéristiques et les points 4, B coincident res-
pectivement avec les points ¥y, U, '

Liége, lo 27 juillet 1981,

1) G 1%, Sur les surfuces dont los quadriques de Lie w'ont que
!rm'.l( ;oi:hﬁmrml;w {Bu{I. do la Soe. Math. de Franes, 1028,
26-41). 5
T (%) Goomaux, Sur les lignes asymptotiques, .. (loe. oit.).



