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Dans un mémoire récent (*), nous avons étudié les sur- 
faces ayant mêmes quadriques de Lie; nous proposons 
de déterminer dans quelles conditions ces sur sont 
projectivement applicables. Nous résolvons ce problème en 
util’iaant la forme de la condition d'applicabilité rrcrojoctive 
de deux surfaces donnée par M. Orox (!). Précisément, 
si (x), (y) sont deux surfaces ayant mêmes quadriques de 
Lie, nous déterminons dans quelles conditions les plans 
osculateurs aux courbes traçées sur les surfaces (x), (y) en 
deux points #, y donnant naissance à ln même quadrique 
de Lie, forment deux gerbes homographiques. 

1.—Soit % un point d'une surface (z), non réglée, rap- 
portée à ses asymptotiques w, v. Les coordonnées projecti- 
ves normales de Wilezynski @y, 2y, @y, 24 du point æ satis- 
font au système d'équations aux dérivées partielles (%) 

a0 4-2baM 4oy =0, 
}s s# B f, 10 

(ab =< 0) 

(lll). L. Gopæaux, Sur les"surfaces ayant mêmes quadriques de Lie 
(«Bulletin de l'Académie roy. de Bolgique», 1923, pp. 158-186). Voir 
aussi sur ce sujot doux notes antérieures de M. Buoum: Sur la 
quadrique de Lie (« C. R.», 1908, t. Oxuv1T, pp. 498-496); Sur les surfaces 
dont les quadriques de Lie n'ont que deux points caractéristiques (« C. Bu>, 
1924, t. OLXX1X, pp. 20-23). 

(2) Cron, Sur la correspondance générale de deux surfaces («Bulletin 
international de l'Académie Tchèque des Sciencess, 1923, t. xxin, 

80), La notion d'applicabilité projective des sur est due à 
fi. FUBIN1; voir à co sujet la Geometria jeltiva differenziale de 
MM. Fusini et Cuox. Bologne, Zanichelli, 1927, 2 vol. 

(8) WiLozywski, Projective diffrrential geometry of curved surfaces 
«Transactions of the amer. math, Society», 1907, t. vi11, pp. 283-260; 
908, t. 1x, pp. 79-120). ë
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où l’on pose 
— 

ETUTE 

Les conditions d’intégrabilité du système (1) sont 

aHe +2bat 4 4att—0, 
B2 te +2ab0+4ba0=0, (2) 

0. 
a1 +2ac:o——4qb“=c:,+2bc:l—4a.a1°. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les 
quadriques de Lie de la surface (z) n’aient que deux points 
caractéristiques sont 

2 

2 (log. b - (log . b} ,+4(a'°+c.)=o.§ ® 
2 (log.a)® - (log.a)® + 4 (" 4 e,)=0. 

L'un des points caractéristiques est le point , l’autre 
point caractéristique y est donné par 

1 
y=[4ab—--2-(log.a)1°.(log.b)°‘]z 

+ 2 (log .5)9 2% (log .a)19 — 2 21!, 

Ce point y engendre une surface (y) sur laquelle les 
courbes u, v sont les uä'mpùotiquoa. 

Les tangentes en deux points homologues z, y aux 
asymptotiques w des deux surfaces (z), (y) se rencontrent 
en un point . 

m=—2045 #00g.00 =} [v°43 y(og.a1] 
où 

kMm=—(log.b)4+4ab. 

De même, les tangentes aux asymptotiques v des deux 
surfaces se rencontrent au point é 

n=_zfll+—;—z(log.b)°‘=ä[V“‘+%V(l°3-b)m]'
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k=—(log.a)"+4ab, 

On a d'’ailleurs 

(log.bh,)*=0, (log.ak,)—0. 

Les points x, y, m, n, ne sont pas en général dans un 
même plan. Si ¢ est un point quelconque, nous appelergns 
coordonnées locales de ce point les quantités 2y, 2z, 23, 2 
définies par 

2=aeteomhen-eu. 

2.— Considérons sur la surface (x) une courbe v=v S:) 
passant par le point x de coordonnées curvilignes u, v. 
plan osculateur à cette courbe en æ passe par les points 

x 204-v/ 20, 204 9ol q 11 L 18 708 4 o/l 701 

L'équation de ce plan osculateur en coordonnées locales 
est par suite 

2002, — 20 234 (V' —2b+2av%) ,=0. (4) 

A la courbe v=v (w) considérée sur (=) correspond sur 
(y) une courbe v==v (w) passant par le point y de coordon- 
nées curvilignes %, v, homologue du point æ considéré. Le 
plan osculateur à cette courbe en ce point y passe par les 
points 

4 PRV, BRI L yN 
Son équation en coordonnées locales est 

61 i' z: 3 1 v |=0. & —hy kgt hy (log .h k)04 m0 —2 ak, 08 —2 bh 
: l+îf':5-l—lkflloîhk0“v'.'î-i.d' ; 

Appelons &y, En & les coordonnées des plans de la gerbe 
de sommet % par rapport au tétraddre zmny, 7 7w Ns 
celles des plans de la gerbo de sommet y par rapport au 
même tétraèdre. En observant que dans les équations (4)
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et (D), les dérivées v/, v/ ont les mêmes valeurs, on obtient, 
p étant un facteur de proportionnalité, 

071 = h ks En 5[5 (lOg-bh)î"+Ëg(lo_g.ah l°+ë‘]) 

#+2 (Mx —ky) (@ Fs 5 — À h 5, © 

% 
2% =—h*k; & &Y. ) 

La correspondance entre les plans osculateurs aux cour- 
bef homologues en des points homologues des surfaces (), 
(y) est donc en général une correspondance birationnelle 
du troisième ordre (). Les formules inverses de correspon- 
dance sont, 5 étant un facteur de proportionnalité, 

SE = —h*h a7y, 
085=—h k* 42 M, @ 
o By == hy K 7273 [y 9 (Rog. b 104F K 1 (logzia )04 hy By my ] 

42 (hy — k) (ahy*ng® — b K1 75%). 

Aux faisceaux de plans de la gerbe de sommet y cor- 
respondent, dans la gerbe de sommet x, des cônes enve- 
loppes de troisième classe ayant pour plan double fixe le 
plan E —2 =0, tangent en z à la surface (z), et pour plans 
simples fixes, les plans <, =E,—0, &,—E,=0 et deux plans 
infiniment voisins successifs des précédents. Il existe, dans 
la gerbe de sommet x, un seul plan fondamental (multiple), 
le plan tangent à la surface (x) au point z. On obtient des 
propriétés analogues en permutant les rôles des gerbes de 
sommets , y. 

3.—M. Czon a démontré que la condition nécessaire et 
suffisante pour que deux surfaces soient projectivement 
applicables est que l’on puisse établir entre ces surfaces 
une correspondance telle que: 

1) les asymptotiques soient conservées; 
2) les gerbes des plans osculateurs aux courbes homo- 

(1) Cette correspondance à été étudiée par M. BomPran(: Corris- 
pondensa puntuale fra due superficie e ione conforme («Ren- 
dhoo&iR.Amad.Limi-,vum..l pp. 876-880); riei n{me— 
rali della wbw…mdu…nu(.u i di Mate- 
matica», 1923-1924, 4° e, t. 1, pp. 259-284). Voir également I'appen- 
dice écrit par M. BoMPIANT pour le second volume de l'ouvrage de 
MM. Fusixr et Crox cité plus haut.
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lognes tracées sur les surfaces en des points homolôgues, 
soient homographiques. 

D'après ce îî\éorème, pour que les surfaces (x), (i) soient 
applicables (projectivement), il faut et il suffit que la cor- 
respondance représentée par les formules (6) et (7), soit une 
homographie. Pour cela, le second membre de la premiére 
des formules (6) doit être divisible par & & et lo second 
membre de la dernière des formules (7) par 7y n3. Obser- 
vons que la surface (z) n'étant pas réglée par hypothèse, 
@, b ne peuvent être nuls. Par suite pour que les termes 
en &8, £, 7%, 7,8 disparaissent dans les expressions préci- 
tées, nous devons avoir 

hy—ly =0, 

c'est-à-dire 

(log.a)*! = (log.b)'. 

La condition nécessaire et suffisante pour que les surfaces 
(x), (y) soient projectivement applicables, est que le rapport 
de a à b soit lg produit d'une fonction de u seule par une 
Jonction de v seule. 

Observons qu’actuellement, on a 

log .b &y = b =0, flg. a0 = og af o0, 
Par suite, les équations (6) et (7) prennent la forme 

simple 
É0 1706 AR Ls LI, 
& =& —h 

Dans cette homographie entre les gerbes de sommets 
Æ, y, la droite æy est unie et de plus tout plan passant par 
cette droite est uni. Les deux gerbes sont par suite perspe- 
ctives; elles sont précisément les projections du plan 

a+ka=0. 

Rappelons que dans notre mémoire cité plus haut, nous 
avons montré que ïur les surfaces (z), (y) qui viennent 
d'être déterminées, la droite zy passe par un point fixe et 
que la droite mn est située dans un plan fixe. 

Liége, Université, lo 25 avril 1928, 

Vor xy—N° 3 “ 


