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Dans un mémoire récent (*), nous avons étudié les sur-
faces ayant mémes quadriques de Lie; nous proposons
de déterminer dans quelles conditions ces surfaces sont
projectivement applicables. Nous résolvons ce problame en
ut.if'isant la forme de la condition d'applicabilité projective
de deux surtaces donnée par M. Orcn (%), Précisément,
si (z), (y) sont deux surfaces ayant mémes quadriques de
Lie, nous déterminons dans quelles conditions les plans
osculateurs aux courbes tracées sur les surfaces (z), (y) en
deux points x, y donnant naissance & la méme quadrique
de Lie, forment deux gerbes homographiques.

1. —8oit » un point d'une surface (z), non réglée, rap-
portée & ses asymptotiques w, v. Les coordonnées projecti-
ves normales de Wilezynski xy, oy, 2y, 24 du point = satis-
font au systéme d'équations aux dérivées partielles (3)

a4 2baM 4oy =0,
a® 42 ga¥ e:a:=0, 0
(@b 0)

(1) L. GopBAUX, Sur les“surfaces ayanl mémes quadriques de Lie
(«Bulletin de I'"Académie roy. de Belgiques, 1923, pp. 158-188). Voir
aussi sur co sujot deux notes antérieures de M. Bnuoumu: Sur la
quadrique de Lie («C. R.», 1908, t. oxrnviy, pp. 498-496); Swr les surfaces
dont les quadriques de Lie n'ont que dewx points caractéristiques («C. R.»,
1924, t. cLxxix, pp. 20-23).

(®) Cwron, Swur la corvespondance générale de dewr surfaces («Bualletin
international de 1'Académie Tehbque des Sciencess, 1923, t. xxim,
Ri 80). La notion d'applicabilité projective des surfaces est due &

. Fusixi; voir & co sujet la Geometria jettiva differenziale de
MM. Fusixi et Creon. Bologne, Zanichelli, 1927, 2 vol.

(3) Winozyxski, Projective diffevential geometry of curved swrfaces
(«Transactions of the amer. math. Society », 1907, t. vi1y, pp, 283-260;
1908, t, 1x, pp. T9-120), :
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Les conditions d'intégrabilité du systéme (1) sont
a”+c:o+25am+4abm=0,
ba+c:‘+2abm+4baw=o, )

(14
) +2ac:°—4c,bm=c:°+2bc:'—4c,aw.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
quadriques de Lie de la surface (z) n’aient que deux points
caractéristiques sont

2
2aog-b>“+aog.b)m.+4(aw+o.)=o.: @
2 (log.a)® 4 (log.a)¥ 44 (8" 4-¢,)=0.

L'un des points caractéristiques est le point z, 'autre
point caractéristique y est donné par
1
y= [4ab—--2- (log.a)m.(log.b)“']z
+ 2 (log . b)" + 2™ (log .a)" — 2 22U,

Ce point y engendre une surface (y) sur laquelle les
courbes u, v sont les asymptotiques.

Les tangentes en deux points homologues z, y aux
asymptotiques u des deux surfaces (z), (y) se rencontrent

en un point

m—..—.—:r.“+-;,—z(log.a)m-:.i[y‘”-{--%—y(log-a)m].

ol
hy=—(log.b)"+4ab.

De méme, les tangentes aux asymptotiques v des deux
surfaces se rencontrent au point

n=— -t 5 (log =7 [+ Gy (og.op],
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ky=—(log.a)"+44ab.

On a d’ailleurs
(log.b ’Il)ol == 0, (log.a kl)mz 0.

Les points z, y, m, n, ne sont pas en général dans un
méme plan. Si ¢ est un point quelconque, nous lppeluans
coordonnées locales de ce point les quantités 2y, zs, 25, 2
définies par

g=natamtantay.

2. — Considérons sur la surface (x) une courbe v—v ?2
nt par le point » de coordonnées curvilignes , v.
plan osculateur & cette courbe en x passe par les points

2, DO4o/ a0, g4 QM 10 L g0,

I’équation de ce plan osculateur en coordonnées locales
est par suite

2002y — 20 254 (V' —204+2av'¥)2,=0. (4)

A la courbe v=v (x) considérée sur (=) correspond sur
(y) une courbe v==v (1) passant par le point y de coordon-
nées curvilignes u, v, homologue du point # considéré. Le
plan osculateur & cette courbe en ce point y passe par les
points

b POV, P20 IR,
Son équation en coordonndes locales est

e o
v
—-hlklv’ h:(log.hlkl)m—]-’hmv’—2ahv" —Qbhl :0. (5)
+ k00 + by (log Iy k) v/ 2 &y o'

Appelons %, &g, &, les coordonnées des plans de la gerbe
de sommet x par rapport an tétraddre zmmny, w, % s
celles des plans de la gerbe de sommet y par rapport an
méme tétraédre. En observant que dans les équations (4)
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ot (D), les dérivées ¢/, v ont les mémes valeurs, on obtient,
p étant un facteur de proportionnalité,

0 M= hy ky 5 5s [5s (log . b k)™ + 5 (log.a bV + 5] )

+ 2 (hy —ky) (@ By 5% — b by &), s (6)
pre=—hy kP55, ’
ps=—hlk G %%

La correspondance entre les plans osculateurs aux cour-
bel’ homologues en des points homologues des surfaces (z),
(y) est donc en général une correspondance birationnelle
du troisiéme ordre (). Les formules inverses de correspon-
dance sont, 5 étant un facteur de proportionnalité,

°EI="""I"’I et
°§3=""‘l ke na ms®, @)
o 5y == hy ky na Mg [ 1y g (log.b Aey)™ 4= &y 1g (logzia by )0 4=y ey 1y ]

+ 2 (g — ky) (@ hy®ng® — b Ry®15%).

Aux faisceaux de plans de la gerbe de sommet y cor-
respondent, dans la gerbe de sommet 2, des cones enve-
loppes de troisiéme classe ayant pour plan double fixe le
plan & =75%3=0, tangent en x & la surface (z), et pour plans
simples fixes, les plans 53="5,=0, &3=5,=0 et deux plans
infiniment voisins successifs des précédents. Il existe, dans
la gerbe de sommet #, un seul plan fondamental (multiple),
le plan tangent & la surface (#) au point z. On obtient des
propriétés analogues en permutant les réles des gerbes de
sommets x, y.

3.— M. Ceon a démontré que la condition nécessaire et
suffisante pour que deux surfaces soient projectivement
applicables est que l'on puisse établir entre ces surfaces
une correspondance telle que:

1) les asymptotiques soient conservées;

2) les gerbes des plans osculateurs aux courbes homo-

pmd‘(;)“ mmpt;ndmoo }cl::é étudide pumh[. Bowprax:: Cbrru-Ra'

ra due superficie e ione conforme («Ren-
diconti R, Accad. Linceis, 2.° sem., lﬁ pp. 876-880); Pnr:frie ene-
rali della mg_rwu&um ru»tuak fra due superficie (¢Annali di Mate-
matica», 1023-1024, 4° série, t. 1, pp. 259-284). Voir également I"appen-
dice éerit par M. Bowerant pour le second volume de l'ouvrage de
MM. Fusixr et Ceon cité plus haut.
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logues tracées sur les surfaces en des points homologues,
soient homographiques.

D'aprés ce théordme, pour que les surfaces (z), () soient
applicables (projectivement), il faut et il saffit que la cor-
respondance représentée par les formules (6) et (7), soit une
homographie. Pour cela, le second membre de la premiére
des formules (6) doit étre divisible par &; 53 et le second
membre de la dernidre des formules (7) par 7y 73 Obser-
vons que la surface (#) n'étant pas réglée par hypothése,
a, b ne peuvent étre nuls. Par suite pour que les termes
en g8, 58, g, 7 disparaissent dans les expressions préci-
tées, nous devons avoir

hy — by =0,
c'est-d-dire
(log.a)" = (log.b)™.

La condition nécessaive et suffisante pour que les surfaces
(x), (y) soient projectivement applicables, est que le rapport
de a @ b soit le produit d'une fonction de u seule par une
Jonction de v seule.

Observons qu'actuellement, on a

log b &)™ = (log.b hy)" =0,
élog.ah,)”=gog.aki)’“=0.

Par suite, les équations (6) et (7) prennent la forme
simple
i REe ke | "is

8,78 LB Pl B

Dans cette homographie entre les gerbes de sommets
z, y, la droite zy est unie et de plus tout plan passant par
cette droite est uni. Les deux gerbes sont par suite perspe-
ctives; elles sont précisément les projections du plan

2y -+ by 2,==0.

Rappelons que dans notre mémoire cité plus haut, nous
avons montré que pour les surfaces (), (y) qui viennent
d'étre déterminées, la droite zy passe par un point fixe et
que la droite mn est située dans un plan fixe.

Liége, Université, lo 25 avril 1928,

VoL. xy—N.* 3 11




