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AVANT-PROPOS

On ne trouvera pas, dans ce modeste ouvrage, un exposé 
rigoureux des questions traitées ; il n’est pas destiné aux 
mathématiciens, notre dessein est plus modeste. Nous avons 
voulu esquisser à grands traits l’évolution de la géométrie et 
avons cherché à le faire de manière à pouvoir être suivi par 
des personnes n’ayant pas une culture plus développée que 
celle que l’on acquiert dans l’enseignement secondaire. Nous 
ne nous dissimulons pas toute la difficulté d’une telle entre­
prise et nous dirons tout de suite que nous sollicitons l’indul­
gence du lecteur.

Les Grecs nous ont laissé la géométrie élémentaire et c’est 
par le rappel de leurs découvertes que nous débuterons. Le 
développement de la géométrie grecque est marqué par les 
étapes : Pythagore, les Éléates, Euclide, Apollonius, Nous 
avons ajouté à ce premier chapitre quelques indications 
sur les théorèmes de Quételet et Dandelin relatifs aux coni­
ques, théorèmes que l’on verrait sans surprise figurer dans 
le Traité d’Apollonius,

Après la période grecque, il faut attendre le XVIIe siècle 
pour voir apparaître de nouvelles méthodes en géométrie, 
C’est en premier lieu la méthode des coordonnées de Des­
cartes et Fermât, la géométrie analytique, qui fait l’objet 
du second chapitre, C’est en second lieu la méthode des pro­
jections, qui apparaît, avec Desargues et Pascal, en même 
temps que la géométrie analytique. Mais l’élaboration de la
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à une quantité e et la somme d’une infinité de segments 
est infinie ; les paradoxes de Zénon montrent l’absurdité 
de cette hypothèse.

Notons en passant, avec Zeuthen, que les paradoxes 
de Zénon impliquent la connaissance de la somme d’une 
progression géométrique. Dans le premier paradoxe, si 
AB est pris comme unité, on a

111
2 T 4 T 8 T

Dans le second, on a
1 1

100 + 10 + 1 + - + —+ ... = 100 + -^

ou, en divisant les deux membres par 100,
il 1

La critique des Êléates porta d’ailleurs un coup mortel 
à la monade, qui devait disparaître bientôt de la géo­
métrie grecque.

4. La Géométrie d’Euclide. — Euclide vivait à Alexan­
drie vers 300 avant J.-G. Ses Éléments constituent un 
exposé des parties fondamentales de l’arithmétique et de 
la géométrie, sous forme logique, basé sur un certain 
nombre d’hypothèses, qui est encore aujourd’hui à la base 
de notre enseignement.

L’ouvrage d’Euclide est divisé en treize livres : les qua­
tre premiers concernent la géométrie plane, le cinquième 
contient la théorie générale des grandeurs et de leurs 
rapports, théorie qui est appliquée, dans le sixième livre, 
à la géométrie plane. Les trois livres suivants sont con­
sacrés à l’arithmétique, le dixième à la classification des 
incommensurables et enfin les trois derniers à la géomé­
trie de l’espace.
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Les hypothèses sur lesquelles est basée la géométrie 
d’Euclide sont de trois sortes : les termes ou définitions, 
les postulats et les notions communes ou axiomes. Nous 
nous en tiendrons aux hypothèses du premier livre, en 
somme les plus importantes.

Remarquons tout d’abord que les définitions qu’Euclide 
donne n’impliquent nullement l’existence des objets défi­
nis. Plusieurs de ces définitions sont d’ailleurs obscures. 
En définissant la droite, par exemple, Euclide dit simple­
ment au fond qu’il existe des lignes appelées droites. Ce 
n’est que par l’énoncé des premiers postulats que l’on sera 
renseigné plus amplement.

Voici quelques-unes des définitions d’Euclide.
Le point est ce qui n’a pas de parties.
La ligne est une longueur sans largeur.
Les extrémités d’une ligne sont des points.
La ligne droite est celle qui est semblable à elle-même 

en tous ses points.
La surface est ce qui a seulement longueur et largeur.
Les extrémités d’une surface sont des lignes.
La surface plane est celle qui est semblable pour toutes 

les droites qui y sont situées.
Si une droite, menée sur une autre droite, fait des angles 

adjacents égaux entre eux, chacun des deux angles égaux 
est droit et la droite menée se dit perpendiculaire à la 
seconde.

Les parallèles sont les droites d’un plan qui, prolongées 
indéfiniment, ne se rencontrent pas.

Les postulats sont au nombre de cinq.
I. Mener une ligne droite entre deux points.
II. Prolonger indéfiniment une droite limitée.
III. Décrire un cercle de centre donné et de rayon 

donné.
IV. Tous les angles droits sont égaux entre eux.
V. Si une ligne droite qui en coupe deux autres, forme







LA GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE 17

Si l’on mène par O une droite quelconque coupant BG 
en D' et si l’on porte sur cette droite, à partir de Dz et 
dans le sens OD', une longueur D'E' = 2 . OB, le lieu 
de Ez est une courbe : la conchoïde de Nicomède, qui 
coupe BE en E. Le problème est cette fois ramené à l’in­
tersection d’une droite et 
d’une courbe. Cette der- B//
nière pourrait du reste être F
tracée d’un trait continu 
au moyen d’un appareil M----
mécanique facile à ima- l 0
giner.
^Soit encore (fig. 2) Figure 2
AOB l’angle à diviser en
trois parties égales. Décrivons de O comme centre un 
cercle coupant les côtés de l’angle en A, B et le prolon­
gement de AO en C. Menons par B une droite coupant le 
cercle en D et le prolongement de AO en E, telle que 
ED = OB. Les triangles OED, BOD étant isocèles, on a

1 - ----^ 1 ^\ AEB = ^ODB =jDBO.

Menons par O une parallèle à ED coupant le cercle en 
F. On a

AOÏ = AEB = j DBO = ; BOF = i AOB. 
2 2 o

Ici également, le problème est ramené à une intercala­
tion, celle du segment DE = OB entre la droite AO et le 
cercle, sur une droite passant par B.

Si par B on mène une droite coupant OA en E' et si l’on 
porte sur cette droite, à partir de Ez, dans le sens E'B, un 
segment E'D' = OB, le lieu de Dz est une seconde con­
choïde, coupant le cercle en D.

Les deux conchoïdes que l’on vient de rencontrer sont
Godeaux. — Les Géométries. 2
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Figure 8.

et complétons le rectangle

en quelque sorte complémentaires l’une de l’autre. En 
changeant de notations, considérons un point O et une 
droite r ne passant pas par O. Sur une droite p passant 
par O et coupant r en P, portons de part et d’autre de P 
des segments PM, PM' égaux à une longueur donnée. 
Supposons que le segment PM' soit porté dans le sens d. 
P vers O. Lorsque la droite p varie, le point M décrit la 
conchoïde utilisée dans la première construction- le point 
M'la conchoïde utilisée dans la seconde.

3. La troisième construction, qui est rapportée par 
Pappus, fait intervenir 
non plus une conchoïde, 
mais une hyperbole équi- 
latère.

Reprenons (fig. 3) l’angle 
AOB qu’il s’agit de diviser 
en trois parties égales. 
Abaissons de B une per­
pendiculaire BC sur OA 

QCBD de côtés OC, BC.

0 C A

Menons par B une droite BF telle que le segment EF 
intercepté par les droites AO, OD soit égal à 2 . OB. Soit 
enfin G le milieu de EF. L’angle OFÊ est égal à la moitié 
de l’angle OGB, c’est-à-dire à la moitié de l’angle OBG. 
D’autre part, les angles OFE, ÎBE sont égaux et enfin 
l’angle OBD est égal à l’angle donné AOB. On en con­
clut que l’angle OFÊ est égal au tiers de l’angle AOB.

Cela étant, menons par D une parallèle à BF et par F 
une parallèle à BC ; ces deux droites se coupent en H. 
Les triangles BCF, BED étant semblables, on a

CF _ BC 
BD ” DE’

d’où l’on déduit
CF. Fil « OC. CB.
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OC et BC étant fixés, le point H appartient à une hy­
perbole y ayant pour asymptotes CF, CB, Cette hyper­
bole passe également par le point D, car on a CB = OD. 
Le segment DH a pour longueur EF = 2 . OB ; d’autre 
part, le point B étant choisi, le point D est déterminé et 
le point H pe trouve sur le cercle de centre D et de rayon 
2.OB.

Le point H étant déterminé comme intersection de 
l’hyperbole y et du cercle en question, le point F est 
déterminé et le problème est résolu.

Dans cette troisième construction, le problème est 
comme dans les deux premières ramené en premier lieu 
à une intercalation, en second lieu à la détermination 
d’un point commun à deux courbes.

6. La duplication du cube. — Dans le problème de la 
duplication du cube, on se propose de construire un cube 
de volume double d’un cube donné.

Si l’arête de ce dernier cube est prise comme unité de 
longueur, l’arête x du second sera donc obtenue en résol­
vant l’équation

x* = 2.

Hippocrate a ramené ce problème à la construction, 
plus générale, d’un cube de volume égal à celui d’un paral- 
lélipipède droit à base carrée, de côté a et de hauteur b, 
c’est-à-dire à la résolution de l’équation

î* = a^b.

H remarque que la solution s’obtient en insérant deux 
moyennes proportionnelles x, y entre les segments donnés 
a, b, c’est-à-dire en résolvant les équations

a : x — x :y = y : b. (1)

Architas a à son tour ramené ce problème à la construc­
tion d’une certaine ligne brisée inscrite dans un angle.
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courbe transcendante dont l’équation, en coordonnées 
rectangulaires, s’écrit

Ce n’est qu’en 1882, lorsque Lindeman (1852-1919), 
en utilisant une méthode d’Hermite x, eût démontré que 
le nombre tt n’est racine d’aucune équation algébrique, 
c’est-à-dire est un nombre transcendant, qu’il fut établi 
que la quadrature du cercle était impossible au moyen 
de la règle et du compas.

Ces considérations ont conduit les géomètres à exami­
ner les problèmes qui peuvent être résolus graphiquement 
en n’utilisant que la règle et le compas. Seuls, les pro­
blèmes que l’algèbre ramène à la résolution de systèmes 
d’équations du premier et du second degré rentrent dans 
cette catégorie. Les autres problèmes exigent, pour pou­
voir être résolus graphiquement, l’usage d’appareils plus 
compliqués, tels que les curvigraphes par exemple, appa­
reils qui permettent de tracer des courbes autres que le 
cercle. Il en est notamment ainsi des trois problèmes con­
sidérés par les Grecs et dont il vient d’être question.

Des recherches modernes ont montré que les problèmes 
qui peuvent être résolus graphiquement au moyen de la 
règle et du compas, peuvent également l’être en utilisant 
seulement une règle à deux bords parallèles, c’est-à-dire 
une règle ordinaire.

Un ingénieur français, E. Lemoine, bien connu par ses 
travaux sur la géométrie du triangle, a imaginé, sous le 
nom de Géométrographie, une méthode d’examen des 
problèmes résolubles au moyen de la règle et du compas.

Lemoine introduit cinq symboles d’opérations :
Rj : Faire passer le bord d’une règle par un point donné.

1. Démonstration de la transcendance de la base e des logarithmes 
népériens,
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R2 : Tracer une droite en suivant le bord d’une règle.
Ci : Mettre la pointe d’un compas en un point donné.
Ct : Mettre la pointe d’un compas en un point non dési­

gné d’une droite donnée.
G» : Tracer un cercle au moyen d’un compas.
Dans la résolution graphique d’un problème donné, ces 

opérations interviennent un certain nombre de fois. Sup­
posons qu’elles interviennent respectivement llt l2, mlt 
mt, ms fois. La solution considérée aura comme symbole

Z1R1 4“ ^2 4“ WjCi 4“ ^2C2 4“ WjCj.

La construction aura comme coefficient de simplicité 
la somme Zi + ^ 4- ^i 4- w2 4- m3, faisant intervenir 
toutes les opérations, et comme coefficient d'exactitude, la 
somme lt 4- mx 4- mx, faisant intervenir les opérations qui 
dépendent le plus de l’habileté du dessinateur.

La meilleure construction sera celle donnant les coeffi­
cients de simplicité et d’exactitude les plus petits pos­
sible. (Voir E. Lemoine, La Géométro graphie ou art des 
constructions géométriques, Paris, 1902.)

8. Les premières recherches des Grecs sur les sections 
coniques. — Comme nous l’avons vu, les Grecs ont utilisé 
les sections coniques dans la résolution des problèmes de 
la trisection de l’angle et de la duplication du cube. Ces 
courbes furent d’abord définies comme sections d’un cône 
de révolution.

Considérons un cône de révolution A, de sommet S et 
dont l’angle au sommet est o. Soient s une génératrice 
du cône, q un plan perpendiculaire à s et ne passant pas 
par S. C’est la section du cône A par le plan o qui est, 
pour les Grecs, par définition, une section conique y ; ils 
ne considèrent pas les autres sections planes de A. La 
courbe y est une ellipse, une parabole ou une hyperbole 
suivant que l’angle œ est aigu, droit ou obtus. Avant
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Les triangles PB'B et ACB sont semblables et donnent
PB' : AG = PB : AB.

On en déduit, en observant que AC = 2 . AC',
PM* = 2 4s AP. PB.

AB

Les segments AL, AB sont des données de la question 
et la relation précédente, où

AP + PB = AB,

traduit la condition pour que le point M appartienne à la 
section du cône à angle aigu.

Traduisons en langage moderne en posant

AL = p, AB = 2a, AP = x, PB = xf, PM = y ;

nous avons
ÿ* = j xxf, x *j- x' = 2a,

Dans le cas de la section du cône à angle obtus (hyper­
bole), on a

i P /

avec
xf — x = 2a.

Dans le cas de la section du cône à angle droit (para­
bole), on obtient, par des procédés analogues,

y1 = 2px.

Dans les trois cas, le segment AL = p est appelé le 
demi-paramètre de la courbe.

9. Les sections coniques d’Apollonius. — Apollonius 
naquit à Perge vers — 262 ; il passa la plus grande partie
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suite la condition pour que trois points soient en ligne 
droite sous une forme qui, en langage moderne, se traduit 
par l’équation

X  Xi   T/  Pi 
«i — yi — yt

Mais Oresme va plus loin encore en passant à l’espace à 
trois dimensions et même, en fait, comme le remarque 
Duhem, à quelque chose d’analogue $ l’espace à quatre 
dimensions des géomètres modernes.

Cependant, à l’époque où vivait Nicole Oresme, le sym­
bolisme algébrique restait à créer et la géométrie analy­
tique devait attendre le xvne siècle pour prendre une 
forme pratique. Ce fut l’œuvre de deux savants français : 
René Descartes (1596-1650) et Pierre de Fermât (1601- 
1663).

Dans les ouvrages de ces géomètres, on trouve la géo­
métrie analytique sous la forme qui nous est familière, 
les coordonnées étant rectangulaires. Ainsi, Descartes- 
dans sa Géométrie1, donne l’équation d’une hyperbole 
équilatère sous une forme qui, aux notations typogra­
phiques près, est

1. La Géométrie, de René Descartes, à Paris, chez Charles Angot, rue 
Saint-Jacques, au Lion d’Or, M.DC.LXIV. Avec privilège du Roy.

2. Œuvres de Fermat, publiées par Paul Tannery et Charles Henry. 
Tome III, pp. 85-108. Paris, 1896.

y* = cy — -xy-j-ay — ac.

Quant à Fermât, dans son Introduction aux lieux plans 
et solides2, il écrit l’équation d’une hyperbole équilatère 
sous la forme ae = zn, où a et e sont l’abscisse et l’ordon­
née du point courant, z une constante.

13. La méthode des coordonnées. — Rappelons les prin­
cipes de la méthode des coordonnées.
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Considérons une droite x sur laquelle nous avons fixé 
un sens de parcours que nous conviendrons d’appeler sens 
positif, l’autre sens de parcours étant le sens négatif. 
Nous dirons que nous avons une demi-droite. Deux points 
A, B étant fixés sur cette demi-droite, convenons d’ap­
peler mesure algébrique du segment AB, d’origine A et 
d’extrémité B, la mesure de ce segment prise avec le signe 
4- si un mobile allant de A vers B parcourt la demi-droite 
dans le sens positif, avec le signe — dans le cas opposé.

Cela étant, fixons sur la 
tout point M de la droite, 
nous pouvons attacher la 
mesure algébrique x du 
segment OM. Réciproque­
ment, étant donné un nom­
bre x positif ou négatif, 
il est la mesure d’un seg­
ment OM dont l’extrémité 
M est bien déterminée.

demi-droite x un point O. A

Figure 7.

La réunion de la demi-droite x et du point O est appelée 
axe Ox ; le point O est l’origine de l’axe.

Considérons maintenant deux axes distincts, Oæ, Oy, 
de même origine O (fig. 7). M étant un point quelconque 
du plan, menons par ce point une parallèle à Oy, coupant 
Ox en M' et que nous orienterons dans le même sens que 
Oy. Appelons x, y les mesures des segments OMZ, M'M. 
Le point M détermine complètement les nombres x, y et 
inversement, si on se donne deux nombres x, y, il existe 
un seul point M tel que x = OM', y — M'M. Les quan­
tités x, y sont appelées coordonnées du point M ; æ est 
l’abscisse et y l’ordonnée de ce point. Il existe une corres­
pondance biunivoque entre les points M du plan et les 
couples de nombres x, y.

Imaginons maintenant une courbe C tracée dans le 
plan. Donnons-nous une valeur x, c’est-à-dire un point M'
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de Oæ. La parallèle à Oy menée par ce point va couper la 
courbe C en des points M, Mn... dont nous désignerons les 
ordonnées par y, y^ ... Se donner la courbe G revient donc 
à faire correspondre à chaque valeur de x une ou plusieurs 
valeurs de y. En d’autres termes, se donner la courbe G 
revient à établir une correspondance entre les valeurs de 
x et de y, correspondance que nous pouvons représenter 
symboliquement par l’équation

F(^y) = o, (i)

appelée équation de la courbe C.
Inversement, une équation telle que (1) peut être consi­

dérée comme l’équation d’une courbe, ensemble des points 
du plan dont les coordonnées x, y satisfont à cette équa­
tion.

L’étude de la courbe C revient donc à celle de l’équa­
tion (1) ; c’est en cela que consiste la méthode des coor­
données.

Il convient cependant de faire quelques remarques.
Tout d’abord, la méthode des coordonnées ne sera ap­

plicable en pratique que lorsque la fonction Ffc y) pourra 
s’exprimer au moyen de symboles connus. Ce fut évidem­
ment le point de vue du début de la géométrie analytique ; 
dans les équations intervenaient des fonctions algébri­
ques, des fonctions circulaires, exponentielles ou logarith­
miques. On ne concevait probablement pas l’existence 
d’autres fonctions et il est vraisemblable que la géométrie 
analytique a eu une répercussion sur la formation du 
concept actuel de fonction. C’est sans doute le problème 
de former l’équation d’une courbe donnée a priori qui a 
conduit à l’élargissement de la notion de fonction.

D’un autre côté, les courbes étudiées au début étaient 
représentées par des équations simples, facilement ma­
niables, plus aisées à étudier que les courbes. Il n’en fut 
plus de même lorsque les géomètres s’attaquèrent par
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cartésiennes sont sans doute les plus simples, mais il existe 
d’autres systèmes de coordonnées dont l’usage peut, dans 
certaines questions,introduire des simplifications fort utiles.

Le plus usité de ces systèmes 
est le système des coordonnées 
polaires.

Considérons (fig. 9) un axe Oæ 
et fixons un sens positif de rota­
tion autour de O. Soient M un 
point du plan, ü le plus petit 
angle positif fait par Oæ avec la
demi-droite OM, p la mesure absolue de la distance OM. 
Les coordonnées polaires du point M sont un des angles 
faits par Oæ avec une demi-droite passant par O et M, 
et la mesure du segment OM sur cette demi-droite. Les 
coordonnées polaires du point M sont donc

u = co + 2h, p = p, ou u = a» + (2A 4-1)*, p = — p,

k étant un entier quelconque.
Un angle et un segment sont les coordonnées polaires 

d’un seul point du plan, mais un point possède une infinité 
de coordonnées polaires. On pourrait éviter ceci en sup­
posant que w est compris entre 0 et tc, ou en supposant 
que p est toujours positif. En pratique, il vaut mieux ne 
pas faire ces conventions, mais en général, on supposera 
A = 0 dans les formules précédentes.

On a d’ailleurs
® = p cos œ, y = p sin œ.

En coordonnées polaires, l’équation particulièrement 
simple

1 — e cos <0

représente une conique dont le point 0 est un foyer et Ox
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Taxe focal. Cette conique est une ellipse, une parabole ou 
une hyperbole suivant que e est en valeur absolue infé­
rieur à l’unité, égal à l’unité ou supérieur à l’unité.

On peut imaginer d’autres systèmes de coordonnées. 
Soient par exemple, Oæ, O'#' deux axes ; fixons des sens 
positifs de rotation autour des points O, Oz (fig. 10). Nous 
pouvons appeler coordonnées bipolaires d’un point M les 
angles w, o' faits respectivement par Oz avec la demi- 
droite OM et par Oza/ avec la demi-droite O'M. Un point 
M a une infinité de coordonnées, mais deux angles sont 

en général les coordonnées 
M d’un seul point. D’ailleurs,
\ ^ si on impose aux angles co,

/ ______ _ wz la condition d’être infé-
O' ^ rieurs à 2jï, un point aura 

\ un seul système de coor-
données.

Il sera évidemment com-
Figure 10. mode de supposer que les

axes O#, O'#' ont pour sup­
port commun la droite OOZ et sont dirigés dans le même 
sens. Remarquons que tous les points de la droite OOZ 
ont mêmes coordonnées.

Dans le système de coordonnées qui vient d’être défini, 
l’équation

a • tg w tg œ' + b • tg œ + c • tg w' + d = 0

représente une conique passant par les points O, Oz.
Considérons un système de coordonnées u, p quelcon­

que. Les équations u = const., ? = const. représentent 
des courbes que l’on appelle lignes coordonnées. Deux 
lignes coordonnées u = uQt p = Po doivent se couper en 
un seul point dont les coordonnées sont u0, p0.

Dans le système de coordonnées cartésiennes, les lignes 
coordonnées sont les parallèles rc = #0 à l’axe Ot/ et les 
parallèles y = yQ à l’axe des x.
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Une classification des courbes revient évidemment à 
une classification de leurs équations. Mais sur quels cri­
tères peut-on baser cette classification ? Si nous supposons 
une courbe C tracée dans le plan, nous pouvons, pour la 
représenter analytiquement, choisir arbitrairement le sys­
tème de référence O^y. Par conséquent, la classification 
des courbes, ou de leurs équations, doit être indépen­
dante du choix du système de référence, c’est-à-dire des 
transformations de coordonnées.

Considérons deux systèmes de référence quelconques 
Oxy, O'x'y'. Pour fixer le second par rapport au premier, 
nous devrons connaître les coordonnées x0, yQ de Oz par 
rapport à Oxy, et les directions des axes OY, O'/. Pour 
fixer la position de OV, menons par O une parallèle à 
Ozæz, orientée dans le même sens ; cette demi-droite sera 
complètement déterminée si nous connaissons les coor­
données Zx, m1 de celui de ses points P tel que le segment 
OP ait pour mesure + 1. Ces quantités llf m^ ne sont 
d’ailleurs pas indépendantes, elles sont liées par la rela­
tion

ZJ 4- m? 4- 2Z1m1 cos (x; y) = 1,

qui exprime que le segment OP a pour mesure + 1.
Soient de même Z2, m^ les quantités, liées par la rela­

tion
^4-^4- 2ltm2 cos (x,y| = 1

fixant la position de O V.
Les coordonnées xf, y' d’un point M par rapport à O'x'y' 

sont liées aux coordonnées x, y du même point par rap­
port à Qxy, par les relations

x = ir0 4- ZX 4- W, 
y = ÿo 4- m^' 4- m^y'.

Si une courbe C est représentée, par rapport au système
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Oxy, par l’équation f(x, y) = 0, son équation par rapport 
au système O'x'y' s’obtiendra en remplaçant dans 
f[x, y) — 0, x, y par leurs expressions (1) ; on obtiendra 
ainsi une équation ç^', y') = 0. Les caractères de la fonc­
tion f(x, y) sur lesquels doit être basée la classification des 
courbes, doivent se retrouver dans la fonction ç(/, y').

On reconnaît immédiatement que les fonctions f(x, y), 
q'x', y') sont simultanément algébriques ou transcen­
dantes. Par conséquent, on est conduit à répartir les 
courbes en deux classes ;

a. Les courbes algébriques,
b. Les courbes transcendantes, 

suivant la nature de leurs équations.
Observons que si f(x, y) est une fonction algébrique, 

on peut, par des opérations rationnelles (additions, mul­
tiplications, élévations aux puissances), ramener l’équa­
tion de la courbe à la forme F(x, y) = 0, où F(x, y) est un 
polynôme entier et rationnel en x, y. Dans ces conditions, 
la substitution (1), effectuée sur F(x, y) = 0, conduira à 
une équation O(^', y') = 0 où $(/, y') est un polynôme 
entier et rationnel en x’, y', de même degré que F(x, y). Il 
en résulte que l’on peut classer les courbes algébriques 
d’après la valeur de ce degré.

On appelle courbe algébrique d’ordre n une courbe al­
gébrique dont l’équation peut se ramener, par des opéra­
tions rationnelles, à un polynôme de degré n égalé à zéro.

Ainsi, la courbe

V-^ + y/y = 1

est algébrique. Par des élévations au carré, son équation 
se ramène à

kxy — (1 — x — 2/)* = 0 ;

c’est donc une courbe du second ordre. Tous les points 
dont les coordonnées vérifient la seconde équation ne véri-
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nées. Si nous faisons abstraction de certaines de ces con­
ditions, nous trouvons que les coordonnées x, y d’un point 
du lieu satisfont à une relation où certains coefficients 
sont indéterminés, c’est-à-dire où figurent certains para­
mètres variables ult uu..., u*. Soit

hfay,*i, ut,...,«*) = 0 (1) 
cette relation.

Si nous faisons abstraction d’autres conditions, nous 
trouverons que les coordonnées du point du lieu satisfont 
à une seconde relation

M®,!/»«!»«*, ...,u*) = 0. (2)

En exprimant les conditions dont il n’a pas été tenu 
compte, on obtient, si le problème est déterminé, k — 1 
relations entre les paramètres variables

?1(“1,W1, — >U*) = 0, ft = 0,..., ç*-! = 0. (3)

L’élimination des paramètres ult u2, ..., u* entre les 
équations (1), (2) et (3) donnera l’équation du lieu 
cherché.

Les équations (3) nous permettent d’exprimer k — 1 
des paramètres ulf u2, ..., u* en fonction de l’un d’entre 
eux que nous désignerons par u. En portant ces expres­
sions dans les équations (1) et (2), nous trouverons deux 
équations

Fi(x, y, u) = 0, F^x, y, u) = 0. (4)

Chacune de ces équations représente une famille de 
courbes. Le lieu considéré est l’ensemble des, points com­
muns aux courbes des deux familles qui correspondent 
au même paramètre u.

Pour achever la résolution du problème, nous pouvons 
éliminer u entre les équations (4) et nous obtiendrons 
ainsi l’équation du lieu sous la forme

F(«,y) = 0,
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mais nous pouvons aussi résoudre les équations (4) par 
rapport à x, y. Nous obtiendrons ainsi ce que l’on appelle 
les équations paramétriques du lieu

= 'hM, y = ft(u).

Chaque valeur de u portée dans les équations précé­
dentes nous donnera un point du lieu.

Cette forme des équations d’un lieu géométrique se 
présente d’ailleurs naturellement lorsque l’on étudie par 
exemple le mouvement d’un point matériel, la variable u 
représentant alors le temps.

Observons encore que l’équation d’une courbe peut se 
mettre sous la forme

y = fW, 

qui correspond aux équations paramétriques
* = a, y = f(u).

18. Le problème des tangentes. — Les Grecs avaient
considéré les tangentes au cercle, aux sections coniques
et à quelques courbes particulières, mais seule la repré-

Figure 11.

sentation analytique des 
courbes pouvait conduire 
à poser le problème des 
tangentes dans toute sa 
généralité.

Considérons une courbe 
C. On appelle tangente en 
un point M à cette courbe 
la limite d’une droite pas­
sant par M et par un se­
cond point M' de la courbe

tendant vers M, sur la courbe (fig. 11).
Si nous désignons par æ0, y0, les coordonnées du point 

M, nous pouvons représenter par x9 + A*, y0 + ày celles
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du point M', choisi suffisamment voisin de M. La droite 
MM' a pour équation

y—«» = -^x—xJ-

Lorsque M'tend vers M, Aæ tend vers zéro et il en est 
de même de Ay ; le coefficient angulaire de la tangente en 

M est la limite de ~. Si l’équation de la courbe est 
donnée sous la forme

y = fM,

le coefficient angulaire de la tangente est donc la limite 
de l’expression

f(r. + àx)-f(x9) 
àx

c’est-à-dire la dérivée f(x0) de f(x) au point x0.
Les premiers géomètres qui se sont occupés du problème 

des tangentes après la création de la géométrie analy­
tique ont considéré des courbes ayant des équations sim­
ples, pour lesquelles la limite de l’expression ~ pouvait 

être trouvée par des procédés élémentaires. C’est pour­
quoi le problème des tangentes a eu une importance consi­
dérable dans la découverte du calcul différentiel ; c’est un 
des problèmes qui ont conduit à la notion de dérivée.

La définition de la tangente donnée plus haut suppose 
évidemment que cette tangente existe et est bien déter­
minée. Les mathématiques modernes ont précisé cette 
définition et délimité son champ d’application.

19. L’intersection des courbes algébriques. — Nous 
avons vu que les Grecs avaient ramené la solution de 
certains problèmes à la détermination d’un point com­
mun à deux courbes. Lorsque les géomètres furent en
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de deux des trois coefficients A, B, C au troisième. On 
connaît ces rapports si l’on exprime qu’une droite passe 
par deux points.

De même, pour déterminer une conique

. Aæ* + A'y* + Bxy 4-Cx4 C'y 4-D=0,

il faut connaître les rapports de cinq des coefficients A, 
A', ..., D au sixième. On en conclut qu’une conique est 
déterminée par cinq de ses points.

L’équation d’une courbe plane du troisième ordre, ou 
cubique plane, contient dix coefficients et pour détermi­
ner cette courbe, il faut connaître neuf relations entre ces 
coefficients. Une cubique plane est donc complètement 
déterminée par neuf de ses points. Cependant, d’après le 
théorème de Bezout, deux cubiques planes ont en com­
mun neuf points et par conséquent, neuf points ne déter­
minent pas nécessairement une cubique plane unique.

Plus généralement, l’équation d’une courbe plane
1

d’ordre n contient ^ (n + l)(n 4- 2) coefficients et une 

telle courbe est donc déterminée par ^(n 4- 3) de ses 

points. Mais deux courbes d’ordre n ont en commun n2 
1

points, nombre qui est supérieur à ^(n 4- 3) pour n supé­
rieur à 3. Mac-Laurin (1698-1746) et Cramer (1704-1752), 
qui firent cette observation, ne parvinrent cependant pas 
à expliquer ce « paradoxe ». C’est à Lamé (1795-1870) 
qu’est due cette explication.

Si l’on exprime qu’une courbe d’ordre n passe par 
-n(n 4- 3) points donnés on obtient , autant d’équations 
linéaires par rapport aux coefficients de l’équation de la 
courbe ; ces équations sont en général indépendantes et 

1 
déterminent donc les coefficients. Mais si les ^n(n 4- 3)
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La classification des surfaces est faite d’après les 
mêmes principes que celle des courbes planes. Une sur­
face est algébrique ou transcendante suivant que la 
fonction Fhy, z) est algébrique ou transcendante. Dans 
le cas où la surface est algébrique, son équation peut se 
ramener, par des opérations rationnelles, à un polynôme 
entier et rationnel en x, y, z, égalé à zéro. Le degré de ce 
polynôme est appelé ordre de la surface.

De même que dans le plan, on peut introduire dans 
l’espace les points imaginaires, dont une au moins des 
coordonnées est imaginaire, et les points à l’infini. Nous 
n’insisterons pas sur ces derniers pour l’instant, nous 
réservant d’y revenir plus loin.

Une surface d’ordre n est rencontrée en n points par 
toute droite de l’espace qui ne lui appartient pas.

22. Les lieux géométriques de l’espace. — Les lieux géo­
métriques de l’espace sont soit des courbes, soit des sur­
faces.

La mise en équation d’une surface lieu d’un point M 
soumis à certaines conditions géométriques peut revêtir 
deux aspects.

On peut considérer le lieu des points communs à trois 
surfaces

Fi(®, yt *> u, p) = 0, F, = 0, F, = 0 (1)

dont les équations dépendent de deux paramètres va­
riables u, p, ou bien le lieu des courbes communes à deux 
surfaces

Fi(«,y,^w)=0, Ft(s, y, z, u) = 0 (2)

dont les équations dépendent d’un paramètre variable u. 
Dans les deux cas, l’équation du lieu s’obtiendra en éli­
minant les paramètres variables, soient u, p entre les 
équations (1), soit u entre les équations (2).
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Revenant au cas général, nous voyons donc que les 
surfaces représentées par les équations (1) peuvent avoir, 
pour certaines valeurs de u, des parties communes, parties 
qu’il faudra défalquer.

On démontre que la définition d’une courbe gauche 
algébrique donnée plus haut peut être remplacée par la 
suivante :

On appelle courbe algébrique le lieu d’un point dont 
les coordonnées s’expriment en fonctions rationnelles de 
deux paramètres u, v satisfaisant à une équation algé­
brique.

Si fi(u, p), fi(ut p), f9(u, p) sont des fonctions rationnelles 
et f(uf p) un polynôme entier et rationnel, les équations

® = A y = fs, z = h, f = o

représentent donc par définition une courbe algébrique C.
Interprétons u, o comme coordonnées cartésiennes d’un 

plan. L’équation f — 0 représente dans ce plan une courbe 
algébrique T. A un point de T correspond un point de C, 
mais inversement, un point de C peut provenir de plu­
sieurs points de P. On dit que C est une transformée 
rationnelle de T.

L’ordre d’une courbe algébrique est le nombre de ses 
points de rencontre, réels ou imaginaires, avec un plan 
quelconque.

24. Cylindres projetants d’une courbe gauche. — Con­
sidérons une courbe gauche C et par ses points, menons 
des parallèles à l’axe Oz. Ces droites engendrent un cy­
lindre dont l’équation s’écrit

f&> y) = o.
Ce cylindre est appelé cylindre projetant la courbe pa­

rallèlement à Oz. On peut naturellement considérer les 
cylindres projetant la courbe G parallèlement à Ox et 
àOy.
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On sait en quoi consiste la méthode de Monge. Étant 
donnée une figure F de l’espace et deux plans rectangu­
laires a, a' ,on projette la figure F sur le plan a parallèle­
ment au plan a' et sur le plan a' parallèlement au plan a. 
On rabat alors l’un des plans a, a' sur l’autre et on a ainsi 
dans un plan deux figures, les projections de la figure F, 
qui permettent d’exécuter simplement les constructions 
géométriques qu’il serait impossible de faire aisément 
dans l’espace. Les plans a, a' sont d’ailleurs en général un 
plan vertical et un plan horizontal.

Si, par la création de la géométrie descriptive, Monge a 
rendu un service considérable aux sciences appliquées en 
ramenant à quelques principes clairs le dessin d’épures 
qui exigeait avant lui de longs calculs et était plus ou 
moins empirique, il a rendu un service non moins signalé 
à la géométrie pure. Ses méthodes furent en effet utilisées 
comme instruments de recherches des propriétés des 
figures ; elles eurent une influence certaine sur la création 
de la géométrie projective, comme Poncelet le reconnaît 
d’ailleurs explicitement.

La géométrie descriptive conduisit non seulement à 
étudier les propriétés géométriques de l’espace et parti­
culièrement celles des surfaces du second ordre ou qua- 
driques, mais elle permit également d’obtenir de nou­
velles propriétés de géométrie plane.

31. Les propriétés métriques et les propriétés de position. 
— Les méthodes de Desargues, de Pascal, de Monge, la 
Géométrie de position et l'Essai sur la théorie des transver­
sales de Carnot (1753-1823) devaient conduire les géo­
mètres à classer les propriétés géométriques en deux caté­
gories :

a. Les propriétés métriques, dans lesquelles intervien­
nent des mesures de distances et d’angles ;

b. Les propriétés de position ou propriétés descriptives,
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tout point une droite de manière qu’aux points d’une 
droite correspondent les droites passant par un point. Il 
semble donc que le principe de dualité soit indépendant 
de la polarité par rapport à une conique. Il en est bien 
ainsi et le développement ultérieur de la géométrie a 
permis de préciser ce point.

Le principe de dualité s’étend naturellement à l’espace 
et il a eu lui aussi pour origine la polarité par rapport à 
une quadrique, polarité étudiée par Monge et son École. 
Bornons-nous à l’énoncer.

A toute propriété de position de l’espace en correspond 
une seconde dont l’énoncé s’obtient en remplaçant dans 
l’énoncé de la première les mots « point »et « plan ».respec­
tivement par les mots « plan » et « point ».

Le mot droite ne doit pas être changé, mais il est à 
peine besoin de dire que l’expression « droite passant par 
deux points » doit être remplacée par l’expression 
« droite intersection de deux plans ».

35. Les éléments à l’infini. — Comme nous l’avons fait 
remarquer, la notion de point à l’infini remonte à Desar­
gues. Pour ce géomètre, une série de droites parallèles 
était analogue à une série de droites concourantes, le 
point de concours étant à l’infini. Mais c’est Poncelet qui 
remarqua que l’ensemble des points à l’infini devait être 
considéré comme une droite.

Ces notions peuvent être introduites rigoureusement 
en géométrie de la manière suivante :

Limitons-nous en premier lieu au plan. Convenons de 
dire que deux droites parallèles ont même direction. Nous 
pouvons alors énoncer les propriétés :

Deux points déterminent une droite.
Un point et une direction déterminent une droite (c’est- 

à-dire, par un point on peut mener une droite parallèle 
à une droite donnée).
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Ce sont les six valeurs des rapports anharmoniques que 
l’on peut former avec quatre points.

Avant d’aller plus loin, remarquons que si les quatre 
points A, B, C, D sont distincts, le nombre a ne peut 
prendre les valeurs 0,1 et est d’autre part toujours fini.

Les six valeurs du rapport anharmonique sont en géné­
ral distinctes, mais pour certaines positions particulières 
des points A, B, C, D, certaines de ces valeurs peuvent 
être égales.

Si l’on peut intervertir entre eux les deux premiers 
points, ou les deux derniers, c’est-à-dire si l’on a

(A,B,C,D) = (A,B,D,C),

on a a = — 1. On dit alors que le rapport est harmo­
nique, ou que le quaterne ABCD est harmonique, ou 
encore que les points C, D partagent harmoniquement le 
couple AB. Les six valeurs du rapport anharmonique se 
réduisent alors à trois,

(A, B, C, D) = — 1, (A, C, B, D) = 2, (A, C, D, B) = A.

Le rapport harmonique se rencontre comme on sait 
dans la théorie des pôles et polaires par rapport à une 
conique ; il a été utilisé notamment par de La Hire.

Il existe encore un autre cas où les six valeurs du rap­
port anharmonique ne sont pas distinctes, c’est celui où 
a est racine de l’équation

a*— a + 1 =0.

Les six valeurs se réduisent alors à deux qui sont préci­
sément les deux racines (imaginaires) de l’équation précé­
dente. Le rapport est dans ce cas appelé rapport équian- 
harmonique et les quatre points ne peuvent être tous réels.

38. Les formes fondamentales de la géométrie projec­
tive. — Les opérations de projection et de section utilisées
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40. Projectivités entre deux formes de première espèce. — 
Considérons deux formes de première espèce, par exem­
ple, pour fixer les idées, deux ponctuelles r, r', projec­
tives au sens de Poncelet. On peut donc passer de r à r' 
par un nombre fini de projections et de sections. Par 
conséquent, si A, B, C, D sont quatre points distincts 
de r et Az, B', G', D'leurs points homologues sur r', les 
rapports anharmoniques des quatre premiers points et 
des quatre derniers sont égaux,

(A, B, G, D) = (A', B', G', Dz).

On pourrait donc penser à définir la projectivité entre 
deux ponctuelles en disant que c’est une correspondance 
biunivoque entre les points des deux ponctuelles qui con­
servent les rapports anharmoniques. Mais cette définition 
ne peut convenir, car le rapport anharmonique de quatre

Figure 14.

points d’une ponctuelle 
n’est défini que si la 
droite support de la ponc­
tuelle est propre et si les 
quatre points sont pro­
pres.

La difficulté a pu être 
levée par la remarque 
qu’un quaterne harmo­
nique d’éléments d’une

forme de première espèce peut être défini graphiquement 
dans tous les cas.

Considérons trois points A, B, C d’une ponctuelle r et 
menons par ces points trois droites AL, BL, CM ne pas­
sant pas par un même point (fig. 14). Joignons le point B 
au point de rencontre M de AL et CM, le point A au point 
P où BL rencontre CM, enfin le point L au point N où 
BM et AP se coupent. La droite LN rencontre r en un 
point D et le quaterne ABCD est harmonique.
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Dans le triangle ALB coupé par la transversale CM, 
nous avons en effet, d’après le théorème de Ménélaûs,

LM AC BP ,
AM ’ BG * LP + ’

D’autre part, en appliquant le théorème de Ceva au 
même triangle, nous avons

ML AD BP
AM BD LP

d’où, par division membre à membre,
(A, B, G, D) = — 1.

On en conclut en particulier que la position du point D 
ne dépend pas du choix des droites AL, BL, CM.

Cette définition du quaterne harmonique est appli­
cable à tous les cas. Si par exemple la ponctuelle est 
propre et le point A impropre, il suffit de mener les 
droites AL, AP parallèles à r. Si la ponctuelle r est 
impropre, le quadrilatère LMNP est un parallélogramme, 
LM et NP d’une part, MN et LP d’autre part étant 
parallèles.

Des procédés analogues permettent de construire dans 
tous les cas un quaterne harmonique de droites d’un 
faisceau, ou de plans d’un faisceau.

Cela étant, deur formes de première espèce sont dites pro­
jectives s’il existe entre ces formes une correspondance 
biunivoque telle qu’à tout quaterne harmonique d’éléments 
de l’une corresponde un quaterne harmonique d’éléments de 
l’autre.

C’est la définition adoptée par von Staudt (1798-1867). 
Il reste à prouver qu’une projectivité entre deux formes 
de première espèce est complètement déterminée par trois 
couples d’éléments homologues ; c’est le théorème fonda­
mental de von Staudt ; nous y reviendrons au chapitre
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suivant. Bornons-nous pour l’instant à prouver que, ce 
théorème étant admis, deux formes projectives de pre­
mière espèce peuvent se déduire l’une de l’autre par un 
nombre fini de projections et de sections.

Observons en premier lieu que l’on peut toujours sup­
poser que les deux formes envisagées sont des ponctuelles 
portées par des droites ne se rencontrant pas. On peut
en effet toujours remplacer une forme de première espèce 
quelconque par une ponctuelle au moyen d’un nombre 
fini de projections et de sections, et ces opérations conser­

vant les quaternes harmoniques, 
sont des projectivités au sens de 
von Staudt.

Ceci posé, soient r, r' deux ponc­
tuelles projectives, dont les sup­
ports sont deux droites gauches de 
l’espace (fig. 15). Soient A, B, C, 
trois points de r et A', Bz, C' leurs 
homologues sur r' dans une pro­
jectivité. Menons les droites AAZ,

BBZ, CCZ ; elles ne se rencontrent pas deux à deux. Par 
un point P de AAZ, passe une droite p s’appuyant sur 
BBZ et CCZ. Les plans passant par p découpent,, sur les 
droites r, r', la projectivité envisagée.

On voit donc qu’en adoptant la définition de von 
Staudt, on retrouve comme propriété celle de Poncelet.

41. Projectivités entre deux formes de seconde espèce. 
— Considérons deux formes de seconde espèce et, pour 
fixer les idées, supposons que ce soient deux plans p, pz. 
Les éléments de p, p' sont leurs points et leurs droites.

Les plans p, pz sont dits projectifs si
1, A un élément de p correspond un élément de pz ;
2. Aux éléments d'une forme de première espèce de p cor­

respondent les éléments d'une forme de première espèce de pz.
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enveloppe, l’ensemble des droites qui contiennent leurs 
pôles.

Cette définition a l’avantage d’introduire simultané­
ment les coniques comme lieux de leurs points et enve­
loppes de leurs tangentes. C’est celle que nous avons 
adoptée dans nos Leçons de Géométrie projective.

45. Extensions à l’espace. — Reprenons la définition 
de la conique comme lieu des points communs aux rayons 
homologues de deux faisceaux projectifs. Comment éten­
dre cette définition à l’espace et quelles sont les figures 
qui seront obtenues ?

Considérons deux gerbes de sommets S, S', projec­
tives. Nous aurons à considérer deux cas suivant que 
la projectivité est une homographie ou une réciprocité.

Si les gerbes S, Sz sont homographiques, à une droite 
passant par S correspond une droite passant par Sz et 
aux droites passant par S et situées dans un plan, cor­
respondent des droites passant par Sz et situées dans un 
plan. A un plan passant par S correspond donc un plan 
passant par Sz.

Ceci posé, nous pouvons considérer deux lieux géomé­
triques :

1° Le lieu K des points M tels que les droites SM, S'M 
soient homologues dans l’homographie. Ce lieu K est une 
courbe rencontrée en trois points au plus par tout plan de 
l’espace et est appelée cubique gauche.

2. Le lieu des droites communes aux couples de plans 
homologues des deux gerbes. On démontre que c’est 
l’ensemble des droites s’appuyant en deux points sur la 
courbe K.

Au sujet de la courbe K, il y a une remarque intéres­
sante à faire. Revenons pour un instant à la génération 
des coniques au moyen de deux faisceaux projectifs de 
droites et remarquons que le lieu des points communs
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par SM correspondent les droites passant par S' et situées 
dans le plan p,'. En particulier, la droite S'M est l’homo­
logue d’un certain plan p passant par SM. Ceci montre 
que les deux gerbes jouent des rôles symétriques dans la 
définition du lieu Q.

Le lieu géométrique Q est une surface du second ordre 
ou quadrique, dont l’étude se poursuit d’une manière 
analogue à celle des coniques.

La définition des coniques de von Staudt pourrait 
également être étendue à l’espace et donnerait les qua- 
driques. Mais on ne pourrait obtenir la cubique gauche 
par ce procédé.

46. La génération projective des courbes. — La simpli­
cité de la génération projective des coniques devait con­
duire les géomètres à chercher des générations analogues 
pour les courbes d’ordres supérieurs. Ce fut l’œuvre de 
Michel Chasles, de Moebius, de Steiner (1796-1863), et 
des géomètres de leur époque.

Il nous faut tout d’abord faire une remarque. La géo­
métrie projective des coniques et des quadriques peut 
être développée en se bornant aux éléments (points, 
plans, droites) réels et même, comme on le verra au cha­
pitre suivant, sans faire appel aux notions de mesure de 
segments et d’angles. Dans les recherches sur les courbes 
d’ordres supérieurs, on ne fait en général aucune distinc­
tion entre les éléments réels et imaginaires. Les maté­
riaux sont en fait fournis par la géométrie analytique ; 
seule, la manière de raisonner est empruntée à la géomé­
trie projective.

Une courbe d’ordre n est l’ensemble des points réels 
ou imaginaires dont les coordonnées satisfont à une équa­
tion

F(a:,ÿ) = 0,

où F(x, y) est un polynôme entier et rationnel en x, y, de



















Ch apitre IV

LES PRINCIPES DE LA GÉOMÉTRIE

49. Le postulat d’Euclide de Proclus à Legendre. — 
Comme nous l’avons vu, Euclide avait introduit dans 
sa Géométrie plusieurs postulats dont l’un, celui des 
parallèles, a été plus spécialement appelé postulatum 
d’Euclide. Il a donné lieu à de nombreuses recherches 
qui ont eu, sur le développement de la géométrie et, peut- 
on dire, sur l’ensemble des Mathématiques, une influence 
considérable.

Avant de passer rapidement ces recherches en revue, 
rappelons la définition des parallèles et l’énoncé du pos­
tulat d’Euclide.

Après avoir admis comme postulat qu’une droite peut 
être prolongée indéfiniment, Euclide appelle parallèles 
deux droites qui, prolongées indéfiniment, ne se rencon­
trent jamais. Le cinquième postulat, ou postulat d’Eu­
clide, est ensuite énoncé sous la forme suivante : Si une 
droite, qui en coupe deux autres, forme avec celles-ci, du 
même côté, des angles internes dont la somme est moindre 
que deux droits, les deux dernières droites, prolongées s’il 
le faut, se coupent du côté où la somme des angles est infé­
rieure à deux droits.
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droits et l’on en déduit le postulat d’Euclide. Dans le 
second cas, la somme des angles d’un triangle est infé­
rieure à deux droits ; dans le troisième, cette somme est 
supérieure à deux droits. Mais cette dernière conclusion 
est en contradiction avec le fait qu’une droite peut être 
prolongée indéfiniment.

Saccheri ajoute une remarque importante. Si, pour 
un seul triangle, la somme des angles est égale à deux 
droits, il en est de même pour tous les triangles.

Il semble que ce soit Saccheri qui eut, le premier, la 
conception d’une géométrie, développée suivant les 
règles de la logique, où la somme des angles d’un triangle 
soit inférieure à deux droits.

Après lui, le géomètre suisse Lambert (1728-1777) 
considère un quadrilatère dont trois angles sont droits et 
examine les cas où le quatrième angle est droit, aigu ou 
obtus. Il parvient aux mêmes conclusions que Saccheri.

Les géomètres français Lagrange (1736-1813), Laplace 
(1749-1827), Legendre (1752-1833), Carnot (1753-1823), 
Fourier (1768-1830) se sont également occupés du postu­
lat d’Euclide. Les travaux de Legendre sur cet objet sont 
particulièrement importants.

Legendre démontre notamment, sans utiliser le postu- 
latum d’Euclide, que la somme des angles d’un triangle 
est inférieure ou égale à deux droits. Nous reproduirons 
sa démonstration ; elle nous permettra de faire une obser­
vation importante.

Considérons un triangle ABC et supposons que la 
somme de ses angles soit égale à 2dr 4- « (fig. 18). Joi­
gnons A au milieu H de BC et prolongeons cette droite 
d’une longueur HD égale à AH.

Les triangles AHC, DHB sont égaux et par conséquent 
les angles CAH et HDB sont égaux, de même que les 
angles AGH et HBD. On en conclut que la somme des 
angles du triangle ABD est aussi égale à 2dr 4- a.
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L’un des angles DAB, AD B est au plus égal à la moi­
tié de l’angle BAC. Supposons que ce soit l’angle DAB. 
Soit K le milieu de la droite BD ; prolongeons la droite AK 
d’une longueur KE = AK. La somme des angles du 
triangle ABE est égale à 2di + a et l’un des angles EAB, 
AEB est au plus égal à la moitié de l’angle DAIS, c’est- 
à-dire au quart de l’angle B AD.

Si c’est l’angle ADB qui est au plus égal à la moitié

de l’angle BAC, nous joindrons le milieu K' de AB au 
point D et nous prolongerons cette droite d’une lon­
gueur K'E' = DK'. La somme des angles du triangle 
BDE' vaut 2dr + a et l’un des angles BDE7, BEI) est 
au plus égal au quart de l’angle BAC.

En continuant cette construction, on voit qu’après 
n opérations, on parviendra à un triangle dont la somme 
des angles vaut 2dr + a et dont l’un des angles est au 
plus égal à ^j BAC.

Choisissons n assez grand pour avoir

QyBÂG<a.

Le dernier triangle obtenu aura deux angles dont la
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un point C qui ne lui appartient pas. Par C passent deux 
demi-circonférences ACA', BCB' rencontrant AMB sur 
la droite x'x. Les demi-circonférences passant par C 
peuvent se ranger en deux catégories : celles qui rencon­
trent AMB et celles qui ne rencontrent pas AMB. Ces 
deux catégories sont séparées par les demi-circonfé­
rences ACA', BCB'.

Cela étant, Poincaré remarque que si l’on convient 
d’appeler droite les demi-circonférences dont il est ques­
tion, et droites parallèles deux demi-circonférences se

rencontrant en un point 
de la droite xfx, on ob­
tient précisément la géo­
métrie lobatchefskienne.

Pour achever cette 
construction, Poincaré 
définit la distance de 
deux points, la longueur 
d’une courbe et l’aire 
d’une surface.

Indiquons en quoi consiste la distance de deux points. 
Rapportons la figure à deux axes rectangulaires Or, Qy 
dont le premier coïncide avec la droite x'x (fig. 21). La 
quantité imaginaire

z — x + iy

sera représentée par le point de coordonnées x, y, point 
appelé affixe de z. Soient, dans le demi-plan situé au- 
dessus de l’axe Ot, M et N les affixes de deux nombres 
complexes m, n. Par les points M, N passe une demi-cir­
conférence dont le centre est sur Oæ, c’est-à-dire une 
droite lobatchefskienne. Cette demi-circonférence coupe 
Oæ en deux points A, B dont nous désignerons par a, b 
les abscisses. La distance des points M, N est par défini-
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tion le logarithme népérien du rapport anharmonique 
des quantités m, n, a, b, c’est-à-dire que

distance MN = log«------ r : -----
m — b n — b

Poincaré ajoute que cette remarque lui a rendu de 
grands services dans ses recherches. La portée en est 
considérable. En effet, par ce procédé, la géométrie 
lobatchefskienne se trouve ramenée à un chapitre de 
géométrie euclidienne. Par conséquent, les développe­
ments de géométrie lobatchefskienne ne peuvent, pas 
plus que ceux de géométrie euclidienne, conduire à des 
contradictions.

52. La géométrie riemannienne. — Au sujet du pos­
tulat d’Euclide, trois hypothèses peuvent être faites a 
priori.

Étant donnés dans un plan une droite a et un point A 
ne lui appartenant pas,

1. On peut mener par A une et une seule droite ne 
rencontrant pas a (Euclide).

2. On peut mener par A une infinité de droites ne 
rencontrant pas a (Lobatchefsky).

3. On ne peut mener aucune droite passant par A et 
ne rencontrant pas a.

Mais comme nous l’avons vu, si l’on admet que la droite 
peut être prolongée indéfiniment, cette dernière hypo­
thèse doit être rejetée. En d’autres termes, si l’on admet 
là troisième hypothèse, on est conduit à admettre en 
même temps que la droite a une longueur finie. C’est ce 
qu’a fait Riemann (1826-1866).

Dans la géométrie riemannienne, la notion de paral­
lèles n’existe pas et la droite a une longueur finie, c’est 
en quelque sorte une courbe fermée. La somme des angles 
d’un triangle est toujours supérieure à deux droits.



112 LES GÉOMÉTRIES

On peut donner une forme concrète à la géométrie 
riemannienne en interprétant convenablement la géo­
métrie euclidienne de la gerbe.

Considérons l’ensemble des droites et des plans pas­
sant par un point donné O et convenons d’interpréter cet 
ensemble comme un plan idéal au moyen du « diction­
naire » suivant :

Gerbe de centre O, 
Droite passant par O, 
Plan passant par O, 
Angle de deux droites, 
Angle dièdre, 
Trièdre,

Plan idéal.
Point.
Droite.
Distance de deux points.
Angle de deux droites.
Triangle.

Dans ce plan idéal, la somme des angles d’un triangle 
est supérieure à deux droits, puisque la somme des dièdres 
d’un trièdre possède cette propriété.

Les plans passant par O et perpendiculaires à un plan 
passant également par O, ont en commun la perpendicu­
laire en O à ce dernier plan. Cette propriété montre que 
dans la géométrie de Riemann, les perpendiculaires à 
une droite passent par un même point.

La construction précédente montre la possibilité logique 
de la géométrie riemannienne. On est assuré que le déve­
loppement de cette géométrie ne conduira pas à des con­
tradictions puisque, par un changement de notations, elle 
se ramène à la géométrie euclidienne. Mais cela ne prouve 
nullement la possibilité «physique » de la géométrie 
riemannienne.

53. Les postulats de la géométrie euclidienne. — Les 
recherches sur les principes de la géométrie et la cons­
truction des géométries non-euclidiennes ont conduit à 
l’analyse logique de la géométrie euclidienne et à l’énu­
mération des postulats sur lesquels elle est basée. Ce
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C’est von Staudt qui a cherché le premier à édifier la 
géométrie projective en la débarrassant de toute notion 
métrique. Il n’y est pas entièrement parvenu, mais ses 
successeurs furent plus heureux. On connaît aujourd’hui 
des systèmes de poslutats, reflétant des propriétés intui­
tives de position de l’espace, servant de base aux expo­
sés de la géométrie projective. Nous reproduirons ici celui 
qui a été introduit par F. Enriques et qui nous paraît le 
plus rationnel.

Imaginons trois sortes d’éléments : les points, les 
droites et les plans, entre lesquels existent les relations 
suivantes :

I. Deux points déterminent une droite à laquelle ils 
appartiennent.

II. Trois points n’appartenant pas à une même droite 
déterminent un plan auquel ils appartiennent.

III. Un point et une droite ne passant pas par ce point 
déterminent un plan qui les contient.

IV. Deux plans déterminent une droite qui leur appar­
tient.

V. Trois plans ne passant pas par une même droite 
déterminent un point qui leur appartient.

VI. Un plan et une droite n’appartenant pas à ce plan 
déterminent un point qui leur appartient.

Outre ces six postulats, nous en introduirons trois 
autres qui concernent les formes de première espèce de 
la géométrie projective (ponctuelle, faisceau de rayons, 
faisceau de plans). Nous les énoncerons d’abord et les 
discuterons ensuite.

Les deux premiers de ces postulats sont relatifs aux 
sens de parcours.

VII. Un élément O étant fixé dans une forme de première 
espèce, les éléments de cette forme peuvent être ordonnés de 
manière que O précède chaque élément. Dans cet ordre, 
chaque élément de la forme en précède toujours un autre et
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Soient sur r deux points C, D partageant harmonique­
ment deux points A, B. La projectivité w, existant entre r 
et r', fait correspondre au quaterne harmonique ABCD 
un quaterne harmonique A'B'C'D'. Les couples AB et CD 
se séparent, il en est de même des couples A'B' et C'D'. 
Par conséquent au sens de parcours ACBD de r, corres­
pond le sens de parcours A'B'C'D' de r'. Une projecti­
vité est donc une correspondance ordonnée.

Le théorème fondamental de la géométrie projective 
s’énonce : Il existe une et une seule projectivité, entre 
deux formes de première espèce, faisant correspondre à 
trois éléments donnés de l'une, trois éléments donnés de 
l'autre.

En d’autres termes, il existe une et une seule projecti­
vité entre les ponctuelles r, r1 faisant correspondre à trois 
points donnés L, M, N de r, respectivement trois points 
donnés L', M',N'der'.

L’existence d’une projectivité satisfaisant à ces con­
ditions est facile à établir ; nous l’avons déjà fait au cha­
pitre précédent. Mais démontrer l’unicité de cette projec­
tivité est chose plus délicate.

Supposons qu’il puisse exister, entre les ponctuelles r, r', 
deux projectivités œ, w' faisant correspondre aux points 
L, M, N de r respectivement les points L', M', N' de r'. 
A un point P de r, co fait correspondre un point P' de r'. 
Ce point correspond également, dans w', à un point Px 
de r. Entre les points P et Pj de r, nous avons évidemment 
une correspondance biunivoque qui est une projectivité 
toi. Les points L, M, N sont unis pour tox. Et bien, nous 
aurons démontré l’unicité de la projectivité to si nous 
prouvons que tous les points de r sont unis pour Wu c’est- 
à-dire que cette projectivité est l’identité.

Un premier procédé se présente à l’esprit. Construisons 
les conjugués harmoniques de chacun des points L, M, N 
par rapport aux deux autres. Nous obtenons ainsi trois
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nouveaux points qui, d’après la définition même des pro­
jectivités, sont unis pour top Prenons ensuite les conju­
gués harmoniques de chacun des six points par rapport à 
chaque couple formé avec les cinq autres. Nous obtenons 
de nouveaux points unis de wx, et ainsi de suite. Nous 
obtiendrons en fin de compte une infinité de points unis 
de (ùi, mais il ne sera nullement prouvé que tout point de r 
est uni pour cette projectivité.

En s’appuyant sur le neuvième postulat, et sur le pre­
mier des théorèmes que nous en avons déduit, on arrive 
à la démonstration du théorème fondamental.

Supposons que Wi ne soit pas l’identité. C’est une 
correspondance ordonnée qui fait correspondre au seg­
ment LMN le segment LMN, c’est donc une correspon­
dance ordonnée directe. Envisageons celui des segments 
LM qui ne contient pas N. A un point P de ce segment 
correspond un point Px du même segment et lorsque P 
va de L à M, Px va de L à M également. Il existe donc 
un point uni X tel qu’entre L et X, il n’existe aucun 
point uni pour Wi (le point X peut d’ailleurs coïncider 
avec M). Si P est un point du segment LX, les points 
L, P, Pi, X se succèdent dans le sens de parcours LMN. 
Envisageons maintenant la correspondance inverse de «i, 
qui fait correspondre P à Px. Il existe de même un point 
uni Y (qui peut coïncider avec L) tel que si Px est un 
point du segment MY, les points M,PX, P,Y se succèdent 
dans le sens NML.

Le segment XY ne contient par conséquent aucun 
point uni de œx. Mais cela est absurde, car le conjugué 
harmonique de N par rapport à XY, qui est intérieur à 
ce segment, est nécessairement uni pour cop On en con­
clut que tous les points du segment LM ne contenant 
pas N sont unis pour wx. Il en est évidemment de même, 
pour la même raison, de tous les points des segments MN, 
NL et par suite ax est l’identité.
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Le théorème fondamental de la géométrie projective 
est donc démontré.

60. Le principe de dualité. — Les postulats de la géo­
métrie projective énoncés plus haut permettent d’intro­
duire le principe de dualité, a priori, sous sa forme la plus 
générale.

Dans les énoncés des postulats en question, échangeons 
les mots « point » et « plan ».

Les trois premiers postulats sont remplacés par les 
trois suivants, et inversement.

Quant aux postulats VII, Vili et IX, ils concernent 
les formes de première espèce. Or, l’échange des mots 
« point » et « plan » fait correspondre la ponctuelle au 
faisceau de plans et inversement, le faisceau de rayons 
au faisceau de rayons. Par conséquent, cet échange ne 
modifie pas les postulats.

Les neuf postulats de la géométrie projective étant 
conservés, nous pouvons énoncer le principe de dualité.

A chaque proposition de géométrie projective en corres­
pond une autre dont l’énoncé se déduit de l’énoncé de la pre­
mière en échangeant les mots « point » et « plan » et en 
laissant inaltéré le mot « droite ».

Mais ce principe a actuellement une portée restreinte, 
en ce sens que nous ne pouvons l’appliquer qu’aux pro­
positions établies en nous basant sur les neuf postulats. 
L’étude ultérieure des réciprocités permet d’ailleurs 
d’élargir son champ d’application et, comme nous l’indi­
querons au chapitre suivant, de préciser les limites de ce 
champ.

Le principe de dualité dans le plan peut se déduire du 
principe de l’espace.

Par dualité, à un plan considéré comme ensemble de 
ses points et de ses droites, correspond une gerbe. Deux 
figures ou deux propositions qui se correspondent par
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dualité sont dites corrélatives et le plan est donc corré­
latif de la gerbe. Considérons un plan a et une gerbe de 
sommet S. Une figure F du plan a, formée de points et 
de droites, a pour corrélative une figure Fj de la gerbe 
de sommet S, formée de plans et de droites. Coupons la 
gerbe par un plan o' ne passant pas par S. La figure Fi 
aura comme section une figure F' formée de droites et 
de points. Cela étant, une proposition projective relative 
à la figure F a pour corrélative une proposition relative à 
la figure Fx. A cette proposition correspond une propo­
sition projective relative à la figure F'. L’énoncé de cette 
dernière proposition s’obtiendra évidemment en rempla­
çant, dans l’énoncé de la proposition relative à la figure F, 
les mots « point » et « droite » respectivement par les 
mots « droite » et « point ». On obtient ainsi le, principe 
de dualité dans le plan.

On pourrait évidemment obtenir de même un prin^ 
cipe de dualité dans la gerbe.
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Nous conviendrons de dire que SA est le produit de S 
par S' et nous écrirons

S" = S . S'.

La substitution Sz fait passer de abcd à cbda, donc de 
dbac à abcd. Nous conviendrons d’appeler substitution 
inverse de Sz l’opération faisant passer de abcd à dbac, 
opération qui est encore une substitution. Nous l’écri­
rons

' \ab cdj

Nous avons d’ailleurs

\ab cd/

substitution que nous appellerons substitution identique.
L’ensemble des substitutions sur quatre lettres que 

nous venons de considérer possède donc les propriétés 
suivantes :

1. Le produit de deux substitutions de l’ensemble est 
encore une substitution de l’ensemble.

2. Les inverses des substitutions de l’ensemble sont 
encore des substitutions de l’ensemble.

De ces propriétés résulte que l’ensemble contient la 
substitution identique.

Considérons maintenant un second exemple d’une 
nature différente ; celui des translations d’un plan. Sou­
mettons une figure A de ce plan à deux translations suc­
cessives T, T'. La première porte A en A' et la seconde 
porte cette figure de A' en A*. Il est clair qu’il existe une 
translation T" permettant de passer directement de A 
en A" ; nous dirons que cette translation est le produit 
de T par Tz et nous écrirons T" = T . T'. D’autre part, si 
nous passons de A en Az par une translation, inverse-
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ment, nous passerons de A' en A par une translation qui 
est l’inverse de la précédente.

Nous voyons donc que l’ensemble des translations du 
plan possède deux propriétés :

1. Le produit de deux translations est une translation ;
2. L’inverse d’une translation est une translation.
Il en résulte d’ailleurs que l’ensemble contient la trans­

lation identique, qui consiste à laisser une figure immo­
bile.

Les deux ensembles d’opérations que nous venons de 
considérer sont d’une nature bien différente : le premier 
est formé d’un nombre fini de substitutions portant sur 
quatre lettres, précisément de vingt-quatre substitu­
tions. Le second comprend une infinité de translations. 
Mai^ ces deux ensembles ont des propriétés communes, 
ce sont celles qui vont nous servir pour définir les groupes 
d’opérations.

Considérons un ensemble E d’opérations, en nombre 
fini ou infini. Convenons d’appeler produit de deux opé­
rations de l’ensemble le résultat obtenu en effectuant 
successivement ces opérations dans un certain ordre.

L'ensemble E constitue un groupe si :
1. Le produit de deux opérations de l'ensemble est encore 

une opération de l'ensemble ;
2. L'inverse d'une opération de l'ensemble est encore une 

opération de l'ensemble.
Si l’ensemble E constitue un groupe, il contient le pro­

duit d’une de ses opérations par son inverse, c’est-à-dire 
l’opération identique.

L’ensemble des substitutions sur quatre lettres, celui 
des translations du plan, sont des groupes.

63. Le groupe principal de la géométrie métrique. —- 
Revenons à la géométrie métrique et considérons l’en­
semble des translations, des rotations et des symétries
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Considérons d’autre part deux plans

Ap; + Biÿ 4~ CjZ 4" Di = 0, A2rc 4~ Bay 4" C2z 4~ Da = 0.

Le cosinus de l’angle a de ces plans est donné par
AjAa 4- B,Ba 4- C^a

COS Cl) — r 11 ■■■ . ■
V(A* 4- B? 4- Cf)(A§ 4- BJ 4-C’)

Substituons, dans les équations des plans, les seconds 
membres des équations (I) à æ, y, z. Nous obtiendrons

A{x' 4" BJ/ 4" CJ/ 4" DJ = 0, Ap/ 4" B2y' 4~ C^z' 4- BJ = 0, 

équations de ces plans par rapport à O'x'y'z'. Un calcul 
simple donne

a;a; 4- b;bî 4- cîc;
• . --------- ----------- ■ - ■ = COS Cl).
v (AP 4- Bp 4- CP)(Ap 4- Bp 4- CP)

Nous voyons donc que les substitutions (lï conser­
vent les distances et les angles ; en d’autres termes, les 
distances et les angles sont des invariants pour ces substi­
tutions.

Il en résulte évidemment que les propriétés métriques 
des figures sont conservées par les substitutions (I). Mais 
pour achever de montrer que la géométrie métrique est 
l’ensemble des propriétés invariantes pour les substi­
tutions (I), il faut encore prouver que l’on peut passer 
d’un trièdre trirectangle à un autre par des mouvements.

Soient donc Oxyz, O'x'y'z' deux trièdres trirectangles 
quelconques. Une translation amènera le trièdre Oxyz en 
un trièdre O'XYZ de même origine que O'x'y'z'. Soit 
alors d l’intersection des plans O'XY et O'x'y'. Faisons 
tourner O'XYZ autour de O'Z jusqu’au moment où O'X 
sera situé sur d ; le trièdre O'XYZ sera devenu un trièdre 
O'XtYjZ. Faisons tourner ce nouveau trièdre autour 
de O'Xj, jusqu’au moment où O'Z sera venu coïncider 
avec O'z'; le trièdre O'XJjZ occupera une nouvelle
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position O'XjYî«'. Faisons enfin tourner ce trièdre autour 
de Où' jusqu’au moment où O'Xi coïncide avec Où' (en 
position et en sens). Soit OyYaz' la position finale du 
trièdre. Les axes O'y' et O'Y8 sont situés sur la même 
droite. S’ils sont dirigés dans le même sens, nous avons 
amené Oxyz à coïncider avec O'x'y'z' par une trans­
lation et trois rotations. Si les axes O'y' et O'Y8 ne sont 
pas dirigés dans le même sens, une symétrie par rapport 
au plan O'x'z' amènera Où'Ys«' en coïncidence avec 
O'x'y'z*» De toutes manières, nous voyons que l’on peut 
toujours passer d’un trièdre trirectangle à un autre au 
moyen d’opérations du groupe G#.

Revenons aux transformations (I). Il est facile de voir, 
par des calculs simples, que le produit de deux transfor­
mations du type (I) est encore une transformation de 
ce type, les équations (1) et (2) étant respectées. Et d’ail­
leurs, c’est géométriquement évident. De plus, l’inverse 
de (I) est encore du même type ; le déterminant des 
coefficients de x',y'9z' étant différent de zéro,les équa­
tions (I) peuvent être résolues par rapport à ces quan­
tités. Il en résulte que l’ensemble des transformations (I), 
où les coefficients l9 m, n sont liés par les relations (1) 
et (2), forme un groupe.

De plus, si nous interprétons les x9 y, z et les x'9 y', z' 
comme les coordonnées de deux points distincts par rap­
port au même trièdre Oxyz9 les équations (I) représen­
tent une opération du groupe G».

Il en résulte que :
Le groupe des transformations (I) coïncide avec le 

groupe G# des mouvements de l'espace.
La géométrie métrique est l'ensemble des propriétés inva­

riantes pour les transformations (I).

66. Expression analytique du groupe des similitudes. —
Le groupe G# des similitudes naîtra en adjoignant au
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groupe des transformations (I) les homothéties de l’es­
pace.

Considérons une homothétie de centre O. A un point M' 
correspond un point M" tel que

OM" = k. OM',

k étant une constante. Soient x', y't z' et x", y*, z" les 
coordonnées des points M', M" par rapport à un trièdre 
trirectangle d’origine O. Nous avons

x" = kx', y" = ky', zff = kz'.

Combinons ces formules avec les équations (J). Il 
vient

1
i = ^ + j (ZX' + l^y' + l#"},...»

relations que nous écrirons sous la forme

i = ^o + aix” + (Wj” + a3z", 1
y = yo + ¿i«" 4- b2y" 4- b3z", y (il)
z = z0 + CiX" + c2y" + c3z”. )

Les quantités a, b, c sont cette fois liées par les rela­
tions

OÎ + ¿1 + ^ = a» -f- b» + cl = a¡ + bl + c¡, }

«1«# +V#4-<Va = 0, aîai4-^i4-cîc1 = 0l > (3)
«i«2 4- bJt 4- c^i = 0. )

De plus, le déterminant des coefficients de s*, y"', z* 
n’est pas nul.

Le produit de deux transformations du type (II) est 
encore une transformation de ce type et l’inverse d’une 
transformation (II) également. Les transformations (II) 
forment donc un groupe qui n’est autre que le groupe G, 
des similitudes.

La géométrie euclidienne est l'ensemble des propriétés
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ou cercle absolu. Ses équations étant indépendantes des 
quantités æ0, y0, *o, R, eHe appartient à toutes les sphères 
de l’espace.

Réciproquement, une surface du second ordre de l’es­
pace, c’est-à-dire une surface représentée par un poly­
nôme du second degré, entier, rationnel et homogène 
en X, Y, Z, U, égalé à zéro, passant par le cercle absolu, 
est nécessairement une sphère, comme on le voit sans peine.

La même question, traitée dans le plan, conduit à la 
notion de points cycliques. Un cercle du plan Z = 0 
a pour équation homogène

X* + Y’ - 2U(^X + y.Y) + U*« + y* - r*) = 0.

Il coupe le plan de l’infini aux points
P + Y^O, U = 0,

c’est-à-dire aux points de coordonnées (i, 1,0), (i, — 1, 0). 
Ce sont les points cycliques du plan Z = 0.

D’une manière générale, un plan a coupe le cercle ima­
ginaire à l’infini en deux points imaginaires qui sont les 
points cycliques de ce plan. Tout cercle du plan a passe 
par les points cycliques de ce plan et réciproquement, 
toute conique du plan a passant par les points cycliques 
est un cercle.

Les droites de l’espace s’appuyant sur le cercle absolu 
sont imaginaires ; elles portent le nom de droites isotropes.

69. La géométrie affine. — Reprenons les équations (II) 
d’une similitude et écrivons-les en coordonnées homo­
gènes,

pX = «iX' 4- aaY' 4- «8Z/ -f- ît^U', 1
pY = ^X' 4- ^Y' + W' 4- y.U', (
PZ = qX' 4- caY' 4- c8Z' 4- ^U', ( ( }
pU = U', )

p étant un facteur de proportionnalité.
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Mais sur les droites homologues AB et A'B', EF et 
E'F', on a

AB _ LM EF _ LK
A'B' ~ L'M'* E'F' L'K'

et par conséquent
ABCD _ EFGH

A'B'C'D' E'F'G'H'*

Dans deux plans homologues, les aires de deux paral­
lélogrammes homologues sont dans un rapport constant. 
On aura de même, en considérant les triangles ABC, 
A'B'C',

Dans une affinité, les aires de deux triangles homologues 
dans des plans homologues, sont dans un rapport constant.

Mais la valeur de ce rapport peut évidemment changer 
lorsque le plan gt varie.

On démontre de même que, dans une affinité, les volumes 
de deux tétraèdres homologues sont dans un rapport cons­
tant, appelé rapport de Vaffinité.

70. Relations entre les affinités, les similitudes et les 
mouvements. — Nous avons introduit les relations (III) 
en partant des équations d’une similitude écrites en coor­
données homogènes. Les similitudes et par suite les mou­
vements sont donc des cas particuliers des affinités. Nous 
allons examiner dans quelles conditions.

Le trièdre de référence étant supposé rectangulaire, 
remarquons que l’affinité (III) fait correspondre au cercle 
absolu

x*+ P 4- Z» = 0, U « 0

une conique du plan de l’infini en général distincte de 
ce cercle. Imposons à l’affinité (III) de transformer le 
cercle imaginaire à l’infini en lui-même. Nous devons 
avoir

X’ + Y* + Z» = À(X'* 4- Y'1 4- Z'«),
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qu’elles forment. Ce sera aussi l’angle des deux paral­
lèles 

y = mx, y = m'x (1)

menées à ces droites par l’origine O. On sait que l’on a

1 mm

Par O passent deux droites isotropes 
y = ix, y = — ix, 

c’est-à-dire deux droites passant par les points cycliques. 
Le rapport anharmonique a des deux droites isotropes 

et des deux droites (1) est égal au rapport anharmonique 
des quatre quantités i, — i, m, m', c’est-à-dire à

__1 + mm' + i(m— m')
1 4- mm' — i(m — m')

On a donc
cos V 4-1 sin V
cos V — i sin V

Mais d’autre part1, on a

1. Voir par exemple Th. Leconte et R. Deltheil, Éléments de calcul 
différentiel et de calcul intégral. Tome II, p. 202 (Collection Armand Colin, 
1932).

¿v = cos V 4- i sin V, e-^ = cos V — i sin V, 

donc

On en conclut, en prenant les logarithmes népériens 
des deux membres

v = raog.«.

C’est la formule de Laguerre donnant la mesure de 
l’angle de deux droites.



150 LES GÉOMÉTRIES

Considérons maintenant une affinité T et soient a, b 
deux droites se coupant en O, a', b' leurs homologues, O' 
leur point d’intersection. Par le point O passent deux 
droites isotropes h, t* droites s’appuyant sur le cercle 
absolu aux points où celui-ci est coupé par le plan des 
droites a, b. Par le point Oz passent de même deux droites 
isotropes t^, ti situées dans le plan de a', b'.

Si l’affinité T conserve les angles, on doit avoir
(a, b, tlt tt) = {a', b', t{, t^).

Les droites t{, t^ doivent donc correspondre, dans un 
certain ordre, aux droites tj, t». Comme cette propriété 
doit être vérifiéè quelles que soient les droites a, b, on 
en conclut que T doit transformer le cercle absolu en 
lui-même et est par suite une similitude.

Une affinité conservant la mesure des angles est une simi­
litude.

72. L’espace projectif. — Reprenons l’espace argué- 
sien. Dans cet espace, le plan de l’infini U = 0 joue un 
rôle privilégié ; nous avons vu qu’il n’en est plus de 
même dans l’espace projectif. Celui-ci s’introduit analv- 
tiquement de la manière suivante :

Définissons quatre nombres xlt xtt x9, x4 par les équa­
tions

Xi = a^X 4" a>Y 4- a4Z 4- a^U, 
xt = bxX 4- ¿«Y 4- b4Z 4- W, 
x4 = CiX 4" CjY 4- c8Z 4~ c«U, 
^ = dtX 4- d^ 4- d9Z 4- ^U,

(1)

où nous supposons que le déterminant des coefficients
a,x a4 a8 a4
bt b* bz b< 
Cx Ct Ct Ci

est différent de zéro,
dy d* d^ d^
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dire que, dans l’espace projectif, nous pouvons choisir 
arbitrairement les coefficients de l’équation du plan de 
l’infini, c’est-à-dire au fond choisir pour plan de l’infini un 
plan quelconque.

Il est bien évident qu’un plan quelconque est repré­
senté, en . coordonnées projectives, par une équation 
linéaire et homogène

Êi^i + ?»®î + f#^# 4* h^i = o» (2)

et réciproquement, une telle équation représente un 
plan.

La connaissance des coefficients Çj, Ç2, ^, Ç4 déter­
mine un plan. Ces quatre nombres ne peuvent être tous 
nuis et sont d’autre part définis à un facteur de propor­
tionnalité près, car le plan ne, change pas si l’on multi­
plie les deux membres de son équation par une quantité 
différente de zéro. Les nombres 5X, U Ç3, Ç4 sont appelés 
coordonnées du plan ou coordonnées tangentielles.

L’ensemble des plans de l’espace peut être considéré 
comme celui des groupes de quatre nombres non tous 
nuis Çx, Ç2, &b Si, deux plans dont les coordonnées sont 
proportionnelles étant identiques.

Il y a là un parallélisme complet entre l’espace pro­
jectif considéré comme lieu de points et le même espace 
considéré comme lieu de plans. Nous y reviendrons dans 
un instant à propos du principe de dualité. Pour l’ins­
tant, bornons-nous à une remarque.

Si dans l’équation (2), nous considérons Çx, Ç2, Ç8, Ç4 
comme donnés, cette équation représente un plan. Si au 
contraire nous considérons rrx, ^. æ3, x^ comme donnés, 
elle représente l’ensemble des plans passant par un point, 
c’est-à-dire une gerbe de plans.

73. Le groupe principal de la géométrie projective. — 
Nous avons distingué dans l’espace deux sortes de pro-
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Considérons, sur la droite r, l’équation

kifa^ + Oi®A + a^pcÿ + ^(^xl -f- btXiXt 4- M) = 0 ;

elle représente un couple de points de cette droite. Sup­
posons les a et J fixés. Lorsque les X varient, nous obte­
nons une infinité de couples de points de la droite r, confi­
guration appelée involution. Remarquons en passant 
qu’un point de r appartient à un et un seul couple de 
l’involution.

L’équation précédente, transportée dans le plan p, 
devient

k^X, 4- aaX, 4- a*X.) 4-12 (¿A 4- ^X, 4- &8X,) = 0.

Les couples de points de l’involution sont découpés, 
sur la conique R, par les droites d’un faisceau. Et il est 
bien évident que ceci est de nature à faciliter la recherche 
des propriétés de l’involution.

80. La géométrie réglée. — Nous étudierons main­
tenant un exemple moins simple, mais classique, de 
construction de géométries équivalentes. C’est la géo­
métrie de la droite dans l’espace qui nous le fournira.

Commençons par observer qu’une droite de l’espace 
peut être représentée par les équations

y = m® 4 P, z = w 4 ?.

Les droites de l’espace dépendent donc de quatre 
paramètres m, n, pt q.

Plaçons-nous dans l’espace projectif et considérons 
une droite p déterminée par deux de ses points y, z. 
Posons

put = y^ — yw, (b k = 1,2,3,4).

Si nous faisons abstraction des quantités p& dont les 
deux indices sont égaux et qui sont identiquement nulles,
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cinq dimensions dont les coordonnées vérifient l’équa­
tion (I) constitue une hyperquadrique. Nous la désigne­
rons par Q.

D’après les définitions que nous venons de donner, 
à une droite de l’espace ordinaire correspond un point 
de l’hyperquadrique Q et réciproquement. Cette corres­
pondance biunivoque a lieu sans exception.

Il est bien facile de voir qu’à une homographie ou à 
une réciprocité de l’espace ordinaire, considérée comme 
opérant sur les droites, correspond une homographie (II) 
de l’espace à cinq dimensions. Mais cette homographie 
n’est pas quelconque ; elle doit laisser inaltérée la rela­
tion (II), c’est-à-dire transformer en elle-même l’hyper­
quadrique Q. Inversement, une homographie (II) trans­
formant en elle-même l’hyperquadrique Q correspond 
à une homographie ou à une réciprocité de l’espace.

Nous voyons donc que
La géométrie projective réglée de l'espace ordinaire, est 

équivalente à la géométrie d'une hyperquadrique de l'espace 
projectif à cinq dimensions ayant pour groupe principal le 
groupe des homographies de cet espace transformant cette 
hyperquadrique en elle-même.

Cette interprétation de la géométrie réglée est due à 
F. Klein. On peut se demander quelle est son utilité.

A une surface engendrée par une droite (surface ré­
glée), correspond une courbe tracée sur Q . A un ensem­
ble de droites dépendant de deux paramètres, ou con­
gruence de droites, correspond une surface tracée sur Q. 
Enfin, à un ensemble de droites dépendant de trois para­
mètres, ou complexe de droites, correspond une variété 
à trois dimensions appartenant à Q. L’expérience mon­
tre qu’il est en général plus facile de raisonner sur un lieu 
de points, même appartenant à un espace à cinq dimen­
sions, que sur un lieu de droites de l’espèce ordinaire. 
De là l’utilité de la représentation de Klein.
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81. Extension de la géométrie projective. — L’interpré­
tation de la géométrie réglée au moyen d’une géométrie 
dans un espace à cinq dimensions fait entrevoir l’extension 
de la géométrie projective à des espaces à plus de trois 
dimensions ou hyperespaces.

Considérons n 4- 1 nombres æ0> «i, —, ««» non tous nuis, 
et convenons d’appeler point x l’ensemble de ces nom­
bres ; ceux-ci seront appelés coordonnées projectives du 
point x. Convenons en outre de considérer comme iden­
tiques deux points dont les coordonnées projectives sont 
proportionnelles. L’ensemble des points x ainsi définis 
constitue ce que nous appellerons un espace projectif ou 
espace linéaire Su à n dimensions.

L’ensemble des points a: de S# dont les coordonnées 
satisfont à une équation linéaire

$o^i 4- Si^i + ••• 4- U^« — 0 (1)

constitue ce que nous appellerons un hyper plan Ç. La con­
naissance de n 4- 1 nombres, non tous nuis, proportion­
nels à $o» $i» —, S*, permet d’écrire l’équation (1). Nous 
dirons que les nombres £0, Çn..., Ç#, non tous nuis, sont 
les coordonnées de l’hyperplan 5, deuxhyperplans dont les 
coordonnées sont proportionnelles étant confondus.

Si, dans l’équation (1), on suppose que les quantités x0, 
#i,...» a* sont données et les quantités U $i, -, 5» varia­
bles, on obtient une relation satisfaite par les coordonnées 
de tous les hyperplans contenant le point x ; c’est l’équa­
tion tangentielle du point a;.

On voit que, comme dans le cas de l’espace ordinaire 
S3, les points et les hyperplans de S* jouent des rôles 
parfaitement symétriques et on en déduit le principe de 
dualité dans l’espace S».

Considérons p + 1 points y<°\ yB), ,„, yb\ indépen­
dants, c’est-à-dire tels que l’on ne puisse trouver p 4- 1
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quantités X non toutes nulles telles que les n -j- 1 identités 
y^yt^ + ^iÿi(1) + ••• 4- ^y^ = o

(i - o, 1,...» n)

soient vérifiées.
Considérons l’ensemble des points dont les coordonnées 

s’écrivent
px0 = moy^ 4- m^1) 4- ... 4- mpy0^\ 

p*i = moy^ 4- m^^ 4“ ... 4- mpy^,

px* = m9ynw 4- ni^y^ 4- ... 4- mpy^.

Cet ensemble coïncide avec l’ensemble des groupes de 
p 4- 1 nombres non tous nuis m0, mu ..., mp, définis à un 
facteur de proportionnalité près ; il constitue par consé­
quent un espace linéaire S, , à p dimensions, déterminé 
par les p 4- 1 points y donnés.

Cet espace SP est d’ailleurs complètement dét miné 
comme intersection de n—p hyperplans indépendants. En 
particulier, un hyperplan, qui est déterminé par n de ses 
points, est un espace linéaire à n — 1 dimensions.

On voit aisément que si deux espaces linéaires Sp , Sf, 
ayant en commun un espace S* (et non un espace à plus de 
t dimensions), appartiennent à un espace Sr (et non à un 
espace à moins de r dimensions), on a

p + q = r + t>

Ceci posé, nous appellerons homographie de l’espace S* 
la correspondance entre les points x, x' définie par les 
équations

p^o = «oo^o 4~ «oi^i 4" ... 4" Aon®», ]
P®i = flio^o 4- «il®! 4" ... 4- (hnxn. ( (J)

pa* = Omo^o + o#i«i 4“ ... 4- <Wn, J

où le déterminant | a» | des coefficients n’est pas nul.
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II. Si A et C sont deux points d’une courbe, il y a au 
moins un point B de cette courbe situé entre A et C et 
un point D de cette courbe tel que C soit entre A et D.

III. De trois points A, B, G d’une courbe, il y en a tou­
jours un et un seul situé entre les deux autres.

IV. Quatre points A, B, C, D d’une courbe peuvent 
toujours être distribués de manière que B soit entre A 
et C ainsi qu’entre A et D, et que C soit entre A et D et 
aussi entre B et D.

De ces postulats résulte que la courbe peut être par­
courue par un point dans deux sens opposés.

Deux points A, B d’une courbe déterminent un seg­
ment de courbe comprenant tous les points compris 
entre A et B et ces deux points.

Nous introduirons la continuité de la courbe en adop­
tant le postulat de Dedekind pour les formes projectives 
de première espèce (n° 55). Il nous suffira de remplacer 
dans l’énoncé la locution «forme de première espèce » 
par «courbe ».

V. Si AB est un segment de courbe et si l’on divise ce 
segment en deux parties telles que

1. Chaque point du segment appartienne à une des 
parties.

2. Le point A appartienne à la première partie et le 
point B à la seconde.

3. Dans le sens de parcours de A vers B un point quel­
conque de la première partie précède un point quelconque 
de la seconde.

Alors il existe un point C du segment AB (pouvant 
appartenir à l’une des parties) tel que tout point du seg­
ment précédant C appartienne à la première partie et 
que tout point du segment suivant C appartienne à la 
seconde.

Considérons maintenant une courbe limitée MN, c’est- 
à-dire une courbe limitée par deux points M, N, extré-

Godeaux. — Les Géométries. 12
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mités de la courbe. Si nous supprimons les points M, N, 
nous obtenons une courbe illimitée, car si A est un point 
quelconque de la courbe, il existe toujours un point entre 
A et M ou entre A et N. Nous supposerons que cette 
courbe illimitée satisfait aux postulats qui viennent 
d’être énoncés. Il en résulte en particulier qu’il existe, 
sur la courbe MN, deux sens de parcours opposés, l’un 
allant de M vers N, l’autre de N vers M.

Cela étant, considérons deux courbes limitées MN, PQ 
telles que le point P coïncide avec N et le point Q avec M. 
L’ensemble de ces deux courbes sera appelé courbe fer­
mée.

Sur cette courbe fermée, il existe deux sens de par­
cours opposés que nous obtiendrons en associant d’une 
part le sens de parcours de MN qui fait passer de M à N 
au sens de parcours de PQ qui fait passer de P à Q ; 
d’autre part, le sens de parcours de MN qui fait passer 
de N à M avec le sens de parcours de PQ qui fait passer 
de Q à P. Cette courbe fermée satisfait évidemment aux 
postulats Vil et VIII des formes projectives de pre­
mière espèce (n° 55).

Nous avons donc introduit trois sortes de courbes : 
les courbes illimitées (que l’on pourrait aussi appeler 
courbes ouvertes), les courbes limitées et les courbes 
fermées. Sur chacune de ces courbes, nous avons deux 
sens de parcours opposés, continus.

Remarquons notamment que l’on peut considérer, 
sur chacune de ces courbes, deux couples de points se 
séparant, comme sur les formes projectives de première 
espèce.

85. Le concept de surface. — Nous définirons une sur­
face en utilisant le concept intuitif de la génération d’une 
telle figure par une ligne qui se déplace en se déformant.

Précisons ce point de vue en considérant tout d’abord
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de la topologie. Nous désignerons ce sous-groupe par G'.
Nous pourrions maintenant définir la métrique géné­

rale comme étant la géométrie de groupe principal G'. 
Mais il est possible d’aller plus loin en utilisant le pro­
cédé qui nous a permis de passer de la métrique élémen­
taire à la géométrie euclidienne.

Considérons une homéomorphie T et soient C une 
courbe, C' la courbe correspondante. Si AB est un seg­
ment de la courbe C et A'B' le segment correspondant 
de la courbe Cz, nous supposerons que l’on a

mes. A'B' = k. mes. AB.

k étant une constante réelle, attachée à la transforma­
tion T. Cette relation a lieu quelle que soit la courbe C 
et quel que soit le segment AB sur cette courbe. Les 
homéomorphies jouissant de cette propriété (la cons­
tante k pouvant varier d’une homéomorphie à l’autre) 
forment un groupe que nous désignerons par G et dont G' 
est un sous-groupe.

Nous appellerons métrique générale A la géométrie qui 
a pour groupe principal le groupe G et métrique générale A' 
la géométrie qui a pour groupe principal Gz.

Considérons deux surfaces S, Sz. Convenons de dire 
qu’elles sont équivalentes dans une métrique générale 
s’il existe une transformation du groupe principal de 
cette métrique permettant de passer de l’une à l’autre.

Si nous nous plaçons dans la métrique Az, il est possi­
ble d’appliquer la surface S sur la surface équivalente Sz, 
sans déchirure ni recouvrement, avec conservation des 
longueurs.

Si nous nous plaçons dans la métrique A, deux surfaces 
équivalentes ne peuvent plus être appliquées l’une sur 
l’autre sans que l’une d’elles ne subisse une sorte de rétré­
cissement dans toutes ses parties.

Nous n’insisterons pas davantage sur ces questions.
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tivité et nous obtenons ainsi la géométrie projective 
comme géométrie subordonnée à la topologie.

On sait que l’introduction de la notion de distance en 
géométrie projective permet de passer à la géométrie 
élémentaire.

Nous pouvons donc, avec F. Enriques, construire le 
schéma suivant :

Topologie.
Géométrie projective. Métrique générale.

Géométrie élémentaire.

F. Enriques a remarqué que ces différentes géométries 
correspondent à des groupes de sensations. On peut résu­
mer son point de vue de la manière suivante :

L’homme normal a constitué la géométrie élémentaire.
Si l’on supprime les mains de cet homme, on l’empêche 

de mesurer les distances et il est conduit à la géométrie 
projective. Si au contraire on lui supprime la vue, il con­
serve la possibilité de mesurer les distances, mais perd la 
notion de ligne droite. Il est conduit à la métrique géné­
rale.

Si enfin on supprime à la fois à cet homme l’usage de 
la vue et celui des mains, il est conduit à la topologie. 
La notion de ligne droite et celle de distance lui devien­
nent inaccessibles.

89. Les surfaces de Riemann. — Nous donnerons deux 
exemples de questions traitées en topologie.

Riemann a introduit, dans l’étude des fonctions d’une 
variable complexe, certaines surfaces réelles auxquelles 
son nom est resté attaché. Nous ne pouvons indiquer ici 
de quelle manière ces surfaces sont amenées dans la théo­
rie des fonctions, mais nous montrerons en quoi consistent 
ces surfaces et quel est le problème fondamental qui se 
présente à leur sujet.
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Considérons tout d’abord une sphère et fixons l’atten­
tion sur la surface extérieure S de cette sphère. Traçons 
sur la surface S une courbe C, fermée,ne se recoupant 
pas. Nous pouvons, sans quitter la surface S, déformer 
cette courbe sans soudure ni rupture, de manière à la 
réduire à un point. Pour préciser, déformons tout d’abord 
la courbe C de manière à la réduire à un cercle C' de la 
sphère. Soit a le plan du cercle C' et a' un plan tangent 
à la sphère parallèle au plan a. Déplaçons le plan a paral­
lèlement à lui-même jusqu’au moment où il vient coïn­

cider avec a'. Le cercle C' se dé­
forme et se réduit finalement au 
point de contact du plan a' avec la 
sphère.

Observons maintenant que nous 
pouvons déformer la surface S, sans 
déchirure ni recouvrement, de ma­
nière à la réduire à la surface d’un

Figure 24. disque plan D à deux faces. Pour 
nous rendre compte de cette défor­

mation, nous pouvons supposer que la sphère est cons­
tituée par une pâte molle, par exemple par de la pâté de 
boulanger. On peut alors aplatir cette sphère de manière 
à la réduire à un disque. La courbe G deviendra une 
courbe tracée sur le disque D, fermée et sans recoupe­
ments. En général, cette courbe sera en partie tracée sur 
chacune des faces du disque, le passage d’une partie à 
l’autre se faisant en franchissant le bord du disque. La 
figure 24 représente la face supérieure d’un disque sur 
lequel est tracée une courbe C dont la partie située sur 
la face inférieure du disque est représentée en ponctué.

La propriété de la courbe C tracée sur la sphère S sub­
siste évidemment pour la courbe C tracée sur le disque D. 
On peut, par déformation continue, sans rupture, ni sou­
dure, la réduire à un point.
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Forons un trou T dans le disque D et appelons Dx la 
surface extérieure de la figure ainsi obtenue (fig. 25). 
Traçons sur la surface Dj une courbe fermée C ne se re­
coupant pas. Nous ne pouvons plus, dans tous les cas,
réduire la courbe C, par déformation 
continue, à un point. Si par exemple 
la courbe C est la courbe a entou­
rant le trou T, ou si c’est la courbe p 
passant à travers ce trou (fig. 25), 
la chose n’est plus possible.

On peut déformer le disque Dj 
de manière à le faire coïncider avec 
un tore ; en d’autres termes, la sur­
face Dj est homéomorphe à la surface

Figure 25.

extérieure d’un
tore. Sur celle-ci, la courbe a devient un cercle parallèle 
et la courbe P un cercle méridien.

Toute courbe C, tracée sur le disque D^ ou sur le tore, 
peut être réduite, par défor- 
mation continue, à une 
courbe formée d’un certain 
nombre de fois la courbe a 
et d’un certain nombre de 
fois la courbe p.

On appelle surface de 
Riemann de genre p la sur­
face extérieure Dr d’un dis­
que plan dans lequel on a 
foré p trous, ou toute sur­
face homéomorphe à celle-ci.

Une surface homéomorphe à la surface Dp est par 
exemple la surface extérieure d’une sphère à laquelle 
on a attaché p anses, ou si l’on veut, la surface exté­
rieure d’un vase possédant p anses.

Sur une surface de Riemann Dp, on peut tracer 2p cour­
bes fermées ne pouvant se réduire, par déformation con-
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tînue, à un point. Ce sont les courbes ax, a2, ...» a, entou­
rant chacune un des p trous et les courbes ^, p2, ..., ^ 
passant chacune à travers un des p trous. Ainsi, dans 
le cas p = 3, on obtient les courbes ax, a2, a8, pb p2, pt 
représentées sur la figure 26.

Toute courbe fermée C tracée sur la surface de Rie­
mann DF se réduit, par déformation continue, à une 
courbe formée d’un certain nombre de fois chacune des 
courbes ax, a2, ..., a, et d’un certain nombre de fois cha­
cune des courbes px, pt,..., Pp. Une telle courbe peut être 
représentée par le symbole :

>.1«1 + ^«î 4- ... 4- Xpap 4- P-1P1 + PaPi 4"... 4" Pppp, 
les nombres p, X étant des entiers. Si tous ces entiers sont 
nuis, la courbe C peut se réduire à un point par déforma­
tion continue.

Le nombre p est un caractère topologique d’une sur­
face de Riemann. Deux surfaces de Riemann de genres 
différents ne sont évidemment pas homéomorphes.

90. La théorie des nœuds. — Un second exemple de 
problème topologique est fourni par la théorie des nœuds.

Plaçons-nous dans l’es­
pace de la géométrie élé­
mentaire et proposons- 
nous de ne considérer que 
des courbes fermées, sans 
points multiples, c’est-à- 
dire ne se recoupant pas. 
De telles courbes seront 
appelées des nœuds.

Le plus simple de ces 
nœuds est l’ovale, ho- 
méomorphe à un cercle

ou à un polygone convexe, par exemple.
Pour nous rendre compte de la nature des courbes

Figure 27.
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rons actuellement quelques indications sur une géométrie 
appelée par G. Bouligand géométrie infinitésimale directe.

Plaçons-nous dans l’espace de la géométrie élémentaire 
et considérons un ensemble E de points réels de cet espace. 
Nous supposerons que cet ensemble comprend une infi­
nité de points : ce sera par exemple l’ensemble des points 
d’une courbe, ou celui des points d’une surface, ou encore 
l’ensemble des points intérieurs à une sphère donnée (en­
semble qui pourra ou non comprendre les points de la 
sphère elle-même).

On dit qu’un point O est un point d'accumulation ou un 
point limite de l’ensemble E lorsque, dans toute sphère 
ayant pour centre O, il y a au moins un point de l’en­
semble, quelque petit que soit le rayon de cette sphère. 
On démontre d’ailleurs que si O est un point d’accumula­
tion de l’ensemble E, chacune des sphères considérées 
contient une infinité de points de l’ensemble.

A un point d’accumulation O d’un ensemble E, on peut 
attacher deux ensembles de droites : le contingent et le 
paratingent.

Considérons un point M de l’ensemble et la demi-droite 
OM (limitée au point O). Lorsque M tend vers O, la demi- 
droite OM peut avoir une position limite OT que l’on 
appelle demi-tangente au point O. L’ensemble des demi- 
tangentes forme le contingent au point O.

La demi-tangente OT peut être définie d’une manière 
plus précise en disant que tout cône de révolution d’axe 
OT et de sommet O contient au moins un point de l’en­
semble E distinct de O, quelque petit que soit l’angle au 
sommet du cône et quelque petite que soit la hauteur de 
celui-ci (supposé limité à un plan perpendiculaire à OT 
et ne passant pas par O).

Soient maintenant M, M' deux points de l’ensemble E, 
distincts de O. Supposons que lorsque les points M, M'se 
rapprochent indéfiniment et simultanément de O, la
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Plaçons-nous dans un plan projectif réel et considérons 
dans ce plan une courbe fermée de Jordan.

1. On supposera en premier lieu l’existence d’une tan­
gente en chaque point, sauf peut-être en un nombre fini 
de points.

2. Supposons ensuite que la tangente varie d’une ma­
nière continue avec le point de contact, sauf peut-être en 
un nombre fini de points.

3. Admettons enfin que chaque point de la courbe soit 
l’origine de deux arcs élémentaires, placés sur la courbe, 

de part et d’autre du point.
A T On en déduit que la courbe 

" —^ est formée d’un nombre fini
d’arcs élémentaires.

Figure 86. Parmi les propriétés des
» courbes algébriques qui sub­

sistent pour les courbes de Juel, mentionnons la suivante : 
On appelle point d’inflexion d’une courbe un point A 

en lequel la tangente AT est unique et est traversée par 
la courbe (fig. 36). Une courbe plane algébrique du troi­
sième ordre possède neuf points d’inflexion dont trois 
sont réels et six imaginaires. Et bien, une courbe plane 
de Juel du troisième ordre possède trois points d’in­
flexion.

Juel a étendu ses recherches aux surfaces, en particulier 
aux surfaces réglées et aux surfaces de troisième ordre, 
rencontrées en trois points au plus par toute droite de 
l’espace n’appartenant pas à la surface.

Parmi les géomètres qui s’occupent actuellement de 
géométrie finie, nous citerons A. Marchaud et O. Haupt. 
Le premier a notamment étudié des ensembles contmus 
de points, d’ordre borné, c’est-à-dire rencontrés par les 
droites en un nombre fini de points.

Le groupe principal de la géométrie finie n’a pas pu, 
jusqu’à présent, être caractérisé d’une manière précise.
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tager cette surface en un certain nombre de régions (exac­
tement comme la surface terrestre est partagée en régions 
par les frontières de pays et les côtes maritimes). Donnons 
une couleur à chacune de ces régions de manière que deux 
régions ayant une frontière commune aient des couleurs 
différentes. Par contre, deux régions ayant en commun 
un nombre fini de points pourront avoir la même cou­
leur. On se propose de trouver le nombre minimum de 
couleurs nécessaires pour faire ce coloriage. On démontre 
que ce nombre est au moins égal à quatre et au plus égal 
à cin(j. Gomme on ne connaît aucun exemple exigeant 
cinq couleurs, on a cherché, vainement jusqu’ici, à dé­
montrer que quatre couleurs suffisent toujours. C’est le 
problème connu sous le nom de problème des quatre 
couleurs.

La seconde question est relative aux polyèdres. Dans 
les traités de géométrie élémentaire, on démontre que si 
un polyèdre convexe possède S sommets, A arêtes et 
F faces, on a la relation

F + S = A + 2.

C’est le théorème connu sous le nom de théorème 
d’Euler, bien que la relation précédente fut déjà connue 
de Descartes.

Il s’agit bien d’une propriété topologique, car dans la 
démonstration, le fait que les arêtes sont des segments de 
droites et les faces des portions de plans, ne joue aucun 
rôle. Cette relation reste vraie si on considère un réseau de 
courbes de Jordan tracé sur la surface d’une sphère ou 
d’une surface de Riemann de genre zéro. Il existe d’ail­
leurs une relation analogue pour les réseaux tracés sur une 
surface de Riemann de genre p.
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