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AVANT-PROPOS

On ne trouvera pas, dans ce modeste ouvrage, un exposé
rigoureux des questions traitées ; il n’est pas destiné aux
mathématiciens, notre dessein est plus modeste. Nous avons
voulu esquisser & grands traits Uévolution de la géométrie et
avons cherché a le faire de maniére & pouvoir étre suivi par
des personnes n’ayant pas une culture plus développée que
celle que ’on acquiert dans l’enseignement secondaire. Nous
ne nous dissimulons pas toute la difficulté d’une telle entre-
prise et nous dirons tout de suite que nous sollicitons I’indul-
gence du lecteur.

Les Grecs nous ont laissé la géométrie élémentaire et c’est
par le rappel de leurs découvertes que nous débuterons. Le
développement de la géoméirie grecque est marqué par les
étapes : Pythagore, les Eléates, Euclide, Apollonius. Nous
avons ajouté & ce premier chapitre quelques indications
sur les théorémes de Quételet et Dandelin relatifs aux coni-
ques, théorémes que Uon verrait sans surprise figurer dans
le Traité d’Apollonius.

Aprés la période grecque, il faut attendre le X VIIe siécle
pour voir apparaitre de nouvelles méthodes en géométrie.
C’est en premier lieu la méthode des coordonnées de Des-
cartes et Fermat, la géométrie analytique, qui fait Vobjet
du second chapitre. C’est en second lieu la méthode des pro-
Jections, qui apparatt, avec Desargues et Pascal, en méme
temps que la géométrie analytique. Mais élaboration de la
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géométrie projective sera beaucoup plus lente : ce n’est qu’au
début du XVIIIe siécle, aprés Monge et Carnot, qu’elle sera
érigée en doctrine autonome par Poncelet et largement déoc-
loppée par Chasles. Cette géométrie fait Uobjet du troisiéme
chapitre,

Nous avons consacré le quatriéme chapitre & l’exposé des
recherches sur les principes de la géométrie et le cinquiéme
Vintroduction en géométrie de la notion de groupe. On sait
que cette notion, due & un mathématicien de vingt ans, Eva-
riste Galois, dont la vie fut aussi bréve que tourmentée,
a permis & S. Lie et F. Klein une classification rationnelle
des géométries ; nous en donnons les grands traits. Le cadre
élémentaire que nous nous sommes tracé ne nous a pas per-
mis, autrement que par une bréve allusion, d’indiquer la
remarquable extension donnée tout récemment aux idées de
Lie et Klein par M. Elie Cartan.

‘Le dernier chapitre a trait a ia topologie. Nous avons
introduit celle-ci, suivant une idée de M. F. Enriques, en
partant de la géométrie élémentaire et en faisant successive-
ment abstraction de la notion de ligne droite, puis de celle de
distance. Gidce ¢ un large appel a lintuition, nous espérons
que le lecteur pourra se faire une idée de la nature de cette
géométrie.

Quelques indications bibliographiques lui permettront de
compléter éventuellement les théories abordées dans les pages
qui vont suivre.

Il nous resterait bien des points a traiter. Nous avons bri¢-
vement indiqué les géométries hyperspatiales, la géométrie
algébrique, et la géométrie infinitésimale classique. Nous
avons déja eu Uoccasion de parler des premiéres dans un
autre ouvrage auquel nous nous permettons de renvoyer le
lecteur. Celui-ci pourra également eonsulter Uarticle sur

1. La Géométrie (Bibliothdque scientifique belge). Paris, Hermann; et
Liége, Thone, 1931,
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la géométrie dans le tome I de U’Encyclopédie Frangaise.

Nous avons tdché d’écrire le livre que nous eussions voulu
lire quand nous avions vingt ans. Puisse-i-il rendre quelque
service !

Liége, le 21 décembre 1936.






LES GEOMETRIES

CHAPITRE PREMIER

LA GEOMETRIE ELEMENTAIRE

1. La naissance de la géométrie. — On attribue généra-
lement aux Egyptiens et aux Babyloniens les premiéres
recherches géométriques.

En Egypte, le retour périodique des inondations du
Nil obligeait les harpédonaptes ou arpenteurs 4 reprendre
chaque année le tracé des limites des propriétés. Mais la
géométrie des Egyptiens avait un caractére expérimental,
les formules étaient empiriques. Ainsi, pour évaluer I’aire
d’un quadrilatére de c6tés a, b, ¢, d, ils se servaient de la

formule
a+c_b+d
2 2

donnant une valeur d’autant plus approchée que les angles
du quadrilatére se rapprochent plus d’angles droits.

De méme, P’aire du triangle isocéle de cotés a, a, b était
pour eux donnée par la formule

a.b
—0

2

qui donne une approximation d’autant plus grande que a
est plus grand par rapport & b.
L’aire du cercle de rayon R était calculée par la for-

mule (?;;). R?, ce qui donnait pour le rapport de la lon-
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gueur de la circonférence au diamétre la valeur 3,1604....

La majeure partie de ce que nous connaissons des
mathématiques égyptiennes provient de la traduction par
Eisenlohr du papyrus Rhind, qui n’est autre que le Manuel
de calcul du scribe Ahmeés ; il date de 1700 & 2000 avant
J.-C. Récemment, la traduction d’un papyrus conservé a
Moscou a permis a Struve de constater que les Egyptiens
connaissaient le volume du tronc de pyramide et la sur-
face de la sphére.

Les Babyloniens avaient certaines connaissances ma-
thématiques ayant probablement aussi leur origine dans
les besoins de I’arpentage et du commerce. Une tablette,
conservée au British Museum, remontant probablement
4 I’an 2000 avant J.-C., porte une série de problémes se
ramenant 3 la résolution d’équations du second degré et
méme & une équation bicarrée?.

11 semble également que les Hindous ont connu, dans
certains cas particuliers, le théoréme sur le carré de I’hy-
poténuse d’un triangle rectangle.

Les connaissances mathématiques des Egyptiens et
des peuples orientaux parvinrent en Gréce 4 la faveur
des échanges commerciaux. On attribue & Thalés, un des
premiers géomeétres grecs, vivant vers I’an 600 avant
J.-C., ’introduction dans son pays de la géométrie égyp-
tienne.

2. La géométrie pythagoricienne. — Pythagore, né a
Samos vers — 572, a fondé & Crotone une école célebre,
ou I’enseignement, & la fois philosophique et scientifique,
avait au début un caractére mystique et secret. C'est
dans cette Ecole que, probablement pour la premiére

1. F. THUREAU-DANGIN, L’équation du second degré dans la mathé-
matique babylonienne, d’aprés une tablette inédite du British Museum
(Revue d’Assyriologie, 1936, pp. 27-48), Textes mathématiques babylo-
niens (Idem, pp. 65-84),
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fois, la géométrie ne fut plus cultivée uniquement en vue
de ses applications et fut mise sous forme déductive.

Suivant Paul Tannery, il a probablement existé un
traité de géométrie pythagoricienne, dont le cadre était
assez semblable & celui d’Euclide. Mais les concepts de
point, de lignes, de surfaces étaient d’une nature bien
différente. Pour les Pythagoriciens, le point n’était pas
encore le point sans dimensions de notre géométrie,
c’était un point étendu, conforme & l’intuition empirique
du petit grain de sable, qui était appelé monade ou unité
ayant une position. Une ligne était congue comme une
suite de monades, sorte de fil plus ou moins ténu ; une
surface, engendrée par le mouvement d’une ligne, était
une espéce de voile plus ou moins épais.

Dans la géométrie pythagoricienne, les longueurs de
deux segments de droites comprenant I’'un m monades,
P’autre n, étaient dans le rapport m: n ; toutes les lon-
gueurs étaient commensurables et c’est sur cette base que
fut construite 1a théorie des proportions géométriques.

Cependant, le théoréme de Pythagore — dans un trian-
gle rectangle, le carré de I’hypoténuse est égal 4 la somme
des carrés construits sur les deux autres cdtés — allait
fournir I’argument ruinant la géométrie construite sur
le concept de monade.

Considérons un triangle rectangle isoc¢le dont I’hypo-
ténuse et le c6té de I’angle droit soient dans le rapport
m: n, m et n étant deux nombres premiers entre eux. Le
théoréme du carré de ’hypoténuse conduit a la relation

m* = 2nt,

Le nombre m doit étre pair et par conséquent m? est mul-
tiple de 4. Par conséquent n est pair et les deux nombres
ne sont pas premiers entre eux, contrairement & I’hypo-
thése. Cette contradiction montre que I’hypoténuse et
le coté de I’angle droit ne sont pas commensurables, ou
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encore que la diagonale d’un carré et son c6té ne sont pas
commensurables.

Cette découverte, longtemps tenue secréte, fut divul-
guée par Hippase de Métaponte. La légende rapporte,
qu’expulsé de I'Ecole pour ce fait, Hippase fut puni des
dieux en périssant dans un naufrage.

8. Les paradoxes des Kléates. — Elée, ville grecque des
bords de la mer tyrrhénienne, fut le sitge d’une Ecole
dont les principaux représentants furent Parménide et
son éléve Zénon. Parménide naquit 4 Elée aux environs
de — 500 ; il semble que ce soit lui. qui ait le premier
reconnu que le point, la ligne, la surface, les figures de la
géométrie n’ont qu’une existence idéale. Proclus lui attri-
bue la définition que I’on trouve dans Euclide : le point
est ce qui n’a pas de parties.

Zénon, pour défendre les idées de son maitre, a énoncé
quatre paradoxes restés célébres, dont les deux premiers
concernent uniquement la géométrie et nous occuperont
seuls.

1. Pour passer d’un point A 4 un point B, un mobile
dnit passer par le milieu C du segment AB, puis par le
milieu du segment CB, et ainsi de suite & I’infini. Le
mobile n’arrivera jamais en B.

2. Achille au pied léger ne peut atteindre une tor-
twe qui a quelque avance sur lui. En effet, supposons
qu’Achille se trouve 4 100 métres de la tortue et aille dix
fois plus vite qu’elle. Si au début Achille se trouve en A
et la tortue en B, lorsqu’Achille sera parvenu en B, la
tortue aura parcouru 10 métres et se trouvera en C;
lorsqu’Achille se trouvera en C, la tortue aura parcouru
1 métre ; et ainsi de suite & ’infini.

Suivant Paul Tannery, il faut voir dans ces paradoxes
une réduction & I’absurde des idées des Pythagoriciens.
'Si la monade existe, tout segment est toujours supérieur
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& une quantité e et la somme d’une infinité de segments
est infinie ; les paradoxes de Zénon montrent 1’absurdité
de cette hypothése.

Notons en passant, avec Zeuthen, que les paradoxes
de Zénon impliquent la connaissance de la somme d’une
progression géométrique. Dans le premier paradoxe, si
AB est pris comme unité, on a

1.1 .1
1—'-2-+Z+'§+....

Dans le second, on a

100+10+1+ +100 —100+9-9

ou, en divisant les deux membres par 100,
1
1+ +100+ =1ty

La critique des Bléates porta d’ailleurs un coup mortel
4 la monade, qui devait disparaitre bientét de la géo-
métrie grecque.

4. La Géométrie d’Euclide. — Euclide vivait 4 Alexan-
drie vers 300 avant J.-C. Ses Eléments constituent un
exposé des parties fondamentales de P’arithmétique et de
la géométrie, sous forme logique, basé sur un certain
nombre d’hypothéses, qui est encore aujourd’hui 4 la base
de notre enseignement.

L’ouvrage d’Euclide est divisé en treize livres : les qua-
tre premiers concernent la géométrie plane, le cinquiéme
contient la théorie générale des grandeurs et de leurs
rapports, théorie qui est appliquée, dans le sixiéme livre,
4 la géométrie plane. Les trois livres suivants sont con-
sacrés & ’arithmétique, le dixiéme & la classification des
incommensurables et enfin les trois derniers & la géomé-
trie de I’espace.
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Les hypothéses sur lesquelles est basée la géométrie
d’Euclide sont de trois sortes : les termes ou définitions,
les postulats et les notions communes ou axiomes. Nous
nous en tiendrons aux hypothéses du premier livre, en
somme les plus importantes.

Remarquons tout d’abord que les définitions qu’Euclide
donne n’impliquent nullement I’existence des objets défi-
nis. Plusieurs de ces définitions sont d’ailleurs obscures.
En définissant la droite, par exemple, Euclide dit simple-
ment au fond qu’il existe des lignes appelées droites. Ce
n’est que par I’énoncé des premiers postulats que I’on sera
renseigné plus amplement.

Voici quelques-unes des définitions d’Euclide.

Le point est ce qui n’a pas de parties.

La ligne est une longueur sans largeur.

Les extrémités d’une ligne sont des points.

La ligne droite est celle qui est semblable & elle-méme
en tous ses points.

La surface est ce qui a seulement longueur et largeur.

Les extrémités d’une surface sont des lignes.

La surface plane est celle qui est semblable pour toutes
les droites qui y sont situées.

Si une droite, menée sur une autre droite, fait des angles
adjacents égaux entre eux, chacun des deux angles égaux
est droit et la droite menée se dit perpendiculaire a la
seconde.

Les paralléles sont les droites d’un plan qui, prolongées
judéfiniment, ne se rencontrent pas.

Les postulats sont au nombre de cinq.

1. Mener une ligne droite entre deux points.

11. Prolonger indéfiniment une droite limitée.

111I. Décrire un cercle de centre donné et de rayon
donns.

IV. Tous les angles droits sont égaux entre eux.

V. Si une ligne droite qui en coupe deux autres, forme
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d’un méme cdté avec ces droites des angles internes dont
la somme est moindre que deux droits, les deux der-
niéres lignes se couperont, ou leurs prolongements, du
coté ou la somme des angles est inférieure a deux droits.

Comme nous ’avons dit plus haut, les deux premiers
postulats éclairent la notion de ligne droite en précisant
que deux points déterminent une droite et qu’une droite
est indéfinie.

Le cinqui¢me postulat est connu sous le nom de postulat
d’Euclide ; il est célebre tant par les tentatives qui ont
été faites pour le démontrer en se basant sur les postulats
précédents que par les conséquences qu’eurent I’échec de
ces tentatives sur le développement de la géométrie.

Les axiomes sont communs & toutes les sciences ou 1’on
étudie les grandeurs ; ils sont au nombre de huit.

1. Les choses égales & une méme chose sont égales entre
elles.

I1. Si & des choses égales on ajoute des choses égales,
les sommes sont égales.

I11. Si & des choses inégales, on ajoute des choses égales,
les sommes sont inégales.

IV. Si de choses égales, on soustrait des choses égales,
les restes sont égaux.

V. Les doubles des choses égales sont égaux.

VI. Les moitiés de choses égales sont égales.

VII. Les choses qui se superposent 1’une & I’autre sont
égales.

VIII. Le tout est plus grand que la partie.

En somme, par ces axiomes, Euclide définit I’égalité
des grandeurs. En particulier, le septiéme axiome indique
comment se démontrera I’égalité des figures géométri-
ques : par superposition.

5. La trisection de angle. — Dés le ve si¢cle avant
J.-C., les Grecs se sont occupés de trois problémes restés
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célébres ; la trisection de I’angle, 1a duplication du cube et
la quadrature du cercle. Ils se sont proposé de résoudre
ces problémes par des constructions effectuées au moyen
de la régle et du compas. Ce n’est qu’a une époque récente
que ’on est parvenu & démontrer I’impossibilité de telles
solutions, mais les recherches des Grecs sur ces objets ne
furent cependant pas stériles ; elles les conduisirent no-
tamment & 1’étude de certaines courbes. Peut-étre est-ce
1a qu’il faut chercher I’origine de I’étude des sections
coniques.
Le probléme de la trisection de ’angle a pour objet de
diviser un angle donné
1 en trois parties égales.
B Examinons trois des so-
lutions proposées par les
D F géomstres grecs.
0 ¢ A 1. Soit (fig. 1) AOB
I’angle a diviser en trois
Ficure 1. parties égales. De B,
abaissons BC perpendi-
culaire sur OA, puis menons par B la paralléle BE & OA
et par O une droite OE telle que le segment DE soit
égal 4 2 . OB. Soit alors F le milieu de DE. On a

OB = DF = FE = BF,

par conséquent les angles fO\E, BFO sont égaux. Le der-
nier est égal au double de I’angle fﬁ, c’est-a-dire au
double de I’angle AOE.Ona par conséquent

ZOE = ; AOB.
3

La solution du probléme est donc ramenée a ’intercala-
tion d’une longueur donnée DE = 2., OB, entre deux
droites BC, BE, sur une droite devant passer par le
point O.
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SiI’on méne par O une droite quelconque coupant BC
en D’ et si I’on porte sur cette droite, & partir de D’ et
dans le sens OD’, une longueur D’E’ = 2. OB, le lieu
de E’ est une courbe : la conchoide de Nicomede, qui
coupe BE en E. Le probléme est cette fois ramené a I’in-
tersection d’une droite et
d’une courbe. Cette der- B
niére pourrait du reste étre F
tracée d’un trait continu 0

au moyen d’un appareil
mécanique facile a ima- € CwA
giner.

2. Soit encore (fig. 2)

A0B I’angle & diviser en

trois parties égales. Décrivons de O comme centre un
cercle coupant les c6tés de I’angle en A, B et le prolon-
gement de AO en C. Menons par B une droite coupant le
cercle en D et le prolongement de AO en E, telle que
ED = OB. Les triangles OED, BOD étant isocéles, on a

FIGURE 2.

_

AEB = %ﬁ)\B =;—DBO.

Menons par O une paralléle & ED coupant le cercle en
F. On a

%OF — XBB — | 550 — 1 507 = 1 %08,

Ici également, le probléme est ramené & une intercala-
tion, celle du segment DE = OB entre la droite AO et le
cercle, sur une droite passant par B.

Si par B on méne une droite coupant OA en E’ et sil’on
porte sur cette droite, & partir de E’, dans le sens E’B, un
segment E’D’ = OB, le lieu de D’ est une seconde con-
choide, coupant le cercle en D.

Les deux conchoides que ’on vient de rencontrer sont

GODEAUX. — Les Géométries. 2
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en quelque sorte complémentaires 1’'une de autre. En
changeant de notations, considérons un point O et une
droite r ne passant pas par O. Sur une droite p passant
par O et'coupant r en P, portons de part et d’autre de P
des segments PM, PM’ égaux & une longueur donnée.
Supposons que le segment PM’ soit porté dans le sens d.
P vers O. Lorsque la droite p varie, le point M décrit la
conchoide utilisée dans la premiére construction; le point

M’ la conchoide utilisée dans la seconde.
3. La troisitme construction, qui est rapportée par
Pappus, fait intervenir

D B non plus une conchoide,
mais une hyperbole équi-
H E latére.
G __Reprenons (fig. 3) 'angle
< 0 C A AOB quils’agit de diviser
en trois parties égales.
Ficure 8.

Abaissons de B une per-
pendiculaire BC sur OA
et complétons le rectangle OCBD de cotés OC, BC.
Menons par B une droite BF telle que le segment EF
intercepté par les droites AO, OD soit égal & 2 . OB. Soit
enfin G le milieu de EF, L’angle@ est égal & la moitié
_—N P
de I’angle OGB, c’est-a-dire & la moitié de I’angle OBG.
—T
D’autre part, les angles OFE, BBE sont égaux et enfin
I’angle 6137) est égal 4 I’angle donné A/O\B On en con-
clut que P’angle OFE est égal au tiers de I’angle AOB.
Cela étant, menons par D une paralléle & BF et par F
une parallele & BC ; ces deux droites se coupent en H,
Les triangles BCF, BED étant semblables, on a
CF _ BG
BD  DE’
d’ou I’on déduit
CF.FIll = 0C.CB.
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OC et BC étant fixés, le point H appartient & une hy-
perbole y ayant pour asymptotes CF, CB, Cette hyper-
bole passe également par le point D, car on a CB = OD.
Le segment DH a pour longueur EF = 2. OB ; d’autre
part, le point B étant choisi, le point D est déterminé et
le point H se trouve sur le cercle de centre D et de rayon
2.0B.

Le point H étant déterminé comme intersection de
I’hyperbole y et du cercle en question, le point F est
déterminé et le probléme est résolu.

Dans cette troisiéeme construction, le probléme est
comme dans les deux premiéres ramené en premier lieu
a4 une intercalation, en second lieu & la détermination
d’un point commun & deux courbes.

6. La duplication du cube. — Dans le probléme de la
duplication du cube, on se propose de construire un cube
de volume double d’un cube donné.

Si I’aréte de ce dernier cube est prise comme unité de
longueur, ’aréte « du second sera donc obtenue en résol-
vant I’équation

a8 = 2,

Hippocrate a ramené ce probléme & la construction,
plus générale, d’un cube de volume égal & celui d’un paral-
Iélipipéde droit & base carrée, de cdté a et de hauteur b,
c’est-a-dire & la résolution de I’équation

a3 = a®h.
11 remarque que la solution s’obtient en insérant deux

moyennes proportionnelles z, y entre les segments donnés
a, b, c’est-d-dire en résolvant les équations

a:x=z:y=y:b. (1)

Architas a & son tour ramené ce probléme a la construc-
tion d’une certaine ligne brisée inscrite dans un angle.
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Considérons (fig. 4) un angle fO\B, abaissons de A la
perpendiculaire AX sur OB et en B, élevons la perpendi-
culaire BY sur OB. Supposons que la droite XY soit
perpendiculaire & OA. Les triangles semblables OAX,
AXY donnent

0A:0X = 0X: OY,

et les triangles semblables OXY, OYB,
0X:0Y =0Y:0B.

Si nous posons @ = OA, b = OB,z = OX et y = OY,
nous retrouvons les rela-

X tions (1).
B Le probléme se raméne
donc, les segments OA et OB
étant donnés, & trouver un

0 Y A angle@tel quel’on puisse
FIGURE 4. y inscrire la ligne brisée

AXYB. Pour effectuer cette
construction, les Grecs ont imaginé des instruments méca-
niques. Descartes devait, beaucoup plus tard, dans sa
Géométrie, imaginer un instrument analogue.

Ménechme a résolu le probléme des moyennes propor-
tionnelles d’Hippocrate en utilisant des coniques dont il
cherche les intersections. Nous traduirons en langage
moderne les constructions de Ménechme.

Des relations (1), on tire

B=ay, Y =bz, azy=ab @)

Soient Oz, Oy deux axes rectangulaires. La premiére
des équations (2) représente une parabole de sommet O
et d’axe Oy ; la seconde une parabole de sommet O et
d’axe Oz ; la troisiéme une hyperbole équilatére dont les
asymptotes sont Oz, Oy. Le probléeme d’Hippocrate est
résolu par Ménechme soit en considérant I'intersection
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des deux paraboles, soit en considérant P’intersection de
la seconde parabole et de I’hyperbole.

7. La quadrature du cercle. — Le probléme de la qua-
drature du cercle a été envisagé par les Grecs sous deux
aspects. D’une part, ils ont cherché & évaluer par le calcul
P’aire d’un cercle de rayon donné, ce qui revient & cher-
cher la valeur du rapport de la circonférence & son
diameétre. D’autre part, ils ont cherché & construire
graphiquement un carré d’aire égale & celle d’un cercle
donné.

En ce qui concerne la premiére maniére de comprendre
le probléme, c’est par la considération des polygones ins-
crits et circonscrits au cercle que celui-ci fut naturelle-
ment abordé. Dans cet ordre d’idées, il faut arriver a
Archimeéde (— 287 & — 212) pour obtenir un résultat
précis.

Archimede, dans son Traité de la Mesure du cercle,
commence par montrer que ’aire d’un cercle est égale &
celle d’un triangle ayant pour base une droite de méme
longueur que la circonférence et pour hauteur le rayon de
celle-ci. La quadrature du cercle est ainsi ramenée au
calcul du rapport de la longueur de la circonférence 4 son
diamétre, nombre actuellement désigné par m=. Dans ce
but, Archiméde considére deux polygones de 96 cotés,
I’'un inscrit, 1’autre circonscrit au cercle. Le périmétre

du premier est supérieur & 3 f01s le diamétre et le péri-
métre du second est inférieur & 3 7 1 fois le diamstre. Par

conséquent = est compris entre 3% 7Y 9 et 3

Quant 3 la seconde maniére de cons1derer le problé¢me,
elle a, comme dans les problémes dont il vient d’étre ques-
tion, conduit les Grecs & introduire des courbes auxi-
liaires. L’une de celles-ci, appelée quadratrice, est une
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courbe transcendante dont I’équation, en coordonnées
rectangulaires, s’écrit

y=wtg(y—’§')-

Ce n’est qu’en 1882, lorsque Lindeman (1852-1919),
en utilisant une méthode d’Hermite?, et démontré que
le nombre = n’est racine d’aucune équation algébrique,
c’est-a-dire est un nombre transcendant, qu’il fut établi
que la quadrature du cercle était impossible au moyen
de la régle et du compas.

Ces considérations ont conduit les géomeétres & exami-
ner les problémes qui peuvent étre résolus graphiquement
en n’utilisant que la régle et le compas. Seuls, les pro-
blémes que ’algébre rameéne & la résolution de systémes
d’équations du premier et du second degré rentrent dans
cette catégorie. Les autres problémes exigent, pour pou-
voir étre résolus graphiquement, I’usage d’appareils plus
compliqués, tels que les curvigraphes par exemple, appa-
reils qui permettent de tracer des courbes autres que le
cercle. I1 en est notamment ainsi des trois problémes con-
sidérés par les Grecs et dont il vient d’étre question.

Des recherches modernes ont montré que les problémes
qui peuvent étre résolus graphiquement au moyen de la
régle et du compas, peuvent également 1’étre en utilisant
seulement une régle & deux bords paralléles, c’est-a-dire
une régle ordinaire.

Un ingénieur frangais, E. Lemoine, bien connu par ses
travaux sur la géométrie du triangle, a imaginé, sous le
nom de Géométrographie, une méthode d’examen des
problémes résolubles au moyen de la régle et du compas.

Lemoine introduit cinq symboles d’opérations :

R, : Faire passer le bord d’une régle par un point donné.

1. Démonstration de la transcendance de la base e des logarithmes
népériens,
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R, : Tracer une droite en suivant le bord d’une régle.

C, : Mettre la pointe d’un compas en un point donné.

Cy : Mettre la pointe d’un compas en un point non dési-
.gné d’une droite donnée.

G, : Tracer un cercle au moyen d’un compas.

Dans la résolution graphique d’un probléme donné, ces
opérations interviennent un certain nombre de fois. Sup-
posons qu’elles interviennent respectivement l,, I, m,,
mg, mg fois. La solution considérée aura comme symbole

LR, + I3Rs + m,C; + m,Cy + m,C,.

La construction aura comme coefficient de simplicité
la somme Iy + l; + my; + my + ms, faisant intervenir
toutes les opérations, et comme coefficient d’exactitude. la
somme Iy ++ m, + m,, faisant intervenir les opérations qui
dépendent le plus de I’habileté du dessinateur.

La meilleure construction sera celle donnant les coeffi-
cients de simplicité et d’exactitude les plus petits pos-
sible. (Voir E. Lemoine, La Géométrographie ou art des
constructions géométrigues, Paris, 1902.)

8. Les premidres recherches des Grecs sur les sections
coniques. — Comme nous ’avons vu, les Grecs ont utilisé
les sections coniques dans la résolution des problémes de
la trisection de I’angle et de la duplication du cube. Ces
courbes furent d’abord définies comme sections d’un cone
de révolution.

Considérons un cone de révolution A, de sommet § et
dont I’angle au sommet est w. Soient s une génératrice
du céne, o un plan perpendiculaire & s et ne passant pas
par S. C’est la section du céne A par le plan o qui est,
pour les Grecs, par définition, une section conique v ; ils
ne considérent pas les autres sections planes de A. La
courbe v est une ellipse, une parabole ou une hyperbole
suivant que ’angle o est aigu, droit ou obtus. Avant
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Apollonius d’ailleurs, ces courbes ne portaient pas ces
noms, mais étaient appelées sections du céne & angle
aigu, droit ou obtus. Et c’est encore sous ce nom qu’Archi-
meéde les considére. )

Pour étudier les sections coniques, les Grecs dédui-
saient de leur définition une propriété planimétrique ca-
ractéristique. Nous allons indiquer la marche suivie dans
le cas de Dellipse.

L’intersection du plan ¢ et du plan « mené par la
droite s et I’axe du cdne, est un
axe de symétrie a de la conique y.

Représentons (fig. 5) la section
du céne par le plan o et soient A,
B les points de rencontre du
plan ¢ avec les génératrices du
cone situées dans «, la droite SA
coincidant avec s (Les droites SA,
AB sont donc perpendiculaires).
Les points A, B sont les sommets
de Dellipse situés sur I’axe a de v.
Soit L le point de rencontre de
AB avec ’axe du cone.

Considérons un point quelconque P de la droite AB et
soit M un des points de rencontre avec le cone de la per-
pendiculaire élevée en P au plan a. Le point M appartient
4 la conique ¥.

Le plan mené par P perpendiculairement & I’axe du
cdne coupe celui-ci suivant un cercle y’, de centre L’, ren-
contrant SA en A’ et SB en B’, D’aprés une propriété du
cercle, on a

FIGURE §.

PM' = A’P.PP’.
Menons par A une paralléle & A’B’ coupant SB en C et

SL en C’. Les triangles APA’ et C’AL sont semblables et

donnent
A’P:LA = AP: AC’.
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Les triangles PB’B et ACB sont semblables et donnent
PB’: AC =PB:AB.
On en déduit, en observant que AC = 2. AC’,

== . AL
PM =2 iD AP.PB.
Les segments AL, AB sont des données de la question
et la relation précédente, ou

AP + PB = AB,

traduit la condition pour que le point M appartienne 4 la
section du cdne i angle aigu.
Traduisons en langage moderne en posant

AL=p, AB=2a, AP=2z, PB=2z', PM=y;

nous avons
y’=§m’, z + 2’ = 2a.
Dans le cas de la section du cone & angle obtus (hyper-

bole), on a

’

y==ar,

[y

avec
2’ —z = 2a.

Dans le cas de la section du céne & angle droit (para-
bole), on obtient, par des procédés analogues,
y? = 2pz.

Dans les trois cas, le segment AL = p est appelé le
demi-paramétre de la courbe.

9. Les sections coniques d’Apollonius, — Apollonius
naquit & Perge vers — 262 ; il passa la plus grande partie
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de sa vie & Alexandrie, parmi les successeurs d’Euclide. 11
a écrit un traité des sections coniques en huit livres dont
seuls les sept premiers nous sont parvenus. Les quatre
premiers livres renferment les éléments de la théorie des
sections coniques ; les suivants traitent de questions par-
ticuliéres ; le cinqui¢éme par exemple est consacré au pro-
bléme des normales et en particulier & celui des normales
4 une conique menées par un point de son plan.

La théorie des coniques doit & Apollonius des progrés
importants ; ce géométre abandonne la définition trop
restreinte de ses prédécesseurs et appelle conique une
section plane quelconque d’un cdne & base circulaire.

Considérons dans un plan ¢’ un cercle y’ et un point S
extérieur 4 o’. Menons par S les droites s’appuyant sur le
cercle ¥’ ; nous obtenons ainsi un céne A & base circu-
laire, de sommet S, dont Apollonius considére d’ailleurs
les deux nappes. La section du céne A par un plan quel-
conque ¢ ne passant pas par S est par définition une
conique y. Et le fait qu’Apollonius considére les deux
nappes du cone le conduit & étudier simultanément les
deux branches de I’hyperbole comme ne constituant
qu’une méme courbe, ce qui ne se faisait pas avant lui.

Lorsque nous écrivons qu’Apollonius appelle conique la
section du cone A par un plan quelconque o, nous omet-
tons cependant une restriction faite par ce géométre.
Celui-ci écarte les sections circulaires du cone A et com-
mence donc par déterminer celles-ci. Les plans paralléles
4 o’ coupent évidemment le céne A suivant des cercles,
mais il existe une autre famille de plans paralléles jouis-
sant de la méme propriété. Appelons axe du céne A la
droite joignant le sommet S au centre C du cercle ¥’ ; un
plan passant par I’axe et perpendiculaire au plan o’
zoupe le cone suivant deux génératrices rencontrant ¢’ en
des points A, B. Considérons deux points A’ de SA et B’
de SB tels que les triangles SAB et SB’A’ soient sem-
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blables, les cétés AB et A’B’ n’étant pas paralléles (ces
droites sont antiparalléles suivant une locution souvent
usitée de nos jours). Le plan mené par A’B’, perpendicu-
lairement au plan SAB, coupe A suivant un cercle et il
en est de méme de tout plan paralléle a ce plan. C’est ce
qu’Apollonius appelle des sections de sens contraire. Ce
géometre démontre que la section du cone par un plan
qui n’appartient pas & I’une des familles de plans paral-
léles qu’on vient de rencontrer, ne peut étre un cercle ;
cette section est une conique.

Ceci établi, considérons un plan ¢ coupant le céne A
suivant une conique ¥y et le plan ¢’ du cercle ¥’ suivant une
droite r. Menons le diamétre du cercle ¥’ perpendiculaire
ala droite r et considérons le plan passant par ce diamétre
et par le sommet S du cone. Ce plan coupe le ¢one suivant
deux génératrices ; ’'une rencontre ¢ en A et ¢’ en A’,
I’autre rencontre ¢ en B et ¢’ en B’.

.Si par un point M de vy, on méne une paralléle & r ren-
contrant une seconde fois y en M’, le milieu P du seg-
ment MM’ est un point de la droite AB. La droite AB est
donc un diamétre de y et les cordes conjuguées sont les
paralléles & la droite r.

Une fois ce résultat obtenu, Apollonius arrivera & une
propriété planimétrique des coniques par un procédé
analogue & celui qui a été utilisé dans le cas du céne de
révolution. Traduisons en langage moderne en appelant y
le segment MP, « le segment AP, z’ le segment PB, 2a le
segment AB et enfin p le segment AC, C étant le point de
rencontre de I’axe du cone avec le plan 6. On a

y' = -sz',
avec z + 2’ = 2a si y est une ellipse, 2’ — 2 = 2a si
¥ est une hyperbole, ou
y' = 2px
81 y est une parabole,
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Apollonius montre ensuite qu’il existe une infinité de
diametres et parmi ceux-ci au moins un diamétre perpen-
diculaire 4 ses cordes conjuguées. Cela lui permet d’iden-
tifier ses courbes avec les sections du cdne de révolution
considérées avant lui.

Le traité d’Apollonius contient toutes les propriétés
aujourd’hui connues sur les diameétres, les axes, les
centres, les asymptotes. Les foyers sont introduits dans
le cas de I'ellipse et de I’hyperbole, mais il n’est pas ques-
tion des directrices. Ce fait explique peut-étre pourquoi
la notion de foyer de la parabole est absente. En ce qui
concerne les foyers de I’ellipse et de I'hyperbole, Apollo-
nius donne la propriété des distances d’un point de la
courbe aux deux foyers : La somme des distances d’un
point de I’ellipse aux deux foyers est constante ; la diffé-
rence des distances d’un point de I’hyperbole aux deux
foyers est constante.

On pourrait s’étonner que les Grecs ne soient pas arrivés
alanotion d’équation d’une section conique, notion qui ne
devait apparaitre qu’au xvie siécle, avec Descartes et
Fermat. La raison en est que I’algorithme algébrique leur
était inconnu ; chez eux, ’algebre était géométrique, ils
raisonnaient sur des longueurs, des aires, des volumes.

10. Les théordmes belges sur les coniques. — Bien aprés
Apollonius et les géometres grecs, les coniques devaient
étre & nouveau considérées comme sections du cdne par
Desargues et Pascal, mais ceux-ci devaient introduire
dans leur étude de nouvelles méthodes qui conduisirent,
comme on le verra plus loin, & la géométrie projective. Au
contraire, au si¢cle dernier, deux géométres belges, Adol-
phe Quetelet (1796-1874) et Germinal Dandelin (1794-
1847) établirent de nouvelles propriétés des sections
coniques par des procédés extrémement simples, proprié-
tés qui eussent pu figurer dans le traité d’Apollonius
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sans surprise pour le lecteur. G’est pourquoi il sera ques-
tion en cet endroit de ces propriétés, ou du moins de la
plus saillante.

Considérons un céne de révolution A de sommet S et

S

FicURE 6.

un plan e coupant ce cbne suivant une conique, par
exemple suivant une ellipse y (fig. 6). Il existe deux
sphéres, =, Z’, inscrites dans le c6ne A et tangentes au
plan o respectivement aux points F, F’. La sphére 3 tou-
the le cone suivant un cercle C situé dans un plan « et la
sphére I’ suivant un cercle G’ situé dans un plan «’. Les
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plans «, &’ sont évidemment perpendiculaires 4 ’axe du
céne.

Soient M un point de y et N, N’ les points de rencontre
de la droite SM respectivement avec les cercles G, C’.
On a

MF = MN, MF’ = MN’,
d’o
FM + MF’ = NM + MN’ = NN'.

Mais lorsque M varie, la distance NN ne varie pas ; les
points F, F’ sont donc les foyers de I’ellipse y.

On voit d’ailleurs sans difficulté que si A, B sont les
points de rencontre de la droite FF’ avec le cone, NN’ est
égal 4 AB, grand axe de I’ellipse.

Le plan a du cercle C coupe le plan o suivant une droite
r perpendiculaire en R & la droite AB. Cette droite r est
la directrice correspondant au foyer F.

Abaissons en effet de M une perpendiculaire MP sur
AB. La distance de M & la droite r est égale &4 PR. Menons
par MP et par B des plans perpendiculaires & I’axe du
cone et soient D’, E les points ol ils coupent SA. Soit D
le point de rencontre de la droite SA et du plan «. De la
similitude des triangles ARD, APD’, ABE, on déduit

DD’: PR = AE: AB.
Mais DD’ = MN = MF et AE = FF’, don¢
MF: PR = FF’: AB.

En d’autres termes, le rapport des distances d’un point
M de P’ellipse au foyer F et & la droite r est égal au rapport
de la distance des foyers au grand axe. Ce qui montre que
r est bien la directrice correspondant au foyer F.

Ce qui précéde s’étend a ’hyperbole et & la parabole.
Une sphére inscrite dans un cone de révolution et tou-
chant un plan quelconque, a pour point de contact avec
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celui-ci un foyer de la section du céne par ce plan. Le
plan du cercle de contact de la sphére avec le cdne coupe
le plan sécant suivant la directrice correspondant au
foyer.

11, Transmission de la géométrie grecque aux Occiden-
taug. — Euclide, Archiméde et Apollonius marquent
I’apogée de la géométrie grecque. Sans doute, aprés eux,
la géométrie ne cessa d’étre cultivée, mais sans que des
découvertes de grande importance voient le jour. On
trouve encore des géometres comme Pappus, qui vivait
4 Alexandrie au e siécle et chez qui ’on trouve la pre-
miére trace du rapport anharmonique ; Proclus (410-485),
commentateur d’Euclide, grice auquel nous avons pu
connaitre bien des points de I’histoire de la géométrie
grecque.

L’héritage grec nous fut conservé par ’Empire romain
d’Orient et par les Arabes. En Occident, le Moyen Age
ignora & peu prés complétement les ceuvres des mathé-
maticiens grecs. Il faut attendre la fondation des Univer-
sités (les premiéres, celles de Paris et de Bologne, furent
fondées vers 1150) et la Renaissance, pour les voir péné-
trer dans nos régions.

Leonardo Fibonacci, originaire de Pise, qui vivait vers
Pan 1200, eut ’occasion, au cours de voyages qu’il fit en
Orient, d’étudier les mathématiques. A son retour en
Italie, il publia différents ouvrages, dont le Liber Abaci,
consacré & I’arithmétique et & 1’algébre et une Practica
Geometriae, qui contient notamment des extraits des
livres d’Euclide consacrés & la géométrie solide. Au
xme siécle, des traductions d’Euclide commencérent 3
devenir plus fréquentes et certains, comme Jordanus de
Nemore et 1’Anglais Bradwardin firent connaitre des
recherches personnelles sur les triangles et les polygones.

Plusieurs Maitres de I'Université de Paris, au x1ve sig-
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cle, Jean Buridan, Albert de Saxe, Nicole Oresme, Nico-
las de Cues, Dominique Soto, furent les précurseurs de
la mécanique moderne. L’un d’eux, Oresme, a entreva
la géométrie analytique.

Les ceuvres d’Apollonius pénétrérent plus lentement
encore que celles d’Euclide dans les pays occidentaux. I1
faut attendre 1537 pour voir paraitre & Venise une traduc-
tion latine des quatre premiers livres des coniques, tra-
duction due 4 Jean-Marie Memus. Une séconde traduc-
tion des mémes livres, fut publiée par Frédéric Commandi
en 1566 & Bologne. Au siécle suivant, les traductions
furent plus nombreuses, et certaines eurent pour origine
des textes arabes.



CuariTRE II

LA GEOMETRIE ANALYTIQUE

12. La naissance de la géométrie analytique. — L’idée de
fixer la position d’un point du plan par deux segments de
droites convenablement disposés, c’est-d-dire en somme
par ses coordonnées, était sans doute venue aux Grecs,
mais la géométrie analytique ne pouvait naitre que par
Pinterprétation de relations entre ces coordonnées. Ce
pas semble avoir été franchi pour la premiére fois par un
Maitre de I’Université de Paris, Nicole Oresme, qui était
grand-maitre du Collége de Navarre en 1356 et qui mourut
évéque de Lisieux en 1382.

La Bibliothéque Nationale posséde trois manusecrits
d’un ouvrage de Nicole Oresme intitulé Tractatus de figu-
ratione potentiarum et mensurarum difformitatum, antérieur
4 1371, dans lequel celui-ci introduit non seulement les
coordonnées rectangulaires (qu’il appelle longjtude et lati-
tude), mais aussi I’équation de la ligne droitel.

Oresme commence par poser le principe de la représen-
tation graphique d’un phénoméne, en remarquant d’ail-
leurs que I'unité de mesure des quantités portées en or-
données peut étre choisie arbitrairement. I1 énonce en-

1. P. DUHEM, Dominique Soto et la scolastique parisienne (Annales de la
Faculté des Lettres de Bordeaux, Bulletin hispanique, 1911, pp. 454-467).

GODEATX. — Les Géométries. 8
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suite la condition pour que trois points soient en ligne
droite sous une forme qui, en langage moderne, se traduit
par I’équation

T—% __Yy—ur,

T — 2y Y1~ Ys

Mais Oresme va plus loin encore en passant i ’espace 4
trois dimensions et méme. en fait, comme le remarque
Duhem, & quelque chose d’analogue 3 I’espace 4 quatre
dimensions des géométres modernes.

Cependant, 4 I’époque o vivait Nicole Oresme, le sym-
bolisme algébrique restait & créer et la géométrie analy-
tique devait attendre le xvie siécle pour prendre une
forme pratique. Ce fut I’ceuvre de deux savants frangais :
René Descartes (1596-1650) et Pierre de Fermat (1601-
1663).

Dans les ouvrages de ces géometres, on trouve la géo-
métrie analytique sous la forme qui nous est famili¢re,
les coordonnées étant rectangulaires. Ainsi, Descartes.
dans sa Géométrie!, donne ’équation d’une hyperbole
équilatére sous une forme qui, aux notations typogra-
phiques prés, est

c
Pl =cy—3y + ay — ac.

Quant 4 Fermat, dans son Introduction auz lieuz plans
et solides3, il écrit I’équation d’une hyperbole équilatére
sous la forme ae = z1, ol a et e sont 1’abscisse et ’ordon-
née du point courant, z une constante.

13. La méthode des coordonnées, — Rappelons les prin-
cipes de la méthode des coordonnées.

1. La Géomélrie, de René DESCARTES, & Paris, chez Charles Angot, rue
Saint-Jacques, au Lion d’Or, M.DC.LXIV. Avec privilege du Roy.

2. (Euvres de Fermat, publiées par Paul TANNERY et Charles HENRY,
Tome III, pp. 85-108. Paris, 1896.
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Considérons une droite z sur laquelle nous avons fixé
un sens de parcours que nous conviendrons d’appeler sens
positif, autre sens de parcours étant le sens négatif.
Nous dirons que nous avons une demi-droite. Deux points
A, B étant fixés sur cette demi-droite, convenons d’ap-
peler mesure algébrique du segment AB, d’origine A et
d’extrémité B, la mesure de ce segment prise avec le signe
-+ si un mobile allant de A vers B parcourt la demi-droite
dans le sens positif, avec le signe — dans le cas opposé.

Cela étant, fixons sur la demi-droite z un point O. A
tout point M de la droite,
nous pouvons attacher la
mesure algébrique z du
segment OM. Réciproque-
ment, étant donné un nom-

bre z positif ou négatif, e
il est la mesure d’un seg- 0/ M x
ment OM dont Pextrémité FiGURE 7.

M est bien déterminée.

La réunion de la demi-droite z et du point O est appelée
axe Oz ; le point O est I’origine de I’axe.

Considérons maintenant deux axes distincts, Oz, Oy,
de méme origine O (fig. 7). M étant un point quelconque
du plan, menons par ce point une paralléle & Oy, coupant
Oz en M’ et que nous orienterons dans le méme sens que
Oy. Appelons z, y les mesures des secgments OM’, M’M.
Le point M détermine complétement les nombres z, y et
inversement, si on se donne deux nombres z, y, il existe
un seul point M tel que 2 = OM’, y = M’M. Les quan-
tités z, y sont appelées coordonnées du point M ; = est
I’abscisse et y I’ordonnée de ce point. Il existe une corres-
pondance biunivoque entre les points M du plan et les
couples de nombres z, y.

Imaginons maintenant une courbe G tracée dans le
plan. Donnons-nous une valeur z, c’est-a-dire un point M’
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de Oz. La paralléle & Oy menée par ce point va couper la
courbe G en des points M, M,,... dont nous désignerons les
ordonnées par y, ¥y, ... Se donner la courbe C revient donc
4 faire correspondre & chaque valeur de z une ou plusieurs
valeurs de y. En d’autres termes, se donner la courbe G
revient a établir une correspondance entre les valeurs de
z et de y, correspondance que nous pouvons représenter
symboliquement par I’équation

F(z,y) =0, (1)

appelée équation de la courbe C.

Inversement, une équation telle que (1) peut é&tre consi-
dérée comme ’équation d’une courbe, ensemble des points
du plan dont les coordonnées z, y satisfont A cette équa-
tion.

L’étude de la courbe C revient donc & celle de 1’équa-
tion (1) ; c’est en cela que consiste la méthode des coor-
données.

11 convient cependant de faire quelques remarques.

Tout d’abord, la méthode des coordonnées ne sera ap-
plicable en pratique que lorsque la fonction F(z, y) pourra
s’exprimer au moyen de symboles connus. Ce fut évidem-
ment le point de vue du début de la géométrie analytique ;
dans les équations intervenaient des fonctions algébri-
ques, des fonctions circulaires, exponentielles ou logarith-
miques. On ne concevait probablement pas I’existence
d’autres fonctions et il est vraisemblable que la géométrie
analytique a eu une répercussion sur la formation du
concept actuel de fonction. C’est sans doute le probléme
de former I’équation d’une courbe donnée a priori qui a
conduit & I’élargissement de la notion de fonction.

D’un autre coté, les courbes étudiées au début étaient
représentées par des équations simples, facilement ma-
niables, plus aisées & étudier que les courbes. I1 n’en fut
plus de méme lorsque les géomeétres s’attaquérent par
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exemple aux courbes algébriques quelconques. Il n’est
plus exact de dire que ’étude d’une courbe est remplacée
par celle de son équation, mais bien que ’étude d’une
courbe et celle de son équation se poursuivent paralléle-
ment et se prétent un mutuel appui.

14. Mesure des angles en géométrie analytique. — Le
développement de la géométrie analytique a montré la
nécessité d’introduire dans la"mesure des angles certaines
conventions analogues & celles qui interviennent dans
la mesure des segments.

Considérons deux demi- b
droites @, b se coupant en O ~ a
(fig.8). On peut définir I’angle
fait par ces demi-droites en
faisant tourner 1’'une d’elles 0
autour de O jusqu’a ce qu’elle FIGURE 8.
vienne coincider avec ’autre,
mais comme il y a deux sens de rotation autour de O,
il faut préciser.

Choisissons un sens de rotation autour de O, par exem-
ple celui qui est indiqué par une fléche sur la figure. Nous
Pappellerons le sens positif de rotation, le sens inverse
étant appelé sens négatif.

On appelle angle positif de la demi-droite a avec la
demi-droite b I’un quelconque des angles dont doit tourner
la demi-droite a autour de O, dans le sens positif, pour
venir coincider avec b; on représente cet angle par la

notation (ﬁ). On appelle angle négatif fait par la demi-
droite a avec la demi-droite b I'un quelconque des angles
dont doit tourner a autour de O dans le sens négatif pour
venir coincider avec b ; on le représente par — (ﬁ).

‘Deux angles (;,\b), (a/’,?) sont dits égaux et de méme
signe si I'un quelconque des angles positifs faits par a
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avec b est égal 4 I'un quelconque des angles positifs faits
par a’ avec b’ ; ils sont dits égaux et de signes contraires
sil’un quelconque des angles positifs faits par a avec b est
égal 4 'un quelconque des angles négatifs faits par a’

avec b’. On écrit dans le premier cas (Z,\b) = (m) et

— _S
dans le second (a, b) = — (a’, b’).

Ces définitions paraissent présenter & premiére vue une
certaine ambiguité. En réalité, cette ambiguité disparait
si I’on remarque que les angles ne sont définis qu’a un
multiple de 2% prés, ce qui est sans influence sur les lignes
trigonométriques de ces angles. Si nous désignons par w le
plus petit des angles positifs faits par a avec &, nous avons,
d’aprés les définitions précédentes,

@3 =w+2kn, — (ab) = 2% — w— 2%n,

k étant un entier positif ou nul quelconque.

L’égalité des angles n’est pas non plus une égalité au
sens que ’on donne ordinairement & ce mot : deux angles
sont égaux lorsqu’ils ne différent que d’un multiple de
2x. Ainsi, on a

(;,\b) = w + 2kn, —_ (f,\a) =-— @ -— 2k'x,
@8 =—@a)

ce que I’on écrira

@ %) + (b, a) = 0.

15. Différents systémes de coordonnées. — La méthode
des coordonnées consiste au fond a établir une correspon-
dance entre les points du plan et les couples de nombres u,
¢ de telle sorte qu’un couple u, ¢ soit complétement déter-
miné par un point et qu’inversement, un point soit com-
pletement déterminé par un couple u, ¢. Les coordonnées
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cartésiennes sont sans doute les plus simples, mais il existe
d’autres systémes de coordonnées dont 1’usage peut, dans
certaines questions,introduire des simplifications fort utiles.
Le plus usité de ces systemes
est le systéme des coordonnées
polaires. M
Considérons (fig. 9) un axe Oz
et fixons un sens positif de rota-
tion autour de O. Soient M un
point du plan, e le plus petit Fioure 9.
angle positif fait par Oz avec la
demi-droite OM, p la mesure absolue de la distance OM.
Les coordonnées polaires du point M sont un des angles
faits par Oz avec une demi-droite passant par O et M,
et la mesure du segment OM sur cette demi-droite. Les
coordonnées polaires du point M sont donc

u=w+2kn, ¢=p, ou =w+ 2k+1)x, o=—p,

k étant un entier quelconque.

Un angle et un segment sont les coordonnées polaires
d’un seul point du plan, mais un point posséde une infinité
de coordonnées polaires. On pourrait éviter ceci en sup-
posant que o est compris entre 0 et =, ou en supposant
que p est toujours positif. En pratique, il vaut mieux ne
pas faire ces conventions, mais en général, on supposera

= 0 dans les formules précédentes.

On a d’ailleurs

z=pcCosw, Y =psinow
En coordonnées polaires, 1'’équation particuliérement
simple

- P
P T —ccoso

représente une conique dont le point O est un foyer et Oz
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I’axe focal. Cette conique est une ellipse, une parabole oa
une hyperbole suivant que e est en valeur absolue infé-
rieur 4 'unité, égal & 'unité ou supérieur & Iunits.

On peut imaginer d’autres systémes de coordonnées.
Soient par exemple, Oz, O’z’ deux axes ; fixons des sens
positifs de rotation autour des points O, O’ (fig. 10). Nous
pouvons appeler coordonnées bipolaires d’un point M les
angles o, o’ faits respectivement par Oz avec la demi-
droite OM et par O’z’ avec la demi-droite O’M. Un point
M a une infinité de coordonnées, mais deux angles sont
en général les coordonnées
d’un seul point. D’ailleurs,
si on impose aux angles o,
o’ la condition d’étre infé-
rieurs 4 2w, un point aura
un seul systéme de coor-
données.

11 sera évidemment com-

Ficure 10. mode de supposer que les

axes Oz, O’z’ ont pour sup-

port commun la droite OO’ et sont dirigés dans le méme

sens. Remarquons que tous les points de la droite OO’
ont mémes coordonnées.

Dans le systéme de coordonnées qui vient d’étre défini,
I’équation

a-tgwtgw +b-tgwtectgow +d=0
représente une conique passant par les points O, O’.

Considérons un systéme de coordonnces u, ¢ quelcon-
que. Les équations u = const., v = const. représentent
des courbes que 1’on appelle lignes coordonnées. Deux
lignes coordonnées u = u,, ¢ = ¢, doivent se couper en
un seul point dont les coordonnées sont uo, ¢,.

Dans le systéme de coordonnées cartésiennes, les lignes
coordonnées sont les paralléles z = z, & I'axe Oy et les
paralléles y = y, & I’axe des .
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Dans le systéme des coordonnées polaires, les lignes
coordonnées sont les demi-droites @ = wq issues du
point O et les cercles p = p, de centre O. Dans ce systéme,
Péquation p = 0 représente le point O.

Dans le systéme des coordonnées bipolaires, les lignes
coordonnées sont les demi-droites w = ©,, ©’ = g issues
respectivement des points O, O’. Comme nous I’avons déja
remarqué, tous les points de la droite OO’ ont mémes
coordonnées. Il se présente ici une ambiguité qui ne se
rencontre pas dans les systémes précédents.

Considérons encore un exemple de systéme de coordon-
nées. Appelons coordonnées d’un point M ses distances p,
¢’ & deux points fixes O, O’. Les coordonnées d’un point
sont bien déterminées, mais il existe deux points, symé-
triques par rapport i la droite OO’, qui ont mémes coor-
données. Ce systéme peut cependant étre utile si ’on se
borne A considérer les points du plan situés d’un coté
déterminé de la droite OO’, ou si ’on doit étudier des
figures symétriques par rapport a cette droite. Les lignes
coordonnées sont cette fois les cercles de centres O, O’.

Observons que ’on peut prendre pour coordonnées
d’un point M les quantités u = p + p’, v = p — ¢’. Les
lignes coordonnées sont les ellipses u = u, et les hyper-
boles ¢ = ¢,, ayant comme foyers communs les points O,
O’. On sait d’ailleurs que ces courbes se coupent & angle
droit.

16. La classification des courbes planes. — Revenons
aux coordonnées cartésiennes. Nous avons vu qu’a toute
courbe du plan on fait correspondre une équation
f(z, y) = 0 satisfaite par les coordonnées de tout point de
la courbe. Bornons-nous 4 considérer des courbes dont les
équations peuvent s’exprimer au moyen des fonctions
usuelles de I’analyse ; c’est d’ailleurs le point de vue des
géometres des xvii® et xvine sidcles.
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Une classification des courbes revient évidemment &
une classification de leurs équations. Mais sur quels cri-
teres peut-on baser cette classification ? Sinous supposons
une courbe C tracée dans le plan, nous pouvons, pour la
représenter analytiquement, choisir arbitrairement le sys-
teme de référence Ozy. Par conséquent, la classification
des courbes, ou de leurs équations, doit étre indépen-
dante du choix du systéme de référence, c’est-a-dire des
transformations de coordonnées.

Considérons deux systémes de référence quelconques
Ozy, O’z’y’. Pour fixer le second par rapport au premier,
nous devrons connaitre les coordonnées z,, y, de O’ par
rapport & Oxy, et les directions des axes O’z’, O’y’. Pour
fixer la position de O’z’, menons par O une paralléle &
O’z’, orientée dans le méme sens ; cette demi-droite sera
complétement déterminée si nous connaissons les coor-
données Iy, m, de celui de ses points P tel que le segment
OP ait pour mesure + 1. Ces quantités Iy, m; ne sont
d’ailleurs pas indépendantes, elles sont liées par la rela-
tion

B+ m + 2lmy cos (73 9) =1,

qui exprime que le segment OP a pour mesure 4 1.
Soient de méme l,, m, les quant_ités., lies par la rela-
tion
P
B+ m3 + 2lym, cos (z,y) =1

fixant la position de O’y’,

Les coordonnées z’, y’ d>un point M par rapport 4 O’z"y’
sont liées aux coordonnées z, ¥y du méme point par rap-
port & Ozy, par les relations

z =1z + L' + Ly,

1
Yy = v+ ma’ + myy’. “

Si une courbe C est représentée, par rapport au systéme
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Oxy, par I’équation f(z, y) = 0, son équation par rapport
au systétme O’z’y’ s’obtiendra en remplagant dans
fl, y) = 0, z, y par leurs expressions (1) ; on obtiendra
ainsi une équation ¢(z’, y’) = 0. Les caractéres de la fonc-
tion f(x, y) sur lesquels doit étre basée la classification des
courbes, doivent se retrouver dans la fonction ¢(z’, y’).

On reconnait immédiatement que les fonctions f(z, ),
9'z’, y’) sont simultanément algébriques ou transcen-
dantes. Par conséquent, on est conduit A répartir les
courbes en deux classes ;

a. Les courbes algébriques,

b. Les courbes transcendantes,
suivant la nature de leurs équations.

Observons que si f(z, y) est une fonction algébrique,
on peut, par des opérations rationnelles (additions, mul-
tiplications, élévations aux puissances), ramener I’équa-
tion de la courbe 4 la forme F(z, y) = 0, oit F(z, y) est un
polynome entier et rationnel en z, y. Dans ces conditions,
la substitution (1), effectuée sur F(x, y) = 0, conduira a
une équation ®(z’, y’) = 0 ou @(«’, y’) est un polynome
entier et rationnel en 2’, y’, de méme degré que F(z, y). 11
en résulte que 1’on peut classer les courbes algébriques
d’aprés la valeur de ce degré.

On appelle courbe algébrique d’ordre n une courbe al-
gébrique dont I’équation peut se ramener, par des opéra-
tions rationnelles, & un polynome de degré n égalé  zéro.

Ainsi, la courbe

Vit+y=1

est algébrique. Par des élévations au carré, son équation
se raméne &
bey— (1 —z—yp=0;

c’est donc une courbe du second ordre. Tous les points
dont les coordonnées vérifient la seconde équation ne véri-
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fient pas la premiére ; celle-ci ne comprend que les points
tels que z > 0,y > 0, qui forment un arc de la courbe du
second ordre.

Une courbe du premier ordre est une droite et récipro-
quement, toute droite est représentée par une équation
du premier ordre.

Une courbe du second ordre est une section conique.
On reconnait en effet immédiatement que les sections
coniques considérées par les Grecs sont représentées
par des équations du second ordre. Et la réciproque s’éta-
blit sans difficulté.

I1 y a 1a un progrés essentiel di & la géométrie analy-
tique. Pour les Grecs, Pellipse, la parabole, ’hyperbole
étaient trois courbes distinctes, dont les propriétés étaient
étudiées séparément. Grice 4 la géométrie analytique, ces
trois courbes ne sont plus que les trois genres de courbes
du second ordre, représentées par 1’équation générale

Azt + A’y 4+ Bay 4+ Cz 4 C'y+ D =0, (2)

la discrimination étant basée sur la valeur de I’expression
B2 — 4AA’.

Mais la géométrie analytique permet encore d’aller
plus loin. Certaines propriétés de la courbe (2) subsistent
lorsque le premier membre est le produit de deux poly-
nomes du premier degré

(Az + By + C)(A’z + B’y 4+ C') =0,
la courbe étant alors dégénérée en deux droites.

17. Le probléme des lieux géométriques, — La géomé-
trie analytique a permis de considérer des lieux géomé-
triques 14 ou les méthodes des anciens étaient impuis-
santes. Voyons comment s’étudient ces lieux.

Un point M est assujetti & certaines conditions expri-
mées par des relations géométriques avec certaines don-
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nées. Si nous faisons abstraction de certaines de ces con-
ditions, nous trouvons que les coordonnées z, y d’un point
du lieu satisfont & une relation ou certains coefficients
sont indéterminés, c’est-a-dire ou figurent certains para-
meétres variables uy, us, ..., uz. Soit

fl(z» Y, ¥y, uh""u') =0 (1)
cette relation.
Si nous faisons abstraction d’autres conditions, nous
trouverons que les coordonnées du point du lieu satisfont
4 une seconde relation

fl(z) Y, Uy, Uy, e Up) =0, (2)

En exprimant les conditions dont il n’a pas été tenu
compte, on obtient, si le probléme est déterminé, k — 1
relations entre les paramétres variables

?l(uh Usgy ooy ”l) = 0: P = 0’ ceey Pr—1 = 0. (3)

L’élimination des paramétres u,, u,, ..., us entre les
équations (1), (2) et (3) donnera I’équation du lieu
cherché.

Les équations (3) nous permettent d’exprimer k — 1
des paramétres u,, u,, ..., us en fonction de 'un d’entre
eux que nous désignerons par u. En portant ces expres-
sions dans les équations (1) et (2), nous trouverons deux

équations
Fy(z,y,u) =0, Fa(z,y,u) = 0. (4)

Chacune de ces équations représente une famille de
courbes. Le lieu considéré est ’ensemble des, points com-
muns aux courbes des deux familles quj correspondent
au méme parameétre u.

Pour achever la résolution du probléme, nous pouvons
éliminer u entre les équations (4) et nous obtiendrons
ainsi I’équation du lieu sous la forme

F(z,y) =0,
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mais nous pouvons aussi résoudre les équations (4) par
rapport & x, y. Nous obtiendrons ainsi ce que I’on appelle
les équations paramétriques du lieu

z = $a(u), y = ¢a(u).

Chaque valeur de u portée dans les équations précé-
dentes nous donnera un point du lieu.

Cette forme des équations d’un lieu géométrique se
présente d’ailleurs naturellement lorsque I’on étudie par
exemple le mouvement d’un point matériel, la variable u
représentant alors le temps.

Observons encore que I’équation d’une courbe peut se
mettre sous la forme

y = f(z),
qui correspond aux équations paramétriques

z=u, y=flu).

18. Le probléme des tangentes. — Les Grecs avaient
considéré les tangentes au cercle, aux sections coniques
et & quelques courbes particuliéres, mais seule la repré-
sentation analytique des
courbes pouvait conduire
4 poser le probléme des
tangentes dans toute sa
généralité.

Considérons une courbe
C. On appelle tangente en

% un point M & cette courbe
o x Ledxr T la limite d’une droite pas-
Ficure 11. sant par M et par un se-

cond point M’ de la courbe

tendant vers M, sur la courbe (fig. 11).
Si nous désignons par z,, y,, les coordonnées du point
M, nous pouvons représenter par zp + Az, yo + Ay celles
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du point M’, choisi suffisamment voisin de M. La droite
MM’ a pour équation

_Ay,
Y=y =7 (z— )

Lorsque M’ tend vers M, Az tend vers zéro et il en est
de méme de Ay ; le coefficient angulaire de la tangente en
M est la limite de 5. Si Iéquation de la courbe est
donnée sous la forme

y = flz),

le coefficient angulaire de la tangente est donc la limite
de P’expression

flre + Az) — f(-"o),
Az

c’est-2-dire la dérivée f’(x,) de f(x) au point z,.

Les premiers géométres qui se sont occupés du probléeme
des tangentes aprés la création de la géométrie analy-
tique ont considéré des courbes ayant des équations sim-

ples, pour lesquelles Ja limite de I’expression ﬁ—z pouvait

étre trouvée par des procédés élémentaires. C’est pour-
quoi le probléme des tangentes a eu une importance consi-
dérable dans la découverte du calcul différentiel ; c’est un
des problémes qui ont conduit & la notion de dérivée.

La définition de la tangente donnée plus haut suppose
évidemment que cette tangente existe et est bien déter-
minée. Les mathématiques modernes ont précisé cette
définition et délimité son champ d’application.

19. L’intersection des courbes algébriques. — Nous
avons vu que les Grecs avaient ramené la solution de
certains problémes & la détermination d’un point com-
mun & deux courbes. Lorsque les géométres furent en



48 LES GEOMETRIES

possession d’un procédé leur permettant de considérer
des courbes quelconques, ils durent se poser trés tot le
probléme de P’intersection de ces courbes et en particulier
des courbes algébriques.

Considérons deux courbes algébriques, par exemple
deux coniques

Fy(z,y) =0, Fy(z,y)=0. (1)

Pour trouver les coordonnées des points communs &
ces courbes, éliminons y entre les équations (1) et soit

flz) =0 @

la résultante de cette élimination.

L’équation (2) est en général du quatriéme degré et
chaque racine réelle de cette équation correspond une
racine réelle y et en général une seule satisfaisant aux
équations (1). Le nombre de racines réelles de I'équa-
tion (2) est donc égal en général au nombre de points com-
muns aux coniques (1).

Lorsque les courbes (1) sont des courbes algébriques
d’ordres quelconques, la question peut évidemment se
traiter de la méme maniére. Si précisément les courbes (1)
sont d’ordres m, n, I’équation (2) sera en général de degré
mn et par conséquent deux courbes algébriques planes
d’ordres m, n ont en général mn points communs. C’est
14 le théoréme de Bezout (1730-1783).

Le souci d’obtenir des énoncés généraux a conduit les
géométres & amplifier le domaine d’application des équa-
tions .de la géométrie analytique, en introduisant des
points fictifs : les points imaginaires d’une part et les
points & I'infini de I’autre.

On peut se rendre compte de la maniére dont on fut
amené & ces considérations en examinant P’intersection de
deux coniques.

Considérons deux coniques G, C’, par exemple deux
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ellipses. Supposons pour plus de simplicité que si ces deux
ellipses ont un point commun, elles n’ont pas méme tan-
gente en ce point. Si les axes de coordonnées sont pris
d’une maniére quelconque, en éliminant y entre les équa-
tions des coniques, on sera conduit A une équation (2)
du quatriéme degré. Les coefficients des équations des
coniques étant des quantités réelles, les coefficients de
P’équation (2) seront réels.

Ceci posé, supposons que 1’équation (2) ait une racine
imaginaire

z=a- bi.

En portant cette valeur dans les équations des coniques
C, C’, on obtiendra deux équations en y, ayant une racine
commune, y’. Il est naturel de dire que les ellipses C, C’
ont en commun le point imaginaire de coordonnées
z=a+ bi,y.

Nous appellerons donc point imaginaire I’ensemble de
deux nombres z, y dont ’'un au moins est imaginaire.
Et A ces points fictifs, nous conviendrons d’appliquer les
formules de la géométrie analytique, y compris les for-
mules de transformation des coordonnées.

Observons encore que I’équation (2) ayant des coeffi-
cients réels, admet également la racine £ = a — bi, ima-
ginaire conjuguée de a 4 bi. Nous sommes donc conduits
A introduire la notion de points imaginaires conjugués,
car si nous portons dans les équations de C, C’ la valeur
z = a—bi, la racine y commune aux deux équations
trouvées sera la conjuguée de y’. Deux points imaginaires
du plan seront dits conjugués si leurs coordonnées (de
méme nom) sont imaginaires conjuguées.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme sui-
vant : Deux ellipses ont en commun quatre points : quatre
points réels, ou deux points réels et deux points imagi-
naires conjugués, ou deux couples de points imaginaires

GODEAUX. — Les Géoméiries. 4
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conjugués. Deux de ces points peuvent naturellement
étre confondus, lorsqu’il y a contact entre les ellipses.
Cependant l’introduction des points imaginaires ne
suffit pas encore pour donner un caractére général aux
énoncés.
Considérons par exemple les deux hyperboles

zy =1, Az* 4 Bay 4 Cz+ Cy+ D =0.

L’élimination de y entre ces deux équations conduit a
une équation du troisiéme degré en z,

A*4Cs* 4+ (B+ D)z +C' =0,

et non du quatriéme. La raison en est que les deux hyper-
boles ont comme direction asymptotique commune ’axe
Oz. Si nous convenons de dire que ces deux courbes ont
en commun le point & I’infini sur I’axe des z, nous pour-
rons retrouver un énoncé général et écrire que les hyper-
boles considérées ont quatre points communs.

Nous admettrons donc que sur toute droite existe un
point fictif appelé point & ’infini, deux droites paralléles
ayant méme point a I’infini. Cette notion, qui remonte &
Desargues, ne fut précisée que beaucoup plus tard. Nous
y reviendrons dans la suite.

Quoi qu’il en soit, moyennant ces conventions, le théo-
réme de Bezout peut s’énoncer sous la forme : Deux
courbes algébriques d’ordre m, n ont en commun mn
points, réels ou imaginaires, distincts ou confondus, a dis-
tance finie ou & I'infini.

En particulier, une courbe d’ordre n est rencontrée en
n points par une droite.

20. Paradoxe de Cramer. — Une droite étant représen-
tée par une équation du premier degré
Ar+ By +C=0,
il faut, pour déterminer une droite, connaitre les rapports
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de deux des trois coefficients A, B, C au troisitme. On
connait ces rapports si ’on exprime qu’une droite passe
par deux points.

De méme, pour déterminer une conique

Azt 4 A’y* + Bay + Cz + C'y + D =0,

il faut connaitre les rapports de cinq des coefficients A,
A’, ..., D au sixiéme. On en conclut qu’une conique est
déterminée par cing de ses points.

I.’équation d’une courbe plane du troisi¢éme ordre, ou
cubique plane, contient dix coefficients et pour détermi-
ner cette courbe, il faut connaitre neuf relations entre ces
coefficients. Une cubique plane est donc complétement
déterminée par neuf de ses points. Cependant, d’aprés le
théoréme de Bezout, deux cubiques planes ont en com-
mun neuf points et par conséquent, neuf points ne déter-
minent pas nécessairement une cubique plane unique.

Plus généralement, I’équation d’une courbe plane

d’ordre n contient %(n+1)(n+2) coefficients et une

. . 1
telle courbe est donc déterminde par E"(" + 8) de ses
points. Mais deux courbes d’ordre » ont en commun n?
. (. 1 ‘
points, nombre qui est supérieur & zn(n + 3) pour n supé-

rieur 4 3. Mac-Laurin (1698-1746) et Cramer (1704-1752),
qui firent cette observation, ne parvinrent cependant pas
4 expliquer ce «paradoxe » G’est & Lamé (1795-1870)
qu’est due cette explication.

Si P’on exprime qu’une courbe d’ordre n passe par

%n(n + 3) points donnés on obtient autant d’équations

linéaires par rapport aux coefficients de I’équation de la
courbe ; ces équations sont en général indépendantes et

déterminent donc les coefficients. Mais si les %n(n + 3)
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points sont choisis parmi les n? points communs & deux
courbes d’ordre n, une des équations obtenues est une con-

séquence des autres et on obtient seulement % n(n4+3)—1

équations indépendantes entre les coefficients de la
courbe ; un de ceux-ci reste donc indéterminé.

On voit par 14 que I’étude des courbes planes a conduit
A préciser la théorie de I’élimination.

21. La méthode des coordonnées dans Pespace. — La
méthode des coordonnées s’étend sans difficulté & I’espace.

Choisissons trois axes

Zz " Oz, Oy, Oz non situés
. dans un méme plan et

s ) ayant méme origine O

\ M (fig.12).Par un point M,

ﬁ Ve 2 menons une paralléle

4 M A Oz, orientée dans le

FiGURE 12. méme sens et coupant

le plan 20y en M”. Par

M*, menons une paralléle & Oy, orientée dans le méme

sens et coupant Oz en un point M’. Le point M détermine

complétement les nombres x, y, z, mesures des segments

respectifs OM’, M’'M”, M”M. Inversement, ce point est

complétement déterminé par ces nombres. Ceux-ci sont
les coordonnées du point M.

Si I’on imagine que le point M décrit une surface, &
tout couple de valeurs des nombres z, y, correspondront
une ou plusieurs valeurs de z et cette liaison sera repré-
sentée par I’équation

F(z,y,2) = 0.

La surface considérée est constituée par I’ensemble des
points dont les coordonnées z, y, z satisfont & I’équation
précédente. L’étude de la surface se trouve donc ramenée
a celle de son équation.



LA GEOMETRIE ANALYTIQUE 53

La classification des surfaces est faite d’aprés les
mémes principes que celle des courbes planes. Une sur-
face est algébrique ou transcendante suivant que la
fonction F(z, y, z) est algébrique ou transcendante. Dans
le cas ou la surface est algébrique, son équation peut se
ramener, par des opérations rationnelles, & un polynome
entier et rationnel en z, y, z, égalé a zéro. Le degré de ce
polynome est appelé ordre de la surface.

De méme que dans le plan, on peut introduire dans
I’espace les points imaginaires, dont une au moins des
coordonnées est imaginaire, et les points & I'infini. Nous
n’insisterons pas sur ces derniers pour I'instant, nous
réservant d’y revenir plus loin.

Une surface d’ordre n est rencontrée en n points par
toute droite de I’espace qui ne lui appartient pas.

22, Les lieux géométriques de Pespace. — Les lieux géo-
métriques de I’espace sont soit des courbes, soit des sur-
faces.

La mise en équation d’une surface lieu d’un point M
soumis & certaines conditions géométriques peut revétir
deux aspects.

On peut considérer le lieu des points communs 3 trois
surfaces

Fy(z,y, 3, u»")'_"d: Fl=0, Fe=0 (1)

dont les équations dépendent de deux paramétres va-
riables u, ¢, ou bien le lieu des courbes communes 3 deux
surfaces

Fy(z,¥,3,u) =0, Fy(2,y,3,u) =0 (2)

dont les équations dépendent d’un paramétre variable u.
Dans les deux cas, I’équation du lieu s’obtiendra en éli-
minant les paramétres variables, soient u, ¢ entre les
équations (1), soit u entre les équations (2).
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Le premier cas conduit & une remarque intéressante.

Au lieu d’éliminer u, ¢ entre les équations (1), on peut
résoudre ces équations par rapport a z, y, z. On obtient
ainsi les équations de la surface sous forme paramé-
trique

z = ?l(u, 9)1 y= ?ﬂ(u, ")1 3= 9l(u$ ")’ (3)

Donnons & ¢ une valeur déterminée. Les équations (3)
représentent une courbe tracée sur la surface et que
nous appellerons courbe u. Lorsque ¢ varie, cette courbe
engendre la surface. De méme, si nous donnons 4 u une
valeur déterminée, les équations (3) représentent une
courbe, appelée courbe ¢, qui engendre la surface lorsque
u varie.

Les courbes u et les courbes ¢ forment sur la surface une
sorte de réticule tout a fait analogue & celui qui est déter-
miné par les lighes coordonnées dans le plan. Cette analo-
gie conduit & appeler coordonnées curvilignes d’un poiot
M de la surface les valeurs que I’on doit donner d v et a u
dans les équations (3) pour obtenir une courbe u et une
courbe ¢ passant par M. En d’autres termes, les coor-
données curvilignes de M sont les valeurs de u, ¢ qui,
portées dans les équations (3), fournissent les coordonnées
z, y, z du point M.

11 arrivera en général qu’une courbe u et une courbe ¢
se rencontreront en plusieurs points, dont les coordonnées
curvilignes seront les mémes. Mais on peut se limiter &
une portion de la surface, suffisamment petite, ol les
courbes u, ¢ sont unisécantes. On retrouve alors les avan-
tages des systémes de coordonnées. Ce procédé est par-
ticulierement utile lorsque I’on veut étudier la surface
dans le voisinage d’un de ses points ; c’est 14 le domaine de
la géométrie infinitésimale.

L’exemple le plus simple de coordonnées curvilignes est
fourni par la représentation paramétrique de la sphére.
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Les équations paramétriques d’une sphére de rayon R,
ayant pour centre 1’origine, peuvent s’écrire

z=Rcosu.coso, y = Rsinu. cos ¢, z=Rsino.

Les lignes u, ¢ sont ici les paralléles et les méridiens.
Les coordonnées u, ¢ sont la longitude et la latitude.

Passons maintenant aux courbes. Le point M est cette
fois déterminé comme intersection de trois surfaces

Fl(zyyyztu)=os Fy=0, Fy=0 (4)

dont les équations dépendent d’un parametre u. On peut
éliminer successivement ce paramétre entre les trois
couples d’équations (4), ce qui donnera les équations de
trois surfaces passant par la courbe. Mais on peut aussi
résoudre les équations (4) par rapport a z, y, 3, ce qui
donnera les équations paramétriques

z=e(u), y=eqiu), =g
de la courbe.

23. Les courbes algébriques gauches. — Les courbes
de I’espace sont appelées courbes gauches, par opposition
aux courbes planes.

La classification des courbes gauches en courbes algé-
briques et transcendantes présente certaines difficultés
du fait qu’une courbe gauche n’est pas toujours I'intersec-
tion compléte de deux surfaces.

L’exemple le plus simple est fourni par la cubique
gauche, courbe dont les équations paramétriques peuvent
s’écrire

x = us, y=ut, z=u.

Cette courbe appartient & l’intersection des deux sur-
faces du second ordre

xz = 8, y =23
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Outre la cubique gauche, ces deux surfaces ont encore
en commun la droite Oz (y = z = 0).

Pour définir une courbe gauche algébrique, on se re-
porte & la génération de cette courbe comme lieu d’un
point commun & trois surfaces

Fy(z,y, 3, u)=0, Fy(2,y,3u)=0, Fyz,y,2u=0 (1)

dont les équations dépendent d’un paramétre u.

La courbe est algébrique si

a. les surfaces (1) sont algébriques,

b. les premiers membres des équations (1) sont des fonc-
tions algébriques du paramétre u.

Cette définition présente cependant un inconvénient,
que nous ferons comprendre sur un exemple.

Considérons, en axes rectangulaires, un faisceau de
surfaces du second ordre.

2t + gt + 2 + uf(z,y,3) =1 (2)
et proposons-nous de rechercher le lieu des pieds des nor-
males abaissées de I’origine sur la quadrique (2), lorsque
u varie.

On sait que les pieds des normales abaissées de O sur la
surface (2) sont situés sur la courbe

z Y 3 . (3)

of of of
2z+ua—x 2y+uay 2z+uaz

Le lieu cherché s’obtiendra en éliminant u entre les
équations (2) et (8). C’est, suivant la définition qui vient
d’en étre donnée, une courbe algébrique. Or, pour u = 0,
les équations (2) et (3) se réduisent &

=1,
représentant la sphére de rayon 1 ayant pour centre I’ori-

gine. Cette sphére fait donc partie du lieu, fait.d’ailleurs
géométriquement évident.



LA GEOMETRIE ANALYTIQUE 57

Revenant au cas général, nous voyons donc que les
surfaces représentées par les équations (1) peuvent avoir,
pour certaines valeurs de u, des parties communes, parties
qu’il faudra défalquer.

On démontre que la définition d’une courbe gauche
algébrique donnée plus haut peut étre remplacée par la
suivante :

On appelle courbe algébrique le lieu d’un point dont
les coordonnées s’expriment en fonctions rationnelles de
deux paramétres u, ¢ satisfaisant i une équation algs-
brique.

8i f4(u, 9), falu, ¢), falu, ¢) sont des fonctions rationnelles
et f(u, ) un polynome entier et rationnel, les équations

z=f, Y = fs z2=f,, f=0
représentent donc par définition une courbe algébrique C.

Interprétons u, v comme coordonnées cartésiennes d’un
plan. L’équation f = 0 représente dans ce plan-une courbe
algébrique I'. A un point de I' correspond un point de C,
mais inversement, un point de C peut provenir de plu-
sieurs points de I'. On dit que C est une transformée
rationnelle de I

L’ordre d’une courbe algébrique est le nombre de ses
points de rencontre, réels ou imaginaires, avec un plan

quelconque.

24. Cylindres projetants d’une courbe gauche. — Con-
sidérons une courbe gauche C et par ses points, menons
des paralléles & I’axe Oz. Ces droites engendrent un cy-
lindre dont I’équation s’écrit

flz,y) =0.

Ce cylindre est appelé cylindre projetant la courbe pa-
rallélement & Oz. On peut naturellement considérer les
cylindres projetant la courbe G parallélement & Oz et
4 Oy.
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Nous avons vu qu’une courbe gauche n’est pas néces-
sairement D’intersection compléte de deux surfaces. La
considération des cylindres projetant I’intersection de
deux surfaces permet de se rendre compte de la nature de
cette intersection.

Considérons deux surfaces

Fl(z: Y, z) = 01 Ft(z’ Y, 5) =0. (i)

Le cylindre projetant I’intersection de ces deux sur-
faces parallélement & Oz aura pour équation la résul-
tante de I’élimination de z entre les équations précé-
dentes. On obtiendra de méme les équations des cylindres
projetant I’intersection des deux surfaces parallélement
a Oy, Oz en éliminant y ou z entre les équations (1). On
obtiendra ainsi trois équations

hly,s) =0, falz, 2} =0, falz,y) =0 (2)

représentant I’intersection des surfaces (1). Il est bien
clair que si cette intersection se compose de plusieurs
courbes, deux des cylindres (2) seront dégénérés.

Soient par exemple les deux surfaces

z—yz=0, yr—a3=0.

Les cylindres projetant I’intersection de ces deux sur-
faces ont pour équations

Wy—#)=0, ale—#)=0, a—y=0.

Cette intersection est donc dégénéree en une droite,
P’axe des z, et une courbe qui n’est autre que la cubique
gauche dont il a été question plus haut.

Notons en passant que les trois cylindres projetant une
courbe peuvent avoir en commun, en dehors de la courbe,
un certain nombre de points.

25. Représentation monoidale d’une courbe gauche
algébrique. — Une représentation assezsimple des courbes
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gauches algébriques a été obtenue par Cayley (1821-1895).

Soit C une courbe gauche algébrique d’ordre n. Choi-
sissons un triédre de référence Ozyz tel que

a. Le point 4 I'infini de I’axe des z n’appartienne pas &
la courbe ;

b. Une paralléle 4 'axe des z menée par un point de la
courbe ne rencontre en général plus celle-ci en un second
point..

Dans ces conditions, le cylindre projetant la courbe G
parallélement & Oz,

fle,y) =0;

est d’ordre n.

Appelons G’ la courbe d’intersection de ce cylindre
avec le plan Ozy. Une paralléle & Oz, menée par un point
M’ de C’, rencontre la courbe C en un point M en général
unique et dont la cote z sera par conséquent une fonction
rationnelle des coordonnées x, y du point M’. Ecrivons
cette fonction rationnelle sous la forme

—ey)
27 W@, )

¢ et ¢ étant des polynomes.

Les cylindres f(z, y) = 0, ¢(z, y) = 0 se rencontrent
suivant un certain nombre de droites. Soit P le point de
rencontre d’une de ces droites avec la courbe C’. Consi-
dérons un point M’ de C’ voisin de P’. Les coordonnées
du point M correspondant sur la courbe C sont bien déter-
minées. Faisons tendre le point M’ vers P’ sur la courbe C’.
Les fonctions f(z, y), ¢(z, y) tendent vers zéro et deux cas
peuvent se présenter :

a.La fonction ¢(z, y) est différente de zéro au point P’;

b. La fonction ¢(z, y) tend vers zéro.

Dans le premier cas, la cote z du point M tend vers I’in-
fini quand M’ tend vers P’. Mais cela est en contradic-
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tion avec I’hypothése que le point & I’infini de ’axe Oz
n’appartient pas & C.

Reste le second cas, seul possible. Une droite commune
aux cylindres f(z, y) = 0, ¢(z, y) = 0 appartient donc
également au cylindre ¢(z, y) = 0.

Le cylindre f'= 0 est d’ordre n. Soit m I’ordre de la
surface

zp(z, y) — plz, y) = 0. (1)

Le cylindre ¢(z, y) = 0 est d’ordre m — 1 et a done
n(m — 1) droites en commun avec f = 0. Ces droites ap-
partiennent & la surface (1) et par conséquent I’intersec-
tion du cylindre f = 0 et de la surface (1) se compose de
la courbe C et de n(m — 1) paralléles 4 Oz.

La surface (1) porte le nom de monoide ; elle posséde
un point multiple d’ordre m — 1 & I’infini sur I’axe des z
(c’est-a-dire que toute parallele & I’axe des z ne la ren-
contre qu’en un point & distance finie).

26. Remarque sur les fonctions employées en géométrie
analytique. — Dans ce qui précéde, nous n’avons guére
fait d’hypothéses sur les fonctions intervenant dans les
équations ; en réalité, nous avons supposé implicitement
que toutes les opérations que nous avions & effectuer sur
ces fonctions étaient possibles. Ce fut le point de vue
des géometres jusque vers le milieu du siécle dernier et
c’est celui qui convient & un premier enseignement de la
géométrie analytique.

Le développement de la notion de fonction a conduit
les mathématiciens contemporains & élargir ce point de
vue élémentaire.

Actuellement, en traitant une question déterminée, les
géometres s’efforcent de faire le minimum d’hypothéses
sur les fonctions qui interviennent dans les équations.

D’un autre cété, la représentation analytique d’un
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ensemble de points correspondant & la notion intuitive de
courbe ou de surface fait également 1’objet des recherches
modernes.

Pour ne pas quitter le point de vue élémentaire oll nous
nous plagons dans cet ouvrage, nous nous bornerons 4 ces
indications. Ajoutons cependant que méme lorsque I’on se
borne & des fonctions aigebriques, il reste de nombreux
probléemes & élucider.
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27. Les recherches de Desargues sur les coniques. —
Comme nous ’avons vu, Apollonius avait considéré les
coniques comme sections planes d’un céne 4 base circu-
laire ; mais pour lui, comme d’ailleurs pour tous les géo-
métres grees, Dellipse, la parabole et I’hyperbole étaient
trois courbes bien distinctes, dont I’étude était faite par
des procédés particuliers a chaque courbe. I1 apparte-
nait au géométre lyonnais Girard Desargues (1593-1662)
de montrer, par la géométrie pure, qu’il était possible
d’étudier simultanément ces trois courbes, résultat auque!
devait arriver Descartes par la géométrie analytique, vers
la méme époque.

A D’époque ol vivait Desargues, sous linfluence des
peintres et des architectes de la Renaissance, la pers-
pective avait fait de grands progrés et on doit d’ailleurs
au géométre lyonnais un ouvrage sur la perspective :
Méthode universelle de mettre en perspective les objets don-
nés réellement, ou en devis, avec leurs proportions, mesures,
éloignements, sans employer aucun point qui soit hors du
champ de ’ouvrage, paru & Paris en 1636. Desargues a
également publié un ouvrage sur la coupe des pierres,
suivi d’une note sur les cadrans solaires (1640). L’idée de
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Desargues fut de transporter en géométrie les méthodes
de la perspective.

Considérons un plan e, un cercle y de ce plan et un
point S n’appartenant pas & «. Les droites passant par S
et s’appuyant sur y engendrent un cdne A. Un second
plan o', ne passant pas par S, coupe le cone A suivant une
conique y’. Cette conique vy’ est la projection du cercle ¢
sur le plan o, & partir du point S. Toute propriété du
cercle vy pourra étre transportée & la conique y’, quelle
que soit la nature de celle-ci.

Desargues a consacré au L W
développement de cette idée
un petit traité intitulé A
Brouillon projetd’une atteinte A 7
aux événements des rencontres C B 8 ¢
du céne avec un plan, paru M P
en 1639, ouvrage trés rare
et que ’on connait surtout
par ce qu'en disent Pascal Ficure 18,
et Beaugrand.

C’est dans ce traité que I’on trouve le théoréme suivant,
auquel le nom de Desargues est resté attaché. Considé-
rons un quadrilatére LMNP inscrit dans une conique et
une transversale coupant les cotés opposés LM, NP du
quadrilatére en A, A’, les deux autres cotés opposés
LP, MN en B, B’ et la conique en C, C’ (fig. 13). On a la
relation

AB. AB’ AC.ACY

A'B.A'B° AC.ATC’

que Desargues appelle la relation d’involution des siz
points. De cette relation, on déduit

BA . BA’ BC . BC’ CA.CA" _ CB.CP

BA.BA’ BC.BC’ C’A.C’'A"  C'B.CGB

et chacune de ces trois relations entraine les deux autres,
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de sorte que les trois couples de points A et A’, B et B’,
C et C’ jouent des roles symétriques.

Mais Desargues va plus loin ; il considére les cas ou les
points de certains couples sont confondus. Si par exemple,
les points B, B’ sont confondus, les relations deviennent

(Ag)-= AC.AC’ (@)- _ CA.CA"
A’'B A'C.ACY C’'B C’A.CA

Si en outre les points G, C’ sont confondus, on a
() - (29)"
A’'B A'C
relation qui se rameéne & la division harmonique du couple
BC par le couple AA’.

D’un autre c6té, Desargues a remarqué que la conique
pouvait étre remplacée par ’ensemble de deux droites.
Dans ce cas, on retrouve une propriété déja connue de
Pappus.

En obtenant par projection d’un cercle les hyperboles
et les paraboles, Desargues devait étre conduit a la notion
du point & I’infini. I1 peut étre regardé comme le premier
ayant eu conscience nette de cette notion et la considéra-

"tion d’un systéme de droites paralléles comme cas parti-
culier d’un systéme de droites concourantes, le point de
concours étant & ’infini, lui était familiére.

On doit encore & Desargues un théoréme qui devait
jouer plus tard un réle important dans la discussion des
principes de la géométrie. Si deux triangles ABC, A’B’C’,
situés ou non dans un méme plan, sont tels que les droites
AA’, BB’, CC’ concourent en un méme point, les points
de rencontre des couples de cdtés opposés BC et B'C’,
CA et C'A’, AB et A’B’ sont en ligne droite. Si les deux
triangles ABG, A’B’C’ ne sont pas dans un méme plan,
le théoréme se démontre immédiatement. Pour démon-
trer le théoréme dans le cas ou les deux triangles sont
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dans un méme plan, Desargues utilisait la théorie des
transversales.

28. Les « Essais pour les coniques » de Pascal. — Pascal
(1623:1662), lorsqu’il n’avait que seize ans, avait com-
posé un traité des sections coniques resté inédit, et que
I’on ne connait que par une lettre de Leibnitz & Périer
(neveu de Pascal) ol était indiqué ’ordre dans lequel
devaient étre classées les matiéres en vue d’une publica-
tion. Mais Pascal avait heureusement publié, en 1640,
sous le titre Essais pour les coniques, un petit opuscule ot
il énongait les principaux théorémes qu’il avait obtenus.
Le plus remarquable de ces théorémes est celui de I’hexa-
gramme mystique, comme Pascal I’appelait lui-méme, qui
donnait pour la premiére fois une relation de position
entre six points appartenant & une méme conique.

Considérons un hexagone ABCDEF inscrit dans une
conique ; les points de rencontre des trois couples de cdtés
opposés AB et DE, BC et EF, CD et FA sont en ligne
droite.

Pascal indique clairement dans ses Essais que c’est en
utilisant les méthodes de Desargues qu’il a composé son
traité et ceci est d’ailleurs confirmé par la lettre de Leib-
nitz. Il résulte aussi de cette derniére que Pascal utilisait
son théoréme pour construire une conique déterminée
par cinq de ses points.

29, Les travaux de de La Hire et Le Poivre. — Les mé-
thodes de Desargues et de Pascal furent utilisées aprés
eux par plusieurs géométres parmi lesquels il convient de
retenir de La Hire (1640-1718) et Le Poivre (... .-1710).

De La Hire a publié en 1685 un ouvrage sur les sections
coniques ayant pour titre Sectiones conicoe in novem
libros distributae. 11 est congu dans I’esprit de Desargues
et Pascal ; les coniques y sont considérées comme sec-

GODEAUX. = Les Géométiries. ]
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tions du cdne & base circulaire ; la théorie des pdles et
polaires y est développée d’une maniére purement géo-
métrique et est en quelque sorte & la base du traité.

La proposition fondamentale est la propriété de la
polaire d’un point P par rapport 4 une conique de couper
une transversale menée par P au conjugué harmonique
de ce-point P par rapport aux paints de rencontre de la
transversale et de la conique.

On trouve dans le traité de de La Hire, les propositions
suivantes, que nous énongons en langage moderne.

Les tangentes aux points de rencontre d’une conique
avec une transversale menée par un point P se coupent
sur la polaire p du point P. Réciproquement, si par un
point de la droite p on méne les tangentes 4 une conique,
la corde de contact passe par le péle P de la droite p.

La polaire d’un point diagonal d’un quadrangle ins-
crit dans une conique passe par les deux autres points
diagonaux du quadrangle.

Maisla principale contribution de de La Hire &1a théorie
des coniques est d’une autre nature.

Pour Desargues et Pascal, une conique est la projec-
tion d’un cercle sur un plan 4 partir d’un point extérieur
S. Dans un ouvrage publié en 1673 sous le titre Nouvelles
méthodes en géométrie, pour les sections des superficies
coniques et cylindriques, de La Hire a imaginé un procédé
permettant de passer d’un cercle & une conique située
dans le plan de ce cercle.

Le méme procédé a été retrouvé par Le Poivre, qui I’a
exposé dans son T'raité des sections du eylindre et du céne
considérées dans le solide et dans le plan, avec des démons-
trations simples et nouvelles, publié & Paris en 1704.

Imaginons un céne A de sommet S et ayant pour base
un cercle C. Soit « un plan sécant et &’ le plan mené par S
parallélement au plan «. Désignons par a, a’ les droites
sections des plans «, «’ par le plan w du cercle C. Menons
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par un point M de C une droite quelconque r coupant a
et a’ respectivement en A et A’. La paralléle & A’S menée
par A coupe la droite MS en un point M’ qui n’est autre
que le point de rencontre de cette droite avec le plan o«
et qui appartient donc & la section C’ du céne A par ce
plan. Quelle que soit la droite » menée par le point M,
on retrouve d’ailleurs le méme point M’. Cette construc-
tion, qui perfnet de passer des points du cercle C & ceux
de la conique C’, reste vraie méme si le point S appartient
au plan du cercle C, toute la construction étant alors faite
dans ce plan et les droites paralléles a, a’ étant choisies
arbitrairement. Pour le démontrer, il suffit de rabattre
le plan = du cercle C sur le plan « comme le faisait de La
Hire, ou de projeter la figure de I’espace sur le plan du
cercle G comme le faisait Le Poivre.

De La Hire appelait planiconiques les coniques décrites
par le procédé qui vient d’étre indiqué. Ce géométre,
dans un autre ouvrage publié en 1679, étudie les coniques
en partant de la définition focale, soit comme lieu des
points tels que la somme ou la différence de leurs distances
4 deux points fixes soit constante (ellipse ou hyperbole),
soit comme lieu des points situés & égales distances d’un
point et d’une droite (parabole).

De son c6té, Le Poivre, dans un second traité publié &
Mons en 1708, utilise, pour étudier les sections coniques,
ce que nous appelons actuellement deux plans perspec-
tifs. Ce sont surtout les propriétés des tangentes qui
retiennent ’attention de I’auteur.

80. La géométrie descriptive. — De méme que les régles
de perspective utilisées par les peintres et les architectes
conduisirent Desargues & introduire des notions nou-
velles en . géométrie, le tracé des épures et en particulier
des plans de fortifications devait amener Monge (1746~
1818) & créer la géométrie descriptive,
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On sait en quoi consiste la méthode de Monge. Etant
donnée une figure F de I’espace et deux plans rectangu-
laires &, a’ ,on projette la figure F sur le plan « paralléle-
ment au plan «’ et sur le plan «’ parallélement au plan a.
On rabat alors I’un des plans a, &’ sur ’autre et on a ainsi
dans un plan deux figures, les projections de la figure F,
qui permettent d’exécuter simplement les constructions
géométriques qu’il serait 1mpossxble de faire aisément
dans I’espace. Les plans «, &’ sont d’ailleurs en général un
plan vertical et un plan horizontal.

Si, par la création de la géométrie descriptive, Monge a
rendu un service considérable aux sciences appliquées en
ramenant & quelques principes clairs le dessin d’épures
qui exigeait avant lui de longs calculs et était plus ou
moins empirique, il a rendu un service non moins signalé
4 la géométrie pure. Ses méthodes furent en effet utilisées
comme instruments de recherches des propriétés des
figures ; elles eurent une influence certaine sur la création
de la géométrie projective, comme Poncelet le reconnait
d’ailleurs explicitement.

La géométrie descriptive conduisit non seulement &
étudier les propriétés géométriques de I’espace et parti-
culiérement celles des surfaces du second ordre ou qua-
driques, mais elle permit également d’obtenir de nou-
velles propriétés de'géométrie plane.

81. Les propriétés méfriques et les propriétés de position.
— Les méthodes de Desargues, de Pascal, de Monge, la
Géométrie de position et I’Essai sur la théorie des transver-
sales de Carnot (1753-1823) devaient conduire les géo-
metres & classer les propriétés géométriques en deux caté-
gories :

a. Les propriétés métriques, dans lesquelles intervien-
nent des mesures de distances et d’angles ;

b. Les propriétés de position ou propriétés descriptives,
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qui ne font intervenir que la position des éléments géo-
métriques les uns par rapport aux autres.

Le théoréme sur le carré de I’hypoténuse d’un triangle
rectangle est évidemment une propriété métrique, tandis
qu2 le théoréme de Pascal sur ’hexagramme mystique
est une propriété de position.

La distinction, au moins dans le cas des figures planes,
devait apparaitre du fait que par projection, les propriétés
de position restent inaltérées, tandis que les propriétés
métriques ne subsistent plus en général. Cependant, une
propriété de position peut se présenter sous forme métri-
que et c’est d’ailleurs ce qui s’est passé presque toujours
au début. Ainsi, la relation d’involution des six points de
Desargues, qui est une propriété de position, pourrait
apparaftre 4 premiére vue comme une proposition
métrique.

La géométrie analytique permet de distinguer dans
bien des cas les propriétés métriques des propriétés pro-
jectives. Les premiéres conduisent & des calculs plus ou
moins compliqués suivant que ’on adopte des coordon-
nées obliques ou des coordonnées rectangulaires. Au con-
traire, les calculs se font avec la méme facilité dans les
deux cas lorsqu’il s’agit d’une propriété de position.

En réalité, on n’a pu établir bien nettement la distinc-
tion que récemment, grice i I’introduction de la notion
de groupe en géométrie, comme nous le verrons plus loin.

82. Le Traité des propriétés projectives des figures. —
Jean-Victor Poncelet (1788-1867), ancien éléve de I’Ecole
polytechnique, fut pendant la campagne de Russie atta-
ché au Corps d’Armée du Maréchal Ney. Fait prisonnier le
18 novembre 1812 et amené en captivité & Saratov, il
entreprit sans notes ni ouvrage d’aucune espéce, de retrou-
ver ce qui lui avait été enseigné en Géométrie. De ses
méditations devait sortir le Traité des propriétés projec-
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tives des figures, riche d’idées originales, publié & Paris
en 1822. La géométrie projective était devenue une doc-
trine autonome.

L’idée directrice de Poncelet réside dans I’emploi de
deux opérations : la projection et la section.

Imaginons une figure plane F formée de points et de
droites et projetons-la d’un point S n’appartenant pas au
plan de la figure. Nous obtenons ainsi une nouvelle figure
F’ formée de droites et de plans passant par S. Les pro-
priétés de position, ou propriétés descriptives, ou encore
comme Poncelet les appelle, les propriétés projectives de
la figure I' donneront naissance & des propriétés projec-
tives de la figure F’. Coupons maintenant la figure ¥’ par
un plan ne passant pas par S. Nous obtenons une troisiéme
figure F#, formée de points et de droites, dont les pro-
priétés projectives se déduisent de celles de F’ et par con-
séquent de celles de F. Les figures F, I'” sont les sections
d’une méme figure F’. La figure F’ est 1a projection de F
ou de F*.

On peut également imaginer deux figures qui sont les
projections, de deux centres distincts, d’'une méme figure
plane. Les propriétés projectives de I’une .se déduiront
de celles de 1’autre.

Voyons, sur un exemple, comment Poncelet utilisait
ces opérations.

Considérons un quadrilatére ABCD et une transversale
coupant les droites AB et CD en M, M’ ; les droites BC et
AD, en N, N’; les droites AC et BD en P, P’. Proposons-
nous d’établir la relation

MN.MN’ M'N.MN’
MP.MP° MP.MP '

qui n’est autre que la relation d’involution des six points
de Desargues dans le cas ol la conique est formée de
deux droites AC, BD.
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Poncelet projette la figure sur un plan de maniére que
dans la nouvelle figure, les c6tés AB et CD, AD et BC
aient pour homologues des couples de droites paralléles,
le quadrilatére étant donc remplacé par un parallélo-
gramme. Dans celui-ci, la propriété envisagée se démontre
sans peine par la considération de triangles semblables.
La théorie des proportions permet alors de passer facile-
ment & la relation 4 démontrer pour le quadrilatére
ABCD.

On voit donc que Poncelet employait les projections
et les sections de maniére & remplacer une figure générale
par une figure particuliére sur laquelle la relation & établir
était aisée & démontrer.

Poncelet a également introduit dans sen ouvrage la
théorie de I’homologie dans le plan et dans l’espace.
Soient dans un plan, S un point et s une droite passant
ou non par ce point. Aux points A, B, ... faisons cor-
respondre des points A’, B’, ... tels que les droites AA’,
BB/, ... passent par S et que les droites AB, ... et A’B, ...
se coupent sur s. Cette correspondance s’appelle homolo-
gie ; S est le centre et s I’axe d’homologie.

Dans ’espace, une homologie fait correspondre a des
points A, B, ..., des points A’, B/, ... tels que les droites
AA’, BB/, ... passent par un point fixe S (centre d’homo-
logie) et que les droites AB, ... et A’B’, ... se coupent dans
un plan appelé plan d’homologie.

La théorie de I’homologie se rattache directement aux
opérations de projections et de sections. Considérons deux
figures planes F, F’ qui soient les sections, par des plans
distincts, d’une méme figure formée de droites et de plans
passant par un méme point. Projetons les figures F, F’
d’un point quelconque sur un méme plan. Les figures
obtenues dans celui-ci sont homologiques et toutes les
figures homologiques peuvent d’ailleurs étre obtenues
par ce procédé,
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83. Le principe de continuité, — Deux coniques d’un
méme plan se rencontrent en quatre points et, comme
nous ’avons vu, la géométrie analytique permet de don-
ner une portée générale A cet énoncé en introduisant les
points imaginaires.

Soient A, B, G, D les quatre points communs & deux
coniques v, ¥’ et supposons tout d’abord ces quatre points
réels. Parmi les coniques passant par ces quatre points,
se trouve une conique dégénérée, formée des droites AB,
CD. Laissons les points A, B et la conique y fixes, et fai-
sons varier d’une maniére continue la conique y’. Pour
certaines positions de celle-ci, les points C, D sont imagi-
naires, c’est-a-dire que les deux coniques ¥, ¥’ n’ont plus
que deux points réels en commun. Mais la droite CD con-
tinue A exister en tant que droite réelle. Poncelet appelle
cette droite corde idéale commune aux deux courbes v, Y’.
Certajpes propriétés subsistent lorsque la corde CD
devient idéale. Ainsi, les diamétres conjugués A la direc-
tion CD dans les coniques vy, ¥’ se coupent en un méme
point de CD, que cette corde soit idéale ou non.

Imaginons une figure plane I’ formée de points, de
droites et de courbes et supposons que la figure F se dé-
place en se déformant d’une maniére continue. Suppo-
sons que pour une position I/ de la figure, certains de ses
éléments soient devenus imaginaires. Une propriété de la
figure F qui n’intéresse pas ces éléments, mais qui peut
avoir été établie en utilisant ces éléments, subsistera dans
la figure F’. C’est en cela que consiste le principe de con-
tinuité de Poncelet, bien que celui-ci ne I’ait pas énoncé
d’une maniére explicite dans son Traité.

Sous cette forme trés générale, le principe peut évi-
demment conduire & des résultats inexacts.

La critique moderne a déterminé le champ d’applica-
tion du principe de continuité ; on peut dire qu’il n’est
valable que dans les cas ou les propriétés envisagées se
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traduisent, en géométrie analytique, par des relations
algébriques. Il ne semble pas possible, comme a voulu le
faire Poncelet, de I’introduire en Géométrie sans le secours
de I’Algébre.

I1 est bon de remarquer que la considération des élé-
ments imaginaires en Géométrie, méme dans des raison-
nements d’apparence purement géométrique, était fami-
lidre & Monge et & Carnot. Ainsi, pour établir les proprié-
tés de la conjuguée d’une droite par rapport & une qua-
drique, Monge suppose que l’on peut mener par cette
droite deux plans tangents & la quadrique. On sait que
ces plans ne sont pas toujours réels. Le procédé de Monge
revenait donc 4 mettre sur le méme pied les éléments
réels et imaginaires, chose courante aujourd’hui dans la
géométrie algébrique.

34. Le principe de dualité, — Considérons dans un plan
une conique I'. A un point P de son plan faisons corres-
pondre sa polaire p par rapport & I'. Cette droite peut
étre construite, que les tangentes menées par P a4 I'
soient réelles ou imaginaires. Menons en effet par P deux
droites a, b coupant la conique I' respectivement en des
points A et A’, B et B’. La polaire p passe par les points
de rencontre des droites AB et A’B’, AB’ et A’B (théo-
réme di & de La Hire).

Cette correspondance entre les points P et les droites p
du plan jouit d’une propriété importante. Si p est la
polaire d’un point P, la polaire d’un point P’ de p passe
par le pdle P de p. Il en résulte que si un point décrit
une droite, sa polaire passe constamment par le pdle de
cette droite. C’est ce que ’on appelle la propriété réci-
proque des pdles et polaires.

La polarité par rapport & une conique fait correspon-
pondre :

1. A un point P une droite p;
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2. Aux points d’une droite p’, les droites passant par
un point P’

3. A un point P d’une droite p’ une droite p passant
par un point P’ dont la droite p’ est I’homologue.

Imaginons que nous ayons établi une propriété d’une
figure F formée de points et de droites et soit F’ la figure
que I’on obtient en remplagant les points et les droites de
F par leurs polaires et leurs pdles par rapport & une coni-
que donnée. Obtiendra-t-on une propriété de la figure F”
en changeant, dans I’énoncé concernant la figure F, les
mots « point » et « droite » respectivement par les mots
«droite » et « point » ? Pas nécessairement ; pour qu’il en
soit ainsi, il faut que la propriété envisagée ne fasse pas
intervenir de notions métriques (mesures de segments
et d’angles) ; en d’autres termes, il faut qu’elle soit une
propriété de position ou propriété projective.

Nous pouvons donc énoncer avec Poncelet le principe

suivant, appelé principe de dualité dans le plan.
" A toute propriété de position du plan en correspond une
autre dont l’énoncé s’obtient en remplagant dans U’énoncé de
la premiére les mots « point » et « droite » respectivement par
les mots «droite » et « point ».

Et cette propriété n’a plus besoin d’étre démontrée,
elle ’est implicitement par le fait qu’elle est la transfor-
mée de la premiére dans une polarité par rapport a une
conique.

L’utilisation de la polarité par rapport & une conique
pour obtenir de nouvelles propriétés géométriques était
familiére & Monge et A ses él¢ves. Poncelet I’a systémati-
quement utilisée et Michel Chasles (1793-1880) lui a
donné une grande extension.

Remarquons que 1’énoncé du principe de dualité ne fait
pas intervenir la troisiéme propriété de la polarité par
rapport 4 une conique. D’autre part, on peut imaginer
d’autres procédés permettant de faire correspondre a



LA GEOMETRIE PROJECTIVE 75

tout point une droite de maniére qu’aux points d’une
droite correspondent les droites passant par un point. I1
semble donc que le principe de dualité soit indépendant
de la polarité par rapport & une conique. Il en est bien
ainsi et le développement ultérieur de la géométrie a
permis de préciser ce point.

Le principe de dualité s’étend naturellement & 1’espace
et il a eu lui aussi pour origine la polarité par rapport &
une quadrique, polarité étudiée par Monge et son Ecole.
Bornons-nous 4 1’énoncer.

A toute propriété de position de espace en correspond
une seconde dont l’énoncé s’obtient en remplagant dans
Uénoncé de la premiére les mots « point » et « plan ».respec-
tivement par les mots « plan » et « point ».

Le mot droite ne doit pas étre changé, mais il est &
peine besoin de dire que ’expression « droite passant par
deux points » doit étre remplacée par l’expression
« droite intersection de deux plans ».

35. Les éléments & Pinfini, — Comme nous I’avons fait
remarquer, la notion de point 4 I’infini remonte 4 Desar-
gues. Pour ce géométre, une série de droites paralléles
était analogue 4 une série de droites concourantes, le
point de concours étant & I'infini. Mais c’est Poncelet qui
remarqua que I’ensemble des points & I’infini devait étre
considéré comme une droite.

Ces notions peuvent étre introduites rigoureusement
en géométrie de la maniére suivante :

Limitons-nous en premier lieu au plan. Convenons de
dire que deux droites paralléles ont méme direction. Nous
pouvons alors-énoncer les propriétés :

Deuz points déterminent une drotte.

Un point et une direction déterminent une droite (c’est-
a-dire, par un point on peut mener une droite paralléle
4 une droite donnée).
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Appelons point proprement dit ou en abrégé point
propre un point au sens ordinaire du mot et point impro-
prement dit, en abrégé point impropre, ou point 4 I’in:
fini, I’expression direction d’une droite. Les deux énoncés
précédents peuvent se réunir en un seul :

Deuz points, dont l'un au moins est propre, déterminent
une droite.

I1 y a encore, dans cet énoncé, un cas d’exception.
Nous pouvons le faire disparaitre en convenant d’appeler
droite impropre ou droite & I'infini du plan I’ensemble
des points impropres des différentes droites. Nous pou-
vons alors énoncer que .

Deux points déterminent une droite.

Par ces conventions, nous avons défini ce que ’on
appelle le plan projectif. 11 différe du plan de la géométrie
élémentaire par l’adjonction d’une droite fictive : la
droite impropre et de points fictifs, les points impropres,
appartenant A cette droite.

L’extension & ’espace va de soi. On conviendra en pre-
mier lieu de dire que deux plans paralléles ont méme
orientation, que deux droites paralléles ont méme direc-
tion et que si une droite est paralléle & un plan, sa direc-
tion appartient & D’orientation de ce plan. Nous avons
alors les énoncés suivants :

Trois points déterminent un plan.

Deuz points et une direction déterminent un plan (c’est-
3-dire qu’il existe un plan passant par deux points et
paralltle & une droite, évidemment distincte de la droite
joignant les deux points).

Un point et deuz directions déterminent un plan (c’est-
a-dire qu’il existe un plan passant par un point et paral-
l¢le & deux droites).

Si nous convenons d’appeler point impropre la direc-
tion d’une droite, droite impropre l'orientation d’un
plan ; enfin si nous convenons d’appeler plan impropre



LA GEOMETRIE PROJECTIVE 77

I’ensemble des points et des droites impropres, nous
n’aurons plus qu’un seul énoncé :

Trois points déterminent un plan.

L’adjonction des éléments 1mpropres 4 Pespace de la
géométrie élémentaire donne V'espace projectif.

Dans ce qui précéde, les expressions impropres et a
Dinfini sont synonymes ; nous les utiliserons indistincte-
ment.

36. Le rapport anharmonique. — Considérons quatre
points (propres) A, B, G, D situés sur une droite. L’ex-
pression
AC  BC

(A,B,C,D) = D ' BD

s’appelle rapport anharmonique ou birapport des points
A, B,C,D.

On peut déja trouver trace de cette notion dans Pappus,
mais c’est Chasles et Moebius (1790-1868) qui en ont
montré ’importance. en géométrie projective. De plus,
ces géomeétres ont étendu cette notion aux systémes de
quatre droites passant par un point et de quatre plans
passant par une droite.

Si quatre droites a, b, ¢, d passent par un méme point
(propre), le rapport anharmonique de ces quatre droites
a pour expression
sin (ac) _ sin (bc)

(a,b,¢,d) = m sin (bd)

(ac), (ad), ... représentant respectivement les angles for-
més par les droites a et ¢, a et d, ....

Si quatre plans a, B, v, 8 passent par une méme droite
(propre), le rapport anharmonique de ces quatre plans
est

__sin (ay) _ sin (By),
(@, B, %, 8) = G aa) * im (88)
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(oey), («3), ... représentant les angles diédres faits respec-
tivement par les plans x et y, a et 3, ....

Reprenons les quatre droites a, b, ¢, d passant par un
point S et coupons-les par une droite s ne passant pas par
S.SiA, B, G, D sont les points de rencontre, on voit immé-
diatement que I’on a

(A,B,G,D) = (a, b, ¢, d).

En effet, on a

sin (ac) _ sin (as) sin (ad) _ sin (as)
AC ~ sC AD =~ “SD

sin (bc) _ sin (bs) sin (bd) _ sin (sb)'
BGC  Sc¢ BD  SD

Nous pouvons donc dire que la section des droites a, b,
¢, d par une sécante s donne quatre points dont le rap-
port anharmonique est égal & celui des quatre droites ; ou
encore que si l’on projette quatre points A, B, G, D d’un
point S, on obtient quatre droites dont le rapport anhar-
monique est égal & celui des quatre points.

On démontre tout aussi simplement que si les quatre
plans «, B, v, 3 sont coupés par une droite en quatre points
A, B, G, D ou par un plan suivant quatre droites a, b, ¢, d,
on a

(2,8, Y,8) = (A, B,C,D) = (a, b, ¢, d).

Ajoutons encore aux définitions précédentes les sui-
vantes :

Le rapport anharmonique de quatre droites ou de
quatre plans paralléles est égal au rapport anharmonique
des quatre points ol ces droites ou plans sont coupés par
une sécante.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme sui-
vant, qui montre I’importance du rapport anharmonique
en géométrie projective.
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Les rapports anharmoniques de quatre points d’une droite
(propre) ou de quatre droites passant par un point (propre ou
impropre), ou de quatre plans passant par une droite (propre
ou impropre), sont égauz lorsque Uon peut passer de l’une
de ces figures & une autre par un nombre fini de projections
et de sections.

On pourrait encore dire que le rapport anharmonique est
uninvariant vis-a-vis des opérations de projection et de section.

87. Valeurs du rapport anharmonique de quatre points.
— Reprenons les quatre points A, B, C, D situés sur une
droite. La valeur du rapport anharmonique de ces quatre
points dépend de Pordre dans lequel on les range. Or,
quatre points peuvent étre rangés de vingt-quatre ma-
ni¢res différentes et il peut sembler résulter a priori que
quatre points donnent autant de rapports anharmoni-
ques. Cependant, ce nombre se réduit A six.

Observons en effet que 1’on a

AC BC_BD AD_CA DA_DB CB

AD'BD BC ‘AC CB'DB A CA

=]

c’est-a-dire
(A,B,G, D)= (B,A,D, C)=(G,D,A, B)=(D,(, B, A).
En d’autres termes, le rapport anharmonique de quatre
points ne change pas si I’on échange entre eux simulta-
nément les deux premiers et les deux derniers points, ou
sil’on échangeles deux premiers et les deux derniers points.
Cela étant, si nous posons
« = (A, B,G, D),
nous aurons

(A,BD.C)=7+ (ACB,D)=1—a, (ACD,B)="—

(4,0,8,0 =221 (a,0,¢B)=

& .
—1
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Ce sont les six valeurs des rapports anharmoniques que
I’on peut former avec quatre points.

Avant d’aller plus loin, remarquons que si les quatre
points A, B, G, D sont distincts, le nombre « ne peut
prendre les valeurs 0, 1 et est d’autre part toujours fini.

Les six valeurs du rapport anharmonique sont en géné-
ral distinctes, mais pour certaines positions particuliéres
des points A, B, C, D, certaines de ces valeurs peuvent
étre égales.

Si 'on peut intervertir entre eux les deux premiers
points, ou les deux derniers, c’est-3-dire sil’on a

(4,B,C,D) = (A,B,D,C),

on a « = — 1. On dit alors que le rapport est karmo-
nique, ou que le quaterne ABCD est harmonique, ou
encore que les points G, D partagent harmoniquement le
couple AB. Les six valeurs du rapport anharmonique se
réduisent alors & trois,

(4,B,C,D)=—1, (A,C,B,D)=2, (4,C,D,B)=3

Le rapport harmonique se rencontre comme on sait
dans la théorie des poles et polaires par rapport i une
conique ; il a été utilisé notamment par de La Hire.

11 existe encore un autre cas ol les six valeurs du rap-
port anharmonique ne sont pas distinctes, c’est celui oi
« est racine de I’équation

al—a-t+1=0.
Les six valeurs se réduisent alors & deux qui sont préci-
sément les deux racines (imaginaires) de I’équation précé-

dente. Le rapport est dans ce cas appelé rapport équian-
harmonique et les quatre points ne peuvent étre tous réels.

38. Les formes fondamentales de la géométrie projec-
tive. — Les opérations de projection et de section utilisées
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en géométrie projective ont mis en évidence le rdle jousé
par certaines figures : on projette d’un point ou d’une
droite, on coupe par une droite ou par un plan. De 14 sont
nées les six formes de la géométrie projective. Ce sont :

1. La ponciuelle, ou ensemble des points d’une droite.

2. Le faisceau de rayons, ensemble des droites (ou
rayons) passant par un point et situées dans un plan.

3. Le faisceau de plans, ensemble des plans passant par
une droite.

4. Le plan, ensemble des points et des droites d’un plan.

5. La gerbe, que les géomeétres italiens appellent étoile
(stella), ensemble des droites et des plans passant par un
point.

6. L’espace, considéré comme ensemble de ses points et
de ses plans.

Il importe de remarquer que ces définitions sont don-
nées dans ’espace projectif, c’est-a-dire que certains des
éléments qui interviennent dans les définitions peuvent
étre impropres. Ainsi, la droite qui supporte une ponc-
tuelle peut étre impropre (et la ponctuelle est alors I’en-
semble des directions des droites d’un plan); le point
commun a toutes les droites d’un faisceau peut &tre
impropre et on a un faisceau de droites paralléles; le
roint commun aux droites et aux plans d’une gerbe, point
appelé sommet de la gerbe, peut également étre impropre
et la gerbe est I’ensemble des droites et des plans paral-
léles & une droite.

On remarquera immédiatement que 1’on ne peut pas
toujours passer d’une forme 3 une autre par projection et
par section. Lorsque cela est possible, on dit que les deux
formes sont de méme espéce. D’une maniére précise, les
trois premiéres formes sont appelées formes de pre-
miére espéce; les quatriéme et cinquiéme, formes de
seconde espéce ; la derniére, forme de troisiéme espéce.
On voit par exemple que la projection d’une ponctuelle

GODEAUX, — Les Géométries. 6
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d’un point (extérieur au support) est un faisceau de
rayons ; la projection d’un plan d’un point (extérieur) est
une gerbe ; la section d’un faisceau de plans par un plan
(n’appartenant pas au faisceau) est un faisceau de
rayons, etc.

89. La projectivité entre deux formes. — Desargues ét
Pascal passaient d’un cercle vy situé dans un plan «
une conique y’ située dans un plan «’ en projetant y sur
o’ & partir d’un point S n’appartenant ni 4 « ni 4 «’. En
somme, ils projetaient le plan « du point S et coupaient
la gerbe de sommet S par le plan «’.

De La Hire et Le Poivre ont été conduits & supposer le
cercle y et la conique y’ dans un méme plan. Comme nous
I’avons déja remarqué, si I’on projette le plan «’ d’un
point 8’ n’appartenant ni & « ni & &’ sur le plan «, on
retrouve la méthode de ces géométres. Desargues et
Pascal considéraient une correspondance entre deux plans
distincts, de La Hire et Le Poivre une correspondance
entre deux plans confondus (deux plans ayant méme
support). Les correspondances considérées par les géo-
métres précédents sont des cas particuliers des projecti-
vités telles que les ont envisagées Poncelet et ses suc-
cesseurs.

Poncelet dit que deux formes de premiére espéce sont
projectives si I’on peut passer de ’'une & I’autre par un
nombre fini de projections et de sections ; la correspon-
dance entre les formes est appelée projectivité.

En particulier, deux formes de premiére espéce sont
perspectives si I'une est la projection ou la section de
I’autre, ou si les deux formes sont sections ou projections
d’une méme forme. La correspondance entre les formes
est alors appelée perspectivité.

Sil’on veut étendre la définition de Poncelet aux formes
de seconde espéce, on dira que deux de ces formes sont
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projectives lorsque I’on peut passer de 1’'une a I’autre par
un nombre fini de projections et de sections. Mais cette
définition est trop restreinte.

Adoptons-la provisoirement et soient «, «” deux plans
projectifs. A un point de « correspond un point de o',
aux points d’une droite de a« correspondent les points
d’une droite de « ; par conséquent a une droite de a cor-
respond une droite de &’ et si un point de o appartient a
une droite de «,le point homologue de «” appartient a la
droite homologue.

Mais la polarité par rapport & une conique et plus
généralement le principe de dualité dans le plan ont
montré qu’il existe d’autres correspondances analogues,
ou a un point correspond une droite et & une droite un
point. I1 n’est pas possible de faire rentrer de telles corres-
pondances dans la définition de Poncelet. 11 a donc fallu
modifier profondément celle-ci et la remplacer par la
suivante :

Deux plans sont projectifs lorsque

1. A un élément (point ou droite) de I’un correspond un
élément de 1’autre ;

2. Aux éléments d’une forme de premiére espéce de I'un
correspondent les éléments d’une forme de premiére
espéce de i’autre.

Et la définition de la projectivité de deux gerbes, ou
d’un plan et d’une gerbe, est analogue.

La nouvelle définition de la projectivité entre deux
plans, beaucoup plus large que la précédente, comprend
les deux cas dont il a été question plus haut, mais elle
entraine un autre inconvénient. Dans deux plans projec-
tifs, deux formes de premiére espéce homologues sont pro-

jectives ; la définition de Poncelet de la projectivité entre
deux formes de premiére espéce ne pouvait suffire pour
démontrer cette propriété. Nous allons voir comment
cette définition a pu étre modifiée.
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40. Projectivités entre deux formes de premiére espéce. —
Considérons deux formes de premiére espéce, par exem-
ple, pour fixer les idées, deux ponctuelles r, »’, projec-
tives au sens de Poncelet. On peut donc passer de r a r’
par un nombre fini de projections et de sections. Par
conséquent, si A, B, G, D sont quatre points distincts
de r et A’, B/, G/, D’ leurs points homologues sur 7/, les
rapports anharmoniques des quatre premiers points et
des quatre derniers sont égaux,

(A,B,C,D) = (A%, B, C’, D’).

On pourrait donc penser 4 définir la projectivité entre
deux ponctuelles en disant que c’est une correspondance
biunivoque entre les points des deux ponctuelles qui con-
servent les rapports anharmoniques. Mais cette définition
ne peut convenir, car le rapport anharmonique de quatre
points d’une ponctuelle
n’est défini que si la
droite support de la ponc-
tuelle est propre et si les
quatre points sont pro-
pres.

\ La difficulté a pu étre

A DB~ C levée par la rer;r)larque

Fi1GURE 14. qu'un quaterne harmo-

nique d’éléments d’une

forme de premiére espéce peut étre défini graphiquement
dans tous les cas.

Considérons trois points A, B, C d’une ponctuelle r et
menons par ces points trois droites AL, BL, CM ne pas-
sant pas par un méme point (fig. 14). Joignons le point B
au point de rencontre M de AL et CM, le point A au point
P ou BL rencontre CM, enfin le point L au point N ol
BM et AP se coupent. La droite LN rencontre r en un
point DD et le quaterne ABCD est harmonique.
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Dans le triangle ALB coupé par la transversale CM,
nous avons en effet, d’aprés le théoréme de Ménélais,
LM AC BP
am B - th
D’autre part, en appliquant le théoréme de Ceva au
méme triangle, nous avons

d’ou, par division membre & membre,
(A, B,C,D) =—1.

On en conclut en particulier que la position du point D
ne dépend pas du choix des droites AL, BL, CM.

Cette définition du quaterne harmonique est appli-
cable 4 tous les cas. Si par cxemple la ponctuelle est
propre et le point A impropre, il suffit de mener les
droites AL, AP paralléles & r. Si la ponctuelle r est
impropre, le quadrilatére LMNP est un parallélogramme,
LM et NP d’une part, MN et LP d’autre part étant
paralléles.

Des procédés analogues permettent de construire dans
tous les cas un quaterne harmonique de droites d’un
faisceau, ou de plans d’un faisceau.

Cela étant, deur formes de premiére espéce sont dites pro-
Jectives s’il existe entre ces formes une correspondance
biunivoque telle qu'a tout quaterne harmonique d’éléments
de l'une corresponde un quaterne harmonique d’éléments de
Dautre.

C’est la définition adoptée par von Staudt (1798-1867).
11 reste & prouver qu’une projectivité. entre deux formes
de premiére espéce est complétement déterminée par trois
couples d’éléments homologues ; c’est le théoréme fonda-
mental de von Staudt; nous y reviendrons au chapitre
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suivant. Bornons-nous pour I’instant & prouver que, ce
théoréme étant admis, deux formes projectives de pre-
miére espéce peuvent se déduire I’'une de I’autre par un
nombre fini de projections et de sections.

Observons en premier lieu que 1’on peut toujours sup-
poser que les deux formes envisagées sont des ponctuelles
portées par des droites ne se rencontrant pas. On peut
en effet toujours remplacer une forme de premiére espéce
quelconque par une ponctuelle au moyen d’un nombre
fini de projections et de sections, et ces opérations conser-
vant les quaternes harmoniques,
sont des projectivités au sens de
von Staudt.

Ceci posé, soient r, r’ deux ponc-
tuelles projectives, dont les sup-
ports sont deux droites gauches de
I’espace (fig. 15). Soient A, B, C,
trois points de r et A’, B’, C’ leurs

FicurE 15. homologues sur r’ dans une pro-

] jectivité. Menons les droites AA’,

BB’, CC’; elles ne se rencontrent pas deux 4 deux. Par

un point P de AA’, passe une droite p s’appuyant sur

‘BB’ et CC’. Les plans passant par p découpent, sur les
droites r, ’, la projectivité envisagée.

On voit donc qu’en adoptant la définition de von
Staudt, on retrouve comme propriété celle de Poncelet.

41. Projectivités entre deux formes de seconde espéce.
— Considérons deux formes de seconde espéce et, pour
fixer les idées, supposons que ce soient deux plans p, p’.
Les éléments de p, p’ sont leurs points et leurs droites.

Les plans p, p’ sont dits projectifs si

1. A un élément de p correspond un élément de o’ ;

2. Aux éléments d’une forme de premiére espéce de p cor-
respondent les éléments d’une forme de premiére espéce de p’,
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Si I’on spécifie la nature des éléments envisagés, deux
cas peuvent se présenter :

A. A un point de p correspond un point de p’ et aux
points d’une ponctuelle de p correspondent les points
d’une ponctuelle de p’. Les plans p, p’ sont alors appelés
homographiques et I'opération qui permet de passer de
I’'un & lautre est appelée komographie ou collinéation.

B. A un point de p correspond une droite de p” et aux
points d’une ponctuelle
de p correspondent les L
droites d’un faisceau de
rayons de p’. Les plans p, M P
e’ sont dits réciproques
et lopération qui fait,
passer de I'un & l’autre 7; D\ ‘\B
est appelée réciprocité ou

(@]

corrélation. %
En se basant sur cette
définition, on établit sans M p’

peine que deux formes

homologues de premiére

espéce sont projectives. AT o' BY 1%
Bornons-nous 4 le mon- Ficure 16

trer dans le cas de deux :

plans homographiques, la démonstration se transportant
immédiatement aux autres cas.

Considérons dans le plan p une ponctuelle r et un qua-
terne harmonique ABCD sur cette ponctuelle (fig. 16).
Construisons le quadrangle LMNP dont deux cotés op-
posés LM, NP passent par A, deux autres cotés opposés
LP, MN par B, le c6té MP par C et par conséquent le
dernier c6té LN par D.

Soient 7" la ponctuelle de p” qui correspond & r, A’, B,
C’, D’ les points homologues de A, B, C, D. Aux points
L, M, N, P correspondent des points L’, M’, N’, P,




88 LES GEOMETRIES

Puisque la droite LM passe par A, la droite homologue
L’M’ passe par A’. De méme, NP’ passe par A’, L'P’
et M’N’ passent par B’, M’P’ par C’ et L’N’ par D’. Donc,
le quaterne A’B’C’D’ est harmonique. Entre les ponc-
tuelles r, r’, nous avons une correspondance biunivoque
conservant les quaternés harmoniques, c’est par consé-
quent une projectivité.

42. Projectivités dans une forme de troisiéme espéce. —
Les éléments de I’espace sont ses points et ses plans. Une
projectivité de Uespace sera définie par les conditions sui-
vantes :

1. A un élément de l’espace correspond un élément de
Vespace.

2. Aux éléments d’une forme de seconde espéce corres-
pondent les éléments d’une forme de seconde espéce.

Si 'on distingue la nature des éléments, on obtient
deux cas :

L’komographie ou collinéation, qui fait correspondre
4 un point un point et aux points d’un plan, les points
d’un plan.

La réciprocité ou corrélation, qui fait correspondre A
un point un plan et aux points d’un plan les plans d’une
gerbe.

Dans une projectivité de I’espace, aux éléments d’une
forme de premiére espéce correspondent les éléments
d’une forme de premiére espéce et cette propriété pour-
rait d’ailleurs remplacer la seconde condition dans la
définition des projectivités.

11 est d’autre part immédiat que deux formes homo-
logues, de premiére ou de seconde espéce, sont projec-
tives.

On remarquera que dans la définition des projectivités
de I’espace, la droife n’est pas intervenue en tant qu’élé-
ment. La raison de ce fait est que si trois plans déter-
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minent un point et trois points un plan, par contre il y
a deux droites s’appuyant sur quatre droites données.
La notion de projectivité, qui repose sur celle de corres-
pondance biunivoque, ne pouvait donc intervenir ici.
Observons d’ailleurs que dans toute projectivité de l’es-
pace, & une droite correspond une droite, mais les droites
sont ici considérées comme supports de ponctuelles ou
comme axes de faisceaux de plans.

43. La génération projective des coniques. — Considé-
rons un cercle y et six points A,
B,C, D, 8,8’ de ce cercle (fig.17). S R
Projetons les points A, B, C, D S
respectivement de S, S8’; nous
obtenons ainsi deux quaternes
de droites dont les rapports

——

anharmoniques sont égaux, puis- N A
que calculés au moyen d’angles
L C
égaux.
Projetons le plan & du cercle y Figure 17.

sur un plan «, a partir d’un

point O. Au cercle y correspond dans &, une conique ¥y,,
aux points S, §’, A, B, C, D correspondent respective-
ment des points S,, 83, A;, By, Gy, D,. Puisque les rapports
anharmoniques sont conservés par projection et par
section, on a

(8:A1, 8By, 8,Cy, 8,Dy) = (S{A4, 8{B,, 8{Cy, 8{Dy).

Cette.propriété est évidemment vraie quels que soient
les points S;, Sjet on obtient donc ce théoréme. Les
quatre droites joignant les points d’une conique i quatre
points fixes de celle-ci ont un rapport anharmonique
constant. Par conséquent, une conique est le lieu des
points d’oui quatre points sont vus sous un rapport anhar-
monique constant.
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Cette propriété peut encore étre transformée. Soit I’
une conique, soient S, 8’ deux de ses points. A une droite
a passant par S, faisons correspondre la droite a' passant
par S’ et par 16 second point de rencontre A de aavecT".
Nous avons ainsi établi une correspondance biunivoque
entre les faisceaux de rayons de sommets S, S’. Gette cor-
respondance est d’ailleurs une projectivité, car si nous
considérons quatre droites a, b, ¢, d passant par S et for-
mant un quaterne harmonique, les droites homologues a’,
b’, ¢’, d’ passant par S’ forment également un quaterne
harmonique. Par conséquent, les droites projetant les
points d’une conique de deux points de celle-ci engen-
drent deux faisceaux projectifs.

Pouvons-nous définir, en géométrie projective, une
conique comme le lieu des points communs aux rayons
homologues de deux faisceaux projectifs situés dans un
méme plan ? Il y a une remarque & faire au préalable.

Si de deux points S, S’ nous projetons les points d’une
ponctuelle r ne passant ni par S, ni par 8, nous obtenons
deux faisceaux projectifs, mais cette projectivité est
particuliére, car & la droite S8’ du premier faisceau cor-
respond la méme droite dans le second faisceau. Suivant
la dénomination de Poncelet, d’ailleurs toujours usitée"
aujourd’hui, les deux faisceaux sont perspectifs. On dé-
montre d’ailleurs que deux faisceaux sont perspectifs
lorsqu’ils sont projectifs et que la droite qui leur est com-
mune est sa propre homologue. Cela étant, on définira
une conique, en géométrie projective, de la maniére sui-
vante :

On appelle conique P’ensemble des points communs aux
droites homologues de deux faisceaux projectifs, non pers-
pectifs, situés dans un méme plan.

Au rayon SS’ du premier faisceau correspond dans le
second une droite s’, ne passant pas par S et qui est, par
définition, la tangente en S’ & la conique T,
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Le développement de la théorie des coniques basée
sur la définition précédente se fera en montrant que la
courbe peut &tre engendrée de la méme maniére en rem-
plagant les points S, 8’ par deux quelconques de ses
points.

11 y a lieu ensuite de considérer ’ensemble des droites
joignant les points homologues de deux ponctuelles pro-
jectives situées dans un méme plan, ces deux ponctuelles
n’étant pas perspectives (c’est-a-dire telles que leur point
commun ne soit pas son propre homologue). Cet ensemble
est appelé conique-enveloppe et on démontre qu’il est
constitué par les tangentes & une conique lieu de points.

44. La définition des coniques suivant von Staudt. —
Le géométre von Staudt a préféré batir la théorie des
coniques en partant d’une autre définition, basée sur la
polarité construite a priori.

Considérons une réciprocité Q entre deux plans super-
posés p, p’. A un point P de p, Q fait correspondre une
droite p’ de p’. Considérons cette droite comme appar-
tenant & p; Q lui fait correspondre un point P’. 11 est
facile de voir que le point P’ correspond & P dans une
homographie, car si P décrit une ponctuelle, p’ décrit
un faisceau et P’ décrit 4 son tour une ponctuelle. Cette
homographie est associée & la réciprocité Q. Lorsqu’elle
se réduit a Dl’identité, c’est-a-dire lorsque P’ coincide
toujours avec P, la réciprocité Q est appelée polarité.
La droite p” homologue de P est la polaire de ce point et
P est le pdle de p’.

On démontre que la condition nécessaire et suffisante
pour qu’une réciprocité soit une polarité est I’existence
d’un triangle tel qu’a chacun des sommets, la réciprocité
fasse correspondre le c6té opposé.

Cela étant, von Staudt appelle conique-lieu ’ensemble
des poinis qui appartiennent & leurs polaires ; conique-
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enveloppe, ’ensemble des droites qui contiennent leurs
poles.

Cette définition a V’avantage d’introduire simultané-
ment les coniques comme lieux de leurs points et enve-
loppes de leurs tangentes. C’est celle que nous avons
adoptée dans nos Legons de Géométrie projective.

45. Extensions & Pespace. — Reprenons la définition
de la conique comme lieu des points communs aux rayons
homologues de deux faisceaux projectifs. Comment éten-
dre cette définition & I’espace et quelles sont les figures
qui seront obtenues ?

Considérons deux gerbes de sommets S, S’, projec-
tives. Nous auroms & considérer deux cas suivant que
la projectivité est une homographie ou une réciprocité.

Si les gerbes S, 8’ sont homographiques, 4 une droite
passant par S correspond une droite passant par S’ et
aux droites passant par S et situées dans un plan, cor-
respondent des droites passant par S’ et situées dans un
plan. A un plan passant par S correspond donc un plan
passant par §’.

Ceci posé, nous pouvons considérer deux lieux géomsé-
triques :

10 Le lieu K des points M tels que les droites SM, S'M
soient homologues dans I’homographie. Ce lieu K est une
courbe rencontrée en trois points au plus par tout plan de
Pespace et est appelée cubique gauche.

2. Le lieu des droites communes aux couples de plans
homologues des deux gerbes. On démontre que c’est
P’ensemble des droites s’appuyant en deux points sur la
courbe K.

Au sujet de la courbe K, il y a une remarque intéres-
sante 4 faire. Revenons pour un instant & la génération
des coniques au moyen de deux faisceaux projectifs de
droites et remarquons que le lieu des points communs
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aux rayons de deux faisceaux perspectifs de centres S, S,
est formé de la droite SS’ et d’une droite r, section com-
mune des deux faisceaux. L’ensemble de ces deux droites,
S8’, r peut étre considéré comme une conique dégénérée.
En partant de cette observation, on peut se proposer de
rechercher les dégénérescences de la cubique gauche K.

Trois cas sont & considérer :

a. La droite S8’ est sa propre homologue. Il y a alors
en général deux plans passant par S8’ qui sont leurs pro-
pres homologues. Le lieu K est formé de la droite S8’ et
de deux droites s’appuyant sur SS’ et qui peuvent d’ail-
leurs étre confondues.

b. La droite SS’ n’est pas sa propre homologue, mais
il existe un plan passant par cette droite et qui est son
propre homologue. Le lieu K est formé d’une conique
appartenant & ce plan et d’une droite extérieure au plan
mais qui rencontre la conique en un point.

¢. Les gerbes de sommets S, 8’ sont perspectives, c’est-
A-dire sont les projections d’un méme plan ¢. Le lieu K
est constitué par ce plan et la droite SS’. On trouve donc
ici un plan comme cas particulier d’une courbe.

La courbe K ne sera une cubique gauche proprement
dite que si aucun élément commun aux gerbes S, 8’ n’est
son propre homologue dans I’homographie liant ces deux
gerbes.

Supposons maintenant que les deux gerbes S, S’ soient
réciproques. A une droite passant par S correspond un
plan passant par 8’; aux droites passant par S et situées
dans un plan, correspondent des plans passant par une
droite contenant S’.

11y a actuellement un seul lieu géométrique & considé-
rer, le lieu Q des points communs aux droites d’une des
gerbes et aux plans homologues de ’autre.

Si M est un point de ce lieu, & la droite SM correspond
un plan u’ passant par M (et par 8’). Aux plans passant
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par SM correspondent les droites passant par 8’ et situées
dans le plan p’. En particulier, la droite S’M est I’homo-
logue d’un certain plan p. passant par SM. Ceci montre
que les deux gerbes jouent des réles symétriques dans la
définition du lieu Q.

Le lieu géométrique Q est une surface du second ordre
ou quadrique, dont I’étude se poursuit d’une maniére
analogue & celle des coniques.

La définition des coniques de von Staudt pourrait
également étre étendue & I’espace et donnerait les qua-
driques. Mais on ne pourrait obtenir la cubique gauche
par ce procédé.

46. La génération projective des courbes. — La simpli-
cité de la génération projective des coniques devait con-
duire les géomeétres a chercher des générations analogues
pour les courbes d’ordres supérieurs. Ce fut I'ceuvre de
Michel Chasles, de Moebius, de Steiner (1796-1863), et
des géométres de leur époque.

11 nous faut tout d’abord faire une remarque. La géo-
métrie projective des coniques et des quadriques peut
étre développée en se bornant aux éléments (points,
plans, droites) réels et méme, comme on le verra au cha-
pitre suivant, sans faire appel aux notions de mesure de
segments et d’angles. Dans les recherches sur les courbes
d’ordres supérieurs, on ne fait en général aucune distinc-
tion entre les éléments réels et imaginaires. Les maté-
riaux sont en fait fournis par la géométrie analytique;
seule, la maniére de raisonner est empruntée 4 la géomé-
trie projective.

Une courbe d’ordre n est I’ensemble des points réels
ou imaginaires dont les coordonnées satisfont & une équa-
tion

F(z,y) =0,

ou F(z, y) est un polynome entier et rationnel en z, y, de
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degré n. Une telle courbe est rencontrée en n points réels
ou imaginaires par toute droite du plan (qui ne fait natu-
rellement pas partie de la courbe si celle-ci est dégénérée).
Réciproquement, si une courbe algébrique est rencon-
trée en n points par toute droite du plan, cette courbe
est d’ordre -n.

Ceci établi, on appelle faisceau de courbes d’ordre n
I’ensemble des courbes passant par I’intersection de deux
d’entre elles. Si

Fl(zy y) =0, F.(z, y)=0

sont les équations de ces deux courbes, toute courbe du
faisceau sera représentée par une équation de la forme.

Fy(z, y) + \Fs(z, y) = 0.

Par un point du plan qui n’appartient pas a toutes les
courbes du faisceau passe une et une seule courbe de
celui-ci.

Considérons deux faisceaux de courbes

Fy(z, y) 4+ AFy(z,y) =0, Di(z, y) + pPs(z,y) =0, (1)

respectivement d’ordres m, n. Ces deux faisceaux sont
dits projectifs s’il existe entre leurs éléments une corres-
pondance représentée par ’équation

Adg+BA+Cu+D=o0. @)

Cette correspondance est biunivoque et, lorsque les
faisceaux considérés sont des faisceaux de droites
{m = n = 1), ’équation (2) est la traduction analytique
d’une projectivité entre ces faisceaux.

Le lieu des points communs aux courbes homologues
des faisceaux projectifs (1) est la résultante de I’élimi-
nation des paramétres A, p entre les équations (1) et (2),
c’est-a-dire

AF,®, — BF,&, — CF,®, + DFy®, = 0.
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Celieu est donc une courbe d’ordre m -+ n, passant par
les points communs A toutes les courbes de chacun des
faisceaux (1) et en général irréductible.

Dans ce qui précéde, nous avons écrit les équations des
courbes considérées; il convient de remarquer qu’en
général, les géometres laissaient ces équations sous-enten-
dues.

Bornons-nous maintenant au cas le plus simple, celui
de la génération des cubiques planes (m + n = 3).

Considérons un faisceau de coniques, ensemble des
coniques passant par quatre points A, B, C, D, et un
faisceau de droites de sommet F. Supposons ces faisceaux
projectifs. Le lieu des points communs aux coniques et
aux droites homologues est une cubique plane I'. Pour
le démontrer sans faire usage des équations, on peut
raisonner de la maniére suivante :

Il existe une conique du faisceau passant par le point
F ; cette conique a comme homologue une droite passant
par F et par conséquent ce point appartient 4 1a courbe I'.
D’autre part, une droite quelconque passant par F est
coupée en deux points de la courbe I' par la conique
homologue. Il en résulte que la courbe I' est rencontrée
en trois points par une droite passant par F et est donc
une cubique (courbe du troisi¢éme ordre).

On remarquera que ce raisonnement suppose implici-
tement que le lieu étudié I' est algébrique.

Une cubique plane est déterminée par neuf de ses
points. Ces points étant donnés, comment construire le
faisceau de coniques et le faisceau de droites générateurs
de la courbe ? Voici la solution donnée par Chasles 4 cette
question.

Soient A,, A,, ..., A, les neuf points donnés. Considé-
rons le faisceau formé par les coniques passant par les
quatre premiers de ces points. Il s’agit de déterminer un
point B et une projectivité entre le faisceau de coniques
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et le faisceau de droites de sommet B de maniére & en-
gendrer la cubique déterminée par les neuf points donnés.

Le rapport anharmonique des quatre coniques passant
par A,, A,, A,, A, et respectivement par les points Ay,
A, A;, Ay doit étre égal au rapport anharmonique des
quatre droites BA;, BA,, BA,;, BA,. Ce rapport anhar-
monique est connu ; soit « sa valeur. Le point B se trouve
sur le lieu des points d’ou les quatre points Ay, Aq, Ay, Ay
sont vus sous le rapport anharmonique «, c’est-a-dire
sur une onique y passant par ces quatre points. En repre-
nant le méme raisonnement pour les points Ag, Ay, Ag, A,,
nous trouverons une seconde conique ¥’ passant par ces
points et par B.

Deux cas peuvent se présenter :

1. Les coniques vy, ¥’ sont distinctes. Elles ont en com-
mun quatre points dont trois, A,, As, A, sont connus, le
quatriéme étant B qui est donc déterminé. Une fois le
point B déterminé, la projectivité entre le faisceau de
coniques et le faisceau de sommet B est déterminée,
puisque-l’on connait des éléments homologues en nom-
bre suffisant.

2. Les coniques ¥, ¥’ sont confondues. Le point B est
indéterminé et il y a donc une infinité de cubiques pas-
sant par les neuf points donnés. En d’autres termes, ces
neuf points sont communs & deux cubiques et par consé-
quent A toutes les cubiques du faisceau qu’elles déter-
minent.

Les cubiques passant par huit points forment un fais-
ceau et passant par un neuviéme point qui est donc com-
plétement déterminé par les huit premiers. Dans le cas
ou les coniques y, Y’ sont confondues, le point A, doit
donc é&tre déterminé par A,, A,, ..., Ag. Nous savons déja
que le point A, est situé sur la conique y, complétement
déterminée par A,, A,, ..., Ay, et qui passe par les quatre
derniers de ces points. Reprenons le raisonnement en

GODEAUX. — Les Glométries. 7
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partant du faisceau formé par les coniques passant par
les points A,, As, Ay, A ; nous obtenons une conique y”
passant par A;, A,, A,, Aget qui doit contenir A,. Ce der-
nier point forme, avec A, A,;, Ag, Dintersection des
coniques y, Y” et est donc déterminé.

Cet exemple montre le genre de recherches auxquelles
se livraient Chasles et les géometres contemporains. Des
recherches analogues, concernant la génération des sur-
faces, ont fait I’objet des préoccupations des géomeétres
pendant une bonne partie du xixe siécle.

47. Le principe de correspondance de Chasles. — Les
recherches dont il vient d’étre question ont conduit
Chasles & considérer des correspondances entre les points
d’une droite généralisant les projectivités.

Considérons une droite r et supposons qu’elle soit le
support de deux ponctuelles dont nous désignerons les
points respectivement par X, Y. Si ces ponctuelles sont
projectives, & un point X correspond un point Y et inver-
sement. Choisissons un point O sur r et orientons cette
droite. Désignons par z ’abscisse OX de X et par y celle
OY de Y. La projectivité est représentée par la relation

azy + bx + cy +d =0.

On supposera que ad — be est différent de zéro, de
maniére que quand X varie, Y varie également.

On appelle point uni un point X qui coincide avec son
homologue Y. Les points unis sont donc donnés par
I’équation

ar*+ (b+e)x+d=0;

il y en a donc deux, en général distincts.

Chasles a considéré plus généralement entre les points
X, Y une correspondance algébrique telle qu’a un point X
correspondent n points Y et & un point Y, m points X.
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C’est ce qu’il appelle une correspondance (m, n). Une telle
correspondance est. représentée par une équation

flz, y) =0, (1)

ou f est un polynome de degré m en z et de degré n en y.
Les points unis de la correspondance sont donnés par

/(‘% .2:) =0,

équation en général de degré m + nenz.

Considérons dans un plan deux axes Oz, Oy ; I’équa-
tion (1) représente dans ce plan une courbe C, d’ordre
m -+ n, passant n fois par le point & I’infini de I’axe des
et m fois par le point a I’infini de ’axe des y. Les points
unis de la correspondance correspondent aux points de
rencontre de la courbe C avec la bissectrice z = y des
axes ; ils sont donc au nombre de m + n, & moins que
la droite z = y ne fasse partie de la courbe.

Ce dernier cas se présentera évidemment si la droite
z = y rencontre la courbe C en plus de m + n points et
le polynome f(z, y) sera alors divisible par £ — y.

Ceci établi, le principe de Chasles s’énonce :

Une correspondance (m, n) entre les points d’une droite
posséde m + n points unis, ou en posséde une infinité. Ce
dernier cas se présente sil’on connait plus de m -+ n points
unis.

Voici deux applications du principe de correspondance
de Chasles :

Soient en premier lieu un faisceau = de courbes planes
d’ordre m et un faisceau I’ de courbes planes d’ordre r,
liés par une projectivité. Cherchons I’ordre de la courbe G
lieu des points communs aux courbes homolngues des
deux faisceaux.

Considérons une droite r. Par un point X de r passe
une courbe de X, la courbe homologue de X’ coupe r en
n points Y. Inversement, par un point Y passe une
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courbe de Z’ et la courbe homologue de = coupe r en
m points X. Les points X, Y sont donc liés par une cor-
respondance (m, n). 11 est clair que tout point du lieu C
appartenant a r est un point uni de cette correspondance
et réciproquement. Par conséquent, la courbe C est d’or-
dre m + n, comme nous I’avions déja reconnu au para-
graphe précédent.

La seconde application nous conduira & un théoréme
dd A Poncelet.

Commencgons par observer que ce que nous avons dit
des correspondances entre les points d’une droite peut
étre répété pour les correspondances entre les points
d’une conique. Considérons en effet une correspondance
algébrique (m, n) entre les points d’une conique C. Soient
R ur point de C et » une droite ne passant pas par R.
Projetons la conique C du point R sur la droite r; & un

. point M de C correspond sur r le point M’ ol1 la droite RM
coupe r; inversement, & un point M’ de r correspond le
point M ou la droite RM’ coupe une seconde fois C. En
particulier, au point R correspond le point d’intersec-
tion de r avec la tangente en R & la conique C.

Aux points X, Y correspondent sur r des points X',
Y’, liés par une correspondance (m, n). A un point uni de
sette correspondance correspond sur C un point uni de
la correspondance entre les points X, Y, et inversement.
Par suite, 1a correspondance entre les points X, Y pos-
séde m + n points unis ou elle en posséde une infinité.

Cela étant, proposons-nous de rechercher’le nombre de
triangles inscrits dans une conique C et circonscrits a
une conique C’.

Par un point X de C, menons une tangente & C’ ; parle
second point de rencontre A de cette droite avec C, me-
nons la seconde tangente & C’; par le second point de
rencontre de cette droite avec C, menons encore la seconde
tangente d C’ et soit Y son second point de rencontre
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avec C. Comme par le point X passent deux tangentes &
C’, & ce point X correspondent deux points Y. Inverse-
ment, & un point Y correspondent deux points X.

Les points X, Y sont donc liés par une correspondance
(2,2) et il y a quatre points unis, c’est-a-dire, semble-t-il,
quatre triangles répondant & la question. Nous allons
montrer que ces solutions sont impropres.

I1 y a quatre tangentes communes aux coniques C, C’.
Soient p une de ces tangentes, P son point de contact
avec G, p’ la seconde tangente & G’ menée par P, P’ son
second point de rencontre avec la conique C. Répétons
la construction précédente en supposant que le point X
coincide avec P’ et la tangente menée 4 C’ par X avec p’.
Les points A et B coincident avec P et le point Y avec P/,
c’est-a-dire avec X.

Les quatre points unis de la correspondance four-
nissent donc des solutions impropres (triangles dégéné-
rés). Par conséquent, il n’existe pas en général de trian-
gles inscrits dans une conique et circonscrits & une seconde
conique.

Considérons un triangle LMN, une conique C circons-
crite & ce triangle et une conique inscrite C’. Si nous
reprenons la correspondance entre les points X, Y de la
éonique C définie plus haut, nous trouverons, outre les
quatre points unis déjd menlionnés, trois nouveaux
points unis L, M, N. La correspondance ayant plus de
quatre points unis, en posséde une infinité. Nous obte-
nons ainsi le théoréme de Poncelet :

8’il existe un triangle inscrit dans une conigue et circons-
crit @ une autre conique, il en existe une infinité satisfai-
sant aux mémes conditions.

48. Remarque. — Comme nous I’avons fait remarquer
A plusieurs reprises, dans les raisonnements employés
par Chasles, Steiner et en général par les géomeétres qui
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se sont occupés des courbes et surfaces algébriques, la
forme est géométrique, mais I’algébre est sous-entendue.
Sans doute, les méthodes employées se sont révélées
particuliérement fécondes, elles ont permis d’aborder des
questions 14 ol la mise en équations eut été laborieuse si
pas impossible. Mais il importe de vérifier & chaque ins-
tant si’on ne quitte pas le domaine de I’algébre. L’exem-
ple suivant, emprunté & un article de M. Hadamard?!,
fera comprendre le danger de négliger cette précaution.
Considérons dans un plan deux droites imaginaires
conjuguées.
(a4 ia")z + (b + ib')y =0,
(a—ia’)x 4 (b—ib')y =0,

passant par ’origine O. Si P est un point de la droite (1),
son imaginaire conjugué P’ appartient & la droite (2).
Les points P et P’ sont donc liés par une correspondance
biunivoque. Le point O, commun aux droites, étant réel,
est son propre homologue dans cette correspondance ;
celle-ci est donc une perspectivité et les droites PP’ pas-
sent par un point fixe A. Mais une droite réelle du plan
rencontre les droites (1) et (2) en des points imaginaires
conjugusés, donc toutes les droites réelles du plan passent
par le point A.

L’absurdité de cette conclusion provient de ce que nous
avons considéré la correspondance entre les points P, P’
comme une projectivité, alors que cette correspondance
n’est pas analytique.

1. L'Enseignement scientifique, 25 décembre 1983,



CHAPITRE IV

LES PRINCIPES DE LA GEOMETRIE

49. Le postulat d’Euclide de Proclus & Legendre, —
Comme ‘nous I’avons vu, Euclide avait introduit dans
sa Géométrie plusieurs postulats dont 1’'un, celui des
paralleles, a été plus spécialement appelé postulatum
d’Euclide. 11 a donné lieu & de nombreuses recherches
qui ont eu, sur le développement de la géométrie et, peut-
on dire, sur ’ensemble des Mathématiques, une mfluence
considérable.

Avant de passer rapidement ces recherches en revue,
rappelons la définition des paralléles et I’énoncé du pos-
tulat d’Euclide.

Aprés avoir admis comme postulat qu’une droite peut
étre prolongée indéfiniment, Euclide appelle paralltles
deux droites qui, prolongées indéfiniment, ne se rencon-
trent jamais. Le cinquiéme postulat, ou postulat d’Eu-
clide, est ensuite énoncé sous la forme suivante : Si une
droite, qui en coupe deux autres, forme avec celles-ci, du
méme c6té, des angles internes dont la somme est moindre
que deux droits, les deux derniéres droites, prolongées s’il
le faut, se coupent du cété ol la somme des angles est infé-
rieure & deux droits.
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En s’appuyant sur ce postulat, Euclide déduit les pro-
priétés suivantes :

a. Par un point, on ne peut mener qu’une paralléle a
une droite donnée.

b. La somme des angles d’un triangle est égale & deux
droits.

¢c. Il existe des figures semblables & une figure donnée.

Les géometres ont tout d’abord cherché & éliminer le
postulat d’Euclide en le démontrant sans introduire un
nouveau postulat. La stérilité de ces recherches ont peu
4 peu conduit 4 I’idée qu’il pouvait exister des géométries,
logiquement possibles, ot I'unicité de la paralléle menée
par un point & une droite et par suite le postulat d’Eu-
clide, ne seraient pas admis.

Le géométre grec Proclus (410-485), auquel on doit
des commentaires sur les éléments d’Euclide, semble étre
le premier qui chercha & démontrer le postulat. On ren-
contre ensuite des tentatives du géométre persan Nasir-
Eddin (1201-1274).

Cataldi, aux environs de 1600, et plus tard Giordano
Vitale (1633-1711) ont tenté de démontrer le postulat
en considérant le lieu des points équidistants d’une
droite donnée, et d’un méme cdté de la droite, lieu qu’ils
admettaient implicitement étre une droite.

Wallis (1616-1703) a montré que le postulatum d’Eu-
clide peut étre démontré si ’on admet l’existence d’un
triangle semblable 4 un triangle donné, et de grandeur
arbitraire.

L’ceuvre du jésuite italien Gerolamo Saccheri (1667-
1733) ouvre une voie nouvelle. Saccheri considére un
quadrilatére ABCD dont les cétés AD, BC sont égaux
et perpendiculaires & l1a base AB. Il distingue trois hypo-
theéses suivant que les angles en C et D sont tous deux
droits, ou tous deux aigus, ou tous deux obtus. Dans le
oremier cas, la somme des angles d’un triangle vaut deux
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droits et 1’on en déduit le postulat d’Euclide. Dans le
second cas, la somme des angles d’un triangle est infé-
rieure A deux droits ; dans le troisiéme, cette somme est
supérieure 4 deux droits. Mais cette derniére conclusion
est-en contradiction avec le fait qu’une droite peut étre
prolongée indéfiniment.

Saccheri ajoute une remarque importante. Si, pour
un seul triangle, la somme des angles est égale 4 deux
droits, il en est de méme pour tous les triangles.

11 semble que ce soit Saccheri qui eut, le premier, la
conception d’une géométrie, développée suivant les
régles de la logique, ol la somme des angles d’un triangle
soit inférieure 4 deux droits.

Apreés lui, le géomeétre suisse Lambert (1728-1777)
considére un quadrilatére dont trois angles sont droits et
examine les cas ou le quatriéme angle est droit, aigu ou
obtus. Il parvient aux mémes conclusions que Saccheri.

Les géométres frangais Lagrange (1736-1813), Laplace
(1749-1827), Legendre (1752-1833), Carnot (1753-1823),
Fourier (1768-1830) se sont également occupés du postu-
lat d’Euclide. Les travaux de Legendre sur cet objet sont
particuliérement importants.

Legendre démontre notamment, sans utiliser le postu-
latum d’Euclide, que la somme des angles d’un triangle
est inférieure ou égale & deux droits. Nous reproduirons
sa démonstration ; elle nous permettra de faire une obser-
vation importante.

Considérons un triangle ABC et supposons que la
somme de ses angles soit égale & 2dr - ¢ (fig. 18). Joi-
gnons A au milieu H de BC et prolongeons cette droite
d’une longueur HD égale & AH.

Les tmam;lg AHC, DHB sont égaux et par conséquent
les angles CAH et H HDB sont égaux, de méme que les
angles ACH et HBD. On en conclut que la somme des
angles du triangle ABD est aussi égale 3 2dr 4 q,
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NN T
L’un des angles DAB, ADB est au plus égal & la moi-

tié de ’angle BAC. Supposons que ce soit 1’angle D/ATS
Soit K le milieu de la droite BD ; prolongeons la droite AK
d’une longueur KE = AK. La somme des angles du

triangle ABE est égale &4 24r 4 g et I’'un des angles fA\B,
AEB est au plus égal & la moitié de I’angle m, c’est-
a-dire au quart de I’angle BAD.

Si c’est ’angle ADB qui est au plus égal & la moitié

C D 4

A B

FIGURE 18.

de ’angle T;A\C', nous joindrons le milieu K’ de AB au
point D et nous prolongerons cette droite d’une lon-
gueur K’E’ = DK’. La somme des angles du triangle

BDE’ vaut 24 + g et 'un des angles BDE’, BE'D est

—

au plus égal au quart de I’angle BAC.
En continuant cette construction, on voit qu’aprés
n opérations, on parviendra & un triangle dont la somme
des angles vaut 24r 4 a et dont I'un des angles est au

plus égal & (15)" BAC.
Choisissons n assez grand pour avoir
1\ —~
(-2-> BAC < a.

Le dernier triangle obtenu aura deux angles dont la
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somme sera supérieure 4 2dr, ce qui est absurde. On voit
donc que la somme des angles d’un triangle est au plus
égale a deux droits.

Dans cette démonstration, Legendre admet impli-
citement qu’une droite peut étre prolongée indéfini-
ment ; dans la suite des triangles qu’il construit, les
cdtés opposés & ’angle B deviennent en effet de plus
en plus grands. On peut donc conclure de la démons-
tration de Legendre que le postulat formulé par Euclide
«une droite peut éire prolongée indéfiniment » entraine
comme conséquence que la somme des angles d’un triangle
est au plus égale & deuz droits.

50. La géoméfrie Iobatchefskienne. — Le géométre
russe Lobatchefsky (1793-1856) a édifié, sous le nom
de pangéoméirie ou de géométrie imaginaire, une géo-
métrie qui porte aujourd’hui son nom et dans laquelle il
admet Pexisténce de plusieurs paralléles menées par un
point & une droite, dans un plan. En réalité, cette géo-
métrie s’était également pré-
sentée 4 Gauss (1777-1856),
qui I’appelait géométrie anti-
euclidienne ou non-eucli-
dienne, & Schweikart (1780- A D B
1857), & Taurinus (1794-1874),
et, un peu plus tard, &
J. Bolyai (1802-1860).

Considérons une droite AB et un point C n’apparte-
nant pas i cette droite (fig. 19). Parmi les droites passant
par C dans le plan ABC, Lobatchefsky distingue les
droites qui rencontrent la droite AB, qu’il appelle les
sécantes, et les droites qui ne rencontrent pas la droite
AB, qu’il appelle les non-sécantes.

L’ensemble des sécantes est séparé de I’ensemble des
non-sécantes par deux droites a, b, symétriques par rap-

a>—°<b

Ficure 19.
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port & la perpendiculaire CD abaissée de C sur AB. Les
droites a, b sont appelées les paralléles menées par C &
la droite AB.

L’angle aigu fait par chacune des droites a, b avec la
perpendiculaire CD est appelé angle de parallélisme. C’est
une fonction =(a) de la distance a de C 4 la droite AB.
Lorsque a tend vers zéro, I’angle w(a) tend vers un droit
et lorsque a croit au dela de toute limite, w(a) tend vers
zéro.

Par le point D, on peut mener deux paralléles 3 cha-
cune des droites a, b ; 'une de ces paralléles est dans cha-
que cas la droite AB.

Deux droites, paralléles & une méme troisitme, sont
paralléles entre elles.

La somme des angles d’un triangle est toujours infé-
rieure 4 deux droits. .

En géométrie euclidienne, les faisceaux de droites
peuvent se ranger en deux catégories : les faisceaux de
droites concourantes (faisceaux propres) et les faisceaux
de droites paralléles (faisceaux impropres'. En Géomé-
trie lobatchefskienne, il y a une troisiéme catégorie, celle
des faisceaux formés de droites perpendiculaires & une
méme droite. La considération de ces trois catégories de
faisceaux conduit & trois catégories de courbes analogues
aux cercles de la géométrie classique.

Considérons trois points A, B, C et désignons respec-
tivement par a, b, ¢, les perpendiculaires élevées au milieu
des segments BC, CA, AB aux droites portant ces seg-
ments.

En géométrie classique, les droites a, b, ¢ ou bien con-
courent en un méme point, ou bien sont paralltles. Dans
le premier cas, les points A, B, C appartiennent au cercle
dont le centre est le point de concours des droites et le
rayon OA ; dans le second, les points A. B, C sont en
ligne droite.
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Plagons-nous en géométrie lobatchefskienne. Les
droites a, b, ¢ concourent en un méme point O, ou sont
paralléles, ou sont perpendiculaires & une méme droite m.

Dans le premier cas, les points A, B, C sont également
distants du point O et appartiennent 4 la courbe lieu des
points situés & la distance OA du point O. Cette courbe
est appelée cercle ou endocycle.

Dans le second cas, les points A, B, C appartiennent a
une courbe dont Lobatchefsky a montré Dexistence,
appelée horicycle, et qui posséde la propriété suivante :
La perpendiculaire élevée au milieu d’une corde quel-
conque de cette courbe est paralléle & une droite fixe.

Dans le troisiéme cas, les points A, B, C sont situés &
égales distances de la droite m et appartiennent a la
courle lieu des points situés & une distance constante de
la droite. Cette courbe est appelée hypercycle ou exocycle.

51. Le modéle de la géométrie lobatchefskienne de
Poincaré. — Dans ses mémorables recherches sur les
fonctions fuchsiennes, Henri Poincaré (1854-1912) a été
conduit & une géo-
métrie qui se raméne, M
moyennant un chan-
gement de nota-
tions, 4 la géométrie

lobatchefskienne 1.

L’illu§tre géomé- A B A B =
tre considére la par-
tie du plan située Ficure 20.

d’un c6té d’une

droite donnée z’z et, dans cette partie du plan, les demi-

circonférences ayant leurs centres sur la droite z’z (fig. 20).
Envisageons une de ces demi-circonférences AMB et

1. Voir le tome II des GZuvres de Henri Poincaré. Paris, 1916,
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un point C qui ne lui appartient pas. Par C passent deux
demi-circonférences ACA’, BCB’ rencontrant AMB sur
la droite z’z. Les demi-circonférences passant par C
peuvent se ranger en deux catégories : celles qui rencon-
trent AMB et celles qui ne rencontrent pas AMB. Ces
deux catégories sont séparées par les demi-circonfé-
rences ACA’, BCB’.

Cela étant, Poincaré remarque que si ’on convient
d’appeler droite les demi-circonférences dont il est ques-
tion, et droites paralltles deux demi-circonférences se

rencontrant en un point

y M de la droite z’z, on ob-

N tient précisément la géo-

métrie lobatchefskienne.

Pour achever cette
- construction, Poincaré
x A0 B @ dctinit 1a distance de
deux points, la longueur
d’une courbe et laire
d’une surface.

Indiquons en quoi consiste la distance de deux points.
Rapportons la figure & deux axes rectangulaires Oz, Oy
dont le premier coincide avec la droite z’x (fig. 21). La
quantité imaginaire

Ficurg 21.

z=z+ iy

sera représentée par le point de coordonnées z, y, point
appelé affize de z. Soient, dans le demi-plan situé au-
dessus de I’axe Oz, M et N les affixes de deux nombres
complexes m, n. Par les points M, N passe une demi-cir-
conférence dont le centre est sur Oz, c’est-a-dire une
droite lobatchefskienne. Cette demi-circonférence coupe
Oz en deux points A, B dont nous désignerons par a, b
les abscisses. La distance des points M, N est par défini-
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tion le logarithme népérien du rapport anharmonique
des quantités m, n, a, b, c’est-a-dire que
m—a n—a

distance MN = log.m i

Poincaré ajoute que cette remarque lui a rendu de
grands services dans ses recherches. La portée en est
considérable. En effet, par ce procédé, la géométrie
lobatchefskienne se trouve ramenée & un chapitre de
géométrie euclidienne. Par conséquent, les développe-
ments de géométrie lobatchefskienne ne peuvent, pas
plus que ceux de géométrie euclidienne, conduire & des
contradictions.

52. La géométrie riemannienne, — Awu sujet du pos-
tulat d’Euclide, trois hypothéses peuvent étre faites a
priort.

Etant donnés dans un plan une droite a et un point A
ne lui appartenant pas,

1. On peut mener par A une et une seule droite ne
rencontrant pas a (Euclide).

2. On peut mener par A une infinité de droites ne
rencontrant pas a (Lobatchefsky).

3. On ne peut mener aucune droite passant par A et
ne rencontrant pas a.

Mais comme nous I’avons vu, sil’on admet que la droite
peut étre prolongée indéfiniment, cette derniére hypo-
thése doit étre rejetée. En d’autres termes, si I’on admet
la troisiéme hypothése, on est conduit & admettre en
méme temps que la droite a une longueur finie. C’est ce
qua fait Riemann (1826-1866).

Dans la géométrie riemannienne, la notion de paral-
leles n’existe pas et la droite a une longueur finie, c’est
en quelque sorte une courbe fermée. La somme des angles
d’un triangle est toujours supérieure & deux droits.
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On peut donner une forme concréte 4 la géométrie
riemannienne en interprétant convenablement la géo-
métrie euclidienne de la gerbe.

Considérons 1’ensemble des droites et des plans pas-
sant par un point donné O et convenons d’interpréter cet
ensemble comme un plan idéal au moyen du «diction-
naire » suivant :

Gerbe de centre O, Plan idéal.
Droite passant par O, Point.

" Plan passant par O, Droite.
Angle de deux droites, Distance de deux points.
Angle diédre, Angle de deux droites.
Triédre, Triangle.

Dans ce plan idéal, la somme des angles d’un triangle
est supérieure & deux droits, puisque la somme des diédres
d’un triedre posséde cette propriété.

Les plans passant par O et perpendiculaires 4 un plan
passant également par O, ont en commun la perpendicu-
laire en O & ce dernier plan. Cette propriété montre que
dans la géométrie de Riemann, les perpendiculaires a
une droite passent par un méme point.

La construction précédente montre la possibilité logique
de la géométrie riemannienne. On est assuré que le déve-
loppement de cette géométrie ne conduira pas & des con-
tradictions puisque, par un changement de notations, elle
se raméne & la géométrie euclidienne. Mais cela ne prouve
nullement la possibilité «physique » de la géométrie
riemannienne.

53. Les postulats de la géoméfrie euclidienne. — Les
recherches sur les principes de la géométrie et la cons-
truction des géométries non-euclidiennes ont conduit a
I’analyse logique de la géométrie euclidienne et & 1’énu-
mération des postulats sur lesquels elle est basée. Ce
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fut, 4 la fin du siécle dernier, ’ceuvre de géométres parmi
lesquels il convient de citer H. Poincaré, D. Hilbert,
F. Enriques.

Dans ses Grundlagen der Geometrie (Leipzig, 1899),
D. Hilbert a énuméré les postulats de la géométrie eueli-
dienne et les a répartis en cinq groupes correspondant
aux notions d’association, de distribution, de parallé-
lismey d’égalité et de continuité.

Concevons, dit Hilbert, trois sortes d’étres : Les étres
de la premiére sorte seront appelés points, ceux de la
seconde sorte, droites, ceux de la troisiéme, plans. Entre
ces étres existent certaines relations qui se traduisent
par les postulats de la géométrie.

Axiomes d'association. — 1. Deux points distincts
déterminent toujours une droite.

II. Deux points distincts d’une droite déterminent
cette droite et sur toute droite, il y a au moins deux
points.

I11. Trois points non situés sur une droite déterminent
toujours un plan.
~ IV. Trois points quelconques d’un plan, non situés
sur une méme droite, déterminent ce plan.

V. Lorsque deux points d’une droite sont situés dans
un plan, il en est de méme de tout point de cette droite.

VI. Lorsque deux plans ont un point en commun, ils
en ont au moins un second.

VII. Dans tout plan, il y a au moins trois points non
situés sur la méme droite et dans ’espace, il y a au moins
quatre points nen situés dans un méme plan.

Axiomes de.distribution. — I. Si A, B, G sont trois
points en ligne droite, et si B est situé entre A et C, il I’est
aussi entre C et A.

II. Si A et C sont deux points d’une droite, il y a au
moins un point B de cette droite situé entre A et C, et
un point D de cette droite tel que C soit situé entre A et D.

GODEAUX. — Les Géométries. 8
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II1. De trois points d’une droite, il y en a toujours un
et un seul situé entre les deux autres.

IV. Quatre points quelconques A, B, C, D d’une droite
peuvent toujours étre distribués de maniére que B soit
situé entre A et C et aussi entre A et D, et que C soit
situé entre A et D et aussi entre B et D.

V. Soient A, B, C trois points non situés sur une méme
droite et @ une droite du plan ABC, ne passant par aucun
des points A, B, C. Si la droite a passe par un point du
segment AB, elle passera toujours ou bien par un point
du segment AC, ou bien par un point du segment BC.

Axiome des paralléles. — I. Dans un plan, par un
point A pris en dehors d’une droite a, on peut toujours
mener une droite et une seule qui ne coupe pas a ; cette
droite est appelée la paralléle & a menée par A.

Axiomes d’égalité (ou de congruence). —1.Si ABest
un segment de droite et A’ un point d’une droite a’, on
peut toujours trouver sur a’, d’un méme c6té de A’, un
et un seul point B’ tel que le segment A’B’ soit congruent
(égal) au segment AB. Tout segment est congruent a lui-
mémer

Le segment AB est toujours congruent au segment BA.

II. Deux segments congruents & un méme troisiéme,
sont congruents.

II1. Soient A, B, C trois points d’une droite a tels que
les segments AB et BC n’aient que I’extrémité B en com-
mun ; A’, B’, ¢’ trois points d’une droite a’ présentant
la méme disposition. Si AB, A’B’ sont congruents, si BG
et B’C’ sont congruents, alors AC et A’C’ sont toujours
congruents.

IV. Soit dans un plan « un angle (k, k) déterminé par
deux demi-droites &, k et dans un plan «’ une droite a’.
Choisissons sur a’ un point O’ et une demi-droite #’. Il
est toujours possible de déterminer dans le plan «’, d’un
cOté déterminé de la droite a’, une et une seule demij-
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droite k’, passant par O’, telle que ’angle (&', k") soit
congruent a I’angle (h, k).

Tout angle est congruent & lui-méme.

L’angle (k, k) est toujours congruent a ’angle (k, k).

V. Deux angles congruents & un méme troisiéme sont
congruents. )

VI. Si dans deux triangles ABC, A’B’C’, les segments
AB, AC sont respectivement congruents aux segments
A’B’, A’C’ et si les angles BAC, B’A’C’ sont congruents,
alors les angles ABG, ACB sont respectivement congruents
aux angles A’B’C’, A’C'B’.

Axiome de continuité ou postulat d’Archiméde. —
1. Soient sur une droite deux points A, B et un point A,
situé entre A et B. Construisons des points A,, A, ... tels
que A, soit situé entre A et A,, A, entre A; et A,, ... et tels
en outre que les segments AA,, A;A,, A A,, ... soient
congruents. Alors, il existera un certain point Ay tel que
B soit situé entre A et A.

A cet axiome, Hilbert a ajouté axiome d’intégriié :
Au systéme de points, de droites et de plans, il est impos-

-sible d’adjoindre d’autres étres de maniére que le sys-
téme ainsi généralisé forme une nouvelle géométrie ou
les axiomes précédents sont tous vérifiés.

Le second groupe d’axiomes permet d’orienter les
droites et de parler de demi-droites au moment ou il est
question des angles. Quant & la congruence, elle n’est
autre que 1’égalité par superposition, celle précisément
que considérait Euclide (axiome VII).

54. Compatibilité et indépendance des postulats. — 11
n’est évidemment pas toujours possible de construire
une géométrie en établissant, entre les points, les droites
et les plans, un certain nombre de relations choisies arbi-
trairement comme postulats. I1 faut que ces postulats
soient compatibles, c’est-a-dire que le développement
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logique de cette géométrie ne conduise pas A des contra-
dictions.

Aprés avoir énuméré les postulats de la géométrie
euclidienne, Hilbert a pris soin de démontrer qu’ils sont
compatibles. Dans ce but il a construit une géomsétrie
analytique ol tous ces postulats sont vérifiés.

D’un autre cdté, aprés avoir établi que les postulats
d’une géométrie sont compatibles, il faut encore établir
qu’ils sont indépendants, c’est-a-dire qu’aucun d’eux ne
peut se déduire des autres. Pour atteindre ce but, on
construit des géométries ot tous les postulats sont véri-
fiés, sauf 1’'un d’eux. C’est ainsi que pour démontrer par
exemple que le postulat d’Archiméde n’est pas une con-
séquence des postulats précédents, Hilbert a construit
une géométrie non archimédienne, ol ce dernier postulat
n’est pas vérifié. Il avait d’ailleurs été précédé dans cette
voie par Veronese (1854-1917).

I1 peut cependant exister une certaine dépendance
entre les postulats d’une géométrie, en ce sens que cer-
tains d’entre eux ne peuvent étre modifiés sans que d’au-
tres le soient nécessairement. Ainsi, on ne peut nier le
postulat d’Euclide en admettant qu’il n’existe pas de
paralléles, sans laisser tomber le postulat sur la possi-
bilité de prolonger indéfiniment une droite.

Un autre probléme qui se présente & propos des prin--
cipes de la géométrie est le suivant : Une proposition
étant donnée, quels sont les postulats nécessaires pour
fa démontrer ? Un exemple typique, que nous nous
bornerons A signaler sans développements, est celui du
théoréme sur les triangles homologiques de Desargues.

Hilbert a établi que la proposition : Si deuz trian-
gles ABC, A’B‘C’ sont tels que les droites AA’, BB’, CC’
concourent en un méme point, les couples de cbtés opposés
BCetB’C/,CA et C’A’, AB et A’B’ se coupent en trois points
en ligne droite, ne peut étre démontrée en géométrie plane
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que si I'on adopte les postulats de congruence. En d’au-
tres termes, pour démontrer le théoréme de Desargues
sans utiliser les postulats de congruence, il faut utiliser
la géométrie de I’espace. Pour établir ce point, Hilbert
construit une géométrie plane dans laquelle ni les axiomes
de congruence, ni le théoréme de Desargues ne sont vrais.

55. Le postulat d’Archiméde et Ia mesure des segments.
— La mesure des segments consiste dans la possibilité
d’associer 4 tout segment donné un nombre réel (ration-
nel ou irrationnel), complétement déterminé par le seg-
ment. Mais la géométrie, et en particulier la géométrie
analytique, exige également la réciproque, c’est-a-dire
que tout nombre réel soit la mesure d*un segment.

Le postulat d’Archiméde permet d’introduire la pro-
position directe, mais non la réciproque. Pour arriver 4 ce
résultat, il faut introduire un second postulat, par exem-
ple le postulat d’intégrité de Hilbert.

Mais on peut aussi introduire, au lieu du postulat d’in-
tégrité, le postulat de continuité que Georges Cantor
(1845-1918) a énoncé sous la forme suivante :

S’il existe, dans un segment de.droite OM, deux suites
illimitées de segments OA4, OA,, ..., OA], OAj, ... tels que:

1. Les segments OA,, OA,, ... vont en croissant indéfi-
niment ;

2. Les segments OAj, OAj, ... vont en décroissant
indéfiniment ;

3. Les segments AjAf, A,A;, ... vont en décroissant
de telle sorte que l’on peut toujours trouver un nombre n tel
que le segment AxAL soit plus petit qu'un segment donné a
U'avance.

Alors il existe un point X tel que le segment OX soit plus
grand que tout segment de la premiére suite et plus pelit
gue tout segment de la seconde.

Dedekind (1831-1916) a d’autre part énoncé un pos-
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tulat de la continuité auquel on peut donner une forme
géométrique.

Si les points d’un segment de droite OM peuvent se répar-
tir en deux classes telles que

1. Tout point du segment appartient & l'une des classes ;

2. Le point O appartient a la premiére classe et le point M
@ la seconde ;

8. Un point quelconque de la premiére classe appartient
toujours & tout segment d’origine O et dont ’extrémité est
un point de la seconde classe ;

Alors il existe toujours un et un seul point X tel que tous
les points du segment OX appartiennent & la premiére classe
et tous les points du segment XM a la seconde.

On peut démontrer que si Uon admet les postulats de
congruence et celui de Dedekind, on peut en déduire le
postulat d’Archiméde et I’existence d’une correspondance
biunivoque entre les segments d’une droite orientée et les
nombres réels. Par contre, Veronese a prouvé que le pos-
tulat de Cantor ne pouvait, dans les mémes conditions,
suppléer au postulat d’Archimeéde ; ces deux postulats
sont indépendants.

56. Les postulats de la géométrie projective. — Nous
avons déja remarqué que la géométrie projective ne com-
portait que des propositions de position des figures géo-
métriques, c’est-a-dire ne faisant pas intervenir les no-
tions de mesure de segments ou de mesure d’angles. Mais
nous avons aussi observé que la plupart des propositions
de la géométrie projective ont tout d’abord été introduites
en faisant intervenir des relations métriques. Ainsi, la
relation d’involution de Desargues, le quaterne harmo-
nique de points d’une droite ont été introduits en faisant
intervenir des mesures de segments. Ce n’est que plus
tard que I’on a pu se rendre compte de la nature projec-
tive de ces propriétés.
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C’est von Staudt qui a cherché le premier & édifier la
géométrie projective en la-débarrassant de toute notion
métrique. 11 n’y est pas entiérement parvenu, mais ses
successeurs furent plus heureux. On connait aujourd’hui
des systémes de poslutats, reflétant des propriétés intui-
tives de position de I’espace, servant de base aux expo-
sés de la géométrie projective. Nous reproduirons ici celui
qui a été introduit par F. Enriques et qui nous parait le
plus rationnel.

Imaginons trois sortes d’éléments : les points, les
droites et les plans, entre lesquels existent les relations
suivantes :

1. Deux points déterminent une droite & laquelle ils
appartiennent.

11. Trois points n’appartenant pas & une méme droite
déterminent un plan auquel ils appartiennent.

I11. Un point et une droite ne passant pas par ce point
déterminent un plan qui les contient.

IV. Deuxz plans déterminent une droite qui leur appar-
‘tient.

V. Trois plans ne passant pas par une méme droite
déterminent un point qui leur appartient.

VI. Un plan et une droite n’appartenant pas a ce plan
déterminent un point qui leur appartient.

Outre ces six postulats, nous en introduirons trois
autres qui concernent les formes de premiére espéce de
la géométrie projective (ponctuelle, faisceau de rayons,
faisceau de plans). Nous les énoncerons d’abord et les
discuterons ensuite.

Les deux -premiers de ces postulats sont relatifs aux
sens de parcours.

VII, Un élément O étant fizé dans une forme de premiére
espéce, les éléments de cette forme peuvent éire ordonnés de
maniére que O précéde chaque élément. Dans cet ordre,
chaque élément de la forme en précéde toujours un autre et
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entre deux éléments A, B de la forme tels que A précéde B, il
existe toujours quelque élément suivant A et précédant B.

VIII. Dans une forme de premiére espéce, il existe deux
sens de parcours opposés, bien déterminés et si une forme
se déduit d’une autre par projection ou par section, & un
sens de parcours de l’une correspond un sens de parcours
bien déterminé de Uautre.

Le dernier postulat est la traduction projective du pos-
tulat de continuité de Dedekind.

IX. Si AB est un segment d’une forme ordonnée de pre-
miére espéce et si V'on divise ce segment en deux parties
telles que :

1. Chaque élément du segment AB appartienne & lune
des parties ;

2. A appartienne & la premiére partie et B & la seconde ;

3. Un élément quelconque de la premiére partie précéde
un élément quelconque de la seconde ;

Ilexisteun élément C du segment AB (qui peut appartenir
& l’une des parties) tel que chaque élément de AB précédant C
appartienne & la premiére partie, chaque élément suivant C
appartenant & la seconde. )

Sur les neuf postulats qui viennent d’étre énoncés, la
géométrie projective peut étre entiérement construite.

'57. Sens de parcours dans les formes de premiére espéce.
— Une ponctuelle peut étre parcourue par un point dans
deux sens différents. De méme, une droite d’un faisceau
de rayons peut tourner autour du sommet dans deux sens
différents. Un plan d'un faisceau peut parcourir celui-ci
dans deux sens différents. De plus, si deux de ces formes
sont sections ou projections I'une de ’autre, & un sens de
parcours de la premiére correspond un sens de parcours
bien déterminé de la seconde. Ce sont ces propriétés intui-
tives que traduisent les postulats VII et VIII.

I1convient de faire ici une remarque importante. Consi-
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dérons une ponctuelle r et un point R ne lui appartenant
pas (fig. 22). Faisons décrire r par un point M dans un
sens déterminé, par exemple de gauche & droite. La droite
m = RM décrit le faisceau de rayons de centre R dans
un sens déterminé. A un certain moment, le rayon m
occupera la position m, paralléle & r. La droite m conti-
nuant son mouvement dans le méme sens, viendra en-
suite occuper la position m’ et le point M sera en M’, &
gauche du point M dont on est primitivement parti. Les
postulats VII et VIII impliquent que si une ponctuelle
est parcourue dans

un sens déterminé Ry Mo
par un point, celui-

ci revient finale-

ment A son point de M’ M.

départ. En d’autres 7 7 s
’

termes, ces postu- ™ m

lats introduisent les FIGURE 22.

points & Dinfini et
" font de la droite projective une sorte de courbe fermée.

Il en résulte que sil’on prend deux points A, B d’une
ponctuelle, ces points déterminent deux segments pro-
jectifs, qu’un point décrit en passant de A & B suivant les
deux sens de parcours de la ponctuelle.

Un autre concept important que 1’on peut introduire
grace aux postulats VII et VIII concerne les groupes de
quatre éléments d’une forme de premiére espéce. Consi-
dérons par exemple quatre points A, B, C, D d’une ponc-
tuelle se succédant dans un sens de parcours déterminé
de celle-ci. Ces quatre points peuvent se répartir en cou-
ples de trois maniéres : AB et CD, AC et BD, AD et BC.
Dans le premier et le troisiéme cas, chacun des segments
déterminé par les points d’un couple contient les deux
points de I'autre couple ou n’en contient aucun. Dans le
second cas au contraire, chacun des segments déterminé
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par les points d’un couple contient un point de 1’autre
couple. On dit que les couples AB et CD, ou AD et BC ne
se séparent pas, et que les couples AC et BD se séparent.

A deux couples qui se séparent correspondent, par pro-
jection et par section, des couples qui se séparent.

On en déduit que sile quaterne ABCD est harmonique,
c’est-a-dire si C, D séparent harmoniquement AB, les
couples AB, CD se séparent.

58. Correspondances biunivoques. — Considérons deux
formes de premiére espéce, par exemple deux ponc-
tuelles r, r’. Imaginons une correspondance biunivoque T
entre les points de ces deux ponctuelles. On dira que la
correspondance T est ordonnée si, lorsqu’un point décrit r
dans un sens déterminé, son homologue décrit »’ dans un
sens déterminé.

Supposons maintenant les ponctuelles r, »” superposées
sur la méme droite. Si la correspondance T est ordonnée,
lorsque le point M parcourt r dans un sens déterminé,
son homologue M’ parcourt »’ dans un sens qui peut coip-
cider avec le précédent, ou non. Dans le premier cas, on
dira que T est une correspondance directe, dans le second
une correspondance inverse.

Si 4 un certain moment le point M coincide avec son
homologue M’, ce point sera dit uni pour la correspon-
dance.

Ceci posé, le postulat IX permet d’établir des pro-
priétés des correspondances, traduction des faits intui-
tifs dont il va étre question.

Supposons qu’une route rectiligne joigne deux villes
A, B. Deux voyageurs M, M’ parcourent cette route ;
nous dirons qu’ils occupent des positions homologues
lorsque leurs montres marqueront la méme heure. Nous
avons ainsi une correspondance biunivoque entre les
positions de nos deux voyageurs.
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Si M et M’ vont tous deux dans le méme sens et si M
part aprés M’ de A mais arrive avant lui en B, 4 un cer-
tain moment, M aura rejoint M’ ; ce sera en un point uni
de la correspondance. Il se peut qu’aprés cette premiére
rencontre, M ralentisse le pas et soit dépassé par M’, qu’il
dépassera de nouveau un peu plus loin. Mais on peut dire
qu’il existe entre A et B un point o M et M’ se trouvent
au méme instant et qu’entre A et ce point, M’ précede
toujours M.

SiMvade AAdBetM deB aA,les voyageurs se ren-
contreront évidemment une seule fois.

En termes précis, nous avons les théorémes suivants :

I. Si, entre les éléments d’une forme de premiere espéce,
existe une correspondance ordonnée directe dans laquelle
aux éléments d’un segment AB correspondent les élé-
ments d’un segment A’B’ contenu dans AB, il existe
un élément uni P, appartenant & A’B’ tel que, dans le
segment ordonné AB, il n’existe aucun élément uni pré-
cédant P.

" II. 8i, entre les éléments d’une forme de premiére
espéce, il existe une correspondance ordonnée inverse
dans laquelle aux éléments d’un segment AB correspon-
dent les éléments d’un segment A’B’ contenu dans AB,
ilexiste un élément uni P contenu dansle segment AB’A’B
et un élément uni Q contenu dans le segment AB complé-
mentaire. Les couples AB et PQ, A’B’ et PQ se séparent.

59. La définition des projectivités et le théoréme fon-
damental de la géométrie projective. — Nous avons déja
dit que von Staudt définissait la projectivité entre deux
formes de premiére espéce : une correspondance biuni-
voque conservant les quaternes harmoniques. Examinons de
plus prés cette question et limitons-nous, pour plus de
simplicité, & une projectivité entre deux ponctuelles r,
(ce qui n’est d’ailleurs pas une restriction).
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Soient sur r deux points G, D partageant harmonique-
ment deux points A, B. La projectivité w, existant entre r
et »/, fait correspondre au quaterne harmonique ABCD
un quaterne harmonique A’B’C’D’. Les couples AB et CD
se séparent, il en est de méme des couples A’B’ et C’'D’.
Par conséquent au sens de parcours ACBD de r, corres-
pond le sens de parcours A’B’C’D’ de r’. Une ‘projecti-
vité est done une correspondance ordonnée.

Le théoréme fondamental de la géométrie projective
s’énonce : Il existe une et une seule projectivité, entre
deux formes de premiére espéce, faisant correspondre &
trois éléments donnés de l’une, trois éléments donnés de
Pautre.

En d’autres termes, il existe une et une seule projecti-
vité entre les ponctuelles r, * faisant correspondre 4 trois
points donnés L, M, N de r, respectivement trois points
donnés L', M’, N" de r’.

L’existence d’une projectivité satisfaisant 4 ces con-
ditions est facile & établir ; nous ’avons déja fait au cha-
pitre précédent. Mais démontrer ’unicité de cette projec-
tivité est chose plus délicate.

Supposons qu’il puisse exister, entre les ponctuelles r, /,
deux projectivités e, &’ faisant correspondre aux points
L, M, N de r respectivement les points L’, M’, N’ de r’.
A un point P de r, & fait correspondre un point P’ de r’.
Ce point correspond également, dans ', & un point P,
de r. Entre les points P et P, de r, nous avons évidemment
une correspondance biunivoque qui est une projectivité
®;. Les points L, M, N sont unis pour w,. Et bien, nous
aurons démontré I'unicité de la projectivité e si nous
prouvons que tous les points de r sont unis pour w,, c’est-
a-dire que cette projectivité est I'identité.

Un premier procédé se présente & I’esprit. Construisons
les conjugués harmoniques de chacun des points L, M, N
par rapport aux deux autres. Nous obtenons ainsi trois



LES PRINCIPES DE LA GEOMETRIE 125

nouveaux points qui, d’aprés la définition méme des pro-
jectivités, sont unis pour w,. Prenons ensuite les conju-
gués harmoniques de chacun des six points par rapport &
chaque couple formé avec les cinq autres. Nous obtenons
de nouveaux points unis de «,, et ainsi de suite. Nous
obtiendrons en fin de compte une infinité de points unis
de ,, mais il ne sera nullement prouvé que tout point de »
est uni pour cette projectivité.

En s’appuyant sur le neuviéme postulat, et sur le pre-
mier des théorémes que nous en avons déduit, on arrive
4 la démonstration du théoréme fondamental.

Supposons que «; ne soit pas l'identité. C’est une
correspondance ordonnée qui fait correspondre au seg-
ment LMN le segment LMN, c’est donc une correspon-
dance ordonnée directe. Envisageons celui des segments
LM qui ne contient pas N. A un point P de ce segment’
correspond un point P, du méme segment et lorsque P
vade L 4 M, P, va de L & M également. I1 existe donc
un point uni X tel qu’entre L et X, il n’existe aucun
point uni pour e, (le point X peut d’ailleurs coincider
avec M). Si P est un point du segment LX, les points
L, P, Py, X se succédent dans le sens de parcours LMN.
Envisageons maintenant la correspondance inverse de o,
qui fait correspondre P & P,. Il existe de méme un point
uni Y (qui peut colncider avec L) tel que si P, est un
point du segment MY, les points M,P;, P,Y se succédent
dans le sens NML.

Le segment XY ne contient par conséquent aucun
point uni de @,. Mais cela est absurde, car le conjugué
harmonique de N par rapport & XY, qui est intérieur &
ce segment, est nécessairement uni pour w,. On en con-
clut que tous les points du segment LM ne contenant
pas N sont unis pour w,. 11 en est évidemment de méme,
pour la méme raison, de tous les points des segments MN,
NL et par suite w, est I'identité.
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Le théoréme fondamentai de la géométrie projective
est donc démontré.

60. Le principe de dualité. — Les postulats de la géo-
métrie projective énoncés plus haut permettent d’intro-
duire le principe de dualité, a priori, sous sa forme la plus
générale.

Dans les énoncés des postulats en question, échangeons
les mots « point » et « plan ».

Les trois premiers postulats sont remplacés par les
trois suivants, et inversement.

Quant aux postulats VII, VIII et I1X, ils concernent
les formes de premiére espéce. Or, ’échange des mots
«point » et «plan » fait correspondre la ponctuelle au
faisceau de plans et inversement, le faisceau de rayons
au faisceau de rayons. Par conséquent, cet échange ne
modifie pas les postulats.

Les neuf postulats de la géométrie projective étant
conservés, nous pouvons énoncer le principe de dualité.

A chaque proposition de géométrie projective en corres-
pond une autre dont I’énoncé se déduit de I’énoncé de la pre-
miére en échangeant les mots « point » et « plan » et en
laissant inaltéré le mot «drotte ».

Mais ce principe a actuellement une portée restreinte,
en ce sens que nous ne pouvons ’appliquer qu’aux pro-
positions établies en nous basant sur les neuf postulats.
L’étude ultérieure des reciprocités permet d’ailleurs
d’élargir son champ d’application et, comme nous I’indi-
querons au chapitre suivant, de préciser les limites de ce
champ.

Le principe de dualité dans le plan peut se déduire du
principe de l’espace.

Par dualité, & un plan considéré comme ensemble de
ses points et de ses droites, correspond une gerbe. Deux
figures ou deux propositions qui se correspondent par
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dualité sont dites corrélatives et le plan est donc corré-
latif de la gerbe. Considérons un plan ¢ et une gerbe de
sommet S. Une figure F du plan ¢, formée de points et
de droites, a pour corrélative une figure F, de la gerbe
de sommet S, formée de plans et de droites. Coupons la
gerbe par un plan ¢’ ne passant pas par 8. La figure F,
aura comme section une figure F’ formée de droites et
de points. Cela étant, une proposition projective relative
4 la figure F a pour corrélative une proposition relative a
la figure F,. A cette proposition correspond une propo-
sition projective relative a la figure F’. L’énoncé de cette
derniére proposition s’obtiendra évidemment en rempla-
cant, dans 1’énoncé de la proposition relative 4 la figure F,
les mots «point » et «droite » respectivement par les
mots «droite » et « point ». On obtient ainsi le. principe
de dualité dans le plan.

On pourrait évidemment obtenir de méme un prin:
cipe de dualité dans la gerbe.



CuAPITRE V

LA GEOMETRIE ET LA THEORIE DES GROUPES

61. La géométrie métrique et les mouvements. — En
géométrie élémentaire, pour démontrer que deux figures
sont égales, on montre que ’on peut les superposer. Ainsi,
pour démontrer que deux triangles ABC, A’B’C’ sont
égaux, on montre que I’on peut placer respectivement
A’, B’, ¢’ sur A, B, G, de maniére que les triangles coin-
cident.

Limitons-nous 4 la géométrie plane et voyons com-
ment, sans sortir du plan, nous pouvons amener les deux
triangles ABC, A’B’G’ & coincider. Laissons le triangle
ABC fixe et soumettons le triangle A’B’C’ aux mouve-
ments suivants :

1. Amenons A’ en A en faisant glisser A’B’C’ dans le
plan, ses cotés restant paralléles & eux-mémes. Le trian-
gle A’B’C’ occupera a la fin du mouvement une posi-
tion AB’C” telle que AB” soit paralléle & A’B’, AC” a
A'C’, B'C" A B'C’.

2. Faisons tourner AB"C* autour de A de maniére &
amener B” en B. A la fin du mouvement, le point C”
coincidera avec C ou sera le symétrique G*’* de C par rap-
port 3 AB.
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3. Dans cette dernitre éventualité, prenons le symé-
trique de ABC’’’ par rapport 4 la droite AB.

Pour amener A’B’C’ & coincider avec ABC, nous avons
donc effectué une translation, une rotation autour d’un
point et enfin, éventuellement, une symétrie par rapport
4 une droite. Il est d’ailleurs bien évident que I’ordre dans
lequel on effectue ces mouvements est indifférent.

On peut plus généralement constater que deux figures
d’un plan sont égales lorsque I’on peut, par des transla-
tions, des rotations et des symétries par rapport & une
droite, les amener & coincider.

On en conclut que la géométrie métrique du plan est
Pensemble des propriétés des figures qui ne sont pas alté-
rées lorsque 1’on soumet ces derniéres & des translations,
des rotations et & des symétries par rapport & une droite.

Ce qui vient d’étre fait pour le plan s’étend sans diffi-
culté 4 I’espace et on peut dire que la géométrie métrique
de ’espace est 1’étude des propriétés des figures qui ne
sont pas altérées lorsque ’on soumet ces derniéres a des

. translations, & des rotations autour d’un axe et & des
symétries par rapport & un plan.

On remarquera que, dans l’espace, une symétrie par
rapport & une droite est une rotation autour de cette
droite, d’amplitude égale & deux droits. :

Si nous examinons ces énoncés, nous voyons que :

1. Nous considérons un ensemble d’opérations : les
translations, les rotations et les symétries par rapport
4 une droite ou & un plan.

2. Nous pouvons définir 1’égalité de deux figures par
la condition que I’on puisse passer de ’une & l’autre au
moyen d’opérations de 1’ensemble.

3. Nous considérons les propriétés des figures qui ne
sont pas altérées par des opérations de I’ensemble ou, en
d’autres termes, qui sont invariantes pour ces opérations.

Nous allons voir que I’on peut arriver 4 des conclusions

GODEAUX, — Les Géométries. 9
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analogues pour toutes les géométries que nous avons
considérées jusqu’a présent. Mais I’ensemble d’opérations
considérées est soumis & certaines conditions : il constitue
ce que I’on appelle un groupe d’opérations et nous com-
mencerons par définir cette notion.

62. La notion de groupe. — C’est un jeune géométre
frangais, Evariste Galois (1811-1832), qui a introduit
en mathématiques, & propos de la résolution des équa-
tions algébriques, la notion de groupe d’opérations. Cette
notion a peu a peu envahi toutes les branches des mathé-
matiques et 1’on s’efforce actuellement de I'introduire en
physique.

Commengons par indiquer, sur un exemple simple,
ce que ’on appelle groupe de substitutions.

Considérons quatre lettres a, b, ¢, d et écrivons-les
dans un autre ordre, par exemple dans l’ordre bade.
Appelons substitution ’opération qui fait passer de abed
4 bade, opération que nous représenterons par

badc
§= (a be d) ’
Chagque fois que nous écrirons les lettres abed dans un
autre ordre, nous aurons une substitution. Considérons
maintenant deux substitutions

bade ,_fcbda
S_(abcd)’ S_(abcd)'

La premiére fait passer de abed & bade et la seconde
de abed A cbda, par conséquent de bade & bead. Si nous
effectuons successivement les substitutions S, S’, nous
passons donc de abed A bead, c’est-a-dire que nous obte-
nons une nouvelle substitution

w_ [becad
S —(abcd).
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Nous conviendrons de dire que S” est le produit de S
par S’ et nous écrirons

§”=8.8.

La substitution S’ fait passer de abed & cbda, donc de
dbac & abed. Nous conviendrons d’appeler substitution
inverse de 8’ l’opération faisant passer de abed & dbac,
opération qui est encore une substitution. Nous I’écri-
rons

= (422)

Nous avons d’ailleurs
R bed ,
¥.®) (a be d)

substitution que nous appellerons substitution identique.

L’ensemble des substitutions sur quatre lettres que
nous venons de considérer posséde donc les propriétés
suivantes : )

1. Le produit de deux substitutions de I’ensemble est
encore une substitution de ’ensemble.

2. Les inverses des substitutions de ’ensemble sont
encore des substitutions de I’ensemble.

De ces propriétés résulte que I’ensemble contient la
substitution identique.

Considérons maintenant un second exemple d’une
nature différente ; celui des translations d*un plan. Sou-
mettons une figure A de ce plan 4 deux translations suc-
cessives T, T’. La premiére porte A en A’ et la seconde
porte cette figure de A’ en A”. Il est clair qu’il existe une
translation T” permettant de passer directement de A
en A”; nous dirons que cette translation est le produit
de T par T’ et nous écrirons T” = T . T’. D’autre part, si
nous passons de A en A’ par une translation, inverse-
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ment, nous passerons de A’ en A par une translation qui
est I’inverse de la précédente.

Nous voyons donc que ’ensemble des translations du
plan posséde deux propriétés :

1. Le produit de deux translations est une translation ;

2. L’inverse d’une translation est une translation.

11 en résulte d’ailleurs que ’ensemble contient la trans-
lation identique, qui consiste & laisser une figure immo-
bile.

Les deux ensembles d’opérations que nous venons de
considérer sont d’une nature bien différente : le premier
est formé d’un nombre fini de substitutions portant sur
quatre lettres, précisément de vingt-quatre substitu-
tions. Le second comprend une infinité de translations.
Maig ces deux ensembles ont des propriétés communes,
ce sont celles qui vont nous servir pour définir les groupes
d’opérations.

Considérons un ensemble E d’opérations, en nombre
fini ou infini. Convenons d’appeler produit de deux opé-
rations de I’ensemble le résultat obtenu en effectuant
successivement ces opérations dans un certain ordre.

L'ensemble B constitue un groupe si :

1. Le produit de deux opérations de l’ensemble est encore
une opération de lensemble ;

2. L’inverse d’une opération de I’ensemble est encore une
opération de l’ensemble.

Sil’ensemble E constitue un groupe, il contient le pro-
duit d’une de ses opérations par son inverse, c’est-a-dire
P’opération identique.

L’ensemble des substitutions sur quatre lettres, celui
des translations du plan, sont des groupes.

63. Le groupe principal de la géométrie métrique. —
Revenons a la géométrie métrique et considérons I’en-
semble des translations, des rotations et des symétries
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(par rapport & un plan ou & une droite) de I’espace. Cet
ensemble constitue évidemment un groupe, car le pro-
duit de deux mouvements est encore un mouvement et
I'inverse d’un mouvement est un mouvement. Le mou-
vement identique consiste évidemment & laisser une
figure immobile.

Ce groupe s’appelle groupe Gu des mouvements de es-
pace.

Si nous reprenons les conclusions auxquelles nous
étions arrivés tantdt, nous pouvons énoncer le principe
suivant :

La géométrie métrique consiste dans I’étude des propriéiés
des figures qui sont invariantes pour les opérations du
groupe Gm.

Le groupe Gu s’appelle le groupe principal de la géo-
métrie métrique.

64. Le groupe principal de la géométrie euclidienne, —
La géométrie euclidienne ne se borne pas & I’étude des
figures égales par superposition, elle étudie également les
figures semblables. Son groupe principal sera donc plus
étendu que le groupe des mouvements en ce sens qu’il
contiendra d’autres opérations.

Pour nous en rendre compte, considérons deux trian-
gles semblables ABC, A’B’C’, les angles en A, B, C étant
respectivement égaux aux angles A’, B’, C’. Par des
mouvements, nous pouvons amener le triangle A’B’C’
en une nouvelle position AB*C” telle que A’ soit venu en
A, B’ en un point B” de la droite AB, C’ en un point C*
de la droite AC. Les triangles ABC et AB“C” sont sem-
blables et les cotés BC et B“C” sont paralléles. Nous
avons

AB" _ AC”.
AB  AC

8i nous appelons k la valeur commune de ces rapports,
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nous voyons que 1’on peut passer du triangle AB”C”
au triangle ABC en faisant correspondre & tout point M”
du plan un point M situé sur la droite AM” et tel que

AM” = k. AM.

Cette opération est appelée homothétie de centre A.
Remarquons que la définition que nous venons de donner
s’applique aussi bien & ’espace qu’au plan.

11 est bien évident que I’ensemble des mouvements et
des homothéties de ’espace constitue un groupe appelé
groupe G, des similitudes de P’espace.

La géométrie euclidienne a comme groupe principal le
groupe des similitudes G, de ’espace. Elle consiste dans
Vétude des propriétés des figures qui sont invariantes par
rapport auz transformations de ce groupe.

Remarquons que toutes les opérations du groupe Gum
des mouvements appartiennent au groupe G,; on dit
que Gm est un sous-groupe du groupe G,.

65. Le groupe des mouvements et la géoméfrie analy-
tique. — Comment vont se traduire les mouvements en
géométrie analytique et comment obtiendrons-nous la
représentation analytique du groupe Gem ?

Considérons un triédre trirectangle Ozyz. Des trans-
lations, des rotations et des symétries par rapport & des
plans font correspondre & ce triédre un nouveau triédre
trirectangle O’z’y’z’.

Pour définir la position de ce nouveau triédre par rap-
port & I’ancien, il faut connaitre les coordonnées z,, y,, z,
du point O’ par rapport & Ozyz et les cosinus directeurs
de chacun des axes O’z’, O’y’, O’z’, c’est-a-dire les cosi-
nus des angles faits par ces axes respectivement avec Oz,
Oy, Oz. Désignons par Iy, m,, n, les cosinus directeurs
de O’z’, par ly, my, ng, ceux de O’y’, par l, my, ng ceux de
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0O’z’. Ces quantités ne sont pas indépendantes, elles sont
liées par les relations

Btmitn=1, Bmitai=1, Btmitn=1, (1)
Lly + mgmg + nony =0, Lyly + mym,y + ngny =0, )
bis + mymg + nyng =0,

les trois derniéres exprimant que les axes O’z’, O’y’, Oz’
sont perpendiculaires deux & deux.

Les coordonnées z, v, z d’un point M parrapport-a Ozyz
et ses coordonnées =, y’, 2’ par rapport 4 O’z"y’z’ sont liées
par les relations

=10+ L' + Ly + by,
y = Yo + mx’ + mgy’ + myz’, (1]

3 =12 + mz’ + ngy’ + ny?,

qui sont les formules de transformation de coordonnées
(voir par exemple les Eléments de Géométrie analytique
de M. A. Tresse, Collection Armand Colin, n° 44, 1925).
Observons que I’on a

Lhmn
Iy my ng
Uy mg ny

=4 1.

Considérons deux points My, M, dont les coordonnées
par rapport & Oxzyz sont respectivement x,, y;, z, et z,,
Y, 2. Lie carré de la distance de ces deux points est donné
par la formule

m: = (z;— 2a)' + (11— ¥s)* + (51— 25)%

Si 2, v4, 21 et x4, ys, 25 sont les coordonnées des points
M,, M, par rapport au triédre O’z’y’z’, nous trouvons,
par un calcul trés simple,

(@ — o)+ — )+ (5 — 5= MM
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Considérons d’autre part deux plans

Az + By +Ciz+ Dy, =0, Agz+ By + Coz+ Dy=0.

Le cosinus de I’angle « de ces plans est donné par
AjA; + BB, + GG, .

V(A3 + Bi + C3)(A] + B +C))

Substituons, dans les équations des plans, les seconds
membres des équations (I) & z, y, z. Nous obtiendrons

Alz’ + Bly + Clz’ + D{ =0, Aj2’+ By’ + Cjz’ + D} =0,

CoOS w =

équations de ces plans par rapport & 0’zy’z’. Un calcul
simple donne
AjA} + B{B; + C{C;
V(A + B + CF)(Ag® + B + G3?)

= CO0S .

Nous voyons donc que les substitutions (I} conser-
vent les distances et les angles ; en d’autres termes, les
distances et les angles sont des invariants pour ces substi-
tutions.

11 en résulte évidemment que les propriétés métriques
des figures sont conservées par les sukstitutions (I). Mais
pour achever de montrer que la géométrie métrique est
I’ensemble des propriétés invariantes pour les substi-
tutions (I), il faut encore prouver que ’on peut passer
d’un tri¢dre trirectangle & un autre par des mouvements.

Soient donc Ozyz, O’z’y’z’ deux triédres trirectangles
quelconques. Une translation aménera le tri¢dre Ozyz en
un triegdre O’XYZ de méme origine que O’z’y’z’. Soit
alors d D’intersection des plans O’XY et O’z’y’. Faisons
tourner O’XYZ autour de O’Z jusqu’au moment ou O’X
sera situé sur d ; le triedre O’XYZ sera devenu un triédre
0’X,Y,Z. Faisons tourner ce nouveau triédre autour
de 0’X,, jusqu’au moment ou O’Z sera venu coincider
avec O’z’; le triédre O’X,Y,Z occupera une nouvelle
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position O’X,Y,z’. Faisons enfin tourner ce triédre autour
de O’z’ jusqu’au moment ot O’X, coincide avec O’z’ (en
position et en sens). Soit O’z"Y,z’ 1a position finale du
triedre. Les axes O’y’ et O’Y, sont situés sur la méme
droite. S’ils sont dirigés dans le méme sens, nous avons
amené Ozxyz & coincider avec O’z’y’z’ par une trans-
lation et trois rotations. Si les axes O’y’ et O’Y, ne sont
pas dirigés dans le méme sens, une symétrie par rapport
au plan O’z'z’ aménera O’z’Yyz’ en coincidence avec
O’z’y’s’. De toutes maniéres, nous voyons que I’on peut
toujours passer d’un triédre trirectangle & un autre au
moyen d’opérations du groupe Gu.

Revenons aux transformations (I). 11 est facile de voir,
par des calculs simples, que le prodvit de deux transfor-
mations du type (I) est encore une transformation de
ce type, les équations (1) et (2) étant respectées. Et d’ail-
leurs, c¢’est géométriquement évident. De plus, 'inverse
de (I) est encore du méme type; le déterminant des
coefficients de z’,y’, 3" étant différent de zéro, les équa-
tions (I) peuvent étre résolues par rapport i ces quan-
tités. Il en résulte que I’ensemble des transformations (I),
ol les coefficients I, m, n sont liés par les relations (1)
et (2), forme un groupe.

De plus, si nous interprétons les x, y, z et les 2/, 3/, 7’
comme les coordonnées de deux points distincts par rap-
port au méme triédre Ozyz, les équations (I) représen-
tent une opération du groupe Gu.

11 en résulte que :

Le groupe des transformations (I) coincide avec la
groupe Gm des mouvements de espace.

La géométrie métrique est l’ensemble des propriétés inva-
riantes pour les transformations (I).

66. Expression analytique du groupe des similitudes, —
Le groupe G, des similitudes naitra en adioignant au



138 LES GEOMETRIES

groupe des transformations (I) les homothéties de Ies-

pace.
Considérons une homothétie de centre O. A un point M’

correspond un point M” tel que
OM” = k.OM’,

k étant une constante. Soient z’, y’, z’ et 27, y”, 2" les
coordonnées des points M’, M” par rapport & un triédre
‘trirectangle d’origine O. Nous avons

z’ = kxl' yn —_ ky’, 3 = ks’

Combinons ces formules avec les équations (J). 1l
vient

1
z =z + % (2" + Ly” + Lz"), ...,

relations que nous écrirons sous la forme

y = Yo + bx” + byy” + byz”,
2= zq + & + ¢y’ + cy3”.

z =0 + a;2” + agy” + agz”,
$ (1)

Les quantités a, b, ¢ sont cette fois lies par les rela-
tions
d+b+cd=a+b+cd=aq+b+d,
Ag0g+ bobs -+ cacs =0, asa, + bsb, + ¢3¢, =0,
ayay + bybg + 5 = 0.

(3)

De plus, le déterminant des coefficients de 27, y*, z*
n’est pas nul.

Le produit de deux transformations du type (II) est
encore une transformation de ce type et I’inverse d’une
transformation (II) également. Les transformations (II)
forment donc un groupe qui n’est autre que le groupe G,
des similitudes.

La géométrie euclidienne est Vensemble des propriciés
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invariantes pour les transformations (11), les coefficients a,
b, ¢ étant liés par les relations (3):

11 est aisé de voir que les distances ne sont plus con-
servées, mais que par contre les angles de deux plans le
sont encore.

67. L’espace arguésien. — La géométrie analytique
établit une correspondance biunivoque entre les points
de I’espace et les groupes de trois nombres z, y, z. On peut
donc dire que ’espace de la géométrie analytique, que
I’'on peut appeler Pespace cariésien, est I’ensemble des
groupes de trois nombres z, y, z, ces nombres étant tou-
jours supposés finis, de sorte que la distance entre deux
points est toujours finie. En d’autres termes, I’espace
cartésien exclut les points & I’infini.

L’adjonction des points & I’infini & ’espace cartésien va
nous donner un nouvel espace que nous appellerons espace
arguésien, Desargues ayant le premier introduit la notion
de points & l’infini, sous une forme d’ailleurs bien dif-
férente.

Considérons deux points A, B ayant respectivement
pour coordonnées z,, y;, 2z, et z,, ys, 2, par rapport a un
triedre Ozyz. Un point M de la droite AB est déterminé
par son rapport de section

k=AM
MB
et les coordonnées du point M sont
_3’1+kxn __yl-l-kys _Zl+’fz:
e==rr Y=rrre =iy M

Les calculs conduisant & ces formules supposent impli-
citement que k est différent de—1.Sil’onavaitk = —1,
ces formules perdraient tout sens. Observons cependant
que si k tend vers — 1, les quantités z, y,  données par les
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équations (1) croissent au dela de toute limite et que, par
conséquent, ce que I’on appelle par convention point a
Pinfini de la droite AB doit correspondre 4 k = —1.

Pour obtenir une représentation analytique des points
4 I’infini, nous introduirons les coordonnées cartésiennes
homogénes.

Les coordonnées cartésiennes z, y, z d’un point étant
données, introduisons quatre nombres X, Y, Z, U, dont
le dernier n’est pas nul, par les relations

X=2U Y=yU Z=;U ()

Ces quatre nombres X, Y, Z, U ne sont définis qu’a un
facteur de proportionnalité pres, c’est-a-dire que si X, Y,
Z, U satisfont aux équations (2), il en est de méme de pX,
eY, pZ, pU, p étant un facteur différent de zéro.

Inversement, si 1’on se donne quatre nombres X, Y,
Z, U, dont le dernier n’est pas nul, les relations (2) per-
mettent d’en déduire les coordonnées z, y, z d’un puint.
Les quantités X, Y, Z, U sont appelées coordonnées carté-
siennes homogénes de ce point.

Cela étant, reprenons la droite AB et soient X,, Y,,
Z,, U, et X,, Y,, Z;, U, les coordonnées cartésiennes
homogénes des points A, B. Les équations (1) montrent
que les coordonnées cartésiennes homogénes du point M
sont

Xy + hXy, Yy hYs, Z,+ hZs, U, + kU, (3)

ou l’on a posé

=,
k=k T,
Lorsque % tend vers — 1, la derniére coordonnée

U, + AU, du point M tend vers zéro. On conviendra
donc d’appeler point & Pinfini de la droite AB le point
dont la quatriéme des coordonnées cartésiennes homo-
génes est nulle,
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Observons que, les coordonnées cartésiennes homo-
geénes étant définies & un facteur de proportionnalité prés,
les coordonnées du point & I’infini de la droite AB peu-
vent s’écrire

&y — Ty, Y17 Yz 2y — 23, 0.

Les points A, B étant distincts, I’'un au moins des trois
premiers nombres n’est pas nul et par suite les coordon-
nées cartésiennes homogénes d’un point ne peuvent
jamais étre toutes nulles.

Les points & P’infini de I’espace sont caractérisés par
TPéquation U = 0. Or, I’équation d’un plan, en coordon-
nées homogénes, s’écrit

AX+BY+CZ+DU=0, (4)

c’est-2-dire est une équation linéaire et homogéne en X,
Y, Z, U. 11 est donc naturel de dire que I’équation U = 0
représente un plan, c’est-a-dire que I’ensemble des po,ints
a Pinfini de P’espace est un plan.

L’espace arguésien est l’ensemble des groupes de quatre
nombres X, Y, Z, U dont Pun au moins n’est pas nul. Un
tel groupe de nombres est appelé point et deux groupes for-
més de nombres proportionnels représentent le méme point.
Les groupes de nombres dont le dernier est nul sont appelés
par convention points & Uinfini.

Tout plan paralléle au plan (&) est représenté par une
équation

AX 4+ BY +CZ 4 D'U =0.

Ce plan rencontre le plan i Plinfini suivant la méme
droite
AX+4+BY+CZ=0, U=0

que le plan (4). Deux plans paralléles coupent donc le
plan & Pinfini suivant la méme droite. La réciproque est
évidente.
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On établit de méme sans difficulté que deux droites
paralléles ont méme point & D’infini et réciproquement ;
que le point & Pinfini d’une droite paralléle & un plan
appartient 4 la droite & ’infini de ce plan, et réciproque-
ment.

Dans D’espace arguésien, la notion de parallélisme est
remplacée par la notion d’incidence avec le plan &
Pinfini.

68. Eléments imaginaires & Pintini. — Nous avons déja
remarqué que, pour donner plus d’unité & la géométrie des
courbes et surfaces algébriques, on avait été conduit a
introduire en géométrie analytique les points imaginaires,
points fictifs, ensembles de trois nombres z, y, z dont
I’un au moins est imaginaire. Cette notion se transporte
naturellement de I’espace cartésien & I’espace arguésien,
un point imaginaire de ce dernier ayant une au moins de
ses coordonnées imaginaire.

Cela étant, rapportons I’espace 4 un triédre trirectangle
Ozyz. L’équation d’une sphére de centre x,, y,, 2, et de
rayon R est

(z— 70)* + (y — 1o)® + (z3— 20)* = IR,

ou, en coordonnées homogénes,
X2+ Y? + Z3—2U(xoX + oY +20%) + U2(a} + 33+53—R?) =0.

L’intersection de la sphére avec le plan de Pinfini a
pour équations

Xs+Y 4+ 22=0, U=o.

C’est une courbe dont tous les points sont imaginaires,
car les coordonnées de ces points ne peuvent étre toutes
nulles et d’autre part on ne peut satisfaire & la premiére

des équations précédentes par des nombres réels non tous
nuls. Cette courbe est appelée cercle imaginaire a Uinfini
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ou cercle absolu. Ses équations étant indépendantes des
quantités x,, ¥, 30, R, elle appartient & toutes les sphéres
de D’espace.

Réciproquement, une surface du second ordre de I’es-
pace, c’est-a-dire une surface représentée par un poly-
nome du second degré, entier, rationnel et homogéne
en X, Y, Z, U, égalé a zéro, passant par le cercle absolu,
est nécessairement une sphére, comme on le voit sans peine.

La méme question, traitée dans le plan, conduit & la
notion de points cycliques. Un cercle du plan Z = 0
a pour équation homogéne

X2 4 Y2 — 2U(xgX + % Y) + Us(a + 33— r%) = 0.
Il coupe le plan de I’infini aux points
X1+ Yi=0, U=o,

¢’est-a-dire aux points de coordonnées (z, 1, 0), (i, —1, 0).
Ce sont les points cycliques du plan Z = 0.

D’une maniére générale, un plan « coupe le cercle ima-
ginaire 3 ’infini en deux points imaginaires qui sont les
points cycliques de ce plan. Tout cercle du plan « passe
par les points cycliques de ce plan et réciproquement,
toute conique du plan « passant par les points cycliques
est un cercle.

Les droites de I’espace s’appuyant sur le cercle absolu
sont imaginaires ; elles portent le nom de droites isotropes.

69. La géométrie affine. — Reprenons les équations (I1)
d’une similitude et écrivons-les en coordonnées homo-
génes,

X = a; X’ + ;Y + a32" + x,U’,
Y = b,X" + bY' + b2 + U,
pZ = ;X' + e Y’ + 62" + z,U’,
U= U,

r)

p étant un facteur de proportionnalité.
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Ces formules montrent que le plan de ’infini est indé-
pendant du choix du triédre de coordonnées choisi.

Les équations (I1’) rentrent dans un type plus géné-
ral que nous écrirons sous la forme

eX = a, X" 4+ a, Y’ + 0,2’ + a,U’,
oY = b, X’ + b,Y" + b7 + b,U’,
pZ = X" + Y’ + 2" + ¢ U’,
U = u’,

(111)

sous la seule condition que le déterminant

Q) Gy Q3
by bs by
¢ €3 C3

ne soit pas nul.

A un point (X’, Y’, Z’, U’) correspond un seul point
(X,Y,Z, U) et réciproquement, puisque les équations (III)
peuvent étre résolues par rapport aux quantités X’, Y’,
Z’, U’, a un point (X, Y, Z, U) correspond un seul point
(X, Y, 27, U).

Un plan étant représenté en coordonnées cartésiennes
homogenes par une équation linéaire et homogéne en X,
Y, Z, U, les équations (II1I) font correspondre les plans
aux plans et par conséquent les droites aux droites. En
particulier le plan de infini U = 0 est son propre homo-
logue ; on dit qu’il est uni pour la transformation (III).

Une transformation de I’espace arguésien de la forme
(III) est appelée affinité. 11 est bien évident que les affi-
nités forment un groupe Gs.

On appelle géométrie affine la géométrie qui a pour
groupe principal le groupe Gq. C’est I’ensemble des propriéiés
des figures géométriques de l’espace arguésien qui sont inva-
riantes pour les affinités.

Voyons quelles sont les premiéres propriétés de la géo-
métrie affine.
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Considérons deux droites paralléles a, b ; elles se ren-
contrent en un point P du plan de infini. Soient a’, b
les droites qu’une affinité fait correspondre & a, b; P’ le
point homologue de P. Les droites a’, b’ se rencontrent
en P’. Puisque P appartient au plan de I'infini U =0,
le point P’ appartient également au plan de Pinfini
U’ == U = 0. Par conséquent, les droites a’, b’ sont
paralléles.

Dans une affinité, & deux droites paralléles correspon-
dent donc deux droites paralleles. De méme, & deux
plans paralléles correspondent deux plans paralléles.
Mais si le parallélisme est conservé, il n’en est cepen-
dant pas de méme des angles ; deux triangles homolo-
gues, par exemple, ne sont pas en général semblables.

Considérons deux droites a, a’ homologues dans une
affinité et soient A, B, G, D, ... des points de a, A’, B’,
C’, D’, ... leurs points homologues sur a’. Menons par A,
A’ un plan quelconque « ne contenant ni a, ni a’. Les
plans B, v, ... paralléles & « menés respectivement par B,
C, D, ... passent par B’, C’, D’, .... D’aprés les propriétés
des segments découpés sur deux droites par des plans
paralléles, on a

AB AC BC CD

AR CAC BCOD
De ces relations, on conclut en particulier que les rap-
ports anharmoniques des quaternes ABCD, A’B’C’D’
sont égaux,

(4,B,C,D) = (A", B, ¢, D).

Si S est un point n’appartenant pas & a, et 8’ son homo-
logue, aux droites SA, 8B, SC, SD correspondent res-
pectivement les droites S’A’, 8’B’, $’C’, 8’D’. Par consé-
quent, le rapport anharmonique de quatre droites d’un
faisceau est égal a celui des quatre droites homologues.

GODEAUX. — Les Géomélries. 10
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De méme, le rapport anharmonique de quatre plans d’un
faisceau est égal & celui des quatre plans homologues.

Une affinité conserve le rapport anharmonique de quatre
éléments d’une forme de premiére espéce.

Ou encore, deux formes

D de premiére espéce homolo-

c gues dans une affinité, sont
projectives.

N H G La propriété qui nous a

/ / // conduit & ces conclusions

va nous donner une autre

Lt /K E F propriété importante des

affinités.

Considérons, dans un
plan @, deux parallélogrammes ABCD, EFGH (fig. 23).
Prolongeons les cotés AB, CD, EF, GH, de maniére &
former le parallélogramme KLMN. Les deux parallélo-
grammes ABCD, KLMN ayant méme hauteur sont entre
eux comme leurs bases et on a

FIGURE 28,

ABCD _ AB

KLMN LM
On a de méme

EFGH _ EF

KLMN LK

Soit ©’ le plan qu’une affinité fait correspondre i w.
Soient A’, B’, ..., N’ les points qui correspondent i A,
B, ..., N. Les quadrilatéres A’'B’C’'D’, E’F'G’H’, K’'L’'M'N’
sont des parallélogrammes présentant la méme dispo-
sition que les parallélogrammes correspondants du plan o,
On a donc

A'BCD’ _A'B EFGH _EF
KUMN ~ LM’ KLMWN LK
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Mais sur les droites homologues AB et A’B’, EF et
E‘F’, on a
AB LM EF LK
A - IM FF LK

et par conséquent
ABCD EFGH

A'BCD’  EFGH

Dans deux plans homologues, les aires de deux paral-
lélogrammes homologues sont dans un rapport constant.
On aura de méme, en considérant les triangles ABC,
A’BC/,

Dans une affinité, les aires de deux triangles homologues
dans des plans homologues, sont dans un rapport constant.

Mais la valeur de ce rapport peut évidemment changer
lorsque le plan = varie.

On démontre de méme que, dans une affinité, les volumes
de deuz tétraédres homologues sont dans un rapport cons-
tant, appelé rapport de affinité.

70. Relations entre les affinités, les similitudes et les
mouvements. — Nous avons introduit les relations (III)
en partant des équations d’une similitude écrites en coor-
données homogenes. Les similitudes et par suite les mou-
vements sont donc des cas particuliers des affinités. Nous
allons examiner dans quelles conditions.

Le triédre de référence étant supposé rectangulaire,
remarquons que P’affinité (I1I) fait correspondre au cercle

absolu
Xt+ Y24 Z2 =0, U=0

une conique du plan de linfini en général distincte de
ce cercle. Imposons & I’affinité (III) de transformer le
cercle imaginaire & I'infini en lui-méme. Nous devons

avoir
X0 Y0 4 Z8 = )X + Y2 + 29),
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A étant un facteur dépendant des coefficients des équa-
tions (III). Cela exige que I’on ait

ad++ad=ad++ci=a+b+ =2,
@305 + baby + 3¢y = ayay + byby + 40y = aras + biby + cye3 =0,

L’affinité (III) devient donc une similitude.

Une similitude est une affinité conservant le cercle absolu.

On en déduit que le groupe des similitudes G, est un
sous-groupe du groupe des affinités Ga.

Dans les équations (III), retournons aux coordonnées
non homogénes en divisant les deux membres des trois
premidres équations par pU = U’; elles prennent la
forme

z = a2’ + agy’ + a2z’ + a,
= bya’ + by’ + be’ + by, (111’)
=@’ + ey’ + ez’ + co

Imposons A cette affinité de conserver la distance de
deux points. On est conduit, par identification, & la nou-
velle condition

d+i+d=d+h+d=d+u+a=1

jointe aux trois derniéres conditions trouvées plus haut.
L’affinité devient un mouvement (similitude particu-
li¢re).
Une affinité conservant les distances est un mouvement.

71. L’interprétation des angles de Laguerre. — On peut
montrer qu’une similitude est une affinité conservant les
angles en utilisant une élégante interprétation de la me-
sure des angles due & Laguerre (1834-1886), quil’a obtenue
alors qu’il était encore sur les bancs du Lycée.

Considérons dans un plan rapporté & deux axes rec-
tangulaires Oz, Oy, deux droites a, b et appelons V I’angle
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qu’elles forment. Ce sera aussi ’angle des deux paral-
léles
y=me, y=mz (1)
menées 4 ces droites par ’origine O. On sait que I’on a
m—m’

tang V= o

Par O passent deux droites isotropes
y= i.’t, y=— iz’

c’est-2-dire deux droites passant par les points cycliques.
Le rapport anharmonique « des deux droites isotropes
et des deux droites (1) est égal au rapport anharmonique
des quatre quantités i, — i, m, m’, c’est-a-dire &
. . , i—m  —i—m
a=(h—hmm) =0t =g
_ 14 mm' 4+ ilm—m’)
14+ mm’ — i(m— m’)

On a donc
_cosV+isinV
= sV —isnV
Mais d’autre part?, on a
eV =cos V4 isinV, eV = cos V—isin V,
donc

a= = ¢V,

3

On en conclut, en prenant les logarithmes népériens
des deux membres

1
V= -2-':log. &.

C’est la formule de Laguerre donnant la mesure de
I’angle de deux droites.

1. Voir par exemple Th. LECONTR et R. DELTHEIL, Eléments de caloul
différentiel et de calcwl intégral, Tome II, p. 202 (Collection Armand Colin,
1932).
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Considérons maintenant une affinité T et soient a, b
deux droites se coupant en O, a’, b” leurs homologues, O’
leur point d’intersection. Par le point O passent deux
droites isotropes t,, t4, droites s’appuyant sur le cercle
absolu aux points ol celui-ci est coupé par le plan des
droites a, b. Par le point O’ passent de méme deux droites
isotropes t;, t; situées dans le plan de a’, b’.

Si Paffinité T conserve les angles, on doit avoir

(a, bn t, tl) = (al; b’,t;, tl')~

Les droites t3, ta doivent donc correspondre, dans un
certain ordre, aux droites ¢,, t;. Comme cette propriété
doit &tre vérifiée quelles que soient les droites a, b, on
en conclut que T doit transformer le cercle absolu en
lui-méme et est par suite une similitude.

Une affinité conservant la mesure des angles est une simi-
litude.

72. L’espace projectif. — Reprenons l'espace argué-
sien. Dans cet espace, le plan de I'infini U = 0 joue un
role privilégié; nous avons vu qu’il n’en est plus de
méme dans D’espace projectif. Celui-ci s’introduit analy-
tiquement de la maniére suivante :

Définissons quatre nombres 2y, x4, s, 24 par les équa-
tions

zy = a; X + a3Y + a,Z + o/ U,
Zy = b,X + bsY + byZ + bU,
zy = 61X + Y + ¢Z + U, 1)
2= diX + d,Y + d,Z + 4,U,
oll nous supposons que le déterminant des coefficients
a, a; ag a,
by by by be
€ € C5 €4
dy dy dy d,
est différent de zéro,
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A un point de P’espace arguésien, c’est-a-dire & un sys-
téme de valeurs non toutes nulles de X, Y, Z, U, corres-
pond un systéme de valeurs non toutes nulles de z,, z,,
3, x4. Inversement, & un systéme de valeurs non toutes
nulles de x,, z, 24, 4 cOrrespond, puisque A n’est pas nul,
un systéme de valeurs non toutes nulles de X, Y, Z, U, et
par conséquent un point de I’espace arguésien. Nous pou-
vons donc prendre comme coordonnées d’un point les
quantités z,, x4, s, z4; On les appelle coordonnées pro-
jectives de ce point.

Comme les coordonnées cartésiennes homogénes d’un
point ne sont définies qu’a un facteur de proportionna-
lité prés, il en est de méme des coordonnées projectives.

De ce qui précéde, on conclut que ’espace projectif
peut étre défini de la maniére suivante :

On appelle point P’ensemble de quatre nombres non tous
nuls ,, x4, Ty, Tq; ces nombres sont appelés coordonnées
projectives du point ; deuz points dont les coordonnées pro-
Jectives correspondantes sont proportionnelles, sont iden-
tigues. L’espace projectif est ensemble des points qui vien-
nent d’dtre définis.

L'espace projectif ne différe donc de I’espace argué-
sien que par le fait que I’on ne spécifie pas quel est le
plan de I'infini. Précisons ce point.

Au plan de Pinfini U = O correspond, par les équa-
tions (1), le plan d’équation

Ty Gy ag ag
23 by by by
Zy € g Cg
Z4 dy dy dy

=0.

Pour définir les coordonnées projectives z,, x4, s, z,,
nous pouvons choisir arbitrairement les coefficients des
équations (1) sous la seule condition que le déterminant A
de ces coefficients ne soit pas nul. Il revient an méme de
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dire que, dans I’espace projectif, nous pouvons choisir
arbitrairement les coefficients de 1’équation du plan de
I'infini, c¢’est-a-dire au fond choisir pour plan de Pinfini un
plan quelconque.

11 est bien évident qu’un plan quelconque est repré-
senté, en coordonnées projectives, par une équation
linéaire et homogéne

812y + Eay + Eay + Eeze =0, (2)

et réciproquement, une telle équation représente un
lan.

P La connaissance des coefficients &,, §,, £., £, déter-
mine un plan. Ces quatre nombres ne peuvent étre tous
nuls et sont d’autre part définis & un facteur de propor-
tionnalité prés, car le plan ne change pas si ’on multi--
plie les deux membres de son équation par une quantité
différente de zéro. Les nombres &,, &, &;, £, sont appelés
coordonnées du plan ou coordonnées tangentielles.

L’ensemble des plans de I’espace peut étre considéré
comme celui des groupes de quatre nombres non tous
nuls &,, &, s, &, deux plans dont les coordonnées sont
proportionnelles étant identiques.

Il y a 12 un parallélisme complet entre I’espace pro-
jectif considéré comme lieu de points et le méme espace
considéré comme lieu de plans. Nous y reviendrons dans
un instant & propos du principe de dualité. Pour I’ins-
tant, bornons-nous 4 une remarque.

Si dans I’équation (2), nous considérons &,, €, &, &,
comme donnés, cette équation représente un plan. Si au
contraire nous considérons z,, xs. x;, 4 comme donnés,
elle représente I’ensemble des plans passant par un point,
c’est-a-dire une gerbe de plans.

%3. Le groupe principal de la géométrie projective. —
Nous avons distingué dans I’espace deux sortes de pro-
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jectivités : les homographies ou collinéations et les réci-
procités ou corrélations.

Une homographie est définie par les conditions de
faire correspondre & un point, un point et aux points
d’un plan, les points d’un plan.

Une réciprocité est définie par les conditions de faire
correspondre 4 un point, un plan et aux points d’un plan,
les plans passant par un point.

Les équations

pZ; = a1,y + @19%5 + 1e%s + @142y,
pIy = ATy + 65Ty + ag57s + asere, )
PQ'; = ay,%) + @saTs + 33T5 + ase7y,
Pf‘ = @41 + aaTs + GsTs + G,

ol p est un facteur de proportionnalité et ot le détermi-
nant

A=|au]

des coefficients n’est pas nul, représentent une homeo-
graphie. En effet & un point = correspond un point 2’ et
réciproquement, car A étant différent de zéro, les équa-
tions (1) peuvent étre résolues par rapport aux z. D’au-
tre part, siles z ou les z’ satisfont & 'équation d’un plan,
ilen est de méme des z’ ou des z.

On démontre d’ailleurs que toute homographie peut
étre représentée par des équations de la forme (I).

De méme, les équations

Pt = an®y + a4ty + ayTs + a2,
PE; = g%y + A3y + A2aT3 + a7,
ks = a0 Ty + Gga%y + ATy + s,
.95: = au®; t G0ty + Gi®s + auty,

(1

ou le déterminant des coefficients n’est pas nul, repre-
sentent une réciprocité. Toute réciprocité peut d’ailleurs
étre représentée par des équations du type (II).
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11 résulte de la définition des homographies et des
réciprocités, comme d’ailleurs de la forme des équa-
tions (I) et (II), que

Le produit de deux homographies est une homographie.

Le produit d’une homographie par une réciprocité, ou
d’une réciprocité par une homographie, est une réciprocité.

Le produit de deux réciprocités est une homographie.

D’autre part, I’inverse d’une homographie est une
homographie et I'inverse d’une réciprocité, une réci-
procité.

On en conclut que :

Les homographies de l’espace forment un. groupe Ga.

Les projectivités (homographies et réciprocités) de Ves-
pace, forment un groupe Gy, appelé groupe projectif.

Ce dernier groupe est d’une nature particuliére ; il-
contient des opérations, les réciprocités, dont le pro-
duit n’est pas une opération de méme nature. Si les
homographies forment un groupe, qui est un sous-groupe
du groupe projectif, par contre, les réciprocités ne forment
pas un groupe.

Nous sommes maintenant en mesure de définir avec
précision la géométrie projective.

La géométrie projective est l’ensemble des propriétés des
figures qui sont invariantes pour les opérations du groupe
projectif.

En d’autres termes,

Le groupe principal de la géométrie projective est le
groupe Gy.

A coté de cette géométrie projective, on peut consi-
dérer une géométrie projective restreinte, dont le groupe
principal serait le groupe des homographies Ga.

74. Relation entre les affinités et les homographies. — Si
nous comparons les équations d’une affinité i celles d’une
homographie, nous constatons que les premiéres sont un
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cas particulier des secondes. Dans une affinité, il y a un
plan transformé en lui-méme, c’est-a-dire un plan uni.

Fixons dans I’espace projectif un plan ¢ que nous con-
viendrons d’appeler le plan de Vinfini. Les homographies
transformant ce plan en lui-méme ne sont autres que les
affinités.

On voit done que le groupe des affinités G, est un sous-
groupe du groupe des homographies Ga.

75. Champ de validité du principe de dualité. — Nous
avons constaté que dans I’espace projectif, on peut dis-
tinguer

1. L’espace ponctuel, ensemble des points = dont les
coordonnées sont des groupes de quatre nombres x,, x,
23, T4, NON tous nuls, définis & un facteur de proportion-
nalité prés.

2. L’espace tangentiel, ensemble des plans § dont les
coordonnées sont des groupes de quatre nombres E,, £,,
Es, &, DoOn tous nuls, définis & un facteur de proportion-
nalité pres.

Cette parfaite symétrie contient dans son essence le
principe de dualité.

Imaginons en effet une proposition de géométrie pro-
jective. Pour D’établir, nous avons di considérer des
points z, v, 3, ... et des plans &, %, §, ..., présentant cer-
taines liaisons. Nous avons di traduire ces liaisons en
équations et effectuer sur ces équations certaines opé-
rations algébriques.

Nous avons I’habitude de représenter les points par
des lettres de ’alphabet courant, et les plans par des
lettres de 1’alphabet grec. Supposons que nos calculs
soient remis & une personne ayant ’habitude de faire le
contraire. Cette personne parviendra i une proposition
dont 1’énoncé se déduira de celui de la nbtre en interver.
tissant les mots « point » et « plan », Nous avons done
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ainsi une nouvelle démonstration du principe de dua-
lité.

Ces conclusions ne seront plus valables si nous intro-
duisons dans I’espace projectif un plan privilégié o, inter-
venant dans nos calculs. Sans doute, la personne dont il
vient d’étre question déduira encore une proposition de
nos calculs, mais dans cette proposition, il sera ques-
tion d’un point privilégié. Si donc nous introduisons dans
V’espace projectif un plan ¢ que nous convenons d’appe-
ler plan de linfini, le principe de dualité ne sera plus
applicable aux propriétés faisant intervenir ce plan. Par
conséquent

Le principe de dualité n’est pas applicable auz propriétés
de la géométrie affine, de la géométrie euclidienne, de la
géométrie métrique faisant intervenir le plan de 1’infini.

76. Construction d’une géométrie abstraite. — Dans ce
qui précéde, nous avons considéré quatre géométries :
la géométrie métrique, la géométrie euclidienne, la géo-
métrie affine et la géométrie projective. Chaque fois,
nous avons commencé par définir le champ d’applica-
tion de ces géométries : I’espace cartésien pour les deux
premiéres, 1’espace arguésien pour la géométrie affine,
I’espace projectif pour la géométrie projective.

Ensuite, nous avons défini un groupe principal : le
groupe Gu des mouvements pour la géométrie métrique,
le groupe G, des similitudes pour la géométrie euclidienne,
le groupe G, des affinités pour la géométrie affine et enfin
le groupe projectif pour la géométrie projective.

En nous basant sur ces exemples, nous pouvons conce-
voir la construction d’une géométrie abstraite de la ma-
niére suivante :

Imaginons

1. Une variété V d’éléments que nous conviendrons d’ap-
peler des points.
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2. Un ensemble d’opérations effectuées sur ces points,
formant un groupe G.

La géométrie de la variété V ayant pour groupe princi-
pal le groupe G est l’ensemble des propriétés de la variété
invariantes pour les opérations de ce groupe.

Ce concept trés général d’une géométrie est dt & Sophus
Lie (1842-1899) et 4 Félix Klein (1849-1925). Ce dernier
I’a développé dans le célébre Programme d’Erlangen, &
Yoccasion de sa prise de possession d’une chaire de I’Uni-
versité de cette ville, en 1872,

Jusqu’en ces derniéres années, ce concept est resté
immuable, bien que I’on ait considéré des variétés d’élé-
ments de plus en plus générales et des groupes de trans-
formations trés généraux. Récemment, Elie Cartan a été
conduit, par ses recherches sur les variétés riemanniennes,
4 une extension remarquable du concept de géométrie.
Nous devons nous borner ici & la signaler.

-77. Géométries subordonnées. — Nous avons vu que les
affinités, les similitudes, les mouvements sont des homo-
graphies particuliéres. D’une maniére précise :

Les affinités sont des projectivités transformant en lui-
méme un plan donné appelé plan de I’infini. Ces projec-
tivités ne peuvent évidemment étre que des homogra-
phies, puisqu’une réciprocité fait correspondre un point
4 un plan.

Les similitudes sont des affinités conservant les me-
sures des angles.

Les mouvements sont des similitudes conservant les
mesures de distances.

Le groupe des mouvements est un sous-groupe du
groupe des similitudes, celui-ci est un sous-groupe du
groupe des affinités, ce dernier enfin est un sous-groupe
du groupe des projectivités.

On dit que la géométrie métrique est suhordonnée a
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la géométrie euclidienne, celle-ci & la géométrie affine et
enfin cette derniére a la géométrie projective.

Nous pouvons, en nous basant sur ce qui précéde, défi-
nir d’une maniére abstraite une géométrie subordonnée
A une géométrie donnée.

Considérons une géométrie d’une variété V, ayant
comme groupe principal un groupe G. Soit G’ un sous-
groupe du groupe G. La géométrie de la variété V ayant
comme groupe principal le groupe G’, est appelée géo-
métrie subordonnée & la premiére.

Les propriétés de la géométrie de groupe G donnent
évidemment des propriétés de la géométrie de groupe G”.
Ces propriétés peuvent d’ailleurs étre formulées d’une
maniére telle qu’il n’apparait pas immédiatement qu’elles
appartiennent 4 la géométrie de groupe G.

Ainsi, les propriétés de la géométrie projective ont .
souvent été établies au moyen de relations métriques,
comme nous l’avons fait remarquer & diverses reprises.
Et ce n’est que par Pintroduction du plan de linfini et
du cercle imaginaire a I’infini que I’on a pu arriver a une
classification précise.

78. Exemple d’une géométrie. — Montrons, sur un
exemple trés simple, la construction d’une géométrie.

Pour définir la variété V de cette géométrie, consi-
dérons l’espace cartésien dont nous supprimons un
point O. Tout point de cette variété peut étre défini par
ses coordonnées z, y, z par rapport a un triédre Ozyz ayant
pour origine le point supprimé, les nombres z, y, z ne
pouvant étre tous trois nuls.

Tout plan de I’espace ne passant pas par ’origine peut
étre représenté par une équation

ur + oy + wz =1,

On peut prendre, pour définir ce plan, c’est-a-dire
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comme coordonnées de ce plan, les trois nombres non
simultanément nuls u, ¢, w.
L’équation
au 4 bo + cw =1 (1)

représente I’ensemble des plans passant par le point de
coordonnées a, b, ¢ et ces coordonnées ne peuvent étre
toutes nulles. L’équation (1) est donc celle d’un point
de notre variété V.

Cela étant, nous pouvons considérer une géométrie
de la variété V dont le groupe principal est 1’ensemble
des transformations d’équations

z = a2’ + ay’ + a,7,
y = b2’ + bay’ + by,
3 = c;x’ + ey’ + o7

(@)

On reconnait immédiatement que ces transformations
sont des affinités conservant le point O, de sorte que
notre géométrie est subordonnée & la géométrie affine.

Mais on pourrait aussi considérer une autre géométrie
en prenant comme groupe principal le groupe formé par
les transformations (2) et les transformations

u=aqax’ + oy’ + aj7,
o= bz’ + by’ + b,
w=ca' + gy’ + 47,

3

qui ne sont autres que les réciprocités faisant correspon-
dre le plan de I’infini & P’origine et inversement.

Notre nouvelle géométrie sera une géométrie subor-
donnée & la géométrie projective, mais non a la géomsé-
trie affine.

79. Géométries équivalentes. — Imaginons deux géo-
métries abstraites : La premiére sera la géométrie d’une
variété V ayant contme groupe principal un groupe G ;
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la seconde une géométrie d’une variété V,, de groupe
principal G,.

Supposons qu’il existe une transformation entre les
éléments des variétés V, V,, faisant correspondre a tout
élément de V, un élément de V, et réciproquement.

Soient A; un élément de V,,; A son homologue sur V.
Une transformation déterminée T de G fait correspondre
4 A un élément B de V. Soit B, ’homologue de B sur V,.
Le point B, correspond au point A, dans une certaine
transformation T, qui est ’homologue de T sur V,. Sup-
posons que T, appartienne au groupe G, et que, lorsque T
décrit le groupe G, T, décrive le groupe G,. Supposons
encore que nous arrivions aux mémes conclusions lorsque
nous intervertissons les roles des variétés V, V;. En d’au-
tres termes, supposons que la transformation que nous
imaginons entre les variétés V, V, induise une correspon-
dance biunivoque entre les transformations des grou-
pes G, G, telle qu’a toute transformation de I'un des
groupes en corresponde toujours une de I’autre groupe.

Dans ces conditions, & toute propriété de la premiére
géométrie en correspond une de la seconde et réciproque-
ment. Les deux géométries sont équivalentes.

Le principe de dualité fournit un exemple de géomé-
tries équivalentes. La géométrie projective de I’espace
considéré comme lieu de points est équivalente & la géo-
métrie projective deI’espace considéré comme lieu de plans.

Nous allons donner un autre exemple, fort simple,
de géométries équivalentes.

Comme variété V, nous prendrons l’ensemble des
points d’une droite projective r. Nous pouvons intro-
duire sur r, en calquant la méthode suivie plus haut
pour P’espace, les coordonnées projectives zx,, 24 d’un
point = de la droite. Le groupe G sera I’ensemble des
transformations

azyry + Bryrs 4 yrer] + Sz42) =0,
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oll nous supposons
ad — By 0.

Ces transformations sont les projectivités de la droite,
en sorte que notre premiére géométrie sera la géométrie
projective sur une droite.

Posons

X;: Xy: Xy =a}: 242, 23

et interprétons les X comme coordonnées projectives
d’un plan p. A un point = de la droite r correspond.un
point X de la conique R d’équation

Xt —X,X, =0

du plan p, et réciproquement, & un point de cette conique
correspond sur la droite r le point de coordonnées

zy 123 = X;: X,

La variété V, sera la conique R et le groupe G, sera
constitué par I’ensemble des transformations

pX{ = B'X, + 25X, + 8K,
pX; = — afX;— (ad + By) Xy — y8X,,
pX; = a¥Xy + 2arX, + yiX,,

c’est-a-dire par les homographies du plan p transformant
la conique R en elle-méme.

La géométrie projective sur une droite est donc équi-
valente 4 la géométrie sur une conique dont le groupe
principal est le groupe des homographies du plan de cette
conique transformant celle-ci en elle-méme.

11 est bien évident que si I’on connait une géométrie,
on connait par le fait méme toute géométrie équivalente.
Cependant, la recherche des propriétés géométriques
gagne souvent & étre transportée d’une géométrie dans
une géométrie équivalente.

Pour faire comprendre cette observation, reprenons
I’exemple précédent.

GODEAUX. — Les Géoméiries. 11
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Considérons, sur la droite r, I’équation
(2,2} + aazyzs + agr}) + Aa(byzt + baz7y + byz}) =0

elle représente un couple de points de cette droite. Sup-
posons les a et b fixés. Lorsque les A varient, nous obte-
nons une infinité de couples de points de la droite r, confi-.
guration appelée involution. Remarquons en passant
qu’un point de r appartient & un et un seul couple de
Pinvolution.

L’équation précédente, transportée dans le plan p,
devient

(a1 Xy + a3Xy + a3X,) + 22 (5: Xy + 83X, + 5.X,) = 0.

Les couples de points de I’involution sont découpés,
sur la conique R, par les droites d’un faisceau. Et il est
bien évident que ceci est de nature & faciliter la recherche
des propriétés de 'involution.

80. La géométrie réglée. — Nous étudierons main-
tenant un exemple moins simple, mais classique, de
construction de géométries équivalentes. C’est la géo-
métrie de la droite dans I’espace qui nous le fournira.

Commengons par observer qu’une droite de I’espace
peut étre représentée par les équations

y =mz + p, z3=nz+gq.

Les droites de l’espace dépendent donc de quatre
paramétres m, n, p, q.

Plagons-nous dans l’espace projectif et considérons
une droite p déterminée par deux de ses points y, z.
Posons

px=vica— a2, (5, k=1,2,8,4)

8i nous faisons abstraction des quantités pa dont les
deux indices sont égaux et qui sont identiquement nulles,
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nous avons ainsi défini douze quantités non toutes nulles,
liées d’ailleurs par six relations

rie+ 7a=0.

Nous pourrons donc limiter nos considérations i six
quantités
P1ss Pis, DPis, P2y DPssy P (1)

Ces six quantités ne sont d’ailleurs pas indépendantes ;
elles sont liées par la relation, facile & vérifier,

P1sPu + P1aPas + Prapss = 0. (1)

Observons maintenant que si nous considérons deux
points distincts de la droite p mais d’ailleurs quelcon-
ques, les quantités pa formées au moyen de ces deux
nouveaux points, sont égales aux quantités pa formées
au moyen des points y, z, multipliées par un certain fac-
teur. En effet, deux points distincts de la droite p ont
des coordonnées de la forme

ays + Bz, Yye+ 83, ad—PBy#£0, (i=1,2,3,4).
On a
(ays + Bas)(yya + 82x) — (ayn + Bzz)(yys + 82) = (a8 — By)Paa.

D’autre part, la droite p est l’intersection commune
des quatre plans

PseZs + Pas?s + Paste = 0,

— puZs + pu%e + puz; =0,

—_ - (2)
P1s%e + Pas®y + puza =0,
Pas%1— P1s¥s + P1ats = 0.

i1 en résulte qu’il y a une correspondance biunivoque
entre les droites de I’espace projectif et les groupes de
six quantités (1), définies & un facteur de proportionna-
lité pres et liées par la relation (I). Ces quantités peuvent
donc étre prises comme coordonnées de la droite, Ces
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coordonnées ont été introduites par Plicker (1801-1868) ;
elles sont appelées coordonnées pliickériennes dela droite.

Observons que les homographies de ’espace font cor-
respondre aux points d’une droite les points d’une droite
et que les réciprocités font correspondre aux points d’une
droite les plans passant par une droite. En d’autres ter-
mes, les projectivités de 1’espace font correspondre les
droites aux droites. _

Cela étant, nous appellerons géométrie projective de
la droite dans lespace la géométrie qui a pour groupe prin-
cipal le groupe projectif. Notre variété V sera donc I’en-
semble des droites de I’espace.

Reprenons maintenant les six quantités (1). Conve-
nons d’appeler point ’ensemble de ces six quantités, que
nous désignerons par coordonnées de ce point. Nous sup-
poserons que ces quantités ne peuvent étre toutes nulles
et que deux points dont les coordonnées sont propor-
tionnelles, sont identiques. Appelons espace projectif &
cinqg dimensions I’ensemble de tous les points ainsi dé-
finis.

Par analogie avec la géométrie projective de I’espace
ordinaire, nous appellerons homographie de I’espace a
cinq dimensions une correspondance entre les points de
cet espace représentée par les équations

pPis = AnsPas + AnsPis + Anepre + Asaspas
+ Asspas + AssuPues

PP = Aq1sP1s + Aa1aP1s + AaraP1s + AgssPss
+ AqsPas + Agupae,

ou le déterminant des coefficients A¢s n’est pas nul.
I1 est- bien évident que ces homographies forment un
groupe.

En procédant toujours par analogie avec ’espace ordi-
naire, nous dirons que I’ensemble des points de I’espace &
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cinq dimensions dont les coordonnées vérifient 1’équa-
tion (I) constitue une hyperquadrique. Nous la désigne-
rons par Q.

D’aprés les définitions que nous venons de donner,
4 une droite de I’espace ordinaire correspond un point
de I’hyperquadrique Q et réciproquement. Cette corres-
pondance biunivoque a lieu sans exception.

I1 est bien facile de voir qu’a une homographie ou a
une réciprocité de 1’espace ordinaire, considérée comme
opérant sur les droites, correspond une homographie (II)
de I’espace & cinq dimensions. Mais cette homographie
n’est pas quelconque ; elle doit laisser inaltérée la rela-
tion (II), c’est-a-dire transformer en elle-méme I’hyper--
quadrique Q. Inversement, une homographie (II) trans-
formant en elle-méme I’hyperquadrique Q correspond
& une homographie ou & une réciprocité de I’espace.

Nous voyons donc que

La géométrie projective réglée de U’espace ordinaire, est
équivalente & la géométrie d’une hyperquadrique de l’espace
projectif a cing dimensions ayant pour groupe principal le
groupe des homographies de cet espace transformant cette
hyperquadrique en elle-méme.

Cette interprétation de la géométrie réglée est due a
F. Klein. On peut se demander quelle est son utilité.

A une surface engendrée par une droite (surface ré-
zlée), correspond une courbe tracée sur Q. A un ensem-
ble de droites dépendant de deux paramétres, ou con-
zruence de droites, correspond une surface tracée sur Q.
Enfin, 4 un ensemble de droites dépendant de trois para-
metres, ou complexe de droites, correspond une variété
& trois dimensions appartenant & Q. L’expérience mon-
tre qu’il est en général plus facile de raisonner sur un lieu
de points, méme appartenant & un espace a cinq dimen-
sions, que sur un lieu de droites de 1’espéce ordinaire.
De la’utilité de la représentation de Klein.
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81. Extension de la géométrie projective. — L’interpré-
tation de la géométrie réglée au moyen d’une géométrie
dans un espace 4 cinq dimensions fait entrevoir ’extension
de la géométrie projective & des espaces & plus de trois
dimensions ou hyperespaces.

Considérons n + 1 nombres z,, x,, ..., s, non tous nuls,
et convenons d’appeler point z I’ensemble de ces nom-
bres ; ceux-ci seront appelés coordonnées projectives du
point z. Convenons en outre de considérer comme iden-
tiques deux points dont les coordonnées projectives sont
proportionnelles. L’ensemble des points 2 ainsi définis
constitue ce que nous appellerons un espace projectif ou
espace linéaire Se & n dimensions.

L’ensemble des points =z de S. dont les coordonnées
satisfont & une équation linéaire

Eo%e + E1%1 + ..o + EnTu =0 1)

constitue ce que nous appellerons un hyperplan . La con-
naissance de n 4+ 1 nombres, non tous nuls, proportion-
nels a &, &, ..., &, permet d’écrire I’équation (1). Nous
dirons que les nombres &,, §,, ..., &, non tous nuls, sont
les coordonnées de I’hyperplan &, deux hyperplans dont les
coordonnées sont proportionnelles étant confondus.

8i, dans I’équation (1), on suppose que les quantités z,,
&, ..., Z» SONt données et les quantités &,, §&,, ..., & varia-
bles, on obtient une relation satisfaite par les coordonnées
de tous les hyperplans contenant le point z ; ¢’est ’équa-
tion tangentielle du point z.

On voit que, comme dans le cas de I’espace ordinaire
Ss, les points et les hyperplans de S. jouent des réles
parfaitement symétriques et on en déduit le principe de
dualité dans ’espace S,.

Considérons p + 1 points y(©, y, .., y®), indépen-
dants, c’est-a-dire tels que ’on ne puisse trouver p +- 4
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quantités A non toutes nulles telles que les n 4 1 identités

2@ g ® F o dy® =0
(§=0,1,..,n)
soient vérifiées.
Considérons I’ensemble des points dont les coordonnées
s’écrivent
pLo = meyo® + mye® + ... + myy,®,
e = me® + myy,™ + ...+ mpyl(p)v

...................................

0T = m.y“(.) + m‘y“ﬂ) 4+ ...+ mpy’.(f).

Cet ensemble coincide avec I’ensemble des groupes de
p + 1 nombres non tous nuls m,, m,, ..., mp, définis & un
facteur de proportionnalité prés ; il constitue par consé-
quent un espace linéaire S, , & p dimensions, déterminé
par les p + 1 points y donnés.

Cet espace S, est d’ailleurs complétement dét miné
comme intersection de n — p hyperplans indépendants. En
particulier, un hyperplan, qui est déterminé par n de ses
points, est un espace linéaire & n — 1 dimensions.

On voit aisément que si deux espaces linéaires S, , S,
ayant en commun un espace S (et non un espace a plus de
t dimensions), appartiennent & un espace S, (et non 4 un
espace 4 moins de r dimensions), on a

p+q=r+ut
Ceci posé, nous appellerons komographie de ’espace S.
la correspondance entre les points z, 2’ définie par les
équations
0Z4 = Goo%o + A%y + ... + aonn,
Pzi = @;0%¢ + 613T1 + ... T AaTn. m

..............................

p%n = @noZo + amiZ; + ... + Auna,

ol le déterminant | aw | des coefficients n’est pas nul.
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Une homographie fait correspondre aux points d’un
hyperplan £ les points d’un hyperplan &’ et plus générale-
ment, aux points d’un espace linéaire & p dimensions, les
points d’un espace linéaire & p dimensions.

Une réciprocité de I’espace S sera définie par les équa-
tions

pte = @o%o + anZy t+ ... + aouTa,
P&l = @10 + anzy + ... + aiuzs, a
08 = aneZo + @y + ... + unZa.

le déterminant des coefficients |au| étant différent
de zéro.

A un point correspond un hyperplan et aux points d’un
espace linéaire & p dimensions correspondent les hyper-
plans passant par un espace linéaire & n—p—1 dimensions.

L’ensemble des homographies et des réciprocités de Sa
constitue un groupe G, appelé groupe des projectivités. La
géométrie projective de S est eelle qui a comme groupe prin-
cipal le groupe Gy.

Les réciprocités ne forment pas un groupe, mais les
homographies forment un groupe Ga. La géométrie pro-
jective restreinte de Sw est celle qui a pour groupe principal
le groupe Ga.

Poursuivant ’analogie avec ’espace ordinaire S;, nous
pouvons définir les affinités, les similitudes et les mouve-
ments de ’espace & n dimensions.

Introduisons un hyperplan privilégié o, que nous ap-
pellerons hyperplan impropre ou hyperplan de ’infini.
Les homographies de S. ayant cet hyperplan comme
hyperplan uni, c’est-a-dire faisant correspondre 4 un
point de ¢ un point de o, sont appelées affinités. Les affi-
nités forment un groupe G, qui est le groupe principal de
la géom trie affine de S.

Si, pour fixer les idées, I’hyperplan « a pour équation
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z, = 0, les affinités seront représentées par les formules (1)
ot I’on a posé

Ay = Gog = ... = aon = 0,

ag, n’étant pas nul.

En excluant de I’espace S. les poin's de ’hyperplan ¢ ot
z, = 0, nous obtenons un nouvel espace que nous appel-
lerons espace cartésien & n dimensions et que nous désigne-
rons par S’. Un point de ce nouvel espace sera compléte-
ment déterminé par les quantités finies

ce seront les coordonnées non homogénes de ce point X.
Les équations d’une affinité peuvent s’écrire
X{ = AnX; + AnXs + oo + AuXa,

X; = Anxx + Aa:xt + o + Amxn, (H!)

Xy = Amxl 4 ApsXy + oo F AunXae

Donnons-nous maintenant, dans I’hyperplan z, = 0,
une hyperquadrique Q, imaginaire, ¢’est-a-dire ’ensemble
des points de cet hyperplan dont les coordonnées vérifient
une équation du second degré

o(xy, Zgy «.., Tn) = 0,

dont toutes les solutions sont imaginaires. On peut d’ail-
leurs toujours s’arranger pour que ’équation de Q prenne
la forme

B+t .. =9

ou, en coordonnées non homogénes,
X1+Xg+..+Xv=0.

Cela étant, une affinité sera appelée similitude si elle
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transforme I’hyperquadrique Q en elle-méme. Cela revient
4 supposer que les équations (I1I) donnent

X4+ X2+ o 4+ X2 =MX1+ X3+ ... + XB). (2

Les similitudes forment un groupe G,, groupe principal
de la géométrie euclidienne de U’espace cartésien 8.

Enfin, une similitude sera appelée mouvement si elle
conserve les distances, ce qui revient & supposer que dans
I’équation (2), on a A = 1. Les mouvements forment un
groupe Gm, groupe principal de la géométrie métrique de
Vespace cartésien S,.

Observons d’ailleurs que I’on elit pu partir de I’espace
cartésien S, et des mouvements de cet espace pour s’élever
ensuite aux similitudes, aux affinités et aux projectivités,
comme on 1’a fait plus haut dans le cas n = 3.

82. La géométrie algébrique, — La géométrie projective
est susceptible d’une extension toute différente, obtenue
en élargissant le concept d’homographie.

Revenons pour plus de simplicité & I’espace ordinaire S,,
Si deux points z, 2’ sont homologues dans une homogra-
phie, les coordonnées de I'un sont proportionnelles a des
polynomes du premier degré portant sur les coordonnées
de l’autre. Peut-on laisser tomber la condition imposée
aux polyndmes d’étre du premier degré et obtenir des
correspondances conservant le caractére algébrique et
biunivoque des homographies ? Un exemple simple va
nous montrer que I’on peut répondre par Paffirmative a
cette question.

Considérons un point O et un nombre R, donnés. Nous
dirons que deux points M, M’ sont homologues si :

a. La droite MM’ passe par le point O,

b. Les segments OM, OM’ satisfont & 1a condition

OM . OM’ = RM

On reconnait 14 la transformation appelée inversion.
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Choisissons trois axes de coordonnées rectangulaires
d’origine O et soient z, y, z les coordonnées de M, «’, y’, 2’
celles du point M. On obtient sans difficulté les relations

R? R2 , R?
- xz'+y‘+z”y'—yz’+y’+2”‘ _zzl+yl+zi'

’

x

et des relations de méme forme donnent z, y, z en fonction
dez’,y’, 2.
Cet exemple montre qu’il existe, dans I’espace projectif,
des correspondances biunivoques entre des points z, z’,
-telles que I’on ait

__m A n_ %
fi(@1, s, Zs, x0) Ia fa fa o
et
ot =n_%H_% )

ol o 7 T) @ @

ol fy, f fs, fesSOnt des polynémes d’un certain degré m et
®1» 92, b5, @4 des polynémes d’un degré n, m et n étant
supérieurs & 'unité. Les équations (2) se déduisent des
équations (1) en résolvant celles-ci par rapport aux z,
et inversement.

Ces correspondances sont appelées transformations bira-
tionnelles ou transformations crémoniennes, du nom du
géometre italien Cremona (1830-1903), qui les a considé-
rées en premier lieu dans toute leur généralité.

L’ensemble des transformations birationnelles de 1’es-
pace constitue évidemment un groupe, le groupe crémo-
nien G.. On appelle géométrie algébrique la géométrie qui
a pour groupe principal le groupe crémonien Ge.

C’est Bertini (1846-1933) qui a le premier été conduit &
cette géométrie (1877); elle a depuis pris une grande
extension.

1l existe évidemment une géométrie algébrique dans
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tout espace projectif, quel que soit le nombre de dimen-
sions de cet espace.

Nous ne pouvons, sans sortir du cadre que nous nous
sommes tracé, entrer dans des détails au sujet de la géo-
métrie algébrique et des problémes qui y sont traités.
Nous renverrons le lecteur soit & notre ouvrage sur
« La Géométrie », déja cité, soit & deux fascicules du
Mémorial des Sciences mathématiques que nous avons con-
sacrés & ces questions!. Nous nous bornerons ici & une
remarque.

Reprenons les formules (1). Aux points z’ d’un plan,
correspondent les points z appartenant & une surface
d’ordre m d’équation

Mft + Asfs + Mafs + 2efe = 0. (3)

Lorsque les )\ varient, ¢’est-a-dire lorsque le plan varie,
la surface (3) engendre un systéme linéaire. Puisque la
correspondance est biunivoque, trois surfaces de ce sys-
téme, correspondant & trois plans n’ayant pas une droite
en commun, doivent avoir en commun un seul point z,
variable avec les surfaces. Cela exige que les surfaces (3)’
aient en commun un certain nombre de courbes et de
points fixes. Or, si nous introduisons dans les formules (1)
les coordonnées d’un point z appartenant & toutes les
surfaces (3), les dénominateurs sont nuls et le point z’ est
indéterminé. Nous rencontrons donc ici un fait nouveau :
une transformation birationnelle n’est pas, comme une
homographie, biunivoque sans exceptions. 11 existe des
points singuliers, appelés points fondamentaux de la
transformation.

1. Les transformations birationnelles du plan (Paris, Gauthier-Villars,
1927), Les transformations birationnelles de Vespace (idem, 1934),



CuaAPITRE VI

LA TOPOLOGIE

83. Considérations intuitives sur les courbes. — Con-
sidérons des courbes que nous supposerons étre des fils
matériels extrémement fins. Au sujet de la matiére dont
sont faites ces courbes, nous pouvons faire trois hypo-
théses :

1. La matiére est rigide ; les fils représentant les
courbes sont indéformables.

2. La matiére est déformable, mais inextensible ; les
fils représentant les courbes peuvent étre déformés, mais
dans les déformations qu’ils subissent, la distance de
deux points, calculée le long du fil, reste constante. On
peut par exemple supposer qu’il s’agit de fils métalliques.

3. La matiére est déformable et extensible. Les fils
considérés peuvent étre déformés, étendus ou contractés
comme peuvent ’étre par exemple des fils de caoutchouc,

Comment, dans chacune de ces hypothéses, pourrons-
nous imaginer une classification des courbes ?

Dans la premiére hypothése, nous ne pouvons que
déplacer nos courbes. Dans ces déplacements, une ligne
droite reste une ligne droite et la distance de deux points
reste immuable. Nous pouvons ranger dans une méme
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catégorie deux courbes qui, par des déplacements, sont
superposables et, par extension, qui sont symétriques
par rapport a un plan. On reconnait 13 le point de vue
de la géométrie métrique élémentaire, considéré au début
du chapitre précédent.

Plagons-nous dans la seconde hypothése et considé-
rons deux segments de courbes limités, le premier par
deux points A, B, le second par deux points A’, B’.
Déplagons le second segment de courbe de maniére a
amener A’ en A et déformons ce segment de maniére &
I’appliquer sur le premier segment. Si, aprés cette défor-
mation, le point B’ vient coincider avec B, nous dirons
que les segments de courbes considérés sont égaux, ou
encore que les distances curvilignes AB, A’B’ (distances
calculées sur les courbes) sont égales.

Nous n’avons plus actuellement a considérer d’une
maniére particuliére les lignes droites et nous pouvons
ranger dans une méme catégorie deux courbes telles que
I’'une d’elles puisse étre déformée de maniére & étre appli-
quée exactement sur I’autre. Ce qui reste immuable ici,
c’est la distance curviligne de deux points.

Dans la troisitme hypotheése, il sera toujours possible
d’appliquer deux segments de courbes AB, A’B’ I'un
sur ’autre de maniére que A’ vienne en A et B’ en B,
en allongeant éventuellement un des segments. Actuel-
lement, nous placerons dans une méme catégorie deux
courbes qui peuvent s’appliquer exactement I’une sur
I’autre en allongeant au besoin certaines parties de 1’une
ou de l’autre courbe. Ce qui nous est défendu, c’est la
rupture d’une courbe ou la soudure de deux courbes.
La distance curviligne de deux points n’est plus conservée.

Prenons un exemple simple. Considérons un cercle C
et une ellipse E.

Dans la premiére hypothése, ces deux courbes seront
rangées dans des catégories différentes
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Dans la seconde hypothése, ces deux courbes appar-
tiendront & la méme catégorie si elles ont des longueurs
égales. Dans le cas contraire, le cercle et 1’ellipse appar-
tiennent A des catégories différentes.

Dans la troisiéme hypothése, le cercle et I’ellipse appar-
tiendront toujours a la méme catégorie. On peut en effet
toujours dilater le cercle C de maniére que sa longueur
devienne égale & celle de Pellipse.

Nous allons, dans ce qui suit, chercher & dégager les
géométries abstraites qui correspondent aux deux der-
ni¢res hypothéses. La géométrie qui correspond i la
seconde hypothé¢se porte le nom de métrique générale ;
celle qui correspond & la troisitme hypothése est appe-
lée topologie ou analysis-situs.

Nous commencerons par définir les courbes et les sur-
faces qui interviennent dans ces géométries.

84. Le concept de courbe. — Pour nous rendre compte
des propriétés que nous devons attribuer aux courbes,
considérons une droite matérialisée et plagons-nous dans
la troisiéme hypothése. Si nous déformons cette droite
tout en étirant ou contractant la matiére qui la compose,
nous obtiendrons une courbe sur laquelle la distribution
des points et la continui té seront conservées. Nous sommes
donc conduits & supposer que les courbes que nous allons
considérer satisfont a des postulats d’ordre et de conti-
nuité analogues a ceux qui ont été admis pour les droites.

Mais ici, une difficulté se présente. Dans les géométries
considérées antérieurement, nous avons rencontré deux
sortes de droites : la droite euclidienne et la droite pro-
jective. Chacune de ces droites peut étre parcourue par
un point dans deux sens opposés, mais si un point par-
court une droite euclidienne dans un sens déterminé, il ne
revient jamais & sa position de départ, tandis que si un
point parcourt une droite projective dans un sens déter-
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miné, il revient toujours a sa position de départ. La droite
euclidienne est illimitée dans les deux sens, la droite pro-
jective est une sorte de courbe fermée.

Les deux sortes de droites ne se présentaient jamais
simultanément dans les géométries considérées jusqu’ici;
par contre, nous aurons i considérer a la fois des courbes
illimitées, analogues aux droites euclidiennes, et des
courbes fermées, analogues aux droites projectives. Ainsi,
si nous nous plagons dans I’espace de la géométrie élé-
mentaire, ‘nous rencontrerons des droites euclidiennes,
donc des courbes illimitées, et des cercles, qui sont des
courbes fermées.

Nous devons donc définir les courbes au moyen d’un
systéme de postulats qui, sur une courbe illimitée, cor-
respondent aux postulats de distribution des points sur
une droite euclidienne et, sur une courbe fermée, aux pos-
tulats de distribution des points sur une droite projective.

Pour définir les courbes, nous suivrons la marche uti-
lisée par F. Enriques dans son article sur les Principes
de la Géométrie de ’Encyclopédie des Sciences mathéma-
tiques, déja cité plus haut.

Nous nous placerons dans un espace dont tous les
points sont réels et qui sera, soit ’espace de la géo-
métrie élémentaire (espace euclidien), soit I’espace pro-
jectif déduit de P’espace précédent par I'introduction des
points impropres (n° 35).

Commengons par considérer une courbe illimitée dans
les deux sens, comprenant une infinité de points et ne
présentant pas de points multiples, c’est-a-dire ne se
recoupant pas.

Nous supposerons que cette courbe satisfait aux
axiomes de distribution formulés par Hilbert pour la
droite (n° 53), & savoir :

I. Si A, B, C sont trois points d’une courbe et si B est
entre A et C, il est aussi entre C et A.
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II. Si A et C sont deux points d’une courbe, il y a au
moins un point B de cette courbe situé entre A et C et
un point D de cette courbe tel que C soit entre A et D.

III. De trois points A, B, C d’une courbe, il y en a tou-
jours un et un seul situé entre les deux autres.

IV. Quatre points A, B, C, D d’une courbe peuvent
toujours étre distribués de maniére que B soit entre A
et C ainsi qu’entre A et D, et que C soit entre A et D et
aussi entre B et D.

De ces postulats résulte que la courbe peut étre par-
courue par un point dans deux sens opposés.

Deux points A, B d’une courbe déterminent un seg-
ment de courbe comprenant tous les points compris
entre A et B et ces deux points.

Nous introduirons la continuité de la courbe en adop-
tant le postulat de Dedekind pour les formes projectives
de premiére espéce (n° 55). 11 nous suffira de remplacer
dans I’énoncé la locution «forme de premiére espéce »
par « courbe ».

V. Si AB est un segment de courbe et si ’on divise ce
segment en deux parties telles que

1. Chaque point du segment appartienne & une des
parties.

2. Le point A appartienne & la premiére partie et le
point B & la seconde.

3. Dans le sens de parcours de A vers B un point quel-
conque de la premiére partie précéde un point quelconque
de la seconde.

Alors il existe un point C du segment AB (pouvant
appartenir & I'une des parties) tel que tout point du seg-
ment précédant C appartienne & la premiére partie et
que tout point du segment suivant C appartienne i la
seconde.

Considérons maintenant une courbe limitée MN, c’est-
a-dire une courbe limitée par deux points M, N, extré-

GODEAUX., — Les Qéométries. 12
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mités de la courbe. Si nous supprimons les points M, N,
nous obtenons une courbe illimitée, car si A est un point
quelconque de la courbe, il existe toujours un point entre
A et M ou entre A et N. Nous supposerons que cette
courbe illimitée satisfait aux postulats qui viennent
d’étre énoncés. Il en résulte en particulier qu’il existe,
sur la courbe MN, deux sens de parcours opposés, ’'un
allant de M vers N, I’autre de N vers M.

Cela étant, considérons deux courbes limitées MN, PQ
telles que le point P coincide avec N et le point Q avec M.
L’ensemble de ces deux courbes sera appelé courbe fer-
mée.

Sur cette courbe fermée, il existe deux sens de par-
cours opposés que nous obtiendrons en associant d’une
part le sens de parcours de MN qui fait passer de M & N
au sens de parcours de PQ qui fait passer de P 4 Q;
d’autre part, le sens de parcours de MN qui fait passer
de N a4 M avec le sens de parcours de FQ qui fait passer
de Q 4 P. Cette courbe fermée satisfait évidemment aux
postulats VI1 et VIII des formes projectives de pre-
miére espéce (n° 55).

Nous avons donc introduit trois sortes de courbes :
les courbes illimitées (que I’on pourrait aussi appeler
courbes ouvertes), les courbes limitées et les courbes
fermées. Sur chacune de ces courbes, nous avons deux
sens de parcours opposés, continus.

Remarquons notamment que l'on peut consulerer,
sur chacune de ces courbes, deux couples de points se
séparant, comme sur les formes projectives de premiére
espéce.

85. Le concept de surface. — Nous définirons une sur-
face en utilisant le concept intuitif de la génération d’une
telle figure par une ligne qui se déplace en se déformant.

Précisons ce point de vue en considérant tout d’abord
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la génération du plan projectif par une droite. Considé-
rons un plan projectif ¢ et dans ce plan un faisceau de
droites de sommet A. Nous pouvons considérer le plan ¢
comme 1’ensemble des points des droites du faisceau ou,
mieux, comme l’ensemble des points des ponctuelles
ayant comme supports les droites du faisceau. Remar-
quons maintenant que le faisceau, en tant que forme
projective de premiére espéce, satisfait aux mémes pos-
tulats d’ordre et de continuité que la ponctuelle. Nous
voyons donc que le plan o est I’ensemble des points qui
sont les éléments de formes de premiére espéce (ponc-
tuelles) qui sont, & leur tour, les éléments d’une forme de
premiére espéce (faisceau de droites).

Revenons maintenant aux surfaces. Considérons une
famille de courbes dont les éléments satisfont, dans la
famille, aux mémes postulats que les points d’une courbe.
L’ensemble des points des courbes de cette famille cons-
titue, par définition, une surface.

Par analogie avec la géométrie projective, nous pou-
vons appeler la famille de courbes considérée un fais-
ceau de courbes, générateur de la surface.

Cependant, cette définition de la surface est trop géné-
rale. Nous supposerons que I’on peut trouver sur la sur-
face un second faisceau générateur, formé de courbes
unisécantes des courbes du premier faisceau. Nous pren-
drons donc comme définition d’une surface la suivante :

Une surface est 1’ensemble des points des courbes de
deux faisceaux F, F’, satisfaisant aux conditions sui-
vantes :

1. Un point de la surface appartient 4 une courbe de F
et & une courbe de F’.

2. Une courbe de F et une courbe de F’ ont en com-
mun un et un seul point de la surface.

3. Sur deux courbes quelconques de F (ou de F’), les
‘courbes de F’ (ou de F) découpent des séries de points
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qui se succédent dans des sens de parcours déterminés.

D’aprés cette derniére condition, si C,, C, sont deux
courbes quelconques de F, la courbe G’ de F’ coupe C,
en un point P, et C, en un point P, ; les points P,, P, se
correspondent dans une transformation biunivoque et
lorsque P, parcourt C, dans un sens déterminé, P, par-
court C, dans un sens déterminé.

L’ensemble des faisceaux F, F’ constitue ce que I'on
appelle un réseau. Les courbes de F, F’ forment, sur la
surface, une sorte de réticule analogue A celui des lignes
coordonnées sur une surface définie par sa représenta-
tion paramétrique.

86. La topologie. — Nous sommes maintenant en me-
sure d’indiquer en quoi consiste la topologie ou analysis-
situs. Nous le ferons en introduisant le groupe principal de
cette géométrie.

Considérons, entre les points de I’espace, une trans-
formation T satisfaisant aux conditions suivantes :

1. Elle est biunivoque sans exception, c’est-a-dire
qu’elle fait correspondre & tout point un point et inver-
sement.

2. Elle fait correspondre aux points d’une courbe, les
points d’une courbe.

8. A deux couples de points M, N et P, Q se séparant
sur une courbe, elle fait correspondre deux couples de
points M’, N’ et P’, Q’ se séparant sur la courbe homo-
logue.

De cette derniére condition résulte que si & une courbe
C, T fait correspondre une courbe C’, 4 un sens de par-
cours de C correspond un sens de parcours de G’. Nous
traduirons cette propriété en disant que la correspon-
dance est ordonnée.

Considérons deux points M, N de C et fixons sur cette
courbe un sens de parcours dans lequel M précéde N, par



LA TOPOLOGIE 181

exemple. Partageons les points du segment curviligne MN
en deux catégories telles que

1. Chaque point du segment MN appartient & ’une
des catégories.

2. Le point M appartient & la premiére catégorie et
le point N A la seconde.

3. Tout point de la premiére catégorie précéde tout
point de la seconde.

D’aprés le postulat de Dedekind, il existe un point P
du segment MN tel que tout point du segment précédant
P appartienne & la premiére catégorie et tout point sui-
vant P a la seconde.

Soient M’, N’, P’ les points qui correspondent respec-
tivement & M, N, P sur la courbe C’ homologue de C.
Au sens de parcours MPN de C correspond le sens de
parcours M'P’N’ de C’. A tout point du segment MP
correspond un point du segment M'P’ et & tout point
du segment PN, un point du segment P’N’. De plus,
tout point du segment M’N’ est le correspondant d’un
point du segment MN. Il en résulte que les points du
segment M’N’ sont répartis en deux catégories possé-
dant les mémes propriétés que les catégories considé-
rées dans le segment MN. Ces deux catégories sont sépa-
rées parle point P’. Par conséquent, la transformation T con-
serve la continuité des courbes ; on dit qu’elle est continue.

A une surface, la transformation T fait évidemment
correspondre une surface.

D’autre part, I’inverse d’une transformation T pos-
s¢de les mémes propriétés que cette transformation.
Enfin, le produit de deux transformations telles que T
est encore une transformation de cette nature. Les trans-
formations T forment donc un groupe.

Les transformations T sont appelées homéomorphies.
Deux courbes ou surfaces homologues dans une trans-
formation T sont dites homéomorphes,
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La topologie est la géométrie qui a pour groupe princi-
pal le groupe des homéomorphies.

Au point de vue intuitif, la topologie est I’étude des
surfaces et des courbes élastiques; deux surfaces ou
deux courbes sont homéomorphes lorsque I'une peut
étre amenée en coincidence avec I’autre sans déchirure
ni recouvrement.

87. La métrique générale. — Revenons A la seconde
hypothése faite dans les considérations intuitives du
début de ce chapitre.

Alors que dans la topologie, nous pouvions considérer
I’espace comme étant celui de la géométrie projective
ou celui de la géométrie élémentaire, nous supposerons,
dans la métrique générale, que 1’espace est celui de la
géométrie élémentaire. Nous avons & définir la mesure
des segments curvilignes.

Considérons un segment de courbe AB. Déformons-
le sans P’allonger ni le contracter de maniére a I’appli-
quer sur un segment de droite A’B’. Nous rectifions ainsi
le segment de courbe AB et nous conviendrons d’appe-
ler longueur de ce segment celle du segment de droite A’B’.

Somme toute, rectifier le segment de courbe AB, c’est
lui attacher un nombre réel qui mesure la distance cur-
viligne AB. Mais naturellement le procédé employé ne
peut étre arbitraire : 8i A, B, C sont trois points qui se
succeédent sur une courbe dans un certain sens, la mesure
de AC doit étre égale & la somme des mesures des segments
AB et BC. Sans insister davantage sur ces conditions,
nous SuUpposerons que nous connaissons un procédé nous
permettant de rectifier tout segment de courbe.

Cela étant, ne considérons que les homéomorphies qui
conservent les distances des arcs de courbes correspon-
dants. Ces homéomorphies particuliéres forment évi-
demment un groupe, sous-groupe du groupe principal
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de la topologie. Nous désignerons ce sous-groupe par G’.

Nous pourrions maintenant définir la métrique géné-
rale comme étant la géométrie de groupe principal G’.
Mais il est possible d’aller plus loin en utilisant le pro-
cédé qui nous a permis de passer de la métrique élémen-
taire 4 la géométrie euclidienne.

Considérons une homéomorphie T et soient C une
courbe, C’ la courbe correspondante. Si AB est un seg-
ment de la courbe C et A’B’ le segment correspondant
de la courbe C’, nous supposerons que 1’on a

mes. A’B’ = k. mes. AB.

k étant une constante réelle, attachée & la transforma-
tion T. Cette relation a lieu quelle que soit la courbe C
et quel que soit le segment AB sur cette courbe. Les
homéomorphies jouissant de cette propriété (la cons-
tante k pouvant varier d’une homéomorphie & l’autre)
forment un groupe que nous désignerons par G et dont G’
est un sous-groupe.

Nous appellerons métrique générale A la géométrie qui
a pour groupe principal le groupe G et métrique générale A’
la géométrie qui a pour groupe principal G’.

Considérons deux surfaces S, S’. Convenons de dire
qu’elles sont équivalentes dans une métrique générale
s’il existe une transformation du groupe principal de
cette métrique permettant de passer de I’'une a l’autre.

Si nous nous plagons dans la métrique A’, il est possi-
ble d’appliquer la surface S sur la surface équivalente S’,
sans déchirure ni recouvrement, avec conservation des
longueurs.

Si nous nous plagons dans la métrique A, deux surfaces
équivalentes ne peuvent plus étre appliquées I’'une sur
Pautre sans que 'une d’elles ne subisse une sorte de rétré-
cissement dans toutes ses parties.

Nous n’insisterons pas davantage sur ces questions,
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Disons cependant qu’il ne faut pas confondre les métriques
précédentes avec certaines questions de géométrie infi-
nitésimale concernant I’applicabilité et la représentation
conforme des surfaces. Les points de vue sont différents,
mais non sans liaisons.

On doit & B. Riemann Vintroduction d’une métrique
beaucoup plus générale que celles qui viennent d’étre
considérées ; nous ne pouvions d’ailleurs étre conduit a
cette métrique en nous placant au point de vue adopté
ici. Nous avons fait allusion plus haut 4 une extension du
concept de géométrie de Lie et Klein, extension due & Elie
Cartan. Ce sont les profondes recherches de ce géométre
sur les métriques générales de Riemann qui ’ont conduit
a cette extension.

88. La topologie et la géométrie élémentaire. — Nous
sommes passés de la géométrie élémentaire & la topologie
en faisant abstraction d’abord de la notion de ligne
droite, ce qui nous a conduits & la métrique générale A’,
puis de la notion de distance.

Inversement, en introduisant en topologie la notion de
distance, nous sommes passés i la métrique générale A ou
A’. En introduisant dans ces métriques la notion de ligne
droite, nous retournons a la géométrie élémentaire.

D’une maniére précise, si nous introduisons dans la
métrique A’ 1a notion de ligne droite, les transformations
du groupe principal devant faire passer d’une ligne droite
4 une ligne droite, deviennent des mouvements et nous
obtenons la métrique élémentaire.

Si au contraire nous partons de la métrique A, les
transformations du groupe principal deviennent des
similitudes et nous obtenons la géométrie euclidienne.

Retournons a la topologie et introduisons la notion de
ligne droite. Une homéomorphie assujettie a faire cor-
respondre une droite 4 toute ligne droite est une projec-
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tivité et nous obtenons ainsi la géométrie projective
comme géométrie subordonnée 4 la topologie.

On sait que I’introduction de la notion de distance en
géométrie projective permet de passer i la géométrie
élémentaire.

Nous pouvons donc, avec F. Enriques, construire le
schéma suivant :

Topologie.
P T i N
Géométrie projective. Métrique générale.
N

Géométrie élémentaire.

F. Enriques a remarqué que ces différentes géométries
correspondent & des groupes de sensations. On peut résu-
mer son point de vue de la maniére suivante :

L’homme normal a constitué la géométrie élémentaire.

Sil’on supprime les mains de cet homme, on ’empéche
de mesurer les distances et il est conduit & la géométrie
projective. Si au contraire on lui supprime la vue, il con-
serve la possibilité de mesurer les distances, mais perd la
notion de ligne droite. Il est conduit & la métrique géné-
rale.

Si enfin on supprime & la fois & cet homme 'usage de
la vue et celui des mains, il est conduit & la topologie.
La notion de ligne droite et celle de distance lui devien-
nent inaccessibles.

89. Les surfaces de Riemann, — Nous donnerons deux
exemples de questions traitées en topologie.

Riemann a introduit, dans 1’étude des fonctions d’une
variable complexe, certaines surfaces réelles auxquelles
son nom est resté attaché. Nous ne pouvons indiquer ici
de quelle maniére ces surfaces sont amenées dans la théo-
rie des fonctions, mais nous montrerons en quoi consistent
ces surfaces et quel est le probléme fondamental qui se
présente A leur sujet.
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Considérons tout d’abord une sphére et fixons I’atten-
tion sur la surface extérieure S de cette sphére. Tragons
sur la surface S une courbe C, fermée;-ne se recoupant
pas. Nous pouvons, sans quitter la surface S, déformer
cette courbe sans soudure ni rupture, de maniére i la
réduire & un point. Pour préciser, déformons tout d’abord
la courbe C de maniére & la réduire a un cercle C’ de la
sphére. Soit « le plan du cercle C’ et «’ un plan tangent
a la sphere paralléle au plan e.. Déplagons le plan o paral-
lelement & lui-méme jusqu’au moment ou il vient coin-

cider avec a’. Le cercle C’ se dé-
forme et se réduit finalement au
point de contact du plan &’ avec la
sphere.

Observons maintenant que nous
pouvons déformer la surface S, sans
déchirure ni recouvrement, de ma-
niére 3 la réduire a la surface d’un
disque plan D a deux faces. Pour
nous rendre compte de cette défor-
mation, nous pouvons supposer que la sphére est cons-
tituée par une péate molle, par exemple par de la pate de
boulanger. On peut alors aplatir cette sphére de maniére
4 la réduire 4 un disque. La courbe C deviendra une
courbe tracée sur le disque D, fermée et sans recoupe-
ments. En général, cette courbe sera en partie tracée sur
chacune des faces du disque, le passage d’une partie a
I’autre se faisant en franchissant le bord du disque. La
figure 24 représente la face supérieure d’un disque sur
lequel est tracée une courbe G dont la partie située sur
la face inférieure du disque est représentée en ponctus.

La propriété de la courbe C tracée sur la sphére S sub-
siste évidemment pour la courbe C tracée sur le disque D.
On peut, par déformation continue, sans rupture, ni sou-
dure, la réduire & un point.

FIGURE 24.
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Forons un trou T dans le disque D et appelons D, la
surface extérieure de la figure ainsi obtenue (fig. 25).
Tragons sur la surface D, une courbe fermée C ne se re-
coupant pas. Nous ne pouvons plus, dans tous les cas,
réduire la courbe C, par déformation
continue, 4 un point. Si par exemple
la courbe C est la courbe & entou-
rant le trou T, ou si ¢’est 1a courbe B @
passant & travers ce trou (fig. 25),
la chose n’est plus possible.

On peut déformer le disque D,
de maniére 4 le faire colncider avec
un tore ; en d’autres termes, la sur-
face D, est homéomorphe & la surface extérieure d’un
tore. Sur celle-ci, la courbe & devient un cercle paralléle
et la courbe B un cercle méridien.

Toute courbe C, tracée sur le disque D,, ou sur le tore,
peut étre réduite, par défor-
mation continue, & une
courbe formée d’un certain
nombre de fois la courbe «
et d’un certain nombre de
fois la courbe .

On appelle surface de
Riemann de genre p la sur-
face extérieure D, d’un dis-
que plan dans lequel on a

FicURE 26. foré p trous, ou toute sur-
face homéomorphe & celle-ci.

Une surface homéomorphe & la surface D, est par
exemple la surface extérieure d’une sphére a laquelle
on a attaché p anses, ou si 'on veut, la surface exté-
rieure d’un vase possédant p anses.

Sur une surface de Riemann D,, on peut tracer 2p cour-
bes fermées ne pouvant se réduire, par déformation con-

FIGURE 25.
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tinue, & un point. Ce sont les courbes «,, «,, ..., o, entou-
rant chacune un des p trous et les courbes B,, B,, ..., By
passant chacune & travers un des p trous. Ainsi, dans
le cas p = 3, on obtient les courbes «,, &;, a3, By, B;, Ps
représentées sur la figure 26.

Toute courbe fermée C tracée sur la surface de Rie-
mann D, se réduit, par déformation continue, & une
courbe formée d’un certain nombre de fois chacune des
courbes a,, a, ..., &p et d’un certain nombre de fois cha-
cune des courbes B, By, ..., Bp. Une telle courbe peut étre
représentée par le symbole :

dady + hads + ... + Aoty + [T Y + P-zﬁa +..+ P’?m

les nombres p., A étant des entiers. Si tous ces entiers sont
nuls, la courbe C peut se réduire & un point par déforma-
tion continue.

Le nombre p est un caractére topologique d’une sur-
face de Riemann. Deux surfaces de Riemann de genres
différents ne sont évidemment pas homéomorphes.

90. La théorie des noeuds. — Un second exemple de
probléme topologique est fourni par la théorie des nceuds.
Plagons-nous dans’es-
pace de la géométrie élé-
mentaire et proposons-
nous de ne considérer que
des courbes fermées, sans
points multiples, c’est-a-
dire ne se recoupant pas.
De telles courbes seront

appelées des neeuds.
Le plus simple de ces
F1GURE 27. nceuds est ’ovale, ho-
méomorphe 4 un cercle

ou A un polygone convexe, par exemple.

Pour nous rendre compte de la nature des courbes
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envisagées, prenons un bout de ficelle, faisons un neceud
puis soudons les extrémi-

tés. Nous obtenons ainsi

soit la courbe représentée

par la figure 27, soit la

courbe représentée par la

figure 28 (Au croisement

de deux traits de la figure,

nous avons interrompu le

trait passant au-dessous).

Le premier de ces nceuds

s’appelle tréfle & gauche,

le second tréfle a droite. Ficure 28.

Ces deux nceuds ne sont

évidemment pas homéomorphes au cercle, ni méme

entre eux.

/\ Par contre, le nceud
représenté parla figure 29
est homéomorphe & un
cercle.

On peut combiner les
nceuds en tréfle de ma-
niére A obtenir des nceuds
plus compliqués. Le nceud
représenté parlafigure 30,
par exemple, est obtenu en

FiGURE 29. combinant un tréfle 4 gau-
che et un tréfle & droite.

La courbe de Hoppe (1816-1900), représentée en coor-
données cartésiennes par les équations paramétriques

z = cos (3 cos ¢ + 2), y=5cost.sint,
z = sin ¢(25 cos? t—1),

affecte 1a forme d’un tréfle & gauche (fig. 27).
La théorie des nceuds a pour objet la détermination de
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certains caractéres topologiques tels que deux nceuds
ayant les mémes caractéres.soient homéomorphes. Le

Ficure 80.

probléme de caractériser les nceuds de cette maniére
n’est d’ailleurs pas résolu.

91. Représentation analytique des courbes. Courbes
de Jordan. — Placons-nous dans un espace euclidien
rapporté a trois axes Oz, Oy, Oz. Reprenons le concept
de courbe de la topologie.

Considérons en premier lieu une courbe limitée. Cette
courbe est homéomorphe & un segment de droite, c’est-
a-dire que nous pouvons appliquer la courbe sur le seg-
ment de droite de maniére & respecter 1’ordre des points
et la continuité.

Les coordonnées des points d’un segment de droite
peuvent s’exprimer en fonctions linéaires d’un para-
métre t,variant entre certaines limites t,, T. Nous sommes
donc conduit & représenter les coordonnées d’un point
d’une courbe limitée par des fonctions réelles d’un para-
métre t. Nous écrirons

z=git), Y=galt)y z=4¢alt). (1)
Ces fonctions ne sont naturellement pas arbitraires,
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Nous devons faire certaines hypothéses rendant compte
des conditions topologiques que I’on vient de rappeler.

1. A une valeur de ¢t de I’intervalle (¢, T) correspond
un et un seul point de la courbe.

2. Un point de la courbe correspond & une seule valeur
de t de DI’intervalle considéré.

3. Les fonctions ¢,, @,, ¢, sont continues.

Les deux sens de parcours sur la courbe correspondent
aux deux modes de variation de ¢ dans I'intervalle (¢, T).
Si, pour fixer les idées, nous supposons ¢, inférieur 4 T, ¢
peut passer de ¢, & T en croissant constamment et de T
a t, en décroissant constamment.

La troisi¢me condition imposée aux fonctions ¢,, @,, @,
correspond ala continuité de la courbe envisagée. On peut
traduire cette condition de la maniére suivante : Soient ¢,
t, deux valeurs de ¢ et 2, yy, 25, %3, ¥s, 73 les coordonnées
des points correspondants. Si ¢ est un nombre positif
arbitrairement choisi, aussi petit qu’on le veut on peut
toujours choisir t, suffisamment voisin de ¢, pour que les
différences 2y — 4, Y3 — Ys, 23 — 22 Soient comprises
entre — s et + €.

La représentation par les équations (1), soumises aux
trois conditions qui viennent d’étre énumeérées, s’étend a
toutes les courbes que nous avons considérées. En par-
ticulier, nous obtiendrons une courbe fermée si le méme
point correspond aux valeurs extrémes t,, T de l’inter-
valle considéré, c’est-a-dire si ’on a

o1(te) = @4(T), Palte) = @a(T), @3 (te) = 94(T),

les autres valeurs de ¢ comprises dans lintervalle con-
duisant toujours A des points distincts.

8’1l existe exceptionnellement »n valeurs de ¢ de I'in-
tervalle (t,, T) donnant le méme point de la courbe, celui-
ci sera un point multiple d’ordre n de la courbe,
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Les courbes représentées par les équations (1) sont
appelées courbes de Jordan (1838-1922).

On doit & ce géomeétre un théoréme important qui
montre que les courbes de Jordan correspondent bien a
la notion intuitive que nous avons de ces figures géomé-
triques.

Une courbe plane de Jordan, fermée, sans point double
partage le plan en deux régions telles que

1. Deux points d’une méme région peuvent toujours
étre réunis par une ligne brisée ne traversant pas la courbe.

2. Deux points n’appartenant pas 4 la méme région
ne peuvent étre réunis par une courbe continue ne tra-
versant pas la courbe.

92. La courbe de Peano. — On peut se demander si les
trois conditions imposées aux fonctions ¢,, @,, ¢, sont
bien nécessaires pour

Y obtenir une courbe ré-
B ) C pondant & la notion in-
A L tuitive que nous avons

A3 |9 de ces objets. La ré-

- " 8 ponse est affirmative,

AN 5,," N, comme le montre

2 ] 8 ™., I’exemple de la courbe
1.7 . 7 7 construite par Peano
6 | -7 (1858-1932). 11 s’agit

. AN d’une courbe plane

0 A T dont les points ont
) 23456789 pour coordonnées des

0 + ‘t' fonctions continues

d’un parameétre ¢ et qui
Froure 31. remplit tout un carré,
Considérons d’une

part sur un axe Ot le segment (OA) de longueur unité,
et d’autre part un carré OABC de coté égal & I'unité
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(tig. 31). Partageons le segment (OA) en neuf segments
égaux numérotés de 1 4 9 et le carré en neuf carrés égaux
numeérotés également de 1 & 9 comme I'indique la figure.
Deux carrés successifs ont un cdté commun.

Dans un carré partiel, définissons un sommet initial et
un sommet final par les conditions suivantes :

1. Le sommet initial et le sommet final sont opposés.

2. Le sommet initial d’un carré coincide avec le som-
met final du carré précédent.

8. Le sommet initial du premier carré partiel est le
point O.

Menons la diagonale de chacun des carrés partiels joi-
gnant le point initial au point final de ce carré. Nous
obtenons ainsi la ligne brisée commengant au point O et
se terminant au point C, représentée sur la figure 31.

Nous ferons correspondre un segment de cette ligne
brisée au segment de I’intervalle (OA) portant le méme
numéro d’ordre que le carré dont ce segment est la dia-
gonale.

Recommengons ces opérations en divisant I’intervalle
(OA) et le carré OABC non plus en neuf, mais en 92 par-
ties égales, puis en 9% parties égales, et ainsi de suite
Nous obtiendrons successivement des lignes brisées com-
prenant 92, 9%, ... segments.

A un point z, y appartenant 4 un des segments de la
ligne brisée obtenue en divisant le carré en 9% carrés par-
tiels, nous ferons correspondre la partie de Iintervalle
(OA) portant le méme numéro que le carré dont le seg-
ment envisagé est une diagonale.

On démontre que, lorsque l’opération est répétée
indéfiniment, z, y sont des fonctions continues

z=git), ¥y =)

de ¢, variant dans1’intervalle (OA). Le point z, y, lorsque ¢
parcourt cet intervalle, décrit tout le carré OABC. La

GODEAUX. — Les Géomélries. 18
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construction montre qu’ une valeur de ¢ correspond un
et un seul point z, y. Mais, par contre il existe une infi-
nité de points z, y provenant de deux ou quatre valeurs
distinctes de t. La correspondance entre les valeurs de ¢
et les points de la courbe de Peano n’est plus biunivoque,
la seconde condition que nous avons imposée aux fonc-
tions ¢ dans le paragraphe précédent n’est plus respectée.
Et ceci montre que si nous voulons obtenir une courbe
répondant & nos conceptions intuitives, la seconde con-
dition est essentielle.

93. Représentation analytique des homéomorphies. —
Considérons une homéomorphie T. C’est, par définition,
une correspondance biunivoque sans exceptions. Si nous
rapportons I’espace & un triédre Ozyz, & un point z, y, z, T
fait correspondre un point «’, y’, 2’ donné par des rela-
tions

2 = Fi(z,y,2), .1/' = Fy(z,9,3), = Fy(z, v, 3). (1)

A un point z, y, z, ces équations font correspondre un
seul point z’, y’, 2’, et inversement. Par conséquent, on
doit pouvoir déduire des équations (1) des relations

z = F{(x" !/, 7), y= F‘(.’L", !/9 7), z=TFy(, !/, 7) (2)

présentant les mémes caractéres.
D’aprés la définition de I’homéomorphie T, & une
courbe C de Jordan, d’équations

z = g4t), ¥ = oalt), z = q4t),

les équations (1) doivent faire correspondre une courbe G’
de Jordan. Il en résulte que les équations

2’ = Fyles, P2y ?!)s .'/' = Ft(?b P ?l)) = Filg, 91,9s) (3)

doivent représenter une courbe de Jordan.
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Les conditions imposées aux fonctions F,, Fy, F3 impli-
quent qu’il y a une correspondance biunivoque entre les
valeurs de t, comprises dans un certain intervalle (¢, T),
et les points z’, y’, z’ de la courbe C’. Nous devons en outre
imposer aux fonctions F,, F,, F, des conditions telles que
les seconds membres des équations (3) soient des fonc-
tions continues de t. On est donc conduit & supposer que
les fonctions F,, F,, F; sont continues par rapport & z,
Y, 3.

On peut exprimer cette condition de la maniére sui-
vante :

Considérons deux points quelconques z,, ¥, 2, et z,,
Y2, 2. Soient zy, y3, 21 et zi, y;, z; leurs homologues
dans ’homéomorphie (1). Donnons-nous en outre un nom-
bre positif arbitrairement petit e. Quel que soit ce nom-
bre, il est toujours possible de choisir les deux premiers
points de telle sorte que les différences x3 — z;, ¥3 — Y,
3, — 2, soient suffisamment petites pour que les diffé-
rences x; — 3, Y3 — Y1, %3 — 23 Soient comprises entre
—ecet + e

D’une maniére plus précise, & tout nombre positif ¢,
arbitrairement choisi, aussi petit qu’on le veut, correspond
un nombre positif n tel que, si les différences z, — x,,
Y1 — Ys, 33 — 33 sont comprises entre — n et + ¥, les dif-
férences 3 — 3, y3 — ys, 23 — 23 sont comprises entre
—cet 4 =

On démontre d’ailleurs que dans ces conditions, les
seconds membres des équations (2) possédent les mémes
propriétés.

Nous avons défini analytiquement les homéomorphies
et par conséquent le groupe des homéomorphies, c’est-
a-dire le groupe principal de la topologie.

94. Le probléme des tangentes. — Considérons une
courbe G de Jordan et soient M M’, deux de ses points,
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On appelle tangente & la courbe C au point M la limite de
droite MM’ lorsque M’ tend vers M sur la courbe, si cette
limite existe. Le probléme des tangentes peut donc se
poser de la manijére suivante : Une courbe de Jordan a-t-
elle une tangente en chaque point et, dans la négative,
quelles sont les conditions supplémentaires que ’on doit
imposer & une courbe de Jordan pour qu’elle ait des tan-
gentes ?

C’est précisément par la négative qu'il faut répondre
A la premiére partie de la question. Il existe des courbes
continues sans tangentes ; la premiére fut en fait définie
par Weierstrass (1815-1897), et celle dont nous allons
indiquer la construction est due & von Koch (1870-1924).

Commengons par faire une remarque. L’idée de con-
sidérer une courbe comme la limite d’une ligne brisée est
trés ancienne et s’est déja présentée aux Grecs notam-
ment & propos du calcul de la longueur d’une circonfs-
rence de cercle.

Considérons un cercle C. Inscrivons dans ce cercle un
carré A, et circonscrivons au méme cercle un carré B,
dont les cotés soient paralléles & ceux du carré A,. Divi-
sons chaque arc du cercle C soutendu par un cété du
carré A, en deux parties égales et joignons les points de
division obtenus aux extrémités du coté correspondant
du carré. Nous obtenons ainsi un octogone convexe A,.
Soit B, I’octogone convexe circonscrit au cercle C et dont
les cOtés sont paralléles & ceux de ’octogone A,. Répé-
tons la méme opération en partant de I’octogone A,, et
ainsi de suite. Aprés k opérations, nous obtiendrons un
polygone convexe inscrit de 4 . 2% cdtés, que nous dési-
gnerons par Az et un polygone convexe Bz, du méme nom-
bre de cotés, circonscrit au cercle C et dont les cotés sont
paralléles & ceux du polygone As. Le cercle C est entié-
rement. compris dans la région du plan limitée par les
polygones As et Ba. En continuant indéfiniment nos
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constructions, nous obtiendrons des régions du plan de
plus en plus minces, contenant le cercle C et celui-ci
apparait comme la limite commune des polygones A,
et Ba.

Arrivons maintenant & la construction de la courbe
de von Koch.

Considérons un segment de droite L, d’extrémités A,
B (fig. 32). Divisons le segment AB en trois parties égales
et sur le segment du milieu DE, construisons un triangle

c

FIGURE 32.

équilatéral CDE. Appelons L, la ligne brisée ADCEB
et L, laligne brisée ACB.

Divisons chacun des segments de la ligne brisée L, en
trois parties égales et construisons chaque fois, sur la par-
tie du milieu, un triangle équilatéral (fig. 38). Nous obte-
nons ainsi une ligne brisée

AA'’FD'DD”GC’'CC”HE’EE”KB’B

que nous désignerons par L,.

D’autre part, divisons chacun des segments de la ligne
brisée L, en trois parties égales et construisons sur les
parties du milieu les triangles équilatéraux FGD, HKE
(fig, 33). Appelons L, la ligne brisée AFDGCHEKB.

Continuons indéfiniment ces constructions ; nous ob-
tiendrons deux suites de lignes brisées :
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1. Les lignes L,, L,, Lg, ..., L, composées de un,
quatre, seize, ..., 22%, ... segments.

2. Les lignes brisées Ly, Ly, Ly, ..., Ly, ... composées
de deux, huit, trente-deux, ..., 22*1, ... segments.

Remarquons que

1. La ligne brisée L4+, est toujours au-dessus de
la ligne Lg.

2. La ligne brisée L4, se trouve toujours au-dessous
de la ligne L ,.

, H
F 4 £< T K

FIcUuRre 88.

8. Les lignes brisées Ly, L, ..., Lo, ... sont toujours
au-dessous des lignes brisées Ly, L, ..., Ligg—y, ...

Fixons l’attention sur les régions du plan limitées
respectivement par les lignes L, et Ly, Lg et Ly, ..., Lia—y
et Ly, .... Ces régions du plan s’amincissent de plus en
plus et les deux suites de lignes brisées considérées ont
pour limite commune une courbe L qui est précisément
la courbe de von Koch.

On démontre que les coordonnées z, y d’un point de
la courbe L de von Koch sont des fonctions continues
d’un paramétre t. Mais si M, M’ sont deux points de la
courbe L, lorsque M’ se rapproche indéfiniment de M, la
limite de la droite MM’ est indéterminée et la tangente
n’existe pas.

La courbe L de von Koch est une courbe continue sans
tangente.
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Cette courbe L posséde la propriété d’étre partout
semblable & elle-méme ; en d’autres termes, une portion
quelconque de la courbe est semblable & la courbe tout
entiére. Tout segment de la courbe a une longueur infinie.

95. Conditions d’existence des tangentes. — Cherchons &
déterminer dans quelles conditions une courbe de Jor-
dan

z=gqt), y=e:t), =gt (1)

posséde une tangente en un point M. Soient z,, y,, z, les
coordonnées du point M, ¢, 1a valeur correspondante de z.
Prenons un second point M’ de la courbe correspondant
4 la valeur ¢, de ¢ et soient x,, y,, 2, ses coordonnées. Les
équations de la droite MM’ sont

T"% _Y " Y 32”2, (2)
T3—To Y17 Yo 2172

Les paramétres directeurs de cette droite sont done
zy— 2o = ¢1(ts) — @ulta)s Y1 — Yo = 92(ta) — @alte),
23— %o = 9a(ts) — Palte)

ou encore, puisque ces paramétres ne sont définis qu’a
un facteur de proportionnalité prés, -

oalt)) —@alte)  Palti) — @alte)  @alts) — Palte) (3)
ty—to h—1 HL— 1t

La tangente a la ligne (1) au point M, si elle existe, est
la limite de la droite MM’ lorsque M’ tend vers M sur la
courbe, c’est-a-dire lorsque ¢, tend vers t,. Les équations
de cette tangente seront les équations déduites des équa-
tions (2) aprés ce passage a la limite. Ce qui varie dans
les équations (2), lorsque ¢, tend vers ¢,, ce sont les déno-
minateurs, c’est-d-dire les paramétres directeurs de la
droite, Pour que la tangente existe au point M, il fant
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donc que les limites des fonctions (3) existent lorsque ¢,
tend vers t,. Or, ces limites sont précisément par défi-
nition les dérivées oj(to), @i(to), @3(te) des fonctions q,, @,
@, au point ¢,. Cependant, I’existence de ces dérivées, sup-
posées finies, ne suffit pas encore pour que la tangente
existe. Les paramétres directeurs d’une droite ne peu-
vent étre tous nuls et par conséquent il faut encore que
les dérivées @j(t,), palto), @3(to) ne soient pas toutes nulles.

En résumé, pour que la tangente au point M & la courbe
de Jordan (1) existe, il faut que

1. Les dérivées o;(t,), @i(t,), @slte) des fonctions ¢,(t),
@4(t), pslt) existent en ce point.

2. L’une au moins de ces dérivées ne soit pas nulle,

Ces conditions sont évidemment suffisantes.

Pour qu’il existe une tangente en tout point de la
courbe de Jordan (1), il faut que les dérivées des fonc-
tions @,(t), ps(t), @s(t) existent pour toutes les valeurs de ¢
considérées (nous dirons que ces fonctions sont dans ce
cas dérivables ou différentiables) et ne soient pas nulles
simultanément.

Nous pouvons d’ailleurs laisser tomber cette dernitre
condition, car il est évident que si les fonctions ¢,, ¢,, P,
sont dérivables dans D’intervalle (t,, T) considéré, leurs
dérivées ne seront qu’exceptionnellement toutes trois
nulles. Cela revient & supposer la possibilité de quelques
points de la courbe ou la tangente n’existera pas. De
méme, nous pouvons admettre qu’il existe quelques
points en lesquels la dérivée d’une des fonctions ¢, ¢, s
n’existe pas; nous aurons ainsi une courbe de Jordan
ayant «en général » une tangente en chaque point.

Reprenons ’homéomorphie

x = Fl(x» Y, z)v y, = Fl(xr Y, z)) 7= Fg(ﬁ, Y, ’)'

Si nous voulons constituer une géométrie des courbes
de Jordan ayant des tangentes, nous devrons prendre
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pour groupe principal de cette géométrie un groupe
formé d’homéomorphies faisant correspondre 4 une
courbe de Jordan ayant des tangentes, une courbe de
Jordan ayant également des tangentes.

En d’autres termes, la courbe

z' = Filon, 93, 9s)s ¥ = Fa(@1, P2, 9s)s 2’ = Falpy, 01, 04)

devra avoir des-tangentes et les dérivées des seconds
membres devront exister. Cela exige évidemment que
les fonctions F,, F,, F; admettent des dérivées partielles
w o, oF, et cette condition est suffisante. Nous
bl ] 03
dirons que les fonctions F,, Fy, Fy sont différentiables.
La géométrie ainsi constituée peut étre caractérisée en
disant que c’est une topologie ou toutes les fonctions uti-

lisées sont différentiables.

96. Topologies restreintes de divers ordres. — En géo-
métrie analytique classique, lorsque I’on étudie une
courbe

z=hith y=h) z="1h), (1)

on admet en général que les fonctions f,, fy, f5 sont indé-
finiment dérivables. On attache alors & ces courbes diffé-
rents éléments faisant intervenir les dérivées de ces fonc-
tions jusqu’a un certain ordre. Tels sont :

1. La tangente, qui fait intervenir les dérivées du pre-
mier ordre.

2. Le plan osculateur et le cercle osculateur, qui font
intervenir les dérivées du premier et du second ordre.

3. La sphére osculatrice, qui fait intervenir les déri-
vées des trois premiers ordres, etc.

Or, on peut trés bien étudier les courbes ayant des tane
gentes sans faire aucune hypothése sur ’existence des
dérivées secondes des fonctions servant & définir les
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courbes. De mém.e, on peut étudier lesscourbes ayant des
plans et des cercles osculateurs sans supposer quoi que
ce soit au sujet des dérivées troisiémes. Et ainsi de suite.

Convenons de ne considérer que les courbes (1) pour
lesquelles les seconds membres possédent des dérivées
des n premiers ordres sans posséder des dérivées du
(n 4 1)-iéme ordre.

Si nous voulons constituer une géométrie de ces
courbes, nous devrons nous limiter A la considération
d’homéomorphies transformant chacune de ces courbes
en une courbe possédant la méme propriété. 11 est facile
de voir que cela implique I’existence des dérivées par-
tielles des n premiers ordres, des fonctions intervenant dans
I’expression analytique des homéomorphies, sans impli-
quer quoi que ce soit sur les dérivées partielles du
(n 4+ 1)-iéme ordre.

Convenons de dire qu’une fonction admettant des
dérivées partielles des n premiers ordres est différen-
tiable n fois. La géométrie que nous venons de construire
est une topologie dans laquelle toutes les fonctions uti-
lisées sont différentiables n fois. On peut I’appeler topo-
logie restreinte du n-iéme ordre.

Dans cet ordre d’idées, la géométrie des courbes de
Jordan ayant des tangentes, dont il a été question au
paragraphe précédent, est la topologie restreinte du pre-
mier ordre.

La géométrie des courbes de Jordan admettant des
plans et des cercles osculateurs est la topologie restreinte
du second ordre.

Ce genre de considération a retenu récemment 1’at-
tention de G. Bouligand, aux publications duquel nous
renvoyons pour une étude plus précise des topologies
restreintes.

97. La géométrie infinitésimale directe, — Nous donne-
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rons actuellement quelques indications sur une géométrie
appelée par G. Bouligand géométrie infinitésimale directe.

Plagons-nous dans 1’espace de la géométrie élémentaire
et considérons un ensemble E de points réels de cet espace.
Nous supposerons que cet ensemble comprend une infi-
nité de points : ce sera par exemple ’ensemble des points
d’une courbe, ou celuj des points d’une surface, ou encore
I’ensemble des points intérieurs & une sphére donnée (en-
semble qui pourra ou non cemprendre les points de la
sphére elle-méme).

On dit qu’un point O est un point d’accumulation ou un
point limite de 1’ensemble E lorsque, dans toute sphére
ayant pour centre O, il y a au moins un point de I’en-
semble, quelque petit que soit le rayon de cette sphére.
On démontre d’ailleurs que si O est un point d’accumula-
tion de I’ensemble E, chacune des sphéres considérées
contient une infinité de points de I’ensemble.

A un point d’accumulation O d’un ensemble E, on peut
attacher deux ensembles de droites : le contingent et le
paratingent.

Considérons un point M de I’ensemble et la demi-droite
OM (limitée au point O). Lorsque M tend vers O, la demi-
droite OM peut avoir une position limite OT que I’on
appelle demi-tangente au point O. L’ensemble des demi-
tangentes forme le contingent au point O.

La demi-tangente OF peut étre définie d’une maniére
plus précise en disant que tout céne de révolution d’axe
OT et de sommet O contient au moins un point de ’en-
semble E distinct de O, quelque petit que soit I’angle au
sommet du cone et quelque petite que soit la hauteur de
celui-ci (supposé limité & un plan perpendiculaire & OT
et ne passant pas par O).

Soient maintenant M, M’ deux points de I’ensemble E,
distincts de O. Supposons que lorsque les points M, M’ se
rapprochent indéfiniment et simultanément de O, la
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droite MM’ ait une position limite d, passant par O. La
droite d est appelée paratingente de P’ensemble E au
point O. L’ensemble des paratingentes au point O forme
le paratingent en ce point. Ce paratingent contient évi-
demment le contingent au point O et peut d’ailleurs dans
certains cas coincider avec

T 0 T celui-ci.

Donnons deux exemples sim-

— ples pour éclairer ces défini-

FiGURE 84. tions.

Considérons en premier lieu
un arc de courbe, par exemple un arc de section conique
et soit O un point de cet arc (fig. 34). Nous avons en O
deux demi-tangentes OT, OT’, portées par la tangente
T’T a I’arc. Le contingent sera formé de la seule droite
T’T. 11 est évident que cette droite est la seule paratin-
gente au point O. Le contingent et le paratingent coin-
cident.

Considérons en second lieu la courbe d’équation

Yt =z,

qui posséde un point de rebroussement & I’origine O des
coordonnées (fig. 35). Le contingent est formé de la seule
demi-droite OT. Par contre, le paratingent est formé de
toutes les droites du faisceau de
sommet O.

Venons-en au groupe principal de T
la géométrie infinitésimale directe. 0

Une homéomorphie transforme
un ensemble en un ensemble et fait
correspondre 4 un point d’accumu- FIGURE 85.
lation d’un ensemble un point d’ac-
cumulation de I’ensemble homologue. Nous imposerons
aux homéomorphies du groupe principal de la géométrie
infinitésimale directe la condition de conserver les con-
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tingents. D’une maniére plus précise, soient E un en-
semble, O un de ses points d’accumulation, E’ I’ensemble
qu’une homéomorphie T fait correspondre & E, O’ le
point d’accumulation de E’ homologue de O. L’homéo-
morphie T doit étre telle que s’il existe un contingent
de E en O, il existe un contingent de E’ en O’.
Si
2’ = Fyz, y, 3), y= Fa(z, y, 3), 2’ = Fy(z, y, 3)

sont les équations d’une telle homéomorphie, cela impli-
que que les fonctions F,, F,, F,; aient des dérivées par-
tielles continues du premier ordre et que, de plus, le déter-
minant fonctionnel de ces trois fonctions, ou jacobien,

oF, oF, oF,

Pz dy oz

dx dy 9z

oz dy oz
soit positif et différent de zéro 1,

Sous ces conditions, s’il existe un paratingent de 1’en-
semble E au point O, il existe un paratingent de I’ensem-
ble E’ en O’.

La géométrie infinitésimale directe a été développée
par G. Bouligand et par toute une équipe de chercheurs
qu’il a formés ; elle a conduit & d’importants résultats.
Elle est née du désir d’obtenir des propriétés géométriques
en faisant le minimum d’hypothéses sur les étres étudiés
Ju, en d’autres termes, de connaitre la véritable cause de
ses propriétés.

La notion de paratingent avait été utilisée antérieu-

1. Le fait que ce déterminant n’est pas nul doit d’ailleurs étre vrai pour
toutes les homéomorphies considérées plus haut, sans quoi on ne pourrait
exprimer z, y, 2 en fonctions de 2’, ', 2'.



206 LES GEOMETRIES

rement par B. Levi dans un probléme d’une tout autre
nature, concernant les courbes algébriques ; ce géométre
appelait les paratingentes des cordes impropres. Au mo-
ment ou G. Bouligand commencait ses belles recherches,
F. Severi a étendu la notion de corde impropre aux
courbes, qu’il appelle courbes intuitives, transformées
topologiques de droites.

98. La géométrie finie. — Considérons une ellipse. Une
droite de son plan la rencontre en deux points réels ou
imaginaires, distincts ou confondus, et par un point de
son plan, on peut lui mener deux tangentes, réelles ou
imaginaires, distinctes ou confondues. Si nous nous res-
treignons & la considération des seuls points et droites
réels, nous devons écrire qu’une droite rencontre I’ellipse
en deux points ou en un point, ou ne la rencontre pas, et
que par un point, on peut lui mener deux tangentes, ou
une tangente, ou qu’on ne peut pas lui mener de tan-
gentes. En d’autres termes, une droite rencontre I’ellipse
en deux points au plus et par un point, on peut mener
deux tangentes au plus & cette ellipse. Les ellipses ne sont
pas les seules courbes possédant ces propriétés ; celles-ci
appartiennent également aux ovales, c’est-d-dire aux
courbes planes fermées convexes.

Des considérations de cette nature ont conduit les géo-
meétres 4 ce que Darboux (1842-1916) a appelé la géomé-
trie finie, sur laquelle nous donnerons quelques indica-
tions en nous bornant & la géométrie plane.

Considérons une courbe plane de Jordan G satisfaisant
aux conditions suivantes :

1. Elle admet en général une tangente en chaque point.

2. La tangente varie d’une maniére continue avec le
point de contact.

3. Elle est rencontrée en un nombre fini de points par
toute droite du plan.
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4. Par un point du plan passent des tangentes a la
courbe en nombre fini.

Si n est le nombre maximum des points de rencontre
d’une droite avec la courbe G, celle-ci sera dite d’ordre n.
Si m est le maximum du nombre de tangentes que 1’on
peut mener & la courbe par un point, 1a courbe est dite de
classe m.

La transformée par dualité de la courbe C est une
courbe de méme nature.

Les courbes algébriques réelles satisfont aux conditions
imposées aux courbes C, mais si on laisse tomber le fait
que la courbe est algébrique, certaines propriétés subsis-
tent et la recherche de ces propriétés constitue un pro-
bleme essentiel de la géométrie finie.

Parmi les géométres qui ont étudié ces questions, il
convient de citer Juel (1855-1935), qui leur a consacré de
nombreux mémoires et a édifié une théorie de ces courbes.

Le point de départ de Juel est la notion d’arc élémen-
taire. Considérons un arc de courbe continue d’extrémi-
tés A, B, tel que cet arc limite, avec la corde AB, un do-
maine convexe. Supposons de plus qu’en chaque point de
I’arc existe une tangente unique, variant d’une maniére
continue avec le point de contact.

Une droite rencontre un arc élémentaire en deux points
au plus et par un point, on peut mener au plus deux tan-
gentes a cet arc. Par dualité, un arc élémentaire se trans-
forme en un arc élémentaire.

Les courbes considérées par Juel sont formées par la
réunion d’un nombre fini d’arcs élémentaires, chaque ex-
trémité d’un arc étant une extrémité d’un autre arc. Ces
courbes satisfont aux conditions imposées plus haut.

Un exposé magistral des recherches de Juel a été fait,
il y a quelques années, par P. Montel. Empruntons 2 ce
dernier le processus qui permet de passer d’une courbe de
Jordan i une courbe de Juel.
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Plagons-nous dans un plan projectif réel et considérons
dans ce plan une courbe fermée de Jordan.

1. On supposera en premier lieu I’existence d’une tan-
gente en chaque point, sauf peut-étre en un nombre fini
de points.

2. Supposons ensuite que la tangente varie d’une ma-
nidre continue avec le point de contact, sauf peut-étre en
un nombre fini de points.

3. Admettons enfin que chaque point de la courbe soit
Porigine de deux arcs élémentaires, placés sur la courbe,

de part et d’autre du point.

On en déduit que la courbe

— —— est formée d’un nombre fini
d’arcs élémentaires.

FicUure 86. Parmi les propriétés des

+ courbes algébriques qui sub-

sistent pour les courbes de Juel, mentionnons la suivante:

On appelle point d’inflexion d’une courbe un point A
en lequel la tangente AT est unique et est traversée par
la courbe (fig. 86). Une courbe plane algébrique du troi-
siéme ordre posséde neuf points d’inflexion dont trois
sont réels et six imaginaires. Et bien, une courbe plane
de Juel du troisiéme ordre posséde trois points d’in-
flexion.

Juel a étendu ses recherches aux surfaces, en particulier
aux surfaces réglées et aux surfaces de troisi¢tme ordre,
rencontrées en trois points au plus par toute droite de
J’espace n’appartenant pas & la surface.

Parmi les géomeétres qui s’occupent actuellement de
géométrie finie, nous citerons A. Marchaud et O. Haupt.
Le premier a notamment étudié des ensembles continus
de points, d’ordre borné, c’est-a-dire rencontrés par les
droites en un nombre fini de points.

Le groupe principal de la géométrie finie n’a pas pu,
jusqu’a présent, étre caractérisé d’une maniére précise.

‘>A
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99. Le développement de la topologie. — Dans les lignes
qui précédent, nous avons essayé de faire comprendre en
quoi consiste la topologie ou analysis-situs en partant de
la géométrie élémentaire et en faisant largement appel &
Pintuition. Ce sont les surfaces de Riemann, introduites
dans la science par ce géomeétre en 1857, qui ont appelé
Pattention sur I’analysis-situs. L’utilisation de ces sur-
faces, notamment dans 1’étude des courbes algébriques,
s’est révélée extrémement féconde, aussi ont-elles été
I’objet de trés nombreuses recherches.

Au début cependant, I’appel & I’intuition dans les re-
cherches de topologie fut assez fréquent, mais peu a peu,
les géométres ont cherché & en dégager les principes et &
donner A cette discipline une assiette rigoureuse. Ceci
était d’autant plus nécessaire que petit & petit, I’analysis-
situs s’est révélée indispensable dans la plupart des bran-
ches des mathématiques.

On doit & H. Poincaré des résultats fondamentaux sur
Panalysis-situs ; les cinqg mémoires qu’il a consacrés i cette
théorie ont été le point de départ d’un grand nombre de
recherches. On peut dire que l’illustre géomeétre a été le
promoteur des recherches modernes sur la topologie.

Nous ne pouvons donner, dans un ouvrage aussi élé-
mentaire que celui-ci, des indications sur les recherches
récentes concernant la topologie. Nous nous bornerons,
en terminant, & indiquer deux questions d’aspect élé-
mentaire, qui relevent de cette partie de la géométrie.

La premiére de ces questions est relative au coloriage
des cartes géographiques. On considére une carte géogra-
phique, on se propose de la colorier de maniére que deux
pays limitrophes aient des couleurs différentes, en em-
ployant le plus petit nombre possible de couleurs. Com-
bien faut-il de couleurs ?

Sous une forme plus précise, tragons sur la surface d’une
sphére un réseau de lignes (de Jordan) de maniére & par-

GODEATUX. — Les Géométries. 14
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tager cette surface en un certain nombre de régions (exac-
tement comme la surface terrestre est partagée en régions
par les frontiéres de pays et les cotes maritimes). Donnons
une couleur & chacune de ces régions de maniére que denx
régions ayant une frontiére commune aient des couleurs
différentes. Par contre, deux régions ayant en commun
un nombre fini de points pourront avoir la méme cou-
leur. On se propose de trouver le nombre minimum de
couleurs nécessaires pour faire ce coloriage. On démontre
que ce nombre est au moins égal & quatre et au plus égal
a cinq. Comme on ne connait aucun exemple exigeant
cing couleurs, on a cherché, vainement jusqu’ici, & dé-
montrer que quatre couleurs suffisent toujours. C’est le
probléme connu sous le nom de probléeme des quatre
couleurs.

La seconde question est relative aux polyédres. Dans
les traités de géométrie élémentaire, on démontre que si
un polyédre convexe posséde S sommets, A arétes et
F faces, on a la relation

F+S8=A+42

C’est le théoréme connu sous le nom de théoréme
d’Luler, bien que la relation précédente fut déja connue
de Descartes.

11 s’agit bien d’une propriété topologique, car dans la
démonstration, le fait que les arétes sont des segments de
droites et les faces des portions de plans, ne joue aucun
role. Cette relation reste vraie si on considére un réseau de
courbes de Jordan tracé sur la surface d’une sphére ou
d’une surface de Riemann de genre zéro. Il existe d’ail-
leurs une relation analogue pour les réseaux tracés sur une
surface de Riemann de genre p.
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