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SUR UNE TRANSFORMATION
BIRATIONNELLE MONOIDALE INVOLUTIVE

Dans un travail récent (1), nous avons étudié une transfor-
mation de Jonquitres, plane, non périodique, définie en par-

tant d'un réseau de courbes
planes d’ordre n ayant, en
un point fixe O, un point
multiple d’ordre #—3. De
plus, les courbes d’un fais-
ceau compris dans le réseau
ont, en O, la multiplicité
n—1. Nous allons nous occu-
per d’une question analogue.

Nous considérons, dans
I'espace, un systeme linéaire

triplement infini de surfaces

d’ordre 1 ayant en général
la multiplicité 7—4 en un
point fixe O. Dans le sys-
téme, nous supposons qu'il
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existe un réseau de surfaces ayant en O la multiplicité n— 2.
Nous considérons ensuite les bitangentes aux surfaces du
systeme passant par O et nous démontrons que les points
de contact de ces bitangentes se correspondent dans une

(1) Sur certains réseaux de courbes planes. Bulletins de I'Académie
Royale de Belgique, 1923, pdg: 521-520.




transformation birationnelle involutive T. En général, cette
transformation est d’ordre n—3, c’est-a-dire que la surface
que T fait correspondre a un plan est d’ordre n—3. Ces
surfaces ont, en O, la multiplicité n— 4 et ont entre elles un
contact du second ordre dans le voisinage du point O. Apres
avoir étudié cette transformation T, nous montrons que toute
transformation jouissant des mémes propriétés, peut s'obtenir
par le méme procédé. Enfin, nous considérons les généra-
lisations possibles. o

i. — Considérons, dans 'espace ordinaire, un systeéme
linéaire | F|, triplement infini, de surfaces F d’ordre n ayant
un point base O multiple d’ordre 7—4. Supposons que,
parmi les surfaces F, il y en ait co?, formant un réseau,
ayant O comme point multiple d’ordre n—2, et désignons
ce réseau par |Fy|. , -

Par un point P de Pespace passent oo ! surfaces de |F|
tangentes en ce point 4 la droite PO, et ces surfaces forment
un faisceau. Dans ce faisceau, se trouve une et une seule
surface de | Fi|. Les surfaces de ce faisceau découpent, sur
la droite PO, en déhors de P10, des couples de points formant
une involution. Cette involution posséde deux points de coin-
cidence: L’un de ces points de coincidence est fourni par la

surface de | Fi | appartenant au faisceau et est donc le

point O l'autre point de coincidence Q est fourni par une
surface de | F | tangente a PO au point Q, en général dis-
tinct de O et de P. Nous voyons donc qu’il existe une seule
surface du systeme | F | bitangente a une droite passant par
O, un des points de contact étant assigné. Il en résulte que
les surfaces de | I | bitangentes & une droite passant par O
ont pour points de contact les couples d’une involution située
sur cette droite. Ces couples de points Py’ Q.se correspondent
dans une transformation birationnelle involutive T que nous
allons étudier.

2. — Choisissons comme triedre de référence un triedre




Oxyz de sommet O. Les équations de trois surfaces linéaire-
ment indépendantes du réseau | Fy | peuvent s’écrire

A, py5) =y (%, 73 §) F ey (56, 1, 1) 7 Cuma (X, 7, §) = Oy
B(x,y, 5{) = Sn (x,-_}’, q")+ Bn—-l (x7}'> Z)"f' anz (o, 75 1)=o0,
C(v‘f’)/, D=1 780 T (X, )58 F ez (%, 7,5 =0,

les «,B,7 étant des polynomes entiers, rationnels et homo-
genes en x,y,3, de degrés égaux aux indices.
Soit maintenant

D (x,y,2) =0 (73 8) F Quat (X, 13 %) + ua (%, 7, 7) +
T+ §n—3 (X, 5 3) + Puey (X5 )5 ) =0

I'équation d’'une surface de | F | ayant la multiplicité n—4
en O, les ¢ étant des polynomes entiers, rationnels et homo-
génes en x, y,7, de degrés égaux aux indices.

Les surfaces du systeme | F | auront comme équation

)\(D(X,}/,Z)*{*liA(}CJQZ)—*—?\QB(x, V»Z)+7\3C<x’}’;<")=0- (‘)

Toutes les surfaces F pour lesquelles X n’est pas nul,
c’est-a-dire n’appartenant pas au réseau |Fy|, auront en gé-
néral la multiplicité #—4 en O. Le c6ne tangent en ce point
a pour équation

5?:;—4()5, Vﬂ)=0

et est donc fixe. Les génératrices de ce cOne rencontrent en

général la surface F en n—3 points confondus en O. Les
droites communes aux deux cdnes

Qr—3 (X, Js {) =0, QPu-y (.’C, g »7) =0

rencontrent la surface F en n— 2 points confondus en O.
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Ces deux cOnes peuvent avoir une partie commune. En
représentant par

I (%, yy5) =0 (2)

cette partie commune, supposée d’ordre h, nous poserons

Py (515 8) = 2 (X, 775 8)+ Pu—3 (%, 5 2)s
Dy (X5 Z) = (x')_}/' Z) - (x'i.}/’ Z)’

les cbnes

by 3-p=0, '\'971—4-—/1 ==0

n’ayant qu'un nombre fini de droites en commun.

Toutes les génératrices du cdne (2) rencontrent la sur-
face F en n—2 points confondus en O.

3. —Passons maintenant a Pexpression analytique de la
correspondance entre les points P, Q définie plus haut.

Si x, y, 1 sont les coordonnées de P, celles de Q pourront
s'écrire x'=rkx, y'=ky, ' =kz. Pour déterminer k, nous
exprimerons que la surface (1) passe par les points P, Q et -
touche la droite P Q. Cela nous donnera quatre équations
entre lesquelles nous éliminerons X, A, ha, k3. Nous obtenons
ainsi le déterminant

Ont n—r1tPnst @r3t 9, Ut Oyt Uy
©On- 1‘*‘2‘?71’2‘!—3’%: 3 40u—y e+ 20+«
kout kg, s+ koy s Pr—y kot ko Ko, =0,(3)
k3‘?n~x+2k2?n—z+ 3k‘?lz—3‘}‘4‘?n—~4 kday,... x+2kgan-2

dans lequel les 3¢ et 4¢ colonnes se déduisent de la seconde
en remplacant les « par les B et les 7.

Multiplions les lignes du déterminant précédent respecti-
vement par —2k% k*—[3, 2 et k—1 et additionnons les




trois premiéres lignes du nouveau déterminant obtenu a la
quatrieme. Celle-ci devient

(k—1P[kons+2(+1)ps—y] 0o o o.

Observons que le point Q devant étre différent de P et
de O, k doit étre différent de O et de 1. Comme le mineur
du déterminant (3) relatif au premier élément de la quatrieme
ligne n’admet comme racine que k=o et k=1, I'équation (3)
n’admet qu’une seule racine k différente de o et de 1, soit

PO

Pn—3 + 20—y

Les formules définissant la transformation birationnelle
involutive T sont donc:

! 2.%’&?,1-4 (.’)C,]’, Z)

= @3 (% 1 ) T 280 (3, 75 8)°
Y 25 7)
Pn—3(%5 72 1)+ 200 -4 (X, 75 7)°
V= 28%n—4 (%, 1, 3)

- On—3 (X, 1, §) 200, (77"

SiPon introduit I'hypothese que ¢, et g,_, ont un facteur
commun ¥, ces formules deviennent

. 2‘Pn—4—-h
‘!)n—B——h + 2¢n~4~h ' (4)

En particulier, si i=n—4, c’est-a-dire si toutes les tan-
gentes aux surfaces F en O rencontrent ces surfaces en 17—2
points confondus en O, la transformation T est une homo-
graphie.
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C’est ce qui se présentera toujours si 1 =4, car, alors, on
a nécessairement i=n—4=o0.
Si nous passons aux coordonnées homogenes en posant

X3 X3 X3

xi’ x Y
les formules (4) deviennent

p2x's = 2261 §r —gi (561, X2 X3)s
pix'a = 263 Yug—n (X1, X2, X8),

5
px'3 = 23 Pu—g (X1, X2, X4), ©)
01 = — D1 (61, K25 X3) — 250 Gyt (K15 X2, X3); |
p étant un facteur de proportionnalité.
4.— Au plan
w1 21+ ua x2 -+ U3 X3+ 14 X4 =0, 6)

la transformation T fait correspondre la surface
2 (uy 201 + g 202 + 13 X3 — 14 204) Yo gt — Ui P31 =0. 7
Les tangentes en O a cette surface forment le cdne
Py (%1, X2, X3) = 0,
qui ne dépend pas du plan (6). Les surfaces (7) ont donc en
O la multiplicité #—4—#h et le cOne tangent y est fixe. Ces

surfaces sont donc des monoides.
Les (n —3—h) (n— 4 — h) droites communes aux cdnes

4)71—3——“/1 = Og LI-‘n--—4-—-h =0
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appartiennent toutes a la surface (7). Ces droites sont d’ailleurs
les seules courbes communes a toutes les surfaces (7), car
la transformation T étant involutive, & une droite doit cor-
respondre une courbe de méme ordre n—3 —#% que les sur-
faces (7). Les courbes—base du systeme des surfaces (7)
doivent donc avoir ensemble l'ordre

m—=3—h2—(n—3—-I=mn—3—hy(n—q4—nh).

Ces courbes ne peuvent donc étre que les droites ren-
contrées plus haut, et de plus, ces droites doivent étre sim-
ples pour les surfaces (7).

Pour étudier de plus pres la maniere dont se comportent
les surfaces (7) dans le domaine du point O, opérons la trans-
formation quadratique spatiale

XL X1 X3 XL =J1Y4 i yayai}ys yetyays.
A la surface (7) correspond une surface d’équation

2(us 1t uaye+tus ys) o —n yo y3] u—yn (Y1, y2, ys) —
®)
— s y5 P30 (Y1, 72, y3)=o0.

LLa section de cette surface par le plan y =0 se compose
des droites

ya=)i1=0, }3=})1=0,
fondamentales pour la transformation, et de la courbe
br—g—i (}/17_]/%.}’3) =0, Vi=0 (9)
qui cbrrespond au domaine du premier ordre de O.

Le plan tangent en un point (y1,ye, ¥3, ¥4==0) de cette
courbe (g) a la surface (8) a pour équation

G(Pn—— —h 6%— ~Tt B‘Pn—- ——h) 7 .
9 ¥ LY 4 : 4 - n—2—h 7= O
2)2}3<Y4 T o +Y; s Yidy_2_p=0




Ce plan ne dépend donc pas de wy,us,us, w5 il est le
méme pour toutes les surfaces (8) correspondant a toutes les
surfaces (7). Les surfaces (8) se touchent donc le long de la
courbe (g), par suite les surfaces (7) ont entre elles, au point
O, un contact du second ordre.

5.— Considérons une droite et la courbe que T lui fait
correspondre. La droite peut toujours €tre considérée comme
lintersection de deux plans

1y X1+ g Xa Uy X3+ U x4 =0, | :
10
v X1+ vaxe -+ vsxy =0, ; ( )

dont P’un passe par O. La courbe correspondant a la droite
sera donc une partie de I'intersection de la surface (7) et de
la surface ‘

(w1214 v2 %2+ 93 x3) Puy—p = O.

La courbe commune & la surface (7) et au céne ¢,y_p=0
sera formée des (mn—3—17)(n—4—h) droites communes a
toutes les surfaces (7). La courbe, d’ordre n—3—h, qui
correspond a la droite (10), sera par suite I'intersection de
la surface (7) et du plan

Yy X1+ ve KXot g X3 =0,

Cette courbe passe donc n—4—h fois par O et chacune
de ses branches a un contact du second ordre avec les sur-
faces telles que (7).

En résumé: La transformation T fait correspondre:

d un plan, une surface d’ordre n—3—h passant n—4—h
fois par O, passant par (n—3 —h)(n—4 —h) droites issues
de O, et les surfaces qui correspondent d Uensemnble des plans
de I'espace ont entre elles, au point O, un contact du second
ordre;

a une droite, une courbe d’orare n—23—h, située dans le
plan détermuné par O et cefte droite, passant n—4—h fois
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par O, chaque branche de la courbe ayant en ce point un
contact du second ordre avec les surfaces qui correspondent
aux plans le lespace.

Les €éléments fondamentaux de la transformation T sont
le point O et les (n—3—h)(n—4—h) droites communes a
toutes les surfaces transformées de plans.

Il est aisé de voir que la jacobienne des surfaces trans-
formées de plans est formée du céne ¢,y =0, compté
quatre fois.

6. — Pour obtenir I"équation du lieu des points de I’espace
invariants pour la transformation T, il suffit de faire &/; = x;
dans les formules (5). Ou trouve ainsi la surface

‘Pn——.’:—-h + 4x4 q)n—4——h =0, (I I)

Celleci est d’ordre n—3 —h et passe n—4—h fois par
O. Le cone tangent en ce point est le méme que le cone
tangent aux surfaces transformées de plans. Il est aisé de
voir que la surface (11) n’a pas, en O, avec ces dernieres
surfaces, un contact du second ordre. Par contre, elle passe
par les (n—3 —h)(n—4—h) droites fondamentales de la
transformation T,

7.— Arrétons-nous un instant au cas n=4. Alors on a
h=o et, comme nous I'avons déja fait remarquer plus haut,
la transformation T est une homographie.

La surface (11) est alors un plan, par suite:

St Lon considére un systéme linéaire triplement infini de
surfaces du quatriéme ordre contenant un réseau de surfaces
ayant un ponl double fixe, les points de contact des bitan-
gentes aux surfaces du systéme, issues de ce point, se corres-
pondent dans une homographie involutive. Le lieu des points
de contact des tangentes sur osculairices aux surfaces, passant
par le point fixe, est un plan (plan uni de 'homographie).

8. — Envisageons maintement le probleme inverse.
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Considérons une transformation T birationnelle monoidale
de sommet O (x1 = x2 =x3=0) telle que:

1.°) les droites issues de O se correspondent chacune &
elle-méme;

2.%) la transformation soit involutive ;

3.%) les surfaces transformées de plans aient entre elles,
en O, un contact du second ordre.

Soit m l'ordre de la transformation T, Cette transfor-
mation devant faire correspondre aux plans des surfaces
Pordre m ayant la multiplicité m— 1 en O, est nécessaire-
ment représentée par des formules telles que

px's + (a1 X1 + aga Xa+ 23 X3) (X4 2+ fin—1)s
px's = (a1 21 + asa x2 + a33 %3) (X4 frnm2 + frn 1),
0X'e = %3 [ 1+ [y

px't = (a11 %1 + ase xa+ a3 x3) (X frnz [}y )
(1)

ot p est un facteur de proportionnalité, fu_a, fru—ts ['m—t, fim
des polynomes entiers, rationnels et homogenes en xy, x2, X3,
respectivement de degrés m—2, m—1, m—1 et m.

Drapres la premiére condition imposée, une droite issue
de O doit se correspondre a elle-méme, donc on a

Are=a13= A = A3 = A31 = A32 =0, A1 =dg=a33=4a.
Les formules (1) font correspondre au plan
ur X1 tuaxa-tusxs - ug =0
la surface

a (uy x1 + ug x2+ w3 x3) (X4 fn2 T Fu1) -+ ,
-+ llﬁxbflm—i+7¢4fm= . (2)

Le cOne tangent a cette surface en O doit étre indépen-
dent de i, ug, us, us, d’apres la troisieme condition. Le coeffi-
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cient de x; dans I'équation (2) doit donc étre indépendant
des u, ce qui exige que l'on ait

fm—‘L‘E 0.

Pour exprimer completement la troisieme condition, opé-
rons sur la surface (2) la transformation

Ky XQ I X3 LXK =YL YU V2 Vet Y3VEt Y2 )3,
La surface (2) devient (en tenant compte de f—2=0,
a(u y1tuays+ s ys) yufmt (v, pe,ys)+

ot y2 y3 flmei (V1y y2, y3)F W ¥ fn (1, Yo ys) =0,

14

®)

Au domaine du point O sur la surface (2) correspond la
courbe
J4=0, flmwa(yi,rey3)=o0. @)

Le plan tangent en un point ( y1, ye, ¥'3, ¥4 =0) de cette
courbe doit étre indépendant des u, puisque, les surfaces
(2) ayant en O un contact du second ordre, les surfaces (3)
doivent se toucher le long de la courbe (4). Or, ce plan
tangent a pour équation

) of 'm—1 0f'm-1 af’m_2>
A <Y1 oyt +Y 0r2 +Ys ays +
FaYu[(uiyi+ua ya+us ys) fuot + i fr] = 0.

Pour qu'’il en soit ainsi, le terme w4 1 + s 32 + us y3 doit
disparaitre. Mais f;,1 ne peut étre identiquement nul, donc
fm—t doit s’annuler en méme temps que f',_1, c’est-a-dire
que Pon doit avoir

fm~l Ef/m—-!-
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Cette condition est évidemment suffisante, et la transfor-
formation T’ est maintenant représentée par

pX'1 = axi fiu_i1 (x1, x2, x3),
Px'2=ax2fm—i (xlax27x3)7 (5)
px's = axs fr—1 (1, X2, x3),

X4 7= X4 frut (X1, %2, X3) + fru (X1, %32, X3).
Le carré de cette transformation s’écrit

P’x”l = a? xy fm_l’
P/x!/ﬂ — a2 x?fm—l,
plxv'/3 — 612 X3 fm-—d,

P = x4 frua -+ (a+ 1) fu

D’aprés la seconde condition, ces formules doivent re-
présenter la transformation identique. Pour cela, il faut et
il suffit que l'on ait a+1=o0.

La transformation T’ est donc finalement

px"1 = — X1 frut,
Px,Q = x?fm———d,
px'y = — X3 fin—1,

0x" = x4 fnt + [

Si P'on compare ces formules a celles de la transfor-
mation T, on voit que 'on peut obtenir T/ en portant du
systeme linéaire co3 | F |, en posant

20— =fn-ty Qn-3=[m
et en supposant que les cOnes
Pn—q=0, @p.3=0

n’ont qu'un nombre fini de génératrices communes, Les autres
fonctions ¢, «, 8, y pourront étre choisies arbitrairement,

N G B
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Si une transformation monoidale involutive et biration-
nelle est telle que les monoides correspondant aux plans aient
au point mullz;vle commun O un contact du second ordre, et
que toute droite issue de O soit iransformée en elle-méme,
elle peut éire considérée comme faisant se correspondre les
points de contact des bitangentes passant par O aux surfaces
d'un sysiéme linéaire o3 de surfaces d’ordre n, ayant O

comme point (n—4)—uple, et contenant un réseau de sur-

faces ayant O comme point (n — 2)— uple.

9. — On peut généraliser la transformation T qui vient
d’étre étudiée de la maniere suivante:

Considérons une surface @, d’ordre n, ayant un point O
multiple d’ordre #—r—s et r-s—1 surfaces linéairement
indépendantes Ay, Ag,..., A, 4, dordre n, ayant en O la
multiplicité 1 —7—s4-2. Ces surfaces déterminent un sys-
teme linéaire oo ™—1 que nous désignerons par | F |. On
peut étudier la correspondance entre les points P, Q telle
quil y ait un surface du systeme | F | ayant avec la droite
PQ, en P un contact d’ordre r—1, en Q, un contact d’ordre
s—1, la droite P Q passant par O. Nous allons montrer que
cette correspondance est birationnelle.

Soient, O étant Porigine des coordonnées,

Qo) =en (1,0 F 9010520 F oo A Gumrs (3,575 7)

Péquation de @,

Ai(xﬂ/ﬂ):‘iai,n(xﬂ]”z)+al',72—4 (57, D+ "f‘at',n—r—s-ﬂ(xa)fﬂ')v
(I=1,2,..,r+5—1)

les équations de Ay, Ag,. .., Ao,
Posons

F (1) =¢n+ugpn+. . .+ urts On—r sy
Fi)=asntua;pa+. b urt—2toy,
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St une transformation monoidale involutive et biration-
nelle est telle que les monoides correspondant aux plans aient
au point multiple commun O un contact du second ordre, et
que toute droite issue de O soit iransformée en elle-méme,
elle peut éire considérée comme faisant se correspondre les
points de contact des bitangentes passant par O aux surfaces
d’un systéme linéaire 03 de surfaces dordre n, ayant O
comme point (n—4)—uple, et contenant un réseau de sur-
faces ayant O comme pornt (n — 2)— uple.

9-— On peut généraliser la transformation T qui vient
d’étre étudiée de la maniére suivante:

Considérons une surface ®, d’ordre 7, ayant un point O
multiple d’ordre #n—r—s et r+s—1 surfaces linéairement
indépendantes Ay, As,..., A, 4, dordre n, ayant en O la
multiplicité 17— —s+42. Ces surfaces déterminent un sys-
teme linaire oo ™+—1 que nous désignerons par | F |. On
peut étudier la correspondance entre les points P, Q telle
qu’il y ait un surface du systeme | F | ayant avec la droite
P Q, en P un contact d’ordre r—1, en Q, un contact d’ordre
s—1, la droite P Q passant par O. Nous allons montrer que
cette correspondance est birationnelle.

Soient, O étant Porigine des coordonnées,

D (x,¥5%) = (26,1, %) F o 7+ + Pner—s (xaj‘a 7)

Péquation de @,

Ai(xﬂ/’Z)E“i,71<xa_)’ﬂ)+ai,n~l ey, 0+ "*‘ai,n-"*&i-?(x:)", s
(t=1,2,0..,r+5—1)

les équations de Ay, Ag,. .., Ay 4.
Posons

F () = ¢@n+ ttgu_y +. . .4 urts Op—p_sy
F; () = %, n -t UG gy +.o A urts-2 4y n— gt g
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Le systeme | F' | est représenté par
MO+ AL+ A .-{»7\,‘4,3-1 Ar+s_4~——o. (1)

Les conditions pour que cette surface ait un contact
d’ordre r— 1 en P (x,y,7) avec la droite PO, sont

)\F(l)-‘-)\.l Fi (I)—+- .—}- )\r-]»s-—-'l Fr_i_s,L(i)zO,
N (1) + M B () F oo et Flegs 1 (1) = -

--------------------------------------------

AFE=D () + 0 B (1) 4 b B (1) =0,

Les conditions pour que la surface (1) ait un contact

, X .
d’ordre s—1 en de coordonnées - S x avec la droite
b k ? k M k b

Q O, sont

NE () 4+ M Fs () F+ oA Mot Frpe s (W) =0,
REY () M Yy (B) A o Flrp (R) = 0,

...........................................

WF6=1 (B) -+ M P (B) -+ o hesy FULD () = 0.

Ecrivons que les r-s équations (2) et (3) sont compa-
tibles en A. Nous obtenons un déterminant a (r-+s)? éléments
dont nous n’écrirons que deux lignes,

F()F (1)...Fe0 () F &) F (k). . .Fe=a (k) |
TIF (1) By (). FUTE () Fa(k)F’;(k)...FES D ey = 4)

les lignes non écrites se deduisant de la seconde en rem-
plagant lindice 1 successivement par 2, 3,..., r+s—1I.
Si au point P correspond un seul point Q, I'équation (4)
doit avoir une seule racine différent de P'unité et de zéro.
Evaluons tout d’abord le degré de I'équation (4) par rapport
a k. Pour cela, décomposons le déterminant en une somme
de (r+s+1)(r +s—1y 1 déterminants ayant (rr+s)? élé-
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ments, ces éléments étant les termes de F (1),..., Fo=0 (1),
F&),..., Fo=0(k),Fi(1).... Il est facile de voir que ceux
de ces déterminants, non nuls, contenant % a la plus haute
puissance, sont du degré rs+ 1. L’équation (4) est donc de
degré rs-+1.

Observons maintenant que le premier des déterminants,
obtenus en prenant les dérivées successives de A par rapport
a k, qui ne soit pas nul pour k=1, est

|F () F(1).. . Fe=0(0) B (k) Fo (k). . Fe=1 (k)
’ Fr () Fy (1), . FO0 () FO () FOH (k. FOH—0 (|

Pour conséquent, 'équation (4) admet 'unité comme ra-
cine multiple d’ordre rs.

D’autre part, I’équation (4) n’admet pas ia racine o, donc
elle posseéde une seule racine différente de o et de 15 il en
résulte qu’il correspond un seul point Q au point P.

Inversement, il correspond un seul point P au point Q;
la correspondance entre les points P, Q est birationnelle.

Cette correspondance Ty est représentée, en coordonnées
homogenes, par les équations

px'y = 1" X1 Purs (%1, X2, X3),
px'a = 1" X2 @u_p_s (X1, X9, X3), (T

1
px'y =1 X3 @u_r_s (X1, X2, X3),

s = — @y (Xy X2y X3) — S X4 Qu—r—s (X1, X2, X3).

La transformation inverse, T, qui fait correspondre le
point P au point Q, est donnée pour

Py =85 x'1 9 r—s ("1, X2, x'3),
I
P,xﬂzsxlﬂ Cn—r—s (xli,xﬂy x’3), (T_I)
1
p'x3 = § X3 Qpr—s (X1, X2, x'3),

s = —n_ pss (X1, X2, X3) — P X4 Py 5 (X1, X2, X3).
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La transformation T1 n’est donc involutive que pour 7 =Ss.

La transformation T est représentée par les formules

!t =1 X1 G5 (X1, X2, X3,

le:? =17 X3 Qp—r—s (51, X2, x3),

o'y =1 263 Qu—r—s (X1, X2, X3), (TY)

=)
r+s

px's= P r—si(X1 ,2,%63)-H(—8)"Pn—r—s(X1 1X2,X3)-

Si elle n’est pas involutive, la transformation Ty ne peut
étre cyclique.

Bruxelles, le 27 Octobre 1924.
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