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Sur les eongruences conjuguées et harmoniques
a une surface

par LuciEN GopeAUX (Liége).

Soit (x) une surface rapportée & ses asymptotiques u, v. Les
coordonnées projectives homogénes de WiLozyNsKI d’un point x
de cette surface satisfont au systéme completement intégrable
d’equations aux derivées partielles
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M. FuBIiNI (}) a démontré que toute congruence conjuguée a la
surface (x) était engendrée par une droite 7 joignant le point 2 au
’x\ 11
point (5) , p étant une fonction de u, v convenablement choisie.
f
La droite conjuguée de r par rapport & la quadrique de LIE rela-
tive au point x engendre une congruence harmonique a la sur-
face (x). On peut donner une autre forme & ce théoreme.
Envisageons, dans le plan tangent wxx'x’' & la surface (x) au
point wx, une droite s ne passant pas par x. En observant que tout
point de 1’espace peut étre représenté par

2% + 2,2'% + 22! + 2,21},

(1) Alcuni risultati di geometria proiettiva-differenziale. (« Rend. R. Acc.
Naz. dei Lincei », 2° sem., 1923, pp. 321-326). Sulle congruenze coniugate od
armoniche ad una superficie data (<« Rend. Circolo matem. ». Palermo, 1925,
pp. 201-205).
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oil 2, 2,, 25 2, sont appelées coordonnées locales du point, les équa-
tions locales de s peuvent s’écrire
oy tiaz, = Bey — 0,02, —10,
ot «, 8 sont des fonctions de u, v.

Les points m, n ol cette droite rencontre les tangentes asymp-
totiques xx!®, ax®® & la surface (x) sont

m — ox — 2% » —=pxr — x".
Nous avons
m® = («!? -+ ¢,)x + ax!® + 2bx?!,

70!l = (B! + ¢, ) + 2ax' + fadl

et les droites mum!'®, nn’' se rencontrent en un point
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20 — (B* + B +¢,) 2ab |

du plan tangent ax®x?'.
Nous avons d’ autre part

O — 0% + o’ — 1l
41/1(1 — ‘Bl()x et i(ﬂxlﬂ e mll
et les droites mm®!, nn'® ont respectivement pour équations locales
&, + 0z, — (log 2)"2; =0, 2, + ag, =0,
2, — (log §)!%2, + Bz =0, 2, + 2, = 0.
Pour que ces droites se rencontrent, on doit avoir
7.,01 = 18]0.
Il doit donc exister une fonction ¢ de u, v telle que
= » )10 s
« = (log ¢)%, B = (logp)*

et cette condition est nécessaire et suffisante. Le point de rencontre
des deux droites est

y = m’' — m(log p)** = n'® — n(log p)*’
= [(log p)!! — (log ¢)*'(log ¢)*'J + (log ¢)"'&" -+ (log ¢)'a — a1t

et mous avons
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Le droite » =xy engendre donc une congruence (r) conjuguée
a la surface (x). D’autre part, la droite s est la conjuguée de la
droite # par rapport & la quadrique de LIk

< 2
#12, — 2,%; + 2abz?, =0

relative au point x, donc le congruence (s) engendrée par s est
harmonique & (x). -

Nous pouvons par conséquent énoncer le théoréme suivant:
Si I on prend deux points m, n sur les tangentes asymptotiques en un
point x d’une surface (x) et si les plans tangents en m, n auax sur-
faces (m), (n) et & la quadrique de Lie relative au point x ont un
point commun, la droite mn engendre une congruence harmonique d
la surface (x). Le point de rencontre des. quatre plans et le point x
déterminent wne droite engendrant umne congruence conjuguée « la
surface (x).

Liége, le 10 décembre 1928.



