Le second probleme balistigue.
-:= V. BURZIO -:-

Dans la Revue des publications italiennes récentes sur la
balistiqgue wationnelle (1), nous avons eu loccasion de
signaler diverses recherches de M.V. Burzio sur le mouve-
ment d'un projectile autour de son centre de gravité, c’est-
a-dire sur le second probléme de la balistique extérieure.

Ce second probleme balistique est le plus important des
problémes secondaires; les recherches auxquelles il a donné
lieu dans ces derniéres années permettent d’espérer que bien-
tot, les résultats théoriques obtenus pourront étre utilisés
en pratique. Les plus grandes difficultés qu'il reste a vaincre
sont de nature expérimentale. Dans ces conditions, il a paru
intéressant & M. Burzio de jeter un regard d’ensemble sur le
probléme et de comparer les résultats obtenus par différents
chercheurs. Nous nous proposons de donner in extenso
I'exposé trés intéressant de M. Burzio.

Le travail de M. Burzio est divisé en trois parties :

1. — Rappel des théories existanies sur la rotation des pro-
sectiles (Mavyevski, De Sparre, Burzio).

I1. — T héorie de Esclangon.
I11. — Comparaisons et conclusions.
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(1) Bulletin Belge des Sciences Militaives, 1922.
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I. — Rappel des théories existantes sur la rotation
des projectiles. (1)

On se limitera a rappeler brievement ce qui est exposé
dans les traités classiques de balistique au sujet du second
probléme balistique, en insistant davantage sur les résultats
récents, qui constituent la mise au point de la question.

On sait que le mouvement du projectile autour de son cen-
tre de gravité G constitue un cas particulier, d’ailleurs fort
complexe, du mouvement d'un systéme rigide autour dun
point fixe (G pouvant étre assimilé a un point fixe en vertu
de théorémes bien connus de meécanique). Les autres cas
particuliers simples étudiés et plus ou moins compléte-
ment résolus sont les problemes classiques d’Euler-Poinsot
(mouvement d’'inertie), dans lequel le point fixe est le centre
de gravité, les forces appliquées au corps (en particulier le
poids) ayvant un moment nul par rapport au point fixe; de
Lagrange-Poisson (mouvement du gyroscope symétrique ou
de la toupie) dans lequel le corps est de révolution, le point
fixe sur I'axe de figure, la force appliquée (en particulier le
poids) rencontrant 'axe et étant constante; de Kowalewski,
qui peut étre considéré comme un cas particulier du précé-
dent. Des trois problémes, le plus proche du second probléme

(1) Voir par exemple : Biancui, Corso di Balistica estevna, Torino, Pasta,
1922 {p. 69 et suivantes). Sawr-Rosert, Mémoives Scientifiques, Turin, 1872
(tome I, p. 173 et suivantes). Mavevski, Traité de balistique, 1872 (p. 154 et
suivantes). DE Sparre, Du mouvement des projectiles,.. (voir la théorie de
M. De Sparre dans CHARBONNIER, Balistique extévieure vationnelle, volume 11,
p. 310, Paris, Doin, 1907). Voir en outre : Burzio,Sul moto ¢ sulla stabilita
dei proietti (Rivista di Artiglieria, 1918); La nutagione nel moto dei prodetti,
 Applicazioni del secondo problema balistico (Idem, 1918-1919); Su alcune formule
del Mayevski (Atti R. Accad, Torino, 1918). On adoptera ici les notations
de Bianchi.

2




— 3 —

balistique est celui de la toupie, comme on le voit lorsque
Von fait correspondre le point d’appui sur le sol de la toupie
au centre de gravité du projectile, la force déviatrice
« poids » a4 la résistance de l'air, la verticale 4 la tangente a
la trajectoire. Dans les deux cas, 1l s'agit de mouvements
gvroscopiques, qui doivent leurs caractéristiques a la rota-
tion propre trés rapide (de vitesse angulaire #) autour de
Taxe de figure, cest-a-dire, que la toupie ne tombe pas mal-
gré Vaction de la pesanteur et que le projectile ne se renverse
pas malgré le couple perturbateur di a la résistance de
Vair. Les différences entre les deux mouvements, qui don-
nent lieu a la plus grande complexité du probléme du pro-
jectile, consistent essentiellement en ce que la force dévia-
trice est constante dans la toupie, variable dans le projectile
et que la verticale est une droite de direction fixe, tandis
que la taﬂgente 4 la trajectoire de G a une orientation
variable. Y

On sait que le mouvement de la toupie jouit des propriétés
suivantes : . )

1° En négligeant les frottements latéraux dus a Tair, la
rotation propre est constante.

2° Iaxe de figure, par l'effet gyroscopique, ne tombe pas,
mais tourne autour de la verticale avec une vitesse angu-

laire moyenne olt M est le couple perturbateur di

M
Cr sin &
3 la pesanteur, C le moment d'inertie du solide par rapport
a Paxe de figure, 8 angle de l'axe de figure avec la verticale
{cette vitesse est appelée vitesse de précession).

3° Pendant que l'axe tourne autour de la verticale, 1l est
encore l'objet de petites oscillations rapides autour du cbne
moven de précession (mouvement de nutation, dont la

i ‘ dS)
vitesse est ).

Ce sont aussi 4 peu de choses prés les propriétés du mou-
vement du projectile par rapport & G quand 4 la verticale
de la toupie, on substitue la tangente d la trajectoire de G;
mais les différences indiquées plus haut font que I'analogie

nest pas une identité et que le probléme du projectile doit
3
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8tre traité directement quand on veut passer d’une repré-
sentation qualitative 4 une solution quantitative, utilisable
dans les nombreuses questions pra,tiqués qui en dépendent
(dérivation, rayures de l'ame, influence sur le probléme
principal, etc.).

a) TuioriE pE MaYEvsKI (et SainT-ROBERT). — Une pre-
miére tentative d’étude du probléme du projectile, en profi-
tant de son analogie avec celui de la toupie, fut faite quasi
contemporainement par Saint-Robert (1859-1860) et Mayevski
(1865). :

L’étude analytique du mouvement est faite au moyen des
équations d’Euler, en adoptant I'’hypothése simplificative de
la tangente fixe. On peut alors écrire, pour le projectile, les
systémes d’Euler.

( Bp' - ¢r(C — B)—=M,,
(1) / Bg' + rp(B—C)=M,,
Cr' =0,

V&l

p==1y"sin¢sing + 3’ cos ey,
(2){ g=10"sinscosp— 3 sing,
r==1{'coss + ¢,

olt Gayeg est un triedre orthogonal 1ié au projectile, dont les
arétes sont des axes principaux d’inertie, Ge étant laxe de
figure, Gx, Gy des axes équatoriaux; B est le moment d’iner-
tie équatorial; Gxyv;2, est un triédre orthogonal a orienta-
" tion constante dans U'espace, Gz; coincidant avec la tangente,
Gyy2q, étant le plan de tir; p, g, 7 sont les composantes de la
vitesse angulaire sur Gz, Gy, Gz 8, §, ¢ sont les angles
AEuler (1), cest-a-dire 8 la nutation, $ la précession,

(1) ¢ est I'angle du plan de tir z;Gy, avec le plan z,Gaz, dit plan de résis- |
tance parce quil contient la résistance de l'air p. :
4
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¢ Yazimut, enfin M est le module du couple perturbateur da
a Ia résistance de T'air.

De la troisieme des équations (1), on déduit que, comme
pour la toupie (en négligeant les frottements), » est constant.
Par des calculs laborieux, et en faisant quelques hypothéses
simplificatrices, Saint-Robert (2) et Mavevski arrivent a
Pexpression suivante pour la vitesse de précession,

@:“—————M ~ (1 — cosgrzf).
di  Crsing B

Mayevski montre comment, en prenant pour s une valeur
moyenne et en supposant M petit par rapport 4 Cr, cette
expression de la vitesse de précession peut étre considérée
comme égale & celle de la toupie.

Poursuivant ses recherches, Mayevski cherche i tenir
compte de l'abaissement de la tangente, mais il le fait par
des procédés qui laissent place au doute sur la portée des
résultats, parce qu’il tient compte des résultats obtenus en
supposant la tangente fixe. Il parvient aux équations don-
nant les vitesses angulaires de nutation et de précession,

ds b dy M sin¢ do
@ ZT=TCSYE & T Grsing T g @b

olt B est Vinclinaison de la tangenio.

Saint-Robert et Mayevski cherchent alors de diverses
maniéres a résoudre complétement le probléme, passant des
intégrales premiéres aux intégrales secondes, c’est-a-dire, aux
valeurs de & et de ¢, par des méthodes d’intégration
approchée.

On doit 4 Mayevski d’avoir énoncé le premier la loi carac-
téristique de la précession balistique, c’est-d-dire, que, alors
que dans la toupie ¢ croit indéfiniment (c'est-a-dire que
Vaxe accomplit plusieurs tours autour .de la verticale), dans
le projectile b reste inférieur a =, c’est-O-dire que le plan
de résistance reste toujours du méme cété du plan de pro-
jection. La démonstration de Mayevski n’est pas rigoureuse,

av M

2) A vrai dire, Saint-Robert parvient en premier leu & — = ———
(2) ’ b b Codt By sin
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parce qu'il dérive des expressions approchées et adopte les
mémes valeurs moyennes pour une variable dans des inter-
valles d'intégration successifs. M. Burzio a donné une
démonstration rigoureuse de cette propriété, montrant de
plus que la loi § < peut tomber en défaut au dela du point
de vitesse minimum. ‘

A la théorie de Mayvevski se rattache la méthode indiquée
par le colonel Vallier pour la résolution du second probleme.
Un pas en arriére serait fait par la méthode récente de
Vahlen, qui retourne, comme l'a fait observer récemment le
général Cavalli, & Thypothése de la tangente fixe. Adopter
cette hypothése signifie que l'on néglige, non pas un infini-

) .. ) L d .
ment petit d’ordre supérieur, mais une quantlte,g% du méme

ordre de grandeur que celle que I'on veut déterminer.

b) TaforiE pE DE SPARRE. — Le second probléme acquiert
un caractére et des développements spécifiques par les tra-
vaux de De Sparre (1); la méthode de cet auteur peut étre
appelée méthode géométrico-mécanique. Elle se rattache a la
théorie de Poinsot sur la rotation des systémes rigides a
point fixe et, abandonnant I'hypothese de la tangente fixe,
elel se limite aux deux hypothéses simplificatives suivantes :

1° L’angle de T'axe de figure avec la tangente, c'est-a-dire
la nutation 8 est petit (ce qui correspond a la stabilité du
13rojectile le long de la trajectoire et est vérifié en pratique
du fait que, en général, les projectiles tombent sur la pointe,
c’est-a-dire sont stables).

2 Tes trois axes caractéristiques du mouvement, cest-
a-dire Taxe de figure Ga, I'axe de rotation instantanée G,
I'axe moment de la quantité de mouvement Gm, coincident.

La seconde hypothése peut étre 1égitimée de la maniere
suivante : D’aprés Poinsot, Ga, Gi et Gm sont coplanaires et

tg aGe C

on a —— —=  Cestid-dire, que les angles aGi, aGm
tg aGm B

(r) M. Burzio avertit ici que n'ayant pu se procurer les travaux origi-
naux de M. De Sparre, il a reconstruit la théorie d'une maniére qui lui
parait rigoureuse, et donnant desrésultats concordants, mais différant dans
fes démonstrations de celle qui est donnée par le général Charbonnjer
{loc. cit.).

@
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sont du méme ordre de grandeur. D'autre part, tgaGr =
Y. 2
V_j?‘%‘f___(]“ donc si VFW(VHGSSG angulaire due au couple
perturbateur) est négligeable vis-a-vis de 7, aGi et aGm
seront réellement trés petits. En faisant ces observations et
en donnant des formules pour résoudre numériquement le
probléme de la nutation, M. Burzio (La nutazione nel moto
dei proietti, loc. cit.) a pu montrer que ces angles étaient
réellement trés petits et pouvaient étre considérés comme des
infiniments petits d’ordre supérieur & ¢, cest-a-dire que
cette seconde hypothése est également justifiée. D’autre part,
comme le remarque le général Charbonnier, la divergence

) . . Vp2 + g2 )
de Gi de Gea (mesurée par " ) est produite par le

couple perturbateur, dont le moment M, comme on le verra,
est proportionnel a-2, de sorte que la seconde hypothese
peut étre considérée comme contenue implicitement dans
la premiere. On en déduit :

a) Le mouvement de Ga, est celui de 'axe Gm supposé
matérialisé. '

b) Le module du vecteur moment de la quantité de mouve-
ment qui vaut, par la mécanique rationnelle,

\/C"’rz + B2 (p2 + ¢?)
est Cr.

¢) Considérant axe Gm comme un systéme rigide, l'ex-
trémité, sur cet axe, du segment issu de G et égal a Cr, se
meut, par le théoréme du moment de la quantité de mouve-
ment, avec une vitesse égale (en module et direction) au

) — M
moment vectoriel du couple perturbateur M; donc cr est

la vitesse angulaire du systéme rigide Gm; donc ce sera la
vitesse angulaire du point M de Gm, distant de Vunité de
longueur de G. Considérons la sphére de centre G et de
rayon 1, et soit T le point d’'intersection de la tangente Gt a

la trajectoire de G avec cette sphére. Durant le mouvement,
7
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T décrit un arc de grand cercle et M une trajectoire sphéri-
que qui, si & est petit, restera toujours voisine de T. Considé-
rons le cylindre tangent 4 la sphére le long du grand cercle
T et développons-le sur un plan; la trajectoire de T devient
une droite et 1l g'agit de déterminer celle de M. A cet effet,
on la regardera comme une roulette engendrée par un
mouvement plan de systéme rigide et on prendra comme
base de ce mouvement la droite lieu de T, sur laquelle T
occupe & chaque instant une position connue, parce que 1'on
.. d8 ¢ cos f ,
suppose connue la quantité P 7 — (par le pro-
bléme principal). La vitesse M’ de M est, par le théoréme
de la quantité de mouvement, normale & chaque instant a la
droite MT (intersection du plan de résistance et du plan
développant le cylindre); donc le centre instantané est T,
c'est-d-dire, que la vitesse de roulement de la roulette sur la

db " ,
base est — C—ﬂ—,quanhte connue. D’autre part, la vitesse

angulaire du systéme rigide fictif auquel M- est imaginé lié
est la vitesse de M divisé par la distance de M a T, clest-

a-dire §; cette vitesse est donc Alors, s1 R, et R, sont les

Crd
ravons de courbure de la base et de la roulette, on a, par la
formule d’Euler-Savary,

M ds 1 1

@ e RTE
(v) (o)

~ 1Y gp UE,’O/

(%)

On a (fig. 1) M =p. GR sin §;. En posant GR = 1,8, = f (8)
(ot pourd==0, § ==0), nous avons, en développant en série
8 .
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¢t en négligeant les puissances de & supérieures a la pre-
miére, 8 = k3, ot k = f (0) sera considéré comme une
orandeur expérimentale. D’autre part, par 'hypothese que ¢
est petit, on peut prendre pour p sa composante tangentielle

P

écF (v), ol ¢ est le coefficient balistique (francais). On aura

donc M == ]gchlka et, en tenant compte de ce que ici Ry==,

(4) deviendra

(1) Rp=— Crg? cos 6
plhevF (v)

Le probléme principal étant résolu et les quantités /, &
déterminées expérimentalement ou calculées par les théories
aerodynamiques, le second membre de 4") est connu et a
chaque instant, le rayon de courbure de la roulette (appelée
roulette de précession). On pourra construire graphique-
ment cette roulette comme enveloppe de ses cercles oscula-
teurs; en la faisant ensuite rouler sur la droite o T
(fig. 3), on aura la roulette décrite par M, point invariable-
ment lié a la précédente roulette, en remarquant que la
position initiale M, peut étre supposée connue (et sera O ki
la déviation initiale 8, est nulle). Il est intéressant de remar-
quer que le rayon de courbure R est I'inverse d'une quan-
tité O qui joue un rdle important dans la théorie de Mayevski
et dans les conséquences que M. Burzio en a déduites.

Telle est la reconstruction qu’il a paru pouvoir étre faite
de la théorie de M. De Sparre. Comme on I'aura remarqueé,
la belle innovation, entiérement dans Uesprit synthétique de
Poinsot, consiste a considérer le moment de la quantité de
mouvement comme un vrai systéme matériel rigide dont on
studie le mouvement et qui, en premiére approximation, est
considéré comme lié au projectile (coincidant avec l'axe de
figure), tandis qu'en seconde approximation, on pourra étu-
dier le mouvement relatif du projectile lui-méme. Dans le
cas le plus simple du mouvement d’inertie, le moment de la
quantité de mouvement est constant non seulement en
module, mais aussi en direction, ce qui revient a dire que la

Q
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trajectoire de M se réduit 4 un point. Dans le cas, déji plus
complexe, de la toupie, la trajectoire de M est, en premiére
approximation, une circonférence de centre T (G T étant
vertical); en seconde approximation, c’est une courbe a
petites ondulations décrite autour de cette circonférence.

En balistique, on appelle généralement la premiére
approximation : probléme (et mouvement) de la précession;
et la seconde : probléme (et mouvement) de la nulation.
Cela serait exact si, en premiére approximation, on se bor-
nait a calculer T'angle «de précession § en supposant 'angle
de nutation § constant, en réservant 1'étude des variations
¢ 4 la seconde approximation. Au contraire, dans la
méthode de M. De Sparre, dans celle de M. Burzio et dans
celle de M. Esclangon, déja dans la premiére approximation,
on détermine ¢ et ¢, tandis que dans la seconde, on introduit
des corrections pour les valeurs calculées. Il vaudrait donc
mieux user des termes : précession balistique et nutation
balistique pour désigner les approximations successives.

On sait que M. De Sparre a donné une théorie géométrique
de Ta nutation balistique analogue A celle de la précession
balistique, et une théorie de la dérivation au moven de déve-
loppements en séries, qui comprend celle de Mayevski.

¢) Tuforie pE Burzio. — Les travaux de M. Burzio sur la
rotation des projectiles peuvent étre divisés en quatre par-
ties :

Méthode analytico-géométrique pour la précession balis-
tique, c'est-a-dire pour la détermination de ¢ et de & dans
I'hypothése de la coincidence des troix axes. Elle a été appelée
ainsi pour la distinguer de la méthode analytique suivie par
Saint-Robert, Mavevski et récemment par M. Esclangon.
Elle se présente comirie une traduction analytique de 1'é1é-
gante solution géométrique de M. De Sparre. Si, en effet,
dans le plan développant le cylindre considéré plus haut, on
prend (fig. 3) deux axes rectangulaires (x), (v) ayant lori-
gine (o) au point de départ, les conditions du probléme se

M
traduisent, en posant pour la vitesse de M, =— = (k) 3,

Cr

10
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est une quantité connue, dans le systéme

N _ D lkcF
ol (k) g Cr

d’équations a quatre inconnues ¥, v, 8, ¥,

(ks =\ + ¥'%
—\le— =0+ o
y = 8sin ¢,

o' = (k) 8 sind.

(=7

()

Le systéme (B) réduit le probléme a des quadratures, don-
nant lieu a une formule assez simple pour zx, quand on
introduit Thypothése simplificative, déja admise par

Mayevski, que ¢ <2 3, hypothése approximativement vérifiée.

L’auteur, dans les application numériques, sest servi jus-
qu'a présent des équations () pour obtenir des formules,
également assez simples, pour le ealcul par points de la tra-
jectoire de M, avec quelques approximations, par 1a méthode
de Cauchy-Lipschitz. On aen effet, en éliminant & et ¢ des (B),

x'= (k) Yy, y' = (B)(p — B) — I,
d’oty, facilement,

1
Kimbit {yz--l —+ 5 Kt [(& — Bim) — @i—1}

1 _. 2
1+ ZKz'mzAz‘t

1
Koimlit [(o0 — Bim) — Xr—1 — ,'Z’KimAit'l_/i-l]

1+ Z szzAzt

avec, pour 1 =1, x;—1= Yi-17 0 De nombreuses applications
numériques ont confirmé la simplicité et Vexactitude de cette
méthode.

Nouuvelles propriétés de la précession balistique. — En
développant la méthode analytique générale, c'est-a-dire en
écrivant le théoréme du couple acquis par rapport a4 un

trisdre orthogonal mobile dans le solide et dans Yespace,
- 11
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comme lest effectivement Guyig, (doué du mouvement

ae . , . .
— EZ)’ M. Burzio, dans la seule hypothése que G coincide
a ds
e S
dit di
Mayevski. De ces formules, 'auteur a déduit plusieurs théo-
rémes, notamment les suivants :

avec Ga, a retrouvé pour les formules (3) de

I. — A Torigine, la vitesse de précession du projectile est
la. moitié de celle de la toupie; la vitesse de nutation est
égale a celle d’abaissement de la tangente. Au point final

T
6 = ~,
2

celle de la toupie, la vitesse de nutation s’annule.

la vitesse de précession du projectile devient égale a

II. — Tandis que la propriété caractéristique de la préces-
sion signalée par Mayevski, est vérifiée, cest-a-dire que ¢
reste inférieur & = et oscille autour de g a partir du point
de vitesse minimum, § peut dépasser =, c’est-d-dire que le
projectile peut se comporter comme une toupie.

Formule pour la nutation balistique. — Comme application
de la meéthode analytico-géométrique pour la précession et
des équations (3), M. Burzio a donné quelques formules pour
le calcul des angles de 'axe de figure Ga avec les axes Gi,
G, supposé coincidants en premiére approximation.
tg aGz _C Vp? + g2

=— tgaGi =
tg aGm B

Puisque T'on a , On connaitra
Vangle aGm quandlV/p?+-q?sera connu. Or,/p2-+¢q%est la pro-
jection, sur le plan de tir, de la vitesse angulaire totale: Q,
qui est considérée comme la résultante de quatre vitesses : 7,

N

. a d .
de rotation propre; a%eté du mouvement relatif de 'axe

de figure par rapport au triedre Grixyzy; — 7t de ce der-

nier par rapport a l'espace fixe. L’application de ces consi-
dérations conduit M. Burzio a4 des formules donnant tg aG:
qui, dans des exemples numériques particuliérement défavo-

rables, montrent lextréme petitesse de l'angle aGm par
12
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rapport a 8, c'est-a-dire que la premiére approximation
semble suffisante. ,

Dérivation. Une lot aérodynamique établie par des déduc-
tions balistiques. — La résolution -du probléme de la préces-
sion ouvre la voie 4 celle du probléme de la dérivation.
M. Burzio s’est servi, dans ses travaux sur la dérivation, de
Iéquation différentielle donnée par le Gén. Charbonnier,

dy

Yi.t:(k——l)

cFssind
vCcosH

< de T L
o = est l'inclinaison de la courbe de dérivation

& =g (x). Il a pu démontrer que cette équation, qui réduit le
probléme de la dérivation aux quadratures et qui avait été
obtenue par le Gén. Charbonnier au nioyen de considérations
géométriques synthétiques, est rigoureuse & des infiniment
petits de Tordre dev? prés; ceci est essentiel dans sa méthode,
parce qu’il a basé sur cette équation les applications ulté-
rieures. Celles-ci ont porté sur la détermination des valeurs
moyennes de I, k, grandeurs qui figurent dans tout le second
probléme balistique, dont la solution peut &tre désormais
considérée comme atteinte, mais seulement lorsque [ et % ont
des valeurs exactes. M. Burzio est parti de l'idée que la déri-
vation est 'unique grandeur dépendant théoriquement d’une
maniére rigoureuse du second probléme, dont les valeurs
sont mesurables expérimentalement, pratiquement mesurées
au polygdne et enregistrées dans les tables de tir. Les valeurs
exactes de [ et %, introduites dans les formules de la préces-
sion, puis dans celles de la dérivation, devront donc donner
des wvaleurs calculées de la dérivation égales aux wvaleurs
expérimentales. Partant de 14, et se basant sur de nombreux
exemples numériques, M. Burzio a pu vérifier que les valeurs
de [, k suggérées par les diverses théories de la résistance de
I'air, sont inacceptables et il en a déterminé d’autres qui ont
donné la propriété suivante : k diminue quand lo vitesse
croit (de 4, 5 4 36 4 1.5 en passant de vitesses de 10 a4 250

~

a 550 ™/wo), Cest-d-dire que la résistance croit, la poussée
diminue et le « rendement aérodynamique » s'abaisse. Ces

13
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lois, établies par M. Burzio en 1920, ont recu une confirma-
tion expérimentale compléte dans les expériences améri-
caines récentes (1925) exécutées par MM. Briggs, Hull et
Dryden sur des modéles de profils d’hélices dans le tunnel
aérodynamique, pour des vitesses atteignant 300 P/ e s
(National Advisory Committee for Aeronautics, Report
n° 207.)

(4 suivre.) Lucien GODEAUX.
Professeur & 'Université de Liége.

|

Extrait du Bulletin Belge des Sciences militaires, février 1927.
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II. — Théorie de M. ESCLANGON

Dans ce paragraphe sont exposés les points saillants de la
théorie de M. Esclangon; la comparaison avec les autres
théories sera faite dans le troisiéme paragraphe.

1. — Forces agissant sur le projeciile. — M. Esclangon
considére (au moins au début et théoriquement) outre les
forces de pression et de frottement longitudinal, dont la
résultante est la résistance de l'air p habituellement consi-
dérée et contenue dans le plan de résistance, les forces de
frottement latérauz, dues a la rotation du projectile et dont
la résultante (qu'on peut considérer comme proportion-
nelle a 7) est perpendiculaire au plan de résistance.

2. — Moment des forces. — On considére deux triédres de
référence; Tun, G r y g, 1ié au projectile; lautre, Gayy, 21,
1ié 4 la trajectoire (fig. 2).

a) Moment de la résistance p. — Clest celui qui a été dési-
ené plus haut par M. Sa valeur est M = p/ sin & ; il est
normal au plan z Gz, cest-d-dire dirigé comme n. Ses com-
posantes sur z, ¥, & sont respectivement :

pl sind cos ¢, — el siné; sineg, o.
En posantd —3d=ps M = @ (3)sin &, on a, si 8 est petit,

M=pl (1+p)d=as, a= gl (1+p).

b) Moment des forces de frottements latéraux. — Ce
moment se trouve dans le plan de résistance et est propor-
tionnel, d'une part a la rotation propre 7, d'autre part a

(1) Voir Bulletin belge des Sciences militaires, 1927, p. 189-202.
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une constante physique & dépendant de la nature des frotte-
ments. Ses composantes sur x, ¥, & sont respectivement

M Evsin o, METr cos 9, — M k7,

o0l Pon peut poser Ay = sin & £ (3), b = g (0, 1 ®

et g (8) étant des fonctions paires de & qui, pour de petites
valeurs de 8, peuvent étre considérées comme constantes.

3. — Equations du mouvement. — Etude du mouvement
du projectile autour de G. On passe d'une position & la posi-
fion suivante au moyen de quatre rotations : les trois rota-
tions d’Euler, §' autour de n, ¢’ autour de &, ¢' autour de &,
et Pabaissement de la tangente, rotation 6'autour de 3. Les
composantes p, g,  de la vitesse angulaire totale sur les
trois axes G x v & sont :

g p =10 sin s sin ¢ + & cos ¢ — 0" cos (xay),
6) 1 g =4 sin & cosg — ' sin ¢' —8' cos (yx,),
? y=10"cos 3+ ¢ — 0" cos (gx1),

cos (x, x;) = cos ¢ cos b — sin ¢ sin § cos 9,
cos (y, ) = —sin ¢ cos Y — cos ¢ sin b cos 3,
cos (g, 1) = sin 8§ sin .

Nous écrirons les équations de Lagrange pour le mouve-
ment du projectile relatif a G, en prenant comme parame-
tres 3, ¢, ¢, aprés avoir calculé les expressions de la force
vive et du travail élémentaire.

4, — Force vive T. — On a
2T =B (82 + ¢ + Cr2
moyennant
P2+ g2 =32+ d'2sin 26— 20" [3' cos
— 'sin 8 cos 3sin ] + 6'2 [cos 2 + sin * cos 231,
r2 = {2 cos 2 + 29’ ¢ cos s + ¢'% 4+ 0'%sin % sin %
— 2 0'sin dsing (¢ + ¢! cos 9).

5. — Travail élémentaire A @ . — a) Travail de la résis-

tance. — Le travail de M = @ (3)sin 8 est P (3)sin 8 d 8.
16
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b) Travail des frottements. — Le couple des frottements,
situé dans le plan de résistance, a pour composantes suivant
Gz et Ge, —krg (3) cos 8 + krf (®) sin28 et— krg (8).
Ces deux couples fournissent- un travail élémentaire
[ Fkrg (3 cos 8 + krf (3) sin2]dset—Fkrg (8 ds
On en déduit la valeur de AG.

6. — Equations de Lagrange. — Ces équations sont :

d 0T> 0T 0@
dt \og'/  9g ¢’

R
dt \o¢d 0(.{) 0
0

w63) — 5 =%

ILa premiére de ces équations donne par la 3° des (6),
C (j{: = —krg (?), dou

t
—-*6 g(a) dt.
v = rge.

7 est donc fonction décroissante du temps. Puisque % est
trés petit, que ¢ (8), pour § ftrés petit, peut éire supposé
constant et si ¢, durée de la trajectoire, est petit, on voit que 7
reste assez voisin de sa valeur initiale 7.

En tenant compte de (6}, les 2° et 3° équations (7) devien-
nent : '

B [3" —d'2sin 8cosd] + Crd' sin 8=D(?)sin 3
-+ Bbo" cosd —06' [2 BY'sin 25 sin
+ Cr sind cosd] — B 6'2 sin 2 sin § cos 3,
® B [{"sind + 2¢'8 cost] — Cré'= krsinsf (8)
— B 6"sin Ycos s+ 0’ [2 B3 sin Ssin
— Cr cos ] — B62 sin ¢ cos ¢ sin 8.

7. — Hypotheéses simplificatrices. — a) r est trés grand. On
négligera les carrés et les produits deS' J', 6" et 0", Les (8)
deviennent :

3"+ Crd' sin d=® () sin 8 — Cr 0' sin ¥ cos 3,

B " sind— Cr 8 = krf (3 sind — Cr6' cos .
17

(89




— 18 —

b) On supposera en outre B &" et B 4" trés petits, ce qui
équivaut a supposer que le projectile ne subit jamais de
variations brusques d’orientation. IlI vient

(8" Crd'si §=® (8)sin 53— Cro' sin ¢ cos 3,
— Crd' = kyrsin 8 f () — Cr ¢ cos ¥
c) Cas d'un projectile stable. — Alors ¢ est petit et en

substituant @ 4 ® (8), « 4 f (), 8 dsind, 14 cos s, on a

Crod' =a s — Creo sin¥
— Cr d'=kr at— Crb cos?

(8///)

En se rappelant que M = ¢ 3, ces équations peuvent encore
s'écrire

7 - . !
N ka Lol i M sin ¥
— By Y. e — e ",
9 @ c -+ cos ¥.8', ¥ =53 5

Considérons le point situé sur 'axe Ga du projectile 4 la
distance 1 de G. Ses coordonnées sur les axes xy, ¥, & sont
sin & sin ¥, — sin. 8 cos ¥, cos § et, pour & petit, en posant
1w =29 sin ¥, v = —3 cos ¥, elles deviennent %, v, 1. L’axe

du projectile a donc pour cosinus directeurs, par rapport a

Gxy vy 29, w, v, V1 — (u2 + o%). En prenant u, v comme
nouvelles variables, (9) devient

u' = ko w— 2
- Cc 7 o>
(10) s
. IR Y
v =g g v
a M ko« . s
Posons m == T = Gy hy = — p r. Les quantités
1 o' k o'
Uy == T¥ 72 m Uy == Iilia?— — annulent les seconds

membres des équations (10) et celles-ci peuvent s'écrire

' = —m (v —v,) + mk (u—uy,

an v = m (u— uy) + m k(v — vy).
Ry meéure Ieffet des frottements et est petit vis-a-vis de

(sauf quand R est voisin de G); en négligeant ky, on a
18
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L. o' o
approximativement : a) u, == ot b) le point (u, v) tourne

autour du point (¢, v;) avec une vitesse angulaire égale
a .
Laxe de cosinus directeurs g, vy, /1 — (1,2 + 0,%) est

appelé axe de précession instantanée a Vinstant ¢, on l'indi-
quera par G e et E sera celui de ses points situé a la distance

1 de G.

8. — Valeur de m. — Pour un projectile du calibre de
0 m. 38, de coefficient balistique 10* ¢ = 1, de vitesse initiale
v = 600 m./sec., les rayures ayant une inclinaison de 6°
m est de Tordre de 1/6 de tour par 1”.

9. — Variations de u,. — On a, en négligeant les frotte-
ments, u; == —OL == Cr s

} M
constant, l'axe de précession instantanée est toujours du
méme cdté du plan de tir. De plus, u, étant petlit, cet axe
s'écarte peu de ce plan.

En étudiant les variations de 4 au moyen de I'équation

o'. Par suite, %y ayant un signe

d uy 1 [ . } ( v F' (v) >
S == e )] 0s 0 ing +cF )| { ——<-+ 11,
di m v geost +1{gs T (v) F (v) +

on trouve que : 1° I’écart maximum de V'axe de précession
instantanée du plan de tir a lieu entre le sommet et le point
de vitesse minimum; 2° aprés son passage au maximum,
Paxe devient de plus en plus voisin de la tangente.

10. — Représentation du mouvement de Paxe de figure. —
Des équations (11), il découle que le mouvement du point A
(u, v) de l'axe de figure résulte : 1° d'une rotation de
vitesse m autour de E (uy, v;); 2° d'une vitesse assez petite,
de projections m ky (v — uy), m Ry (v — vy), dirigée suivant
AE. Si donc (fig. 4) E, E (E) est la courbe E (14, v¢) (qui
a un point de rebroussement lorsque #4 est maximum), le
mouvement de A pourra s'obtenir en considérant une courbe
(que Yon appellera polaire d’Esclangon) roulant sur la
courbe E, E (E) avec une vitesse angulaire m, et un point A
se déplacant relativement 4 cette courbe avec une vitesse
m by AE, dans la direction AE.

19
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Sauf pour les gros calibres et les mortiers, les dimensions
de la courbe roulant sur E, E (E) sont petites.

7
A [__¢
v -
o £ £)
/’/
//_‘_,,,--"‘
T <.
Fig. 4
11. — Mouvement général de l'axe. Intégration des équa-
tions du mouvement. — L'intégration du systéme (11) est
effectuée en introduisant la variable complexe @ =u 14

4

t — &
En posant § = S‘Md t, x = e , (11) donne

°’

I az 2 ds
11 et . N S
() % dx (B +9) T tar T

L'intégrale a la forme, L étant une constante déterminée

par les conditions initiales,

2= f (x) F o (x) +Ax"®mTIL

Comme on a cos § =+ 7sin § = x— ¢ 1l vient

Ly | = @)+ bentest,
(12) /,,:cP(m)—{-kekasinc.

Le systéme (12) représente tous les mouvements possibles;
chaque mouvement effectif comprend une partie fixe f (x),
¢ (x) et une partie périodique d’amplitude variable A et
La partie non périodique est la méme pour tous les mouve-
ments, ¢’est un mouvement particulier de Vaxe (pour A= 0)
qui présente les plus petites oscillations. L'axe donné par la
condition & = o, clest-a-dire par % == f (x), v =29 (x) est
appelé axe d’équilibre dynamique. Si m Ry > 0, A ekt

ftmhldt . . ..
=A\eJ/° augmente toujours; s1 7 ky <o, cette quantitée

20
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diminue constamment, c’est-d-dire que Yaxe de figure tend a
Sorienter comme laxe d’équilibre dynamique (présentant
les plus petites oscillations, ce qui peut diminuer la disper-
sion).

12. . Détermination de Paxe d’équilibre dynamique. —
Cette détermination est effectuée dans I'hypothése B = o et
en cherchant a satisfaire a4 (11') par une expression de la

forme z=Cc @+ et Fcgadt ...

On obtient les séries convergentes

‘u do d3o | ddo ' ddo
2—-—de ——‘*—dc'% d———Cﬁ T eee ——*-“m ——*‘dca + s 3
(13)? d?e dte dbo

e T T I I

. . i daze
L'hypothése & = o entraine v; = o; si de plus an est
!
assez petit, on a sensiblement % = e Uy, Uy = 0, cest-

i-dire que dans cette hypothése, les axes d’équilibre dyna-
mique et de précession instantanée coincident.

13. — Dérivation. — Le barycentre vrai G ne coincide
pas avec le point G, dont la trajectoire a été déterminée par
le probléme principal; en réalité, Gy sort du plan de tir.

En négligeant les frottements (k3 = 0), les projections
de p sur'Gay y; 21 étant respectivement, pour 8 petit, ped
sin ¥, ppdcos ¥, — pcos (o), on a, pour les équations du

mouvement de Gy xy 2z dans le plan G v 2y,
p&EX pEY_
() ) o am ke g T

En posantw = X + iY, & = w -+ iv, on en déduit

pdrw

gdE TP
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Dans hypothése w = 1y, on déduit de (13) et (14),

g
PaX " ac—(2) [o—9

dC dgo dC dz;o Ut

On peut ensuite déduire X de cette équation au moyen
d’'uné intégration graphique.

(14)

14. — Stabilité des projectiles. — Dans I'hypothése 8' = o,
8" = ¢, la premiére des équations (8) devient

" (15) B3" — B¥'2sinscoss + Crd' sing — P (3) sins=o.

Cette équation doit avoir des racines réelles en ¢'; pour
cela, il faut que T'on ait

) ¢" sin 3 cos > sin 2 lg ¢F1(1 4 p) (coss —T),

g C?r?
4B pcFI 1+ p)

Si I < 1, et st au début 3 est voisin de O, on aura

I =

cos 8 — I > o, la force sollicitant 'axe, qui est caractérisée
par 8",etd auront le méme signe; & croitra au moins jusqu’a
une valeur & telle que cos §; = 1. Par suite, ¢ ne pourra

rester petit.

Si au contraire I > 1, § et 8" seront de signes contraires et
alors & restera petit. Pour chaque valeur v de la vitesse,
I'inégalité T > 1 donnera une valeur 7, de 7 en dessous de
laquelle on ne pourra pas descendre. Pour une bouche i feu
et un projectile donnés, on pourra prendre la valeur r, cor-
respondant 4 la vitesse initiale V, car ensuite v diminue,
F (v) diminue également et I'inégalité sera vérifiée a fortiori.
Si pour un projectile donné et pour une valeur donnée de 7,
V croit, il se présentera finalement une instabilité dite essen-
tielle.

15. — Instabilité progressive. — L’écart de Taxe de pré-

-cession instantanée de la tangente, mesuré par u,, peut étre
22
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pris comme mesure de Tinstabilité progressive. On a

e 1 gcosh g2 Crcos b
“DEw T Tm v peFl(I+po
Il y a donc intérét, pour réduire u,, & réduire 7, condition
contradictoire avec celle de la stabilité essentielle. Si on
admet un écart maximum 3, pour &, on aura en conséquence
une valeur 7y de v qui ne devra pas étre dépassée. On devra

donc avoir 7> 7> #,.

16. — Equations du mouvement de G, en tenant compte
du mouvement relatif a G,. — On négligera les frottements
‘et on considérera (fig. ) un triedre fixe Ow, ¥, 2,, le plan
de tir étant Oux, ¥, et Ox, étant horizontal.

Xo

Fig &

Ze

La résistance de l'air, contenue dans le plan de résistance,
admet une composante p cos (3, — ¢) (sensiblement p) sui-
vant la tangente, et une composante p sin (¢, — §) (sensi-
blement ppd) normale a la tangente. Cette derniére compo-
sante se décompose a son tour en une composante, pp o
sin ¥, normale au plan de tir, et en une aitre, située dans le
plan de tir, pus cos ¥. Les composantes de p sur les trois
axes sont donc

Pw == — p COSH -+ ppd cos ¥sin b, py==—psin g
— pd coS ¥ oS 0, py ==ppdsin ¢.

Habituellement, dans le probléme balistique principal, on
prend pour ces composantes suivant Ox,, Oy,, — p cos 6§ et
— p sin 6. On voit donc les modifications apportées par la

considération d’'une résistance non tangentielle, mais oblique.
23
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Les équations du mouvement de G, sont

d*x¢  d(vcosh) g d?y  d(vsin)

e T Pas 3757 ==
(16) de dt P dt ‘gdt . ,
2‘94*259%@?:5 22

Les deux premiéres donnent

cose@—vsinoﬂ)—ﬁ
e it ~ p P
. dv ao g
mnoal—t——}—vcoseaz——-g-i— Epy.
On en tire
vg-e-——— cos b —pcFicos ¥
a9 e ecos T,
ou
do gcose[ chBcosa'f]
@ s b gcoso |
On a de méme
@%;-S—O)—:——(:Fcose[l—pacosﬂatgej.

On déduit de ces deux équations,

d(vcost) ¢ 1 —udcosvigs
_— 2 = — pF .
ao 9 pcFécos ¢

1
T g €os

En se limitant aux deux premiers termes Jdu développe-
cFscos ¥
| o poFcosy

-1
9cos 6 > et en négligeant en

ment en série de <

p2s? cos 2 cFigy .
outre 7 Cos 6 , on peut écrire

d(vecosh) ¢ [ cos v . c }
! ——— J2IT e —_— & ——
(16") g 75 7 o |1 —ps . (sin § 7 F)|.

6
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En comparant a Téquation habituelle de I'hodographe,

d (v cos 6) _c oF,
as g

on voit le terme correctif de 'unité qu’on est amené a intro-
duire.

D’une maniéere analogue, on a

v2 scos ¥ ¢
do——2 (1"t hd

= B2SO° T ° By do,
g cost g

dy = dw sin 6.

(A4 suivre.) Lucien GODEAUX.
Professeur & UUniversité de Liége.

&
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Extrait du Bulletin Belge des Sciences Militaires, mai 1927.

25




(Fin.)

III

III. — Comparaisons et conclusions.

Dans le paragraphe précédent se trouve résumée linté-
ressante et importante théorie de M. Esclangon sur la rota-
tion des projectiles. A T'opposé des théories de M. De Sparre
et de M. Burzio, inspirées par la méthode géométrico-
mécanique de Poinsot, la théorie de M. Esclangon se rattache
plutdét 4 la méthode analytique de Saint-Robert et Mayevski,
mais elle réalise cependant vis-a-vis de celles-ci un progrés
fondamental. Ceci est dii & deux raisons, la premiére inhé-
rente 4 la question traitée, la seconde formelle :

1° L’hypothése de la tangente fixe est abandonnée;

2° Au lieu des équations d’Euler, l'instrument analytique
est fourni par les équations de Lagrange.

Au sujet de hypothése de la tangente fixe, obstacle devant
lequel se sont butés les premiers chercheurs, M. Esclangon
utilise la seule méthode qui soit, semble-t-il, rigoureuse.
Outre le triedre fixe et le triddre 1ié au projectile,.il utilise un
troisiéme triédre 1ié & la trajectoire (comme le fait également
M. Burzio). On observera que ce troisiéme triédre n’est pas

(1) Bulletin Belge des Sciences militaires, 1927, pp. 189-202, 497-507.
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utilisé de la méme facon par MM. Esclangon et Burzio; le
premier sen sert pour définir les angles d’Euler et pour
écrire les équations de Lagrange; le second pour écrire le
théoréme du moment de la quantité de mouvement.

On peut indiquer avec précision le progrés réalisé par la
méthode de M. Esclangon sur celles de Saint-Robert et
Mayevski en comparant les équations (2) et (6).

Dans les équations (6), figurent les expressions

0' cos (x, &), 6 cos(y,x), 0 cos(zs,w)

que lon ne rencontre pas dans les équations (2). Cela pro-
vient de ce que l'on tient compte, pour établir (6), que le
mouvement instantané du systéme autour de G est la somme
non seulement des trois rotations &, ¢’, ¢, mais aussi d'une
quatriéme 8. On observera que 6’ n'étant pas négligeable
vis-a-vis de &, ¢, ¢, les équations (2) ne peuvent étre consi-
dérées comme une premiére approximation.

Quant 4 l'usage des équations de Lagrange au lieu de
celles d’'Buler, il a la valeur pratique suivante : En traitant
le méme probléme de facons diverses, on parvient aux mémes
conclusions. En comparant en effet les équations (3) de
Mayevski, (démontrées par M. Burzio sous I'hypothese que
Gm et Ga coincident) avec les équations (9) de M. Esclangon,
on constate qu'elle coincident quand on suppose nuls les

) b7k : .
frottement latéraux (El-t est essentiellement négatif). On

obtient ainsi par des méthodes différentes les mémes expres-
sions pour les vitesses angulaires de précession et de nutation
du projectile; griace a cela, les formules de la toupie sem-
blent pouvoir étre définitivement abandonnées dans Uexposé
des mouvements du projectile.

L’analyse suivante portera sur trois points :

a) Résultats analytiques généraux;

b) Applications déja faites par des méthodes autres que
celle de M. Esclangon;

¢) Applications non encore faites par d'autres méthodes

que celle de M. Esclangon.
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La partie a) peut cependant étre considérée comme trai-

tée dans ce qui précéde.
2w

b) La seconde partie a trait aux développements de la
méthode de M. Esclangon a partir des équations (9) jus-
qu'aux équations (14") inclus. Ces développements ont pour
but des résultats pratiques et précisément la représentation
synthétique et le calcul numérique du mouvement relatif
3 G. M. Esclangon introduit les concepts nouveaux d'axe de
précession instantanée et d'axe de stabilité dynamique. 11 est
intéressant d’examiner les relations de ces entités avec ceux
qui sont considérés dans les autres méthodes.

I axe de précession instantanée Ge est une entité fictive
par rapport auquel I'axe de figure Ga a un mouvement assez
simple; mais Ge a a son tour un mouvernent qu’il importe de
déterminer. En négligeant les frottements latéraux, on a,
pour les coordonnées 1, v1du point E de Ge,

!

Uy :%, Uy == Q.

u, est donc la mesure caractéristique de E, dont la trajectoire
projetée sur le plan x; vy se réduit alors (fig. 4) 4 un seg-
ment de x¢ parcouru dans les deux sens jusqu’au point de
rebroussement (E). Cela signifie que Ge sera toujours dans
le plan ;2. En se rappelant que

e a M
T Cr Crd

on voit que cette grandeur introduite dans la théorie de
Esclangon est la vitesse de précession de la théorie de la
toupie, et la vitesse de la polaire de précession de la théorie

b

N 0 ,
de De Sparre. Quant a 1y = o c’est le rayon de cour-

bure R, de cette polaire de précession et la quantité de

L
Q

29




— 30 —

la théorie de Mayevski. De plus, le centre 0 de la polaire de
précession (situé a une distance R, de T) est sur la perpen-
diculaire commune en T & la polaire méme et au grand
cercle décrit par T (polaire fixe). Le point 0 appartenant
également au cylindre tangent & la sphére le long de T, il
en résulte que T 0 est perpendiculaire au plan vy, z; (plan de
tir) et par suite se trouve dans le plan xy2;. Donc 0= E,
et Uaxe de précession instantanée est la droite joignant G
au centre de courbure de la polaire de De Sparre (fig. 6).
Par suite la trajectoire de E est la courbe que Charbonnier
appelle « courbe moyenne de la précession ».

Cette identification permet de conclure que, cependant que
Ga et Gm sont trés voisins, I'erreur commise quand on sup-
pose Ga coincidant avec laxe de précession instantanée
Ge = Go, pourrait en quelques points atteindre le 100/100.
1l résulte en effet, de la théorie de Mayevski-Burzio (et aussi
de celle de De Sparre-Charboniier), que

Bz, == (1 4 cOS §) Ry,
C’est-a-dire

TM = (1 + cos &) TO,

ot § peut étre assez voisin de ®ou de 0.
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Pour avoir, avec la méthode de M. Esclangon, dans la
solution du second probléme, c’est-d-dire dans la construction
de la trajectoire de A, la méme approximation qu’avec les
méthodes de de Sparre et Burzio, il est nécessaire de con-
struire la roulette engendrée par A dans le roulement de la
polaire de Esclangon sur la courbe E de la figure 4. On doit
donc en somme a4 M. Esclangon une nouvelle représentation
géométrico-mécanique du mouvement de 'axe de figure, ana-
logue 4 celle de M. de Sparre, mais ot a la droite des T on
substitue celle des E et & la polaire de de Sparre, la polaire
de Esclangon. Les vitesses de roulement des deux polaires,
sur leurs enveloppes respectives, sont les mémes, c’est-a-dire
toujours égales 3 la vitesse de précession de la toupie.

Bien que trés intéressant analytiquement, l'autre entité
définie par M. Esclangon, laxe d’équilibre dynamique, ne
semble pas présenter un réel intérét pratique. Cet axe est
obtenu en négligeant la partie périodique dans les inté-
grales (12). Pour le déterminer, on retourne des intégrales
(12), purement symboliques, aux équations différentielles (11),
que Ton cherche a intégrer approximativement d'une toute
autre maniére, c'est-a-dire au moyen de développement en
séries. La maniére dont Uauteur parvient & établir les séries
(13) et 4 en démontrer la convergence est élégante; mais il
faut remarquer que pour: calculer les termes de ces séries, il
serait nécessaire d’exprimer 0 comme fonction analytique dc

4
C:( mdt, ou tout au moins recourir a4 des dérivations
e O

graphiques successives, avec des calculs assez longs et impré-
cis. Il est pratiquement inévitable de se limiter & la premiére
approximation, c'est-d-dire de poser us = uy, v, = 0, cests
a-dire de reporter 'axe d’équilibre dynamique a celui de
précession instantanée. La coincidence de ces deux axes est
en effet faite par l'auteur dans les développements ultérieurs.

En ce qui concerne la dérivation, la formule qui peut étre

pratiquement utilisée est (14’). En supposant assez petit

azg
age

(hypothése faite par l'auteur & propos de 'axe dynamique),
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(14) devient, en se référant aux axes fixes de la fig. B,

pas__(pe) 4

La formule de Charbonnier pour la dérivation, démontrée
par Burzio valable 4 moins d’infiniment petits d’ordre supé-
rieur i 7?2 et appliquée par ce dernier 4 de nombreux calculs
numériques, est la suivante :

dn pcFssind
17 R s hitant
(m de v cos
olt m est l'inclinaison de la courbe de dérivation (projection
de la trajectoire réelle gauche de Gy sur le plan horizon-

tale x ). La formule (14') apparait alors comme donnant
une intégrale de (17); on a précisément

) “ds dt do . !

7 Iy cos 0,
"= dide ar "t
. , 6 — o
14HI o :g & —t
( ) . " p( M/ ;m O COS ]

Comme on a .

(17) donne

dy ; npd sin & 7 Cos B
1 -
~Q:~]—)(ppo sin ), (g 0 —1g9). ‘
En prenant
— ' 1 gcosf
e 1/772 A Y T .
3 1/u + v Uy o m o

on en déduit

Y :% <%> sin,, ¢ CO?’”G (tg b —tg o).

m 1

m
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i
— on a donc

Pour le tir tendu et pourd ~ 5

sin 6 — sin
17) n:gf<g'£> =t
Z—’ m m vm
Dans ces conditions, cette formule coincide quasi avec la
formule (147). Il semble que, étant donné linexactitude de

I'hypothése 8 ~u, et la limitation au tir tendu (d’ott 'hypo-
2

a2 . N .
thése i) = o qui permet de passer de 14’ a 14”), il vaut

mieux se servir de (17) comme d'une équation aux diffé-
rences finies, donnant pour chaque accroissement A¢,
I'aceroissement correspondant A7.

%*
*® *

¢) On. examinera ici les études de M. Esclangon relatives
aux critéres pour la stabilité des projectiles et 4 I'influence du
second probléme balistique sur le premier, c'est-a-dire sur le
coefficient balistique et sur 1'équation de '’hodographe.

Au sujet de la stabilité, M. Esclangon donne les deux cri-
téres de la stabilité essentielle et de Vimstabilité progressive.
Le premier est basé sur les hypothéses § = o, 67 = o et ne
peut donc sappliquer qu'au tir trés tendu. On sait que
Thypothése de la tangente fixe implique, pour la précession
balistique, de s’arréter aux formules de la toupie. Par la
premiére des équations (3), 8 == — § cos ¢, Thypothése
9 = o entraine 8 = o, 3" = o, donc dans les équations (25),
le terme B3” doit étre négligé.

Quant a linstabilité progressive, on observera que, étant
donné Videntification entre l'axe de précession instantanée
GE de M. Esclangon et 'axe GO de M. de Sparre, le critére
de poser une limite supérieure pour 4 revient a poser une
limite supérieure pour le rayon de courbure R, de la polaire
de précession, déja indiquée par le général Charbonnier.

La derniére application faite par M. Esclangon est I'éta-

blissement des formules du mouvement de G; quand on fait
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Thypothése de la résistance oblique. Les équations (16), obte-
nues ainsi, peuvent étre considérées comme cas particulier
des équations.

[ 2 g . ]
V7 ~~‘}7 [p cos 6 + ppd cos $ sin 6 -+ upd sin ],
d2y g .
/e — . 91
(13) g7 7= [osin 6 — ppd cos § cos o],
a2z g : o b
L p (o8 sin & — 7 (p c0s 9 + ppd cos P sin )],

établies par Mayevski (loc. sit., pp. 210 et suiv.).

Les équations (18), dans I'hypothése du tir tendu (3 petit,
sin = 3, cos 3 = 1) sont plus complétes que les (16) parce
que. tenant compte de ce que . la trajectoire est gauche,
ficurent dans les seconds membres des termes ayant pour
facteur 7 :% Mavevski établit également des équations

analogues aux (18), pour le tir courbe, dans deux cas :

cos (5 —2)

° 5 <200, 2 Ty

1 = T cosd

20§~ 20° 99&5_1*_5):1+10752
T cosd T

Conclusions.

1° Pour la partie théorique, la théorie de M. Esclangon et
fes théories précédentes concordent dans les formules (3) des
vitesses angulaires de précession et de nutation;

2° Pour la partie pratique, et concernant les rayons, un
critére de maximum pourra étre celui de linstabilité pro-
gressive de M. Esclangon, correspondant au critére de sta-
bilité du général Charbonnier et consistant dans le fait de
poser une limite supérieure pour 14, c'est-a-dire pour le
rayon R, de la polaire de précision de M. de Sparre. On en
tirera un maximum pour #; )
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3° Pour obtenir une plus grande exactitude, il faudra cal-
culer la trajectoire de M par les méthodes de MM. de Sparre
et Burzio;

4e Pour la dérivation, les formules de M. Esclangon et de
MM. Charbonnier et Burzio, sont 4 peu prés équivalentes,
surtout pour le tir tendu;

5° Pour la détermination des grandeurs expérimentales [
“et k, qui figurent dans toutes les applications du second
probléme (et tant que l'on ne pourra pas faire des mesures
directes au tunnel aérodynamique), il semble nécessaire de
suivre le procédé indiqué par M. Burzio (qui a conduit
celui-ci & retrouver une loi aérodynamique, confirmée par
Texpérience).

L. GobeaUzx.

Note. — Nous signalerons au lecteur du Bulletin une publication
récente de M. Burzio, traitant des problémes dont il est question dans
ce qui précéde.

F. Burzio, Il secondo problema balistico. Rotazione dei proietii
(Torino, publié par le Ministére de la Guerre, Tip. Olivero, 1927).
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