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Nous avons consacré plusieurs mémoires & 1'étude des
involutions appartenant & une surface algébrique et n’ayant
qu'un nombre fini de points unis (). Ces recherches nous
ont conduit & classer les points unis en deux catégories,
suivant que dans le domaine du premier ordre de ce point,
I'involution donne lien & l'identité ou non. Les points de
la premiére catégorie sont les points unis parfaits, ceux de
la seconde, les points unis non parfaits., Le travail actuel
est consacré i l'étude d'involutions appartenant & une sur-
face algébrique et présentant des points unis des deux
catégories.

Soit F' une surface algébrique contenant une involu-
tion I, d'ordre premier p. cyclique, n'ayant qu'un nombre
fini de points unis. Soit ¢ une surface image de cette invo-
lution. Si A est un point uni parfait de l'involution, il lui
correspond, sur la surface ®, un point multiple d'ordre p
de cette surface, & cone tangent rationnel et irréductible.
Si an contraire A est un point uni non parfait, le point
qui lui correspond sur la surface ® peut présenter des sin-
gularités assez diverses. Les points unis non parfaits que
nous rencontrons dans ce travail donnent naissance & des
points doubles biplanaires de la surface ®, ces points ayant

(1)  Recherches sur les involutions dowées d'un nombre fini de points
de cotncidence, appartenant & une surface algébrique, < Bullotin de la Soe.
Mathém, de Frances, 1919, pp. 1-16; Recherches sur les involutions cycli-
ques appartenant & une swrface algébrique, «Bulletin de I’Acad. roy. de
Belgiques, 1980, pp. 450-467; 1981, pp. 1181-1150, 1856-1864),

I?n exposé de nos recherches sur les involutions cycliques
appartenant & une surface algébrique paraitra prochainement dans
la collection des Actualités scientifiques et industrielles do la librai-
rie Hermann (Exposés sur la Géométrie publiés sous la direction
de M. CARTAN).
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une suite de }(p-3) points doubles biplanaires infiniment
voising successifs, dont le dernier est ordinaire.

1.—Considérons I'homographie H de période P
I’lz.l'":l’,:.t":-xl:.r’:l.'ra::"_‘x‘,

p étant un nombre premier et ¢ une racine primitive p —isme
de I'unité. I'’homographie H posséde denx points unis
03(0,0,1,0), 0,(0,0,0,1) et une droite unie 0,04 (zy =2y ==0),

La surface F la plus générale, d'ordre P42, ayant des
points simples en Oy, O; et transformée en elle-méme par H
a pour équation

a3y " 2oyt o g ayn tra g gt g, )
Tt tidy 4
T2 T Ayt ot 23" T Sy et @ g a=0, (1)

ou l'on a posé p==2n-}-1 et ot les « sont des polynomes
entiers, rationnels et homogénes en z;, z,, dont le degré
est indiqué par l'indice.

I’homographie /1 engendre sur la surface F une invo-
lation 1, d'ordre p, présentant un nombre fini de points
unis: les points Oy, O; et les p -2 points de rencontre de
la surface avee la droite 0, 0,

Au point Oy, la surface a pour plan tangent le plan
xy==0, uni pour I'homographie H. Dans ce plan, cette
homographie détermine une homologie de centre Oy et
d’axe 0, 0y; par conséquent le point Oy est uni parfait pour
I'involution 7,. Il en est de méme du point 0.

Soit B un des p--2 points de rencontre de la surface I
avec la droite 0;0,. Le plan tangent 3 & F en B est uni

ur /1 et passe par conséquent par les points Oy, 0,. Dans
f:) plan §, // détermine une homographie non homologique
dont les points unis sont B, 03,0,. Nous pouvons supposer,
sans restriction, que le point B coincide avec le point
0;(1,0,0,0), ce qui revient & supposer que lo terme en
#*"*? manque dans le polynome @g,43. Le plan § a
alors pour équation #,=0 et 1'homographie déterminée
dans 3 par H est donnée par

z:’x::r:’,:x"zx. . l.l';:l'-‘.‘r‘.
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Dans le domaine du point B==0,, H détermine une
involation d'ordre p ayant comme éléments unis les points
infiniment voisins de () situés sur les droites 0, 04,0,04. Le
point O; est done uni non parfait pour I, et, i cause de la
symétrie de 1'équation (1) en zy,z,, les domaines des points
unis de 7,, infiniment voisins de 0,, se comportent d'une
maniére symétrique. En d'autres termes, le point 0, est un
point uni non parfait symétrique. Il en est de méme des
autres points unis de 7, situés sur la droite 0, ;.

2. — Pour construire une surface ®, image de I'involu-
tion 7, considérons le systéme linéaire dépourvu du points-
-base, formé par les surfaces d'ordre p transformées en elles-
-mémes par 'homographie //. Ce systime a pour équation

T R o PE LSl S AP T S =

+ 23"~ Lyic i+ oo o4 Lygp1=0 (2)

olt nous posons

Loiin=Ngip 1,022 L hgipy iy Ymg 4, ..+
F hgigs, pig ZpP L,

RapPortons projectivement les surfaces (2) aux hyper-
plans d'un espace linéaire 8, & r==(n--1)(n +2)—1 di-
mensions, en posant

0 Xg=uy?"+1, p X, =z, %41,

pXsisia=ay" "tz i g tit1-kpk (3)
(k=0,1,...,2i41;i=1,2,...,n),

et en interprétant les X comme coordonnées des points de §,.
Les surfaces (2) découpent sur F un systime de courbes de
degré p*(p-+2), composé au moyen de /,; la surface ®
lieu du point X déterminé par les équations (3), sera d'or-
dre p(p -+ 2). Ses équations sont

Xﬁ-{-:,o:a\'u-n,n: _ Xaig,0 (=£|)
Xoit1,1  Xgig1,2 " Xgigr, 0641 '

Ty
s=1,2,...,%),
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.\'a.o 53 .\'g.o: -, 4‘_2::0-—-!,0 (= I3y )
X|.o . .\'7,0 A -¥!u+l.0 :rl‘ :

11'3 ‘Y‘ -1". +1,0== JYQ'O -Ylu—b,h
F (-Ya, 4\.|, e X’u-{-l,!ﬂ-l-l):ol

cette derniire équation résultant de 1'élimination des z
entre les équations (3) et I'équation (1).

D’aprés les résultats que nous avons établis, aux points
unis parfaits Oy, 0, correspondent, sur ®, des points g, 0,
multiples d'ordre p, & cones tangents rationnels ‘et irréduc-
tibles, pour cette surface. Aux p--2 points unis non par-
faits de 7,, situés sar la droite 0; 0y, correspondent des
points doubles biplanaires de ®, i chacan desquels sont infi-
niment voisins successifs n — 1 points doubles biplanaires
dont le dernier est ordinaire. Il serait facile de vérifier sur
les équations précédentes qu'il en est bien ainsi; nous ne
nous y arréterons pas.

3. — La surface F est en général dépourvue de points
multiples et le systéme canonique est découpé sur cette
surface par les adjointes d'ordro 2m —1, clest-a-dire par
le systéme formé par toutes les surfaces d'ordre 2n — 1.
Le genre arithmétique p, de F est done égal &

Pa=in(n+1)2n+1)=}p(p*—1)
et son genre lindaire est égal &
rY=(p+2)(p—2)*+1.
Entre les genres arithmétique et lindaire p,, p\V de F

et les genres arithmétiques z,,=™ de la sarface ®, nous
avons les relations

12(pa +1)=12p(za+ 1) +2(p—1)(p—5)—(p+2) (p*—1),
P—1=p(M—1)4-2(p—2)*.
La surface ® a par conséquent les genres
Fa={(*—1)=n(n+1),
h=(p—-2)41.
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Nous avons établi que les courbes canoniques de ® ren-
contraient en p —2 points les courbes rationnelles de degré
— p équivalentes, au point de vue des transformations bira-
tionnelles, aux points de diramation (fy,(/, de ® qui corres-
pondent aux points unis parfaits de /,. A ces courbes
canoniques correspondent done, sur F, des courbes cano-
niques ayant des points multiples d'ordre p —2 en Oy, 0;.
Ces courbes sont découpées sur F par des surfaces d’ordre
2n—1 pessant par Oy,0; et formant un systéme linéaire
de surfaces transformées en elles-mémes par /7. Ce systéme
doit avoir la dimension zq —1=n(n-+1)—1. Il est facile
de voir que, parmi les systémes de surfaces d'ordre 2n—1
transformées en elles-mémes par //, un seul a la dimen-
sion requise et se comporte d'une maniére symétrique par
rapport a xy,xy. C'est le systéme d’équation

a3 et E T T Bt Ban—1=0,  (4)

ot B3;,35,...50nt des polynomes en zy,x;, & coefficients
variables et dont le degré est indiqué par I'indice.

4. — Nous allons tout d'abord montrer que le systéme (4)
est composé au moyen de la congruence G formée par les
coniques 7 passant par Og,0;, et y touchant respectivement
les plans xy =0, 3‘3:—-"0.

Les surfaces (4) passent par la droite O30, (;=x3=0);
un plan #; =Lz, coupe donc une de ces surfaces suivant
cette droite et une courbe d'ordre 2n — 2 dont la projection
sur le plan 2;=0, & partir du point Oy, a pour équation

G Pl T PR o it T STERE o

e Y +1‘g"'ﬂ’aiu—l.=0! ®)

ot les § sont maintenant des polynomes en A. :

La courbe (5) a en O, la multiplicité n — 1, les tangentes
étant confondues avec la droite x3=—0. Effectunons la trans-
formation quadratique

L Xy lxyiwy=YaYs Vi VYalsy (6)

qui fait correspondre an Boint. infiniment voisin de 0, sur
23=0, le point yy=y3=0. La courbe (5) se transforme en
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une courbe dont I'équation, aprés suppression des facteurs
communs, s'éerit

yS.-lpl'i' oo +ys"“'.f/a"“ﬂu-:+ ‘e +ya'_lﬁ:u—|‘—_—'0.

Cette courbe se décompose en n— 1 droites passant par
le point yy—y3=0. Or, & une telle droite,

Ys=MYa,
la transformation inverse de (6) fait correspondre la conique
2y —p 23 =0,

La projection de cette conique, i partir du point 0y, sur
le plan z; =k z,, est une conique 7. Par conséquent, la sec-
tion considérée de la surface (4) se compose de la droite
030, et do n — 1 coniques 7. Il en résulte que le systéme (1)
est composé au moyen de la congruence lindaire formée
par ces conique 7.

On observera que le plan §,=0 a un contact dua second
ordre avec une surface (4) en tout point de la droite 0,0,;
il rencontre donc la surface suivant une conique 7 parti-
culiére, formée de la droite 0,0, comptée deux fois (et sui-
vant n—2 coniques | généralement irréductibles).

Deux surfaces du systéme (4) ont en comum 2n(n—1)
coniques 7.

0. —Nous allons maintenant établir que les courbes
découpées sur F gar les surfaces (4) ont des points mul-
tiples d'ordre p —2=2n —1 anx points 0y, 0,.

Effectuons la transformation quadratique

Ty L Xy LT ITG=Y et Ya ¥t st U,

ui fait correspondre au domaine du point O, le plan y,=0,
1 la surface ¥ correspond la surface ok .

ﬂs!h’ys"""m"‘F‘aﬂ"‘“!f:‘l‘h"""w'*'!h"'"‘“x+
Tt Tyt eyt ey ey gy L
oot mt iyttt tag 4., -
+y2rtratnis—o, (7)
ot les « sont maintenant des polynome en Vi) Vs
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A une surface (4) correspond la surface

V" 1B e U Y gy 1 Bai
+"-yl'—lptu—l=0, (8)

oit les 3 sont des polynomes en yy, ys.

Au domaine f: O, sur la surface F' correspond sur la
surface (7) la droite simple yy=y,=0. Le long de cette
droite, la surface (7) a le plan tangent fixe y3=0.

Au domaine de Oy sur la surface (4) correspond sur la
surface (8) l'ensemble des droites y3—1y,=0,p=y;=0,
la premiére multiple d'ordre n — 1, la seconde sin'ple pour
la surface.

A la courbe commune aux surfaces F et (4) correspond
une courbe commune aux sarfaces (7) et (8) et aux points
infiniment voisins de O; sur la premiére de ces courbes
correspondent les points de la seconde situés sur la droite
ys=y;=0. En ces points, les deux surfaces doivent avoir
méme plan tangent; le nombre de ces points est donc égal
i celui des points de la droite y3=1y,=0 ol la surface (8)
touche le plan ys=0,

Ces points sont donnés par

y8=y6=0: B:--n(y;,y,)=0.

On voit done que la courbe commune i F et i une sur-
face (4) a bien la multiplicité 2n — 1 au point 0;, Et de
méme au point Oy,

6.~ Une conique 7y coupe la surface /" en 2(p-2)
points dont deux sont réums en Oy, deux en O; et 2p sont
variables. Les coniques 7 étant transformées en elles-mémes
par I'homographie H, les groupes de 2p points variables
découpéds sur F par ces conigues sont constitués par deux
groupes de l'involution I,. ignons K les courbes
canoniques de ®, par K’ les courbes qui leur correspondent
sur F; ces derniéres sont découpées sur cette surface par
les surfaces (4). Puisque le systéme formé par les surfa-
ces (4) est composé anu moyen de la congruence G des
coniques 7, les courbes K’ passant tfn un point passent en
conséquence par les deux groupes de /, situés sur la coni-
que 7 passant par le point considéré; par conséquent, les
courbes canoniques K de ¢ passant par un point passent
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en conséquence par un second point et le systime | K| est
composé au moyen d'une involution du second ordre Jy.

Nous avons va que le systéme canonigne | K| de ¥ est
de degré =V —1=(p— 2)?, Observons que la droite O40,,
rencontre la surface F, en dehors des pointes Oy, 04, sui-
vant un groupe de l'involation I,

*=0,2y=0,  agay?+ aga,»=0;

i ce groupe correspond sur ® un point commun i toutes
les courbes K. En dehors de ce point-base, les courbes X so
rencontrent suivant des groupes de (p —2)2 —1=1n (n—1)
points formés de 2n(n—1) couples de l'involation Je. Si
nous observons que la congruence @ est rationnelle, nous
voyons qu'en rapportant projectivement les courbes X aux
hyperplans d'an espace lindaire Sumsn-1 & n(n41)—1
dimensions, nous obtenons comme modéle projectif de la
surface @, une surface double dont le support est une sur-
face rationelle d'ordre 2n(n — 1),
La surface ®, image de l'involution Iy, a les genres

Fa=n(1),  AV=(p—2P+1.

Lo systéme canonique posséde un point-base simrlo
et la surface est birationnellement équivalente & un plan
double,

V.—Le cas particalier p=3 a déji fait I'objet d'une
étude particulidre ('). Nous allons nous arréter un instant
sur le cas p=>0. L'équation de la surface F' s'écrit alors

ayry’ay 4 ax3xf +adad o+ aPay - addy b vl 2oy 4

+ T3 x40+ 0 =0,
ol nous posons

=iy fanay' " ay .. Faumt,
Les surfaces (4) ont pour équation
L O3 (Mg ) -+ hy 713 - N 2y - My 2y 1 - Mg 20 = 0. :

T (1) L. Goomavx, Elude d'une involution cubique dowée d'un nom-
bre fini de points unis appartenant & une surface alfbn‘qu « Rovista deé
la Sociedad Matematica Espanola», 1917, pp- 7-1 ul
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Pour obtenir un modeéle projectif de la surface ¢, rappor-
tons projectivement ces surfaces aux hyperplans d'un espace
linéaire Sy & six dimensions en posant

X : Pl ¢ i eod) 88 TRk o

Xyxywy  dyagwy X alxy g
L'élimination de xy,y,xy,x; entre ces équations donne

ol T Rl L ©
i e ol s o e

équations d'ane surface réglée du quatriéme ordre dont les
points correspondent aux coniques 7 de la congruence .

La surface @ est représentée par une surface double
dont le support est la surface (9) et dont la courbe de
diramation est découpée sur cette surface par la variété
d'équation

[ X1 (ayo X3+ ayy Xy) + X Xy (g9 Xy 4 ayy Xy 059 X5-agy Xo)

4 Xy Xy (a5 Xg* 4= o5y Xy Xy - age Xy X5+ 059 X3 Xo+- a5 Xy Xg 4
+ 055 X35 Xs)

+ Xy (ag Xg* + agy Xy Xy + ane Xg* X + a3y Xy X +
- agy Xy Xy Xo - ans Xg X5 X + 070 X3 X+ 037 X5 X¢?) |

— 4 Xy X% (ay Xy + 09y Xy + a9y Xy +- 039 X3) (04 Xy + a0 Xy +
+a'y Xy +a'p X3) = 0.

Liége, Faculté des Sciences, 12 mars 1935,

F oD L



