TRAVAUX RECENTS

sur la Balistigue rationnelie.®
(DEUXIEME NOTE)
III. — E. EscLANGON. — Sur quelques propriétés des trajectoires

décrites par les projectiles dans l'air, (2)

La trajectoire utilisée par les artilleurs n'est gu'un segment d’une courbe
que l'on pourrait appeler la trajectoire analytique, et le long de laquelle la
vitesse v varie de + o &4 0. Ce sont des trajectoires de cette nature que
M. Esclangon consideére.

Les hypotheses faites sont :

1o L’intensité de la pesanteur est supposée constante.

2° La densité des couches atmosphériqués, supposées planes et paralléles,
varie avec I'altitude z suivant la formule

— hz
Ad=loe .

Pour pouvoir considérer les trajectoires analytiques, c¢'est-a-dire les tra-
Jjectoires prolongées en deca de la piece et au dela du point de chute, il est
necessaire de supposer J'atmosphére prolongée indéfiniment dans tous les
sens, aussi bien vers le bas que vers le haut. Lorsque z croit au dela de
toute limite en restant positif, / a pour limite 0; lorsque 5 décroit de plus
en plus, / devient de plus en plus grand. Sur la partie de la trajectoire
analytique située au dela du point de chute, le projectile rencontrerait des
couches de plusen plus denses et par suite sa vitesse tendrait vers zéro.

M. Esclangon a établi que l'ensemble de toutes les trajectoires pouvait
éire divisé en deux classes (3) :

1o Trajectoires pour lesquelles la vitesse v, pariant de + o & I'ori-
gine analytique de la trajectoire, décroit continuellement jusqu'a zéro,
a Uautre extrémité de la trajectoire.

e Trajectoires pour lesquelles la vitesse vV passe par un minimum
suivi nécessairement d'un mowimuwm, powr décroitre ensuite jusqu'd
zéro, ‘

Certaines trajectoires « de transition » auront le mipimum et le maxi-
mum confondus. Il y aura un point d'inflexion pour la courbe représentant
la vitesse en fonction du temps.

(1) Voir Bnlietin Belge des Sciences Melitaires, 1924 (pp. 1025-1034).

(2) Mémoire présenté le 9 mars 1916 a la Société des Sciences physiques et natureiles
de Bordeaux (Mémoires de la Société des Sciences de Bordeaux, 1918, 7e série, tome I,
»p. 1-16).

(3) C. R. de I’Académie des Sciences, 24 janvier 1916,
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Toutes ces trajectoires peuavent et dolvent exister dans la balistique
appliquée, avee les projectiles employés,

Le mémoire de M. Bsclangon se rapporte & la partie de la trajectoire
analytique située en deca de la piece.

Prenons Porigine du temps ¢ au départ du coup de canon; la partie de
la trajectoire étudiée sera donneée pour ¢ négatif. Lorsque v tend vers
+ «, Vangle © de la tangente & la trajectoire avec l'horizontals croit

constamment. mais ne peut dépasser —2, il a donc une limite 6. Dans les
mémes conditions, e point mobilesurla trajectoire a une position limite ¢
situce a distance finie ou infinie. On va voir que la position du point ¢
dépend de la forme de la loi de résistance F (v).

Le coefficient balistique ¢ étant proportionnel & la densité de l'air, on

peut le représenter par

3
2

— h
c=ke z7
st on a
de = — ¢.h.dz.
On a ¢galement, par les équations de la halistique,
dZ:———%tg’td‘E,
d’out
e = —c——‘?}i)— tg T dr. (1)

L’équation fondamentale
dweost) _ C .
T = 5 v | (7/)

peut s’éerire sous la forme

cos t. dv=wv|sin © + ;— F (v) | dx,
el on a par suite ) ’
dv _ F (1) g

dz  hsinz | ci

(2)

Les équations (1) et (2) permettraient d’obtenir v et « en fonction de c.
On aurait de méme

1
z:——ﬁloggc—k-(}m,
dw_ 1
dc—  ch.tg’
at 1

de c.hw.sint
Soient to une valeur de t© voisine de la limite 6 de cet angle, v la vitesse
correspondante. En écrivant (2) sous la forme

vav dc g de

Fo) — hsinm+hF(u) B




et en intégrant, on a

Y vdu ¢ — Co g )
o L ———— {00 ¢ — 108, Cq ¢,
g P (v) hsinrlJth(vg){ & 8 Coy

« Uy

le théoréme de la moyenne étant appliqué dans le second membre. On
a 7 compris entre 7, et 7, vy compris entre vy et v.
1l faur maintenant examiner la 1imite de V'intégrale

. ( ? pdv
S E)
lorsque v tend vers l'infini.

Lorsiue lintégrale I a une limite finie, M. Esclangon démontre que si la
limite 6 de < est :

10 Positive, le point @ se trouve & distance finie;

2v Négative, le point Q se trouve & distance finie ou infinie (vers les alti-
tudes = positives).

Lorsque l'intégrale I augmente indéfiniment avec v, la limite § de = ne
peut étre négative. L’angle 0 étant positif, le point Q se trouve nécessaire-
ment & l'infini vers les altitudes négatives.,

Sila limite 6 était nulle, tout se passerait, dans le voisinage de Q, comme
si ¢ était constant, c'est-a-dire comme si la densité de 'atmosphére était
constante.

Si la résistance est sensiblement de 'ordre du carré de la vitesse (ce que
les expériences conduisent & admettre quand v est trés grand), on setrouve
dans le cas ou lintégrale I augmente indéfiniment avec ». Dans ces condi-
tions, puisque le point £ est & linfini vers les altitudes négatives, on
augmenterait indéfiniment la portée d'une bouche & feu en augmentant
indéfiniment la vitesse initiale ('angle de projection et le type du projectile
restant les mémes).

IV. — A. SIGNORINI. — Un théoréme de comparaison
en balistique extérieure et quelques-unes de ses applications (1).

La méthode préconisée par M. SIGNORINT pour I'étude du probleme prin-
cipal de la balistique extérieure, consiste & considérer, en méme temps que
la trajectoire réelle, deux trajectoires fictives auxquelles on pourra com-
parer la premiére.

1. — Considérons le projectile & un instant ¢ et soient V la vitesse relative,
A Paccélération relative, A¢ I'aceélération complémentaire de son centre de
gravité G, par rapport & la Terre. Soient encore » la masse du projectile,
— R la résistance de l'air, g la gravité en G.

Le théoréme du mouvement du centre de gravité donne

1
A—g — R —
g P R Ac.

(1Y Un teorema di canfajonto in balistica esterna ed alcune sue applicazion? (Rendi-
contl del Circolo Matematico di Palermo, 1919, tome XLIII, pp. 357-308).
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Posons, go étant une des valeurs de g,
Rr=R 4+ mAc—m (g —g90),

d’ou
1 B
A= el s U\R
9o ——— Rr 1)

Si Go est Porigine de la trajectoire, vo la vitesse initiale, go la valeur de
g en Go, prenons un systéme d’axes orthogonaux Go &, Go v, Go {, 'axe Go &
étant situé dans le plan déterminé par les vecteurs vo, go, dans le sens du
tir, l'axe Go v étant dirigé dans le sens de — go. On considérera le mou-
vement 277 de la projection de G sur le plan Go £4 et on désignera par G
la trajectoire de cette projection.
Soit 8 I'inclinaison de la fangente & @ (— = << 0 << ) et posons 6 = o
pour ¢ == 0 (angle de tir). Si o, ¥ sont les coordonnées &, v de G, on a
dw dy

— 0 ot
v cos 0, 7

= in 6,
a0 v Sin

L’accélération & linstant ¢ aura comme composantes, sur la tangente et
dv ao

la normale 4 G, i et v T Sirp et dr sont les composantes, sur ces
mémes droites, de L Ry, on aura, par (i),
m
dav T
v ik go sin & — s,
[i]
”% == — go €08 O — d,
v cos 0 .
92(115;35_2 = — [7r1cos 0 — drsin 0]

On va considérer le mouvement dans un intervalle de temps (0, ¢%) tel

que, a chaque instant, on ait
ki ™
—_— 0« —
2 = 0 =7 2

77 co8 6 — dr sin 0 = 0,

dr
go €08 6

v>= 0.

En prenant 6 comme variable indépendante, on aura

1+ >07

go d(v cosb) rr—dyigh

v o - 14 dp = 0.
go cos 0
En posant
ro — a1 iy 0

GF e T

& = 14 dr
go ©os 6
dr

J:———-—“—7
go cos 6




on aura le systéme d’équations

go d(veostb) i
» Tgr T v = Vo pour § = ¢,

ot = oY vd b ’
o (14 @)cos b

@ "o d 6
Vo2
x = ,
go Vé g1+
?v%gﬁde
goy = LE
f@ 1+

On désignera par 6% la valeur de 6 qui correspond & #*. Dans Uintervalle
(6%0), on a
v cos b < v, cos .

% YoCOSo | P ;
On posera V¥ = vo ou V¥ = s BF suivant que | 6% | << ¢ ou | 0% | = .
3
On aura v =< V*, R ’
2. — Boit &z (v, 0) une fonction qui, pour 6% < 0 < o, et pour v positif

quelconque, soit réguliere, positive et non décroissante. Alors, la solution
de Véquation différentielle

go d{ve cos 0)

= Sa(Va, O
-~ 70 = Za(Va, 0)

qui, pour 6 = ¢, prend la valeur va = v,, satisfait & 0 < vy = V*

Soit encore e (v, 0) une fonetion qui, pour 8 et v compris dans les inter-
valles respectifs (9, ¢), (0, V¥), soit réguliére, supérieure a — 1, et telle
que le rapport. .

N
L+ 9,00
croisse constamment avec v.
Les équationsg

/ %‘7; C,{_%g@_@) = Za(Va,9), " Vg = Vo pour 6 = ¢,

(o]
Jota= T Vad 0
g cos 0[1 + Sa (va, 6)]’

¢ Vo d 8
Ba= § T
fore f 0T T Dalva, 0)

) o
! ?)(ﬁta od6
/7 fo=—y .____.._'_._._‘__7
\ goue j 0 1+ Da(va, H)

peuvent étre interprétées comme définissant un mouvement du point
(?a, ya) dans le plan Go& x, £« étant le temps, ve 1a vitesse, dans lintervalle
de temps (0, £4¥), to* correspondant & la valeur 6% de 6.

1




On désignera par SJn et on appellera mouvement auxiliaire d’indice 6%
Aefini par ies fonctions G, D, b mouvement défini par les aquations (1)

pour 0 =< e = ta", par les Squations

Lo — OC(;:E: = Uc,ﬁ [Jels} 0 (ir/, — 1 "Ef),
Yo — Yo = 1Y 0% (@g - - ®a®)
pour #q = ta ™ (cela revient a prolonger, & partir de ¢a”, le mouvement défini
par les équations (IT) par la tangente 3 la trajectoire).
Les fonctions & et @ peuvent étre consideérées comme fonetions de 8. 8,

dang Vintervalle (8,%), on a en géneral

G (v, 0) == G

Du (v, 6> D,
on dira que 9%a estun mouvement inférieur, et on le représentera par

/2%
i aw contraire, on a dans 18 meéme intervalle,

Ga (v, 0) < &

Durlv, 0) <

o

%

@

le mouvement &7 se dira mouvement sapérienr ot on 1o représentera par
97 Z— 9"

3. _ Théoréme de COmMparatsun. — Dans Vintervalle (9%, ¢y, prenons, en
méme temps que le mouverent @77 un mouvement inférieur 97, et un
mouvement supérieur 977 -

Soit o la valeur de & corregpondant & 6 = g%, Soient de plus vy, U, Ve les
valours de v dans 977, S/ @J7, pour une meme valear de 8; 3, 3, 3, les
valeurs de 9, ¥, ¥, ¥y celles de 1, t,, 1, 1y colles de ¢; dans 97, o7 9L,
pour une mMeme valeur de .

Pour une méme valeur de 0, dans (0%, 9), 07 &

v, £ U Ve

“Pour une meme valeur de x, dans Vintervalle (0, X¥), 010 ¢

3& és = 32,
v =YY
t >t =ty

4, — Aprés avoir démontré le théoreme de comparaison, M. Signorini en
fait lapplication & quatre questions : Effet, d'un vent transversal, tir tendu,
influence de la rotation du projectile sur Je tir des hombardes {mortiers
non rayeés), tira petite vitesse. Nous ne pouvons songer 3 suivre M. Signo-
rini dans tous ses developpements; nous nous Bornerons & indiguer brié-
vement comment il utilise le théoreme de comparaison dans le cas du Hir

tendu.
Les équations (1) seront actuellerment éerites sous la forme

X ol
g @ (b eos &:cd(y) Sl_gﬂav:vopouw:?,

v ab
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n

. (
Cela étant, puisque F(m)

est une fonetion croissante de m, on aura un

mouvement supérieur en prenant
7 =0, hr=~r s 5 == ¥
On auwra un mouvement inférieur en prenant

k
- 0% = P
cos &F :

%y

n=0, k; =

0% étant le plus grand des nombres ¢, [0%] et &, &y étant les plus petite
- et plus grande valeurs de ¢ ().

Une approximation plus grande s'obtiendra en définissant » par la
double inégalité

cos ntle = cos 0% < cos ng,
et par suite
Gr == — arc cos (cos”g), (r = 1

L] 2-, trey ”)'

Dans lintervalle (3741, ¢!, o0 aura un mouvement auxiliaire supérieur

en posant ;
d% = Oy, By == —Lry
cos 'p
et un mouvement inférieur en posant
k
0% == Jyy, By = ——e .
T o8 T g

On peut voir, par ce court résumé, que la méthode de M. Signorini est
des plus intéressante, au point de vue théorique. Des essais d’applications a
la balistique appliquée mériteraient d’étre tentés.

V. — V. VALCOVICI. — Sur le lancement des bombes d’un avien en
marche. (1)

M. Boykow (2) a cherché une formule donnant l'angle sous lequel on
voit, d'un avion, le point a atteindre dans le lancement d’une bombe, en
fonetion de la hauteur et de la vitesse de Pavion. Sur ses données, on a
construit un viseur qui fut utilisé par les armées des puissances cen-
trales pendant la guerre. M. Boykow faisait abstraction de la résistance de
Pair. La question est reprise par M. Vélcovici en tenant compte de celle-ci.

Soient & la hauteur de Uavion, ve sa vitesse & Uinstant ¢ — 0 ou la hombe
est lancée, w la distance du hut, ¢ I'angle sous lequel on voit le but.

Ona

(1) Annales scientifigues de U Université de Jassy, 1921, tome XI, pp. 25-64.

(2) Boykow. — Bestimmung des Vorhaliwinhels beim Abwerfen von Bomben aus
Flugzeugen. (Z- itschriff tir Flugtechnik und Motorluttschitftahrt, 1912, III, p. 248.)
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Les équations du mouvement de la bombe sont

(v cos 0) = — Av2 cos § di,
d (v sin 0y = — kv?sin 0 4t + gt,

¢ étant Taccélération de la pesanteur, 6 I'angle de la tangente & la trajec-
toire avec Uhorizontale, v la vitesse, & une constante positive ayant pour
dimension inverse d’une longueur. On suppose la résistance de l'air pro-
portionnelle au carré de la vitesse.

On a

avec

F@)=a I T+ loge (¢ + YT+ ),

g = tg 6 étant donné par

R ! jﬁq ddg

TE) A+ @

Cette derniére intégrale est ¢évaluée par M. Valcoviei en remplagant la
courbe 7 = £(¢) par un polygone inscrit. La méme.méthode permet ensuite
de déterminer w. De plus, une limite supérieure de erreur ¢ conmunise est
évaluée. V

M. Valcoviel applique ses résultats & un cas concret @ soit une bombe

. S 1 .
de 0,1 m. de diameétre, pesant 25 kg. On prend % = 2000° = 1000 m?2,

Pour ¢ = 4, on trouve @ = 306 m. avec une erreur possible de = 1 m. 50.
M. Valcovici se propose ensuite de calculer Ierreur commise dans ses
caleuls en supposant le poids spécifique de l'air constant.

L. GoDEAUX.

Professeur d’analyse mathématique
5 VEcole militaire.

HExtrait du Bulletin belge des Sciences militaires, aout 1925.




