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QUESTIONS NON RESOLUES
DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE

& & Géométrie algebrique consiste dans I'étude des
propriétés algébriques qui ne sont pas altérées par
les transformations birationnelles de ces variétés, De
ce point de vue, la théorie des courbes algébriques
peut étre considérée comme terminée dans ses points
essentiels. Commencée par Cayley, Clebsch et surtout par Noe-
ther, la théorie des surfaces algébriques a pris, depuis une qua-
rantaine d’années, un développement considérable. En France,
c¢’est surtout M. E. Picard qui, notamment par I'introduction des
intégrales de différentielles totales attachées & une surface algé-
brique, lui a fait faire des progrés essentiels. En Italie, c’est la
superbe Ecole fondée par MM. G. Castelnuovo, F. Enriques et
F. Severi qui lui a donné un essor magnifique. Cette théorie n'a
cependant pas encore atteint le méme degré que celle des courbes
algébriques. Un des concepts importants de la théorie des courbes
algébriques est celui de P'équivalence de deux groupes de points
appartenant & une courbe. Deux groupes de points sur une courbe
algébrique donnée sont équivalents s'ils peuvent étre considérés
comme groupes de niveau d’une méme fonction rationnelle des
coordonnées des points de la courbe. Ce concept peut a priori
s’étendre aux surfaces de deux manieres, soit que I'on considére
des courbes équivalentes tracées sur la surface, soit que I'on consi-
dere les groupes de points équivalents. L’extension du coneept
suivant la premiére maniére a donné naissance & la théorie des
systémes de courbes tracées sur une surface algébrique, magistra-
lement développée par Ecole italienne. Au contraire, ce n’est que
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tout récemment qu'un pas en avant a été fait par M. Severi?!)
dans le champ de la seconde extension, en utilisant les intégrales
de Picard attachées a la surface,

La théorie des variétés algébriques & trois dimensions, suite
naturelle des théories des courbes et surfaces algébriques, est
& peine ébauchée. Le passage de la théorie des courbes a celle des
surfaces avaib fait pressentir que 'augmentation du nombre des
dimensions de la variété étudiée exige I'introduction de concepts
nouveaux et de méthodes nouvelles — et ¢’est 14 d’ailleurs un des
principaux attraits de la Géométrie algébrique. Cette remarque
est pleinement justifiée par le passage des surfaces aux variétés
& trois dimensions. On fait ici des constatations décevantes:les
propriétés de la cubique plane et méme, dans une certaine mesure,
celles de la surface cubique sont familiéres & un étudiant en
mathématiques ; au contraire, on ne connait rien de la variété
cubique de I'espace & quatre dimensions !

Nous avons voulu, dans ces quelques pages, insister sur deux
problémes non résolus, d’ailleurs intimement liés : les conditions
de rationnalité des variétés algébriques a trois dimensions et la
théorie des involutions de 'espace. Les premiéres propriétés ren-
contrées dans ce domaine montrent de profondes différences avec
les questions analogues de la théorie des surfaces. On pourrait
dire que, jusqu’a présent, ces problémes sont restés dans le stade
« expérimental », en ce sens que seuls des cas particuliers sont
étudiés. Peut-étre d’ailleurs les efforts des géométres devront-ils,
pendant un certain temps encore, se borner & cela.

On trouvera, a la fin de cette étude, une bibliographie, aussi

‘compléte que possible, de la géométrie sur une variété algébrique

4 trois dimensions 2).

Lidge, le 9 janvier 1933.

') La serie canonica e la teoria delle serie principali di gruppi di puntisopra
una superficie algebrica {Commentarii Mathematici Helvetici; 1932, vol. IV,
pp. 268-326). Voir également F. ExriQues, Iniorno ad alcune serie invarianii
di gruppi di punti sopra una superficie algebrica (Rend. R. Accad. N. dei
Lineei, déec. 1932, pp. 533-520) ; A. ComessatTi, Sulla serie canonica d’una
superficie algebrica (Idem, pp. 555-566).

2) Les nombres en caractéres gras, placés entre parenthéses dans le texte,
renvoient & cette bibliographie.




1. — Considérons les équations
(1) Pxfz?i(yﬁa Yiyeoey yﬁ’-)r (i = 0s17"'aj‘)7

ou les @i sont des fonctions rationnelles, entieres et homogénes,
de méme degré ; p un facteur de proportionnalité et ou k est
inférieur & r. Interprétons ze, 2,...,2r comme coordonnées pro-
jectives homogenes des points d’un espace linéaire 5 a r dimen-
sions el %o, Y1,---, Yp COMMe coordonnées projectives homogénes
des points d'un espace linéaire Sk & k dimensions. Par les équa-
tions (1), & un point y de Sk correspond un et un seul point x de
Sr et si, comme nous le supposerons, les variables homogénes
Yo, Yur-rr, Ui sOME essentielles, le lieu de ce point @ est une variété
algébrique Vi, a k& dimensions. Mais un point x de Vi peut pro-
venir d’un nombre fini n>>1 de points de Si. Aux différents
points de Vi correspondent 9 * groupes de n points de S tels
qu'un point de Sk appartienne en général & un seul groupe.

Envisageons, dans lespace Si, le systéme linéaire o0” d’hy-
persurfaces.

(2) Mooy Y1y o v vy Yi) - My Ao A hepr =0,

qui, par les équations (1), est projectif au systéme des hyper-
plans de S,. Les hypersurfaces du systéme (2) passant par un
point ont encore en commun, en dehors de la base (ensemble
des points appartenant & toutes les hypersurfaces du systéme),
n — 1 autres points et & chacun de ces n points correspond le
méme point # de Vi. L’ensemble des groupes de n points ainsi
obtenus constitue ce que I’on appelle une involution I», d’ordre 7,
de Se; la variété Vi est appelée image de cette involution. IT
y a au plus w*2 points de Si appartenant & une infinité de
groupes de l'involution la.

k hypersurfaces linéairement indépendantesjdu systéme (2)
ont en commun, en dehors de la base, un nombre fini m de groupes
de In. A ces groupes correspondent{m pointside Vi intersection
de cette variété et de & hyperplans indépendants de 5. La
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variété Vi est done d’ordre m. On dit que le systéme (2) est
composé au moyen de involution L.

Supposons n>1. Est-il possible de trouver k <4 1 fonetions
rationnelles, entiéres et homogeénes, de méme degré, Yo(yo, Y1, - - - Yi),
Yu,-+ o5 G, telles qu’en éliminant les y entre les équations (1) et
les équations

Przi=‘f'i(yoyylv"'wyk}s (3":01 1,004, k),
‘on obtienne des équations
P"xizﬁ(zotzlr"':zk)v ("::0)1)”'!")!

analogues aux équations (1) mais possédant cette propriété que
tout point z de Vi provienne en général d’'un seul systéme de
valeurs des z ? Si la chose est possible, on dira que la variété Vi
et Pinvolution I» sont rationnelles.

Pour £ = 1, la réponse 4 la question précédente est affirmative
et est fournie par le théoréme de Liiroth. Pour & = 2, la réponse
est également affirmative d’aprés un théoréme dao & M. Cas-
telnuovo 1). Mais pour & = 3, la réponse est au contraire néga-
tive ; on connait en effet un exemple, dti & M. Enriques (15),
d’une involution non rationnelle de D’espace ordinaire. Pour
k > 3, la question n’a pas été examinée.

2. — La démonstration du théoréme de Liiroth est élémen-
taire. Indiquons briévement celle du théoréme de M. Castelnuovo.

Soit V, une surface image d’une involution I., d’ordre n,
appartenant & un plan S,. Un systéme linéaire de courbes du
plan S, composé au moyen de 'involution In, ¢’est-a-dire tel que
deux de ses courbes ne se rencontrent, en dehors des poinis-base,
qu’en un nombre fini de groupes de I, a pour homologue, sur la
surface V,, un systéme linéaire. Inversement, & un systéme
linéaire de courbes tracées sur la surface V, correspond dans le
plan S; un systéme linéaire composé au moyen de .. Rappelons
qu'une série linéaire de groupes de points, sur une courbe algé-
brique, est dite compléte lorsqu’on ne peut trouver, sur la courbe,
un groupe de points équivalent & un groupe de la série et n'appar-

A

tenant pas & celle-ci. De méme, un systéme linéaire de courbes

'} Sulla razionalita delle involuzioni piane (Math, Annalen, 1893, t. 44,
Pp. 125-155).
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tracées sur une surface algébrique est dit complet lorsque toute
courbe de la surface équivalente & une courbe du systéme, appar-
tient & ce systéme. Cela étant, Panalyse des systémes linéaire
de courbes du plan S,, composés au moyen de Iinvolution Ia,
a conduit M. Castelnuovo a démontrer que :

10 Si un systéme linéaire de courbes tracées sur V, est complet,
la série caractéristique, c’est-a-dire la série découpée sur une
courbe du systéme par les autres courbes de celui-ci, est compléte.

20 11 existe sur la surface V, un systéme linéaire dont la dimen-
sion est supérieure au genre des courbes du systéme

Ces propriétés caractérisent les surfaces rationnelles. Consi-
dérons en effet le systéme adjoint & un systéme linéaire |C|
possédant les propriétés précédentes, c’est-a-dire le systéme
linéaire formé par les courbes qui découpent, sur chaque courbe C,
la série canonique de celle-ci ). Ou bien les courbes adjointes
se composent de courbes rationnelles variablés dans un faisceau
linéaire, ou bien le systéme adjoint posséde lui-méme les pro-
priétés 1) et 2). Comme le genre des courbes adjointes est infé-
rieur au genre des courbes primitives, 'opération d’adjonction,
répétée un nombre suffisant de fois, conduit 4 un faisceau de
courbes rationnelles, ou & un réseau de courbes elliptiques, ou &
un systéme linéaire ©2 de courbes de genre deux. Dans chaque
cas, la surface est rationnelle.

3. — Avant d’exposer la construction de !involution d’En-
riques, il convient de donner quelquesindications sur les inva-
riants d’une variété algébrique & trois dimensions, relatifs aux
transformations birationnelles de cette variété. Rappelons brie-
vement, en premier lieu, les résultats, aujourd’hui classiques,
relatifs aux courbes et aux surfaces algébriques.

Toute courbe algébrique peut se transformer birationnelle-
ment en une courbe plane d’ordre m ne possédant que des points
doubles ordinaires ?). On sait que le nombre des adjointes d’ordre

1} 8i 'on projette la courbe sur un plan suivant une courbe d’ordre m, a
la série canonique corrspond la série découpée sur la courbe plane par les
adjointes d’ordre m — 3 {Cfr. n° 3).

) Ce théoréme remonte & KrowgckEr ; il équivaut au faif que toute courbe
peut étre transformée birationnellement en une courbe gauche sans point
singulier, On en a donné de nombreuses démonstrations, dont on trouvera
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m — 3, linéairement indépendantes, est égal au genre p de la
courbe. On peut introduire le genre par d’autres procédés. Consi-
dérons, sur une courbe algébrique C, une série linéaire |G| de
groupes G de n points. Extrayons de cette série une série linéaire
simplement infinie ; un certain nombre fini de groupes de cette
nouvelle série ont des points doubles ; le groupe formé par ces
points doubles est appelé groupe jacobien G; de la série. Les
groupes jacobiens de toutes les séries linéaires ' extraites de
|G| appartiennent & une série linéaire | Gj| appelée série ja-
cobienne de la série |G|. La série|G; — 2 G|, si elle existe,
¢'est-a-dire la série des groupes de points qui, joints a deux
groupes de la série [ G|, donnent un groupe de la série jacobienne
[ Gyl, est la série canonique de C; elle est d'ordre 2p — 2 et de
dimension p — 1. Cette construction de la série canonique, appli-
cable & une courbe située dans un espace & un nombre quel-
conque de dimensions, est due & M. Enriques (voir VII, t. ITI).
Sur la courbe plane d’ordre m considérée plus haut, la série
canonique est découpée par les adjointes d’ordre m — 3.
Passons aux surfaces. Toute surface algébrique peut se trans-
former birationnellement en une surface d’ordre m, d’un espace
Ss, possédant une courbe double ordinaire et des peints triples
& la fois pour la courbe double et pour la surface') On appelle
adjointes & cette surface les surfaces passant simplement par la
courbe double. Le nombre des adjointes d’ordre m — 4, linéaire-
ment indépendantes, est le genre géométrique p, de la surface
Le nombre des conditions imposées a une surface adjointe
d’ordre 1 est, pour une valeur suffisamment grande de [, égal &
ol + o, « et o' ne dépendant que de la courbe double et de ses

I’historique dans le traité de M. Sever: (VIII, p. 332). Citons la démonstra-
tion de Harrmex (C. R., 1875, t. 78 ; Mém. des Savants étrangers, {. 28
Appendice au Traité des courbes planes de Saumon-CuemIN ; Oeuvres, t. I et
IV). Voir aussi Prcarp, Traité d’analyse, t. 11 ; AppELL et GouUrsaT, Théorie des
fonctions algébriques de deux variables, t. 1 ; Enrigues-Cursing (I'7). Signalons
encore la démonstrations de M. Vesstor {Annales de Tonlouse, 1896) et de
M. Smmart (C. R., 1893, & 118).

1) Voir Prcarn et Simant (7, t. I). Ce théoréme équivaut au fait que 'on peut
transformer birationnellement une surface algébrique en une surface de 'espace
a4 cing dimensions, privée de singularités. Ce théoreme a été démontré par
B. Levi, O. Cursini, &. Aupanese. Pour la bibliographie, ol il y a lieu de citer
égalermnent les travaux de C. Szcre et de Koss, nous renvoyons & Exniquas-
Cursint (VII, t. II).
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v,

points triples. Si U'on applique cette formule pour [ = m— &,
qu’elle soit valable ou non pour cette valeur de /, on trouve que
le nombre des adjointes d’ordre m — 4, linéairement indépendantes
est

("5
ol p est Pordre de la courbe double, = son genre, = le nombre des
points triples. On a pe < ps et pa peut &tre négatif, alors que p,
est positif ou nul. Pour une surface réglée de genre P, par exemple,
onapg =0, pa = — p. ‘

Les surfaces d’ordre 2(m — 4), passanlt doublement par la
courbe double de la surface, sont appelées biadjointes. Le nombre
de ces surfaces, linéairement indépendantes, est le bigenre P,
de la surface. On définit d’une maniére alnaogue le trigenre P,
au moyen des surfaces d’ordre 3(m — 4) passant triplement par
la courbe double (surfaces triadjointes) 7...

Considérons, sur une surface algébrique ¥, un systéme linéaire
|G| de courbes irréductibles C, %?* au moins, et appelons jaco-
bienne d’un réseau le lieu des points doubles des courbes de ce
réseau. Les jacobiennes C; des différends réseaux extraits de |Gl
appartiennent & un systéme linéaire |C;), le jacobien de |C|.
Le systéme canonique de la surface F est formé des courbes qui,
jointes & trois courbes C quelconques, donnent une courbe du
systéme Jacobien |C;|. On le représente par [Cj — 3C| 1) ; sa di-
mension est égale & p, — 1. Le double du systéme canonique,
que Pon représente par |2(C; — 3C)|, ¢’est-a-dire le systéme
linéaire qui comprend toutes les courbes formées de deux courbes
canoniques, est le systéme bicanonique de la surface ; sa dimen-
sion est P, — 1. Ces systémes sont respectivement découpés,
sur une surface de I'espace S, (en dehors de la courbe double et
des courbes exceptionnelles éventuelles) par les adjointes d’ordre

—(m — &) + 2t -7 — 1,

'} It convient de remarquer que dans e passage d’une surface 4 une autre
par une transformation birationnelle, & des points simples d’une surface peuvent
correspondre des courbes (rationnelles) de 'autre ; ces courbes sont dites
exceptionnelles. Si I'on excepte les surfaces rationnelles ou transformables en
des réglées {pour lesquelles on a p, = 0}, une surface ne peut contenir qu'un
nombre fini de courbes exceptionnelles (X7I). Ces courbes font partie du
systéme |G —3C| ef doivent étre défalquées de ce systéme pour obtenir
le systéme canonique. On peut d’ailleurs toujours trouver une transformée
birationnelle d’une surface, dépourvue de courbes exceptionnelles.

e s .. T Y
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m — 4 et les biadjointes. Le systéme | G; — 2C | est appelé systéme
adjoint & | C| et est représenté par |G| ; les courbes C’ découpent,
sur une courbe C, les groupes canoniques de cette courbe ; il est
complétement défini par cette propriété et le systéme canonique
peut &tre représenté par |C' — C|. La considération du systéme
jacobien pour définir le systéme canonique est due & M. En-
riques 1).

La série caractéristique du systéme |C| peut ne pas étre com-
pléte ; dans ce cas, son défaut (différence entre la dimension de
la série compléte et la dimension de la série caractéristique) est
égal & la différence py — pa, appelée irrégularité de la surface
(Enr ques-Picard-Severi) ; ce fait permet de définir le genre
arithmétique de la surface en partant du systéme | C| (XII).

Un beau théoréme de MM. Castelnuovo, Enriques, Severi donne
une interprétation transcendante de lirrégularité pg — ps d’une
surface ; c’est le nombre des intégrales de Picard (intégrales de
différentielles totales) de premiére espéce, indépendantes, atta-
chées & la surface.

Le genre des courbes canoniques de F est appelé genre linéaire
p® de cette surface ; deux courbes canoniques se coupent en
p* — 1 points.

Les nombres p®, pa, pg, Py,... sont les invariants de la surface F
vis-a-vis des transformations birationnelles. Les plurigenres
P,, P,,... ont été introduits par M. Enriques.

On pourrait également définir, pour les courbes, le bigenre et
la série bicanonique, mais le bigenre s’exprimant en fonction du
genre, son introduction ne présente aucun intérét. Au contraire,
il existe des surfaces pour lesquelles on a p; = 0, P, == 1; le sys-
téme canonique n’existe pas, mais le systéme bicanonique existe
(Enriques).

Nous renvoyons, pour de plus amples détails sur les genres des
surfaces, aux ouvrages de MM. Picard et Simart (I}, de MM. Cas-
telnuovo et Enriques (III) et de M. Enriques (XII).

4. — Considérons maintenant une variété algébrique & trois
dimensions V. Les considérations précédentes s’étendent & cette

1) Intorno ai fondamenti delln Geometria sopra le superficie algebriche {Atti
R. Accad. Torino, 1901, t. 87).
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variété, comme 'on fait voir Noether (389), M. Pannelli (40, 41)
et, d’une maniére plus approfondie, M. Severi (60).

Soit V; une variété algébrique & trois dimensions, dans un
espace S,. On peut supposer, sans restriction, que V;, d’ordre m,
ne posséde que des singularités ordinaires : surface double,
courbe triple pour la variété et pour la surface double, points
{en nombre fini) quadruples pour la variété et la courbe triple,
sextuples pour la surface double. On appelle hypersurface
adjointe & V;, une hypersurface passant simplement par la sur-
face double. Le nombre des hypersurfaces adjointes d’ordre
m — 5, linéairement indépendantes, est appelé genre géométrique
Py de V,. On peut calculer une expression virtuelle de ce nombre
par le procédé employé pour calculer ps dans le cas des surfaces ;
on trouve ainsi un nombre Pa, appelé genre arithmétique de V,,
qui peut étre distinct de Py. On peut également définir les hyper-
surfaces biadjointes et le bigenre Py,.... , :

‘Considérons plutdt le cas ol la variété algébrique V; est située
dans un espace & un nombre quelconque r=4 de dimensions et,
sur cette variété, un systéme linéaire |F| de surfaces irréduc-
tibles F, o0® au moins, tel que les surfaces F passant par un méme
point arbitrairement donné n’aient pas toutes une infinité d’autres
points communs, en dehors des courbes-base éventuelles du sys-
téme (courbes communes & toutes les surfaces F). Désignons par
F; la jacobienne d’un systéme linéaire «o? de surfaces tiré de
| F|, c’est-a-dire le lieu des poinfs qui sont doubles pour Ies
surfaces de ce systéeme w3 Les jacobiennes F; construites au
moyen de | F| appartiennent & un systéme linéaire | Fy|, le jaco-
bien de | F|. Le systéme | Fy — 4F|, s’il existe, est appelé systéme
canonique ') de Vg ; sa dimension est Py — 1 et dans le cas ol
V, appartient & S,, le systéme canonique est découpé par les
adjointes d’ordre m — 5 (en dehors de la surface double).

Le systéme |2(F; — 4F)| est appelé systéme bicanonique de
Vs, le systéme | 3(F; — 4F) | systéme tricanonique,... ; les nombres
de surfaces linéairement indépendantes de ces systemes sont
respectivement le bigenre Py, le trigenre Ps,....

Le systéme |F; — 3F| est 'adjoint |F'| de [F|; ses surfaces

1) 11 faut en défalquer les surfaces exceptionnelles éventuelles de Vs, surfaces
définies d’une maniére analogue aux courbes exceptionnelles des surfaces.
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découpent, sur chaque surface F, le systéme canonique de cette
surface et cette propriété sulfit d’ailleurs a le définir.

Il'y a lieu de considérer le degré Q du systéme canoniqus,
¢'est-d-dire le nombre de points communs & trois surfaces du
systéme n’appartenant pas & un méme faisceau ; le genre Q, de
fa courbe commune & deux surfaces du systéme canonique et
enfin le genre arithmétique Q, d’une surface de ce systéme. On a

20, — 2 = 30,

2Pa:90—_9| —'—'Qg '4-4.

Un théoréme important de MM. Castelnuovo et Enriques (5)
permet d'introduire lirrégularité superficielle d’une variété V.
Elirrégulatrié d’une surface tracée sur Vj, susceptible de décrire
un systéme linéaire o ? au moins, la courbe variable intersection
de deux surfaces de ce systéme étant en général irréductible, ne
dépend pas de la surface considérée ; c’est cette irrégularité qui
porte le nom d’irrégularité superficielle de V,. Elle est égale au
nombre des intégrales simples de premiére espéce, distinctes, de
la variété V,.

La différence Py — Pe porte le nom d’irrégularité & trois di-
mensions de Vy. Contrairement & ce qui se passe pour les surfaces,
cette irrégularité peut &tre négative. Si Vj est la variété qui repré-
sente les couples de poinfs d'une surface de genres py = pa = 0
et d’une courbe de genre p, on a Py = 0, P = p, d’ou
Py -——Pa = — p (60). On peut considérer comme probable que
Pirrégularité Py, — Pa est en relation avec le nombre des inté—
grales doubles de premiére espéce attachées a la variété V,. D’une
maniére précise, il est probable que le nombre de ces intégrales,
distinctes, est égal & la somme des deux irrégularités de la variété
Vy (60). Et il existe des variétés particuliéres pour lesquelles
cette relation est vérifiée. Ajoutons encore que les irrégularités
de V; sont en relation avec les défauts de certains systémes de
courbes tracées sur la variété (60, 1). Il reste, dans ces questions,
matiére & de nombreuses recherches.

Les intégrales doubles de premiére espéce attachées a V, ont
été etudiées par M. Severi (59, 62) ; celles de seconde espéce par
M. Lefschetz (84), qui en a déterminé le nombre.
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5. — On sait que, d’aprés Clebsch, une courbe algébrique de
genre p = 0 esl rationnelle. L'extension aux surfaces a été faite
par M. Castelnuovo ) ; la condition nécessaire et suffisante pour
qu'une surface algébrique soit rationnelle est que son genre
arithmétique et son bigenre soient nuls (pa = Py = 0). Ces condi-
tions entrainent d’ailleurs py = 0, P; = 0,.... On a cherché la
généralisation de ces propriétés pour les variétés algébriques a
trois dimensions et I'on s’est posé la guestion de savoir si une
variété ayant ses genres géométriques et arithmétiques, ses plu-
rigences et son irrégularité superficielle nuls, était rationnelle.
M. Fano (20) a montré qu’il faut répondre par la négative a ces
questions.

Considérons, avec M. Fano, la variété V3 du quatriéme ordre
de Iespace Sy, dépourvue de points doubles (c’est-a-dire le lieu
des points de S, dont les coordonnées annulent une polynéme
de degré quatre homogéne par rapport & ces coordonnées, &
coefficients généraux), et la variété Vi, de lespace S;, intersec-
tion d’une hyperquadrique et d’une hypersurface cubique *). Ces
variétés ont toutes deux les genres Pa = Py = P, = ... = O et
Pirrégularité superficielle zéro. Or, M. Fano démontre que ces
variétés ne possédent pas de systémes homaloidaux, ¢’est-a-dire
de systémes linéaires wo® de surfaces tels que trois surfaces d’un
systéme, qui n’appartiennent pas & un méme faisceau, ne se ren-
contrent qu’en un seul point variable. Il en résulte que I'on ne
peut établir une correspondance birationnelle entre une quel-
conque de ces variétés et I'espace S; ; elles ne sont donc pas
rationnelles. '

M. Fano (22) a donné plus tard une démonstration plus simple
des résultats précédents. Il a démontré que sur la variété Vi,
il n’existe qu'un seul systéme linéaire de surfaces dont tous les
genres sont égaux a l'unité et dont la dimension soit au moins
sgale a deux : le systéme des sections hyperplanes ; il en résulte
que cette variété ne peut posséder de transformations biration-

1) Sulle superficie di genere zero (Memorie della Soc. Ital. delle Scienze, 1896,
3e série, 1. X).

2) Rappelons que Pordre d’une variété algébrique Vi de Sy est égal au nombre
des points communs a cette variété et 4 un espace S, 11 peut d’ailleurs
exister des espaces S, particuliers ayant une infinité de points en commun

avec V.
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nelles en elle-méme, en dehors de transformations projectives
éventuelles. La démonstration s’étend & la variété V§ de S; avec
une légére modification. Cette variété supposée dépourvue de
points doubles) posséde oo! droites et un espace S; passant par
une r de ces droites coupe encore V§ suivant une quintique de
genre deux, ayant r comme trisécante. Par suite, un plan passant
par r coupe encore V§ suivant deux points. Cette variété est done
projetée sur elle-méme & partir de chacune de ses droites. Cela étant,
il ne peut exister sur V§ d’autres systémes linéaires de surfaces
de genres ou de dimensions au moins égale & deux, en dehors du
systéme des sections hyperplanes et de ses projections & partir
des droites de cette variété (projections répétées plusieurs fois).
Il en résulte que les seules transformations birationnelles de la
variété en elle-méme sont des produits de ces projections et de
transformations projectives éventuelles. Par suite, les variétés
V3 de S,, Vi de S; ne peuvent étre rationnelles.

Ajoutons que si 'hyperquadrique passant par V§ est dépourvue
de points doubles, cette variété représente le complexe cubique
de droites de I'espace S;.

6. — Arrivons 4 la construction de 'involution d’Enriques, qui
utilise les résultats qui précédent.

Envisageons, dans un espace S;, un complexe de droites &,
du troisieme ordre et soit Q I'hyperquadrique d’un espace S; qui
représente les droites de I'espace 5;'). Sur Q, le complexe ® est
représenté par la variété V§ intersection de cette hyperquadrique
et d’une hypersurface cubique Mj ; c’est précisément la variété
considérée par M. Fano. ‘

On sait que 'hyperquadrique Q) contient deux systémes 2, 3°
de plans (en nombre co0?®) représentant respectivement les gerbes
de droites et les plans réglés de S; ?). Les plans de 3, 3’ coupent
la variété V§ suivant des cubiques en général elliptiques.

Considérons une droite r de ® et le point R qui la représente sur
Q et qui appartient donc a V§. Par R passent o' plans de X et
ces plans forment une variété rationnelle représentée biuni-
voquement sur la ponctuelle de support r. Sur chacune des

1) Pour ces questions, voir Koenines, La géoméirie réglée ot ses applications
(Paris,1895). Voir aussi BouLicanp, Notions sur la géométrie réglée (Paris, 1929).
2} Kognics, loe. eit.
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cubiques I' découpées sur V§ par les plans de = passant par R se
trouve déterminé rationnellement un point, le tangentiel R’ de R
le lieu des points R’ est une courbe rationnelle K, intersection de

§ et, des hyperplans tangents & Q et & Mj au point R. L’espace
linéaire a trois dimensions, commun & ces hyperplans, coupe Q
suivant un coéne quadratique de sommet R et M suivant une
surface cubique ayant un point double conique en R ; il en résulte
que la courbe K est d’ordre six et posséde un point quadruple
en R,

Répétons la méme construction en partant de chaque point
de la courbe K ; nous obtenons «! courbes rationnelles analogues
a K, engendrant une surface F sur laquelle elles forment une
série non linéaire ; par suite, la surface F est rationnelle. Répétons
encore, pour chaque point de la surface F, la construction précé-
dente ; nous obtenons oo ? courbes rationnelles analogues & K et
que nous désignerons par K,. Les courbes rationnelles K; rem-
plissent toute la variété Vi ; elles forment une congruence § K,
non linéaire, mais rationnelle comme la surface F. On peut par
suite rapporter birationnellement les courbes de la congruence

K,{ aux droites d’une gerbe de sommet O d’un espace S5; de
maniére & ce que chaque courbe K, soit en correspondance bira-
tionnelle avec la droite homologue. Dans ces conditions, & un
point de S; correspond un point de V§, mais a un point de cette
variété correspondent autant de points de S; qu’il y a de courbes
K, passant par le point considéré. Ainsi se trouve construite une
involution de S;, non rationnelle d’aprés le résultat de M. Fano.

M. G. Aprile (8) a démontré que Pinvolution d’Enriques est
d’ordre 216. En modifiant un peu la consiruction précédente, il
est arrivé & une involution d’ordre 36, représentée également par
la variété VS. De plus, M. Aprile a indiqué un procédé pour
passer des courbes K; aux droites de la gerbe de sommet O,
procédé que voici :

Soit w un plan appartenant a Q. Lacourbe K, relative a un point
R, de F, appartient & un cone du second ordre qui coupe = en un
seul point. Supposons, ce qui n’est pas une restriction, que P'es-
pace S; contenant la gerbe de sommet O appartienne & I'espace S;.
Désignons par k; la droite passant par O homologue de la courbe
K, considérée. Un hyperplan, passant par le point R; et le plan
coupe K, en un seul point variable auquel on fait correspondre le
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point de rencontre de cet hyperplan et de la droite k,. Ainsi se
trouve établie la correspondance entre une courbe K, et la droite
k; homologue dans la gerbe de sommet O.

7. — Une variété V; image d'une involution I. appartenant
& un espace S; étant donnée, que peut-on dire de ses genres ?

Supposons que la variété V; puisse posséder un systéme cano-
nique |L|, éventuellement formé de surfaces d’ordre zéro. Si
| F| est un systéme de surfaces, linéaire, c0® au moins, et | Fj|
son systéme jacobien, on a

| L + 4F| = | Fy|.

L’involution I posséde une surface unie D ; on appelle ainsi le
lieu des points doubles des groupes de 'involution. De plus, il peut
exister des points de V,; auxquels correspondent des groupes de
I» en nombre infini. D'une maniére précise, il peut exister sur V,
un nombre fini de points & chacun desquels correspondent oo ®
groupes de I, et certaines courbes lien de points auxquels corres-
pondent oo ! groupes de In. Les groupes de I ainsi obtenus forment
des surfaces fondamentales de I'involution. Représentons par @
I’ensemble de ces surfaces et soient F', F;' les surfaces de S; qui
correspondent respectivement aux surfaces F, F;. Et bien, le jaco-
bien du systéme |[F'| est le systéme |Fy 4+ D + @], Si |Li
existe, le systéme |5/ 4+ D 4+ & — 4 F'| existe. Or cela est
impossible, car si les surfaces F' sont d’ordre m, les jacobiennes
de | F'| sont d’ordre 4 (m — 1). On en conclut que le genre Py
de Vjest nul. On démontre de méme que les plurigenres Py, Py,... de
V, sont nuls 1),

D’autre part, 8’il existait, sur V;, une intégrale de Picard de
premidre espéce, elle donnerait une intégrale analogue attachée
- & S;, ce qui est impossible. L'irrégularité superficislle de V, est
donc nulle.

L’évaluation du genre arithmétique P, de la variété V; n'est
pas aussi simple ; elle exigerait le calcul d’une formule Liant les
genres arithmétiques de deux variétés en correspondance rabion-

1) Ce raisonnement est une simple extension de celui qui a été fait par
MM. Enriques et SBeveri dans le cas des surfaces algébriques. Voir Severr,
Sulle relazioni che legano i caratiert invarianti di due superficie in corrispondenza
algebrica (Rend R. Istituto Lombardo, 1903).




3

DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 17

nelle, formule établie par M. Tafani (59) dans le cas ot la GOrres-

pondance est dépourvue de points fondamentaux. On peut toute-
fois affirmer que 'on a P, < 0.

8. — Les surfaces algébriques dont les sections planes sont
rationnelles, elliptiques ou hyperelliptiques ont été éiudises et on
sail que ces surfaces sont rationnelles ou réglées. Par analogie,
on pouvait étudier les variétés algébriques & trois dimensions de
Sr dont les sections par des espaces 5,5 sont des courbes
rationnelles, elliptiques, ... et celles dont les sections hyperplanes
sont des surfaces rationnelles,...

M. Enriques a étudi¢ les variétés Vs de Sr dont les sections par
les espaces S,_, sont rationnelles, elliptiques (13) ou hyperellip-
tiques (12). Dans le premier cas, Vy est une hyperquadrique de 54
ou contient une famille oo ! rationnelle de plaus et est rationnelie,
ou est la projection d’une surface de Véronése 1) a partir d’un
point, dans Sg, et est rationnelie. Dans le second cas, la variése est
rationnelle, on contient une famille o1 elliptique de plans, ou est
Ia variété cubique de S;- Dans le dernier cas, la variété est ration-
nelle et contient un faisceau de quadriq
faisceau irrationnel de plans.

M. Fano (28) a démontré que les variétés a troig dimensions
algébriques, dont les sections hyperplanes sont
rationnelles, sont rationnelles o coincident avee Phypersurface
cubique V§ de S,. Il s’est ensuite occupéd (24) des varisiés Vit
d’ordre 2p — 2, appartenant i Pespace S,.; : leg sections
hyperplanes de ces variétés sont des surfaces de genres un. L'hyper-
surface du quatriéme ordre Vi de S, et Pintersection Vi d'une
hyperquadrique et d’une hypersurface cubique de S, déja étu-
diées par M. Fano, sont des cas particuliers

de ces varigtés.
Dans un travail récent (30), nous avons démontré qu'une variéte
V3=, d’ordre 2p — 2, de Sp,

e rameéne, par une transformation
birationnelle, 4 une variété du méme ordre, appartenant a un
espace S,_;.

Signalons que M. Enriques (1%) a démontré qu'une varisté Vs

1e8, ou elle contient un

des surfaces

1) La surface de Véronese s’obtien

L en rapportant projectivement les co-
nigques d’un plan aux hyperplans d’

unespace Ss ; elle est d’ordre quatre et
point. Voir Brrrini,

contient oo * coniques se coupant deux i deux en un
Geometria proicttiva degli iperspazi (Pise, 1907).
L. Gopravx
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contenant un réseau de surfaces rationnelles dont les intersections
variables ne se composent pas de courbes rationnelles ou ellip-
tiques, représente une involution appartenant & un espace S,
11 en a déduit qu'une variété V, contenant un systéme linéaire oo ®
de surfaces rationnelles & intersections variables irréductibles,
représente également une involution de lespace S,

Dans le méme mémoire, M. Enriques démontre qu’une variété
V, contenant une congruence d'indice un de courbes rationnelles,
se transforme birationnellement en une variété contenant une
congruence d’indice un de coniques. Ce théoréme est 'extension
du théoréme de Noether sur les surfaces contenant un faisceau
de courbes rationnelles ; Neether a démontré que ces surfaces
se transforment birationnellement en une surface réglée ou en une
surface contenant un faisceau de coniques ; il a montré que si,
dans ce dernier cas, le faisceau est linéaire (¢’est-a-dire rationnel),
la surface est rationnelle. M. Enriques a ensuite démontré que toute
surface contenant un faisceau de coniques de genre pest référable
a une réglée ; cela revient & prouver l'existence, sur la pre-
miére surface, d’une courbe unisécante des coniques. Un théo—
réme analogue me pourra étre obtenu dans le cas des variétés
a trois dimensions, car Montesano a montré I’existence, dans
Pespace S; de congruences d’indice un de coniques pour
lesquelles il n’existe pas desurface unisécante. Geci nous amene
a signaler cet autre résultat de M. Enriques: Une congruence
d’indice un de courbes rationnelles d’ordre impair de S; peut se
ramener, par une transformation birationnelle, & une gerbe de
droites. 11 serait intéressant d’étudier les congruences de courbes
rationnelles d’ordre pair de S;.

9. — Nous avons eu 'occasion de signaler & deux reprises, I'hy-
persurface cubique générale Vi de S, Neether a posé, il y a plus
de quarante ans, la question de savoir si elle est rationnelle. Cette
question est jusqu'ici retée sans réponse ; tout au plus, certains
indices font-ils croire que cette derniére sera négative.

Observons que dés que la variété Vi acquiert un point double 0,
elle est rationnelle ; il suffit en effet de la projeter de O sur un es-
pace S, ne passant pas par ce point. Aux sections hyperplanes de
V2 correspondent les surfaces cubiques de S; passant par une
sextique gauche de genre quatre. M. Enriques (15) suggére un
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procédé de raisonnement qui, rendu rigoureux, permettrait de
démontrer Pirrationnalité de la variété cubique VI générale
(sans point double).

a) Si la variété Vi générale est rationnelle, il existe une repré-
sentation de cette variété sur Pespace S, qui ne dégénére pas
lorsque la variété acquiert un point double.

b) Dans cette hypothése, le systéme des surfaces cubiques de
S; passant par une sextique gauche de genre quatre peut étre
considéré comme la limite d’un systéme linéaire de surfaces
d’ordre n >> 3, représentant la surface cubique générale. Il devrait
dong exister une surface,éventuellement réductible, d’ordre n — 3,
qui, ajoutée aux surfaces cubiques en question, donneraient lieu
& des surfaces connexes de genre zéro, ce qui est impossible.

La variété générale V§ représente une involution d’ordre deux
appartenant a I'espace S;. Ce point a été établi par Nesther dans
un travail resté inédit (66) et plus tard'par M. Enriques (12),
La variété V§ contient co! droites formant une congruence qui a
eté étudiée par M. Fano (19) ; par un point de la variété passent
six de ces droites, car la section de V3 par hyperplan tangent en
ce point est une surface cubique ayant un point double conique
au point de contact et contenant par suite six droites passant par
ce point.

Soit r une droite déterminée de V§. Une tangente 1 & V2 en un
point R de r coupe encore la variété en un point A. Inversement,
le plan Ar coupe encore V2 suivant une conique rencontrant r
en deux points R, R, et les droites AR,, AR, sont tangentes 4 V3
en Ry, R,. Ainsi se trouve établie une correspondance (1, 2) entre
les points de V3 et les tangentes & cette hypersurface aux points de r.

Cela étant, établissons une projectivité entre les points de r
et les plans d’un faisceau d’axe a appartenant & un espace S,. Los
tangentes & V3 en un point de 7 forment une gerbe dans 'hyperplan
tangent ; on peut établir une projectivité entre la gerbe des tan-
gentes en un point de 7 et le plan (ponctuel) homologue du faiscean
d’axe a. On obtient ainsi, dans Pespace S; une involution d’ordre
deux ayant Vi comme image. Cette représentation a 6té étudiée
par M. Snyder (66). On consultera également, sur cet objet, un
mémoire de M. Marletta (38). Il peut étre utile de signaler qu’au
point de vue projectif, la variété VZa été étudice par MM. Enriques
(11) et Fano (17).
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10. — Les lignes qui précédent montrent qu’il existe de pro-
fondes différences enfre la géométrie sur fune surface algébrique
et la géométrie sur une variété algébrique a trois dimensions. Nous
avons essayé d’appeler attention sur trois problémes.

A. — Déterminer les conditions de rationnalité d’une variété
algébrique a trois dimensions.

B. — Classer les involutions appartenant & I’espace linéaire &
trois dimensions.

C. — Démontrer que la variété cubique V8, sans point double,
de I'espace linéaire & quatre dimensions, n'est pas rationnelle.

Il est probable que pour résoudre le premier de ces problemes,
il faudra introduire de nouveaux invariants (vis-d-vis des trans-
formations birationnelles) des variétés a trois dimensions. Bt cela
conduira sans doute & la solution du troisieme probléme, car la
variéié Vg a tous les gentes ei les deux irrégularités nuls.

Il sera vraisemblablement nécessaire d’étudier & fond d’autres
cas particuliers. Peut-8tre, une étude de certaines involutions
d’ordre deux de 'espace, rencontrées par Montesano 1), sera-t-elle
utile. L'une d’elles est représentée par une variété VI, d’ordre
seize, d'un espace Sy, contenant un systéme linéaire oo 3 de surfaces
rationnelles tel que deux surfaces se rencontrent suivant une
vourbe elliptique et que irois surfaces n’appartenant pas & un méme -
faisceau se coupent en deux points. Cette variété est-elle ration-
nelle ?

Y} Su aleunt gruppi chiusi de trosformaszioni incolutorie nel pianc e nello
spaato (Atti del R. Istituto Venelo, 1887-1888, pp. 1425-1444) ; Su le trasfor-
maziont involuiorie dello spasio nelle quali ai piani corrispondono superficie di
ordine n con ung retin, {n — 2) — pla (Rend . R, Acad. Lincei, 29 sem. 1889,
pp. 123-130).
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