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1. A diverses reprises, nous nous sommes occupés des congruen- 
ces formées par les directrices de Wilczynski d’une surface. Dans cette 
Note, nous nous proposons de rechercher s’il existe des surfaces dont 
les premières directrices de Wilczynski omt des foyers confondus. Nous 
parvenons au théorème suivant : 

Si les premières directrices de Wilczynski d’une surface ont des foyers 
confondus, ces foyers coïncident en un point fixe et les quadriques de Lie 
de la surface n’ont que deux points caractéristiques. Les secondes directri- 
ces de Wilczynski varient dans un plan fixe, ou la surface est une 
quadrique. 

Nous utilisons les résultats et les notations de notre exposé sur 
La Théorie des surfaces et l’espace réglé [1], (v.et [2]). En particulier, nous 
représentons la dérivée d’une fonction f de u, v prise ¢ fois par rap- 
port à u et k fois par rapport à w par f*; nous nous excusons de cette 

notation non conforme à l’usage, mais elle est ici plus commode au 
point de vue typographique. 

2. Soit (x) une surface rapportée à ses asymptotiques u, v, lieu 
d’un poit x dont les coordonnées normales de Wilczynski satisfont au 
système d’équations aux dérivées partielles complètement intégrable : 

20 H 2bx0 4 e x =0, %4 2ax) + c,x = 0. 

Au point x nous attachons le tétraèdre mobile de Cartan dont les 
sommets sont le point x et les points: 

m = x (log a)') — 2x1%, n= x (log b) 4 — 2x"1, 

y = [8ab — (log a)"° (log 5)°!] x + 2x" (log 5)?! 4- 2x°! (log )1 — 4xt1 

Un point de l’espace est donné par z,x + 24 + 2,7 + 2.y, et les 

quantités =, #3 &3 %, sont les coordonnées locales de ce point. 

Les directrices de Wilczynski sont les droites w, = xy et w, = mn. 
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Les foyers de la première directrice w, sont donnés par : 

(1) 2,=0, 2,=0, 22—2(h +k)z 2z + (4h k, — ap) 22 = 

et ses plans focaux par: 

(2) 033 + 2(h — k) 2,2, — B=3 = 0. 

Les foyers de la seconde directrice w, sont donnés par : 

(3) 2, = 5,=0, as3—2(h, — k,) , 33 — B=3 = 0 

et ses plans focaux par : 

(4) 22+ 2 (hy + k) 2, 2, -+ (4h, R, — af) 25 = 0. 

La condition pour que les foyers de la droite @, soient cofondus est : 

(5) (, — k)2 +ap =0 

et, dans ces conditions, les foyers de la droite æ sont egalement confondus. 

Le foyer unique de la droite w, est p =(h, + k,)x + y et celui de 

la droite w,, q = (h, — k,) m + on. 

La relation (5) donne lieu à quelques conséquences que nous étab- 

lirons par une voie détournée. 

3. Soient U, V les points de l’hyperquadrique Q de Klein de S, 

qui représentent les tangentes asymptotiques xx10, xx0! de la surface (x) 

en un point x. On a: 

U=|x x|, V=|x 20|, UP+2AV=0, VI 2aU=0. 

Les points U, V sont donc consécutifs dans une suite de Laplace : 

chaque point étant le transformé du précédent dans le sens des u. 

Les points de Q qui représentent les directrices de Wilczynski w,, &, 

sont respectivement: W, = U,+V, W,= U —V. 

Fixons l’attention sur le premier. Nous avons: 

W1 = h, U+ V, + V, (log ak,)"e. 

D’autre part, nous avons: 

2p0=[2 (A0 4 R19) + (h, + k) (log a)'—466] x+(n,— k,) m — an — y (log a)!° , 

et le point |p p®|de O qui représente la droite pp"° doit appartenir à 

la droite W,W}. On a: 

—lp pl = ( — R+ aB)U — 20k, V — 

— [2 (ni9 + Æ19) + 2 (B, + k) (log @)1 — 46f + 2a (log bk,)"'] U, — 

—[2 (h 4 R19) + 2 (h, + k) (log a)' — 486 + 2(h, — k) (logak,)"}V, — 

— 2aU, + 2(h — k)V,.
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Les termes en V et en U, doivent disparaître et on a « =0 et, 

d’après (5), h = k,. En considérant de même le point |p p |, on trou- 

verait p = 0. Les conditions sont donc: a = 0, p=0, h =k et on a 

p=2Mx+y=2k%+5, tandis que le point ¢ est indéterminé. 

4. Nous supposerons en premier lieu que k, = k, n’est pas nul. 

Nous avons actuellement 2p"° + p (log a) = 4k, (loga k,)°. Or, on a 

O = — 2k, (log ak,)"®, (log ak,)1® = 0, donc 2p" + p (loga)}® =0 et de 

même 2p°! + p (logb) 1 = 0. 

Il en résulte que le point p reste fixe lorsque u, v varient. 

Le plan focal de la droite æ, est évidemment indéterminé, ce qui 

résulte d’ailleurs de l’équation (2). De même le foyer de w, est indéter- 

miné comme cela résulte de l’équation (3), mais le plan focal de w, 

a pour équation : 

(8) 2 + 2h 24=0. 

Observons que l’on a: 

2(z, + 2h, 2,)10 + (, + 2h, z,) (log )" = O, 

2(2, + 2h, 200 + (3, + 2h, =,) (log 6)°1 = 0. 

Il en résulte que lorsque u, v varie’m, le plan (8) reste fixe. 

5. La quadrique de Lie & de la surface (x) attachée au point x a 

pour équation : 

2154 + 2283 = 0. 

Les points caractéristiques de cette quadrique sont donnés par 

22 =0, 33 = 0, c’est-à-dire sont les points où la droite w, rencontre la 

quadrique. 
Nous avons d’ailleurs demontré que la condition nécessaire et suf- 

- fisante pour que les surfaces (x), (y) aient même quadrique de Lie 

sont a = 0, 8 = 0. Les asymptotiques de la surface (y) sont également 

les courbes u, v. 
On a: 

2y19 + y(loga)l = 2k m, 23" + y (log b = 2h, n, 

2y 4 4y (log @)+ 4by"t 4 y {(log ap + 3 [og a)}? + 260 } =0, 
2902 + 43 (log 6)91 + day'® + y {(log b)2 +â[(log b)Ü']2+2a"J}=o, 

Lorsque u = 0, p = 0, nous avons montré que la suite de Laplace 

(L) avait la période six, c’est-à-dire que U, coincide avec V, et V3 avec 

U, Actuellement on a: 

=k, =y, U,=U9, U,= U®4+ U (logh}}, V,= VI, 
V,= Vi + Violog ), 

et les relations que nous avons établies donnent: 
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Uy +4a V0= 0, V,+4bUN = 0. 

Les points U, U,, V1%, V, appartiennent à l’hyperquadrique Q. 

Le plan tangent à la surface (y) au point y est z = 0. 

6. Nous supposeront maintenant h = k, = 0. Alors le point p 
coïncide avec le point y qui est fixe et les formules (6) et (7) restent 

valables. Le plan (8) devient le plan 2, =0 qui est également fixe 
lorsque «, v, varient. 

Actuellement le point U, ne dépend que de v et le point V, que 

de u. La suite de Laplace (L) s’arrête aux points U,, V, en présentant 

chaque fois le cas de Laplace. Les points U,, V, décrivent des courbes. 

De plus, les asymptotiques u, v de la surface (x) appartiennent à des 

complexes linéaires. 
Les quadriques de Lie & de la surface (x) passent par le point 

fixe y et touchent en ce point le plan z, =0. 

Dans le cas actuel, les relations (9) deviennent : 

U® 4 4aV0=0, VOH4LVN=0, 

En dérivant la première par rapport à w, on obtient al Vi’ + 

+aV# =0 d’où, par la seconde, a!°V19 = dabU}!, 

Les points Uÿ!, V}! coincident donc. Lorsque v varie, le point V{0 

reste fixe, donc il en est de même du point Ul qui ne dépend pas de 

v et est fixe. De même, le point VI ne dépend pas de w. Le point U 

n’existe pas et per cunséquent a = 0. Il en est de même de b et par 
suite la surface (x) est une quadrique, 

Cela étant, considerons la quadrique: 

x/1= xju = x;/0 = x,/{wv). 

Posons p,, = ,2,—¥,%. On trouve pour les coordonnées des 

points U, U, UM, V, V,, V}°: 
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Les points U% et V10 sont distincts, mais il faut observer que pour 

démontrer plus haut qu’ils coïncident, nous avons supposé que a et b 

n’etaient pas nuls. 
Au point U,+F, correspond la droite x/1 = x/u = x,/v, passant 

par le point (0,0,0,1). 
Au point U, —V, correspond la droite x, =0, vx,+ux;— =0, située 

dans le plan x,=0. 
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TIOBEPXHOCTH, HAIPABASIIOIUME BHAbBYHHCKOMO KOTOPbIX 

HMEIOT COBHAÀAPOLQÎ/Œ WOKYChI 

(Pestome) 

ARTOp, cACxyA HampanacHitio PaspaboTaHOMY B HEKOTOPHX CBOMX NPCAMAYIOUX paGo- 

rax OTHOCHINXeS x KOHTPYSHUEAM OGpasOBANHBIM HanpasasioImmE Buasammexoro mexoTopoi 

OREPXHOCTH, BbIKPHCTANANSORAHHEIX B MOHOPTa(pHYECKIX HOCACTOBRHUNK MOCBATICHHbIX TCOPUT 

mosepxHoerek w anmoñuaromy mpoerpanersy [1], [2], maysaer p Hacroameü sawerxe sagauy o 

cylycernonanim MonepxHoereÏ ZAA Koropea mepssic manpanamomme Brasuumexoro myeior 
copmazaiowme poxyent. 

Tonyuemmere pesyAbTarer msxaratoren B snxe CASAFIOWEH Teopembt : 
Teopema. Ecau nepanie Hanpasasiomue Bunbuuhcxozo HeKOTOpoù noGepxHocru 

unesor cosnadaionue (oxycs, sru oxyce: cosnadaior 8 oûnoû Touke u keadpuru Jlu 
NOBEPXHOCTU UMEIOT Auwb Ôge xapacrepucruveckue rouku. Bropoie nanpasantoïque Buave 

YUKCKO20 HAXOÔRTCA 6 HENOÏGUMHOÏ NAOCKOCTU UAU XE NOBEPXHOCT — KEAÔPUKA. 

Ormeunerex, uro p Texere nemoxbsyerer cacnyromee oGosnanenne : f* — mponsnozman 
(i+R)-mopsaxa pyuxynn f TEpeMeRHDIX %, ¥, i-ro NOpHAKa o OTHOMERTIO K UH k-ro HOPAI- 

Ka MO OTHOWICHMIO K V. 

SUPRAFETE AVIND DIRECTOARELE LUI WILCZYNSKI 

CU FOCARE CONFUNDATE 

(Rezumat) 

Autoral, urmind ordinea de idei a unui sir de lucräri anterioare proprii consa- 
erate congruentelor formate din directoarele lui Wilezynski ale unei suprafete §i expuse 
in studiile monografice relative la teoria suprafefelor si spatiul riglat [1], [2], studiazä 
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in aceastä Notä problema de existen{ä a suprafetelor pentru care primele directoare ale 
lui Wilezynski au focare confundate. 

Rezultatele obtinute conduc la urmätoare: 
Teoremä, Dacä primele directoare ale lui Wilezynski ale unei suprafete au focare 

confundate, aceste focare coincid intr-un punct fix si cuadricele lui Lie ale suprafetei nu au 
decit doud puncte caracteristice. Directoarele secunde ale lui Wilczynski variazä intr-un plan 
fix, sau suprafata este o cuadricd. 

Se mentioneazä cä, în ceea ce priveste notatlile folosite, autorul a preferat sä 
reprezinte prin /* derivata unei functii f de u, v luatä de i ori in raport,cu u si de 
k ori în raport cu v. 


