QUADRIQUES ET CONIQUES DE MOUTARD

PAR LUCIEN GODEAUX (LIEGE, BELGIQUE)

Dans une lettre a Poncelet, dont celui-ci a inseré le texte dans
le tome II de ses Applications d’Analyse et de Géométrie (1), Mou-
tard a énoncé les trois théoremes suivants :

I. Les coniques ayant un contact dw quatriéme ordre, en un point
ordinaire d’une surjface, avec les sections de celle-cv par les plans pas-
sant par une tangente en ce point, appartiennent a wune quadrique (ap-
pelée depuis quadrique de Moutard).

II. Parmi ces coniques, il en est deux qui ont un contact dw cin-
quieme ordre avec la surface.

111. Il existe 27 coniques ayant un contact du stxieme ordre avec
une surface en un point ordinaire de celle-ci.

Ces théoremes de Moutard ont été retrouvés plus tard par Dar-
boux, qui les a démontrés en utilisant une surface d’équation

e =f(x,y),

dont lorigine est un point ordinaire (2).

Plus tard, M. éech a formé l’équation des quadriques de Mou-
tard relatives a un point quelconque d’une surface et s’est servi de
ces quadriques pour d’importantes recherches de Géométrie differen-
tielle (3).

Nous nous proposons de reprendre l’étude des quadriques de
Moutard en utilisant la remarque que les quadriques ayant un con-
tact du second ordre avec une surface en un point ordinaire de
celle-ci, forment un systéme homaloidal. I1 est des lors possible d’u-
tiliser la transformation cremonienne associée a ce systeme. Cela
nous permet d’obtenir tres simplement 1’équation de la quadrique
de Moutard associée a une tangente a la surface, ¢’est-a-dire I’equa-
tion déja obtenue par M. Cech. Nous démontrons ensuite le second
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theoreme de Moutard, mais sans former les équations des coniques
en question. Nous montrons ensuite que 1’on ne peut obtenir, par ce
procedé, la demonstration du troisieme théoréeme de Moutard (4).

1. Soit () une surface non réglée rapportée a ses asymptotiques
w,v. On sait, d’apres Wilezynski, que le facteur de proportionna-
lité des coordonnées du point générateur x peut étre choisi de ma-

niere que ces coordonnées satisfassent au systéme complétement in-
tégrable

sxzo—l—ﬁbwm—[—cim:o,
(1)
2x°2+2a,x10—|—02w:0.

Les conditions d’intégrabilité sont
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A un point 2 non parabolique de la surface nous attachons le
tétraedre ayant pour sommets les points x, 2%, 2%, 21, Tout point
de l'espace a des coordonnées de la forme

21 X + 2o 210 - 23 201 + 2, 211 ;

nous dirons que z,,%29,24,%, Sont les coordonnées locales du point
considéré.

Les quadriques ayant un contact du second ordre avec la sur-
face (x) au point xz ont pour équation locale

M (24 24 — 25 23) T My 25 24 1 A3 23 2, —I“M"’i:: - (2)

Elles forment un systéme homaloidal ayant pour base les tan-
gentes asymptotiques xx'®, xa®! .

Appelons S; Vespace contenant la surface (x) et rapportons pro-
jectivement les quadriques (2) aux plans d’un espace S; en posant
. 21 2y 23 2

A
1Ry — %9 %3 9%y  R3 %y “
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On déduit de ces formules

Nous obtenons ainsi, entre les espaces 83,83 une transforma-
tions birationnelle 7' dont les propriétés sont bien connues.
Aux plans

! / / !
}Llfl -l‘}tzzz'—l"lgz;;"‘—}%zd!: U
de §; correspondent dans S; les quadriques
M (2121 —2525) + Ay 222y + A3 2320 — A 22— 0,
passant par les droites
et ayant un contact du second ordre au point 0'(1,0,0,0).
Les droites zp —= 2, =0 et 2= 2; = 0 d’une part, les droites
23 =24 =0 et 25 =2z, = 0 d’autre part, sont des couples de droites
fondamentales de seconde espece associées.
Aux points du domaine du troisieme ordre de x, infiniment

voising des points du domaine du second ordre de x appartenant a
toutes les quadriques (2), correspondent les points du plan z; = 0.

2. Considérons une courbe y tracée sur la surface (x) et pas-
“sant par le point ¥ en y ayant comme tangente la droite

(9) N&y—6c2=0 , 2,=0.

Choisissons sur cette courbe un point x (v + &,v —+ #») voisin du
point & et développons x (u -+ &,v -+ ) en série de Taylor en te-
nant compte des relations (1). Le point considéré a pour coordon-
nées locales

1 1
21:1_?(0152+02?72)_ 6 0% 8% = Sopt — B boy) PN

+3(cl°—3ac)Eu®+ @ pd]...,
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> 1 >
2, =& — an® — 7 ¢, 8 —12ab &y 4 3(2a10 4 ¢,) £92 4 2a%1 3] ...,

1
=

2019 & -3 (20° 4-¢,) &y —12 cb &y ¢, n3] 4 ...,

: o,
Za =m — b &*

1 |
2g=2¢&1 3(033+f‘*?73)+'--

Portons ces valeurs dans le premier membre de 'équation (2);
1l devient

B8t and) Ay 24,

oo s

les termes non écrits étant du quatrieme degré eu wmoins en &,7.
Il en résulte que les quadriques (2) ayant en & un contact du
troisieme ordre avec la courbe y sont donnees par

2 (b & Fan’) 31,8+ 30 En*=0.

Par conséquent, au point infiniment voisin de x, dans le do-
maine du troisieme ordre, situé sur la courbe y, correspond par 7T
le point

6 2y329: 23 =2(bE - and):389n:3En° 21 = 0.
(6) 1 / 7 1

-

Il résulte de la théorie des transformations birationnelles que
le point (6) correspond a tous les points du domaine du troisieme
ordre infiniment voisins du point du domaine du second ordre de x

situé sur la courbe y.
Le lien du point (6), lorsque la courbe y et la tangente (5) va-
rient, est la cubique 9’ d’équations

. 4 ' : !
5212223—-2(1)253 65253):(), e |

3. La cubique y" posséde un point double en O et trois points
d’inflexion situés sur la droite z; = 0.

On sait qu’une quadrique (2) coupe la surface (xr) suivant une
courbe ayant un point triple en x.A4 cette quadrique correspond un
plan de S; coupant »" en trois points qui correspondent aux points
du domaine du troisiéme ordre de « situés sur la courbe d’inter-
gection considérée,
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En particulier, les tangentes de Darboux au point x correspon-
dent aux points d’inflexion de la courbe y' et les quadriques de
Darboux aux plans passant par la droite

/ '
2,’1:,;4_—_*:0

contenant ces points d’inflexion.

4. Lorsque Pon applique la transformation 7' a la surface (),
on obtient une surface (') de §3 passant par la courbe y'.

Considérons une surface cubique ayant un contact du troisieme
ordre avec la surface (#) au point x. Elle a une équation de la

forme

~ 2 A~ e

(1) Mo 222y 2, 05 (R, 23, 29) T P3 (%3, 23,24) =0,

ou ¢, et p; sont des polynomes respectivement de degrés deux et
trois.

Une conique, intersection de deux quadriques (2), coupe la sur-
face cubique en trois points en dehors du point x, done a cette
surface correspond dans S; une surface cubique passant par la cu-
bique y'. Les équations (4) donnent, comme transformée de (7), apres

suppression du facteur zi (nous supprimons les accents pour Sin-
plifier)

T lo (3124 _2223)2 —I" (2124 K5 3223)@2(22)237 =B 24) _l_ 24(}?3(2’2723 o= 24) =0.

Pour notre objet, on doit pouvoir mettre 2z, en évidence et, ce
facteur supprimé, on obtient ’équation

M[32 (224 —2,29) —2(0 2+ @ 23)]
4 (21 24 — 25 23) (Ag 2, + Ag 23 + Ay 24) + 24 (Moo 25 T hgg 29 23 + Mgy 27)
+ 2 (M2 +A23 +M2) = 0.

I’équation (7) prend alors la forme

M3 (2, 2y — 29 29) 2, + 2 (b 20T 0 2)| + 2, 24 (Mg 2y + A3 25 — A, 2,)

+ 2, Ay A 22 A 2 2)—22 (02, + A2, —A 2)=0.

3 4 4
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5. Les surfaces cubiques ayant un contact du quatriéme ordre
avec la surface (x) au point  ont été considérées par M. B. Segre (5)
et par M. Lane (6); elles ont pour équation

3 3
lO[Q(bzg—{—azg) —(2,2,—29%,) 33;2:’1—— o z,(log.b)10— = 2, (log . )1

1 b4 \01 1 a4 \10 ]
l " ﬁgxy I 2 o4

s 2 0

La transformation 7' leur fait correspondre, dans ’espace 83,
les surtaces cubiques

& 3 3
Ao [ 2(h234-az?) z,}ii(ziz4—- 2y2a)— Vi 257 ,4(l0g . b)1P— o 2q2,(l0g . a)"!

] h4 \01 1 4 \10 : i
(9) - b(log.—;) R- %, =Ty ,(Iog‘.————) SER

I DN

2 2 2 D

Ces surfaces se raccordent a la surface (x) le long de la courbe
y'. Nous désignerons les surfaces (3) par ¢ et lzur transformées (9)
par-1, par.q¢/,

6. Soit I’ le point de »" de coordonnées
208 +an?),3n,8E0,0,

A une droite p, tangente aux surfaces ¢’ en P, correspond
dans S, une conique ayant en x un contact du quatrieme ordre
avec les surfaces @ et par conséquent avee la surface (z). Lorsque
la tangente p varie et engendre le plan tangent w aux surfaces ¢’
en I’, la conique transformée varie et engendre une quadrique tran-
sformée du plan w; ¢’est la quadrique de Moutard relative a la

droite
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Le plan tangent w aux surfaces @ en P a pour équation
9893z, —6(2b088 —and)én?2,—6(2an®—0bE)E°n 2y

L 3
—2, 4(b§3—|—a7;3)2—-§—b105572——-

3
2

a1 & 55 — 6 b (log b)1 &4 9? — 6 a (log a)1? & 4| =0

Il en résulte que la quadrique de Moutard considérée a pour
équation

Q3 pd(e, 2, —2,29) — B (2DE2 —and)En 2,2, —6(2a —b&)E4 2,2,

(10) = E (b & 4 a n3)* — -—2—— b19 &5 9 —

3
2

|
—

= o

a® En® — 6 b (log b)" &4 n* — 6 a (Jog a)t® & »t| 2

(C’est, aux notations pres, ’équation trouvée par M. Cech.

7. Au point P, 1l existe deux tangentes asymptotiques a la sur-
face (x').A ces droites correspondent dans S, deux coniques ayant
un contact du cinquieme ordre avec la surface (xr) au point x. Done,
sur la quadrique de Moutard (10), 1l existe deux coniques dont les
plans passent par la droite (b) et qui ont un contact du cinquiéme
ordre avec la surface (x). Ainsi se trouve établi le second théoreme
de Moutard.

8. Pour que la surface (8) ait un contact d’ordre cinq avec la
courbe y au point x, il faut que ’on ait

Ao(Ag & 4+ A &2+ A, B n® + A3 893 + A, Ent L A, »d)

2 ‘
tg @by F LBt B =0,

ou Von a posé

1 1 2 b2
Ay = —— b (log.b)*® Lt s 3 pd 501
0 0 (log.b)* 0 b (log.b) T (log .0 aP)el
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} by _ 1
A;=_, Bab®— e (log.b)11 s (log O (log . D)L
i 1 b2 \01
A, = — b (log b)"* — — b (log 1)1 (log ——) ——
2 a
= %9 b (1 10 { b (log UY10 — 92}
a @ (log a)'? - 3fr,)(0g 'Y —20c¢,,
: ] 2 \10
Ay = — a(log a)** 5—a(log a)'? (I()g" —ab—-) e
20 1 ‘
~ab(logb)t ——alb(loga) —2ac,,
) !3
= a 1
A4 — Sa*b 5 (l()g (L)i1 —I— "'g- (log. ”)IO (log‘. (la)()i y
1 g e
g e A (log.a)?~ - T (log.a)"1 — T (log .a* b°)1°,

I1 n’existe done de surface cubique ayant un contact du cin-
quieme ordre avec la surface (r) au point x que 8i cette derniere
est une surface particuliere, caractérisée par les conditions

Ag=0, A.,=0.

O

9. S’il existait une surface cubique I de S, ayant un contact
da troisiéme ordre avec la surface (') le long de y’, aux 27 droites
de cette surface correspondraient dans S, les 27 coniques de Mou-
tard ayant un contact du sixieme ordre avec la surface (x) an point
x . Nous allons voir qu’une telle surface n’existe pas.

Tout d’abord, a la surface /', 7" ne peut faire correspondre une
surface cubique de N, , d’apres ce qu’on vient de voir.

Ecrivons Péquation de la surface F’ sous la forme

Ao zi zz.fl (24 529 5 %3) T 2415 (24 425 23)
M[32,(2y24 —2925) —2(b22 - a2})|=0.
En opérant la transformation 7', on voit qu’a cette surtace cor-

respond dans S; une surface du quatrieme ordre (aprés suppression
du facteur zi). Dans cette equation, les termes qul ne contiennent
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pas z, en facteur sont
— fo(1,0,0)(2, 2, — 2, 25)°, 3A(2, 2y — %5 %3) %5 23 .
Si donc on a
J2(1,0,0)4+-3A=0,

le terme en z% 22 disparaft, on peut de nouveau mettre ¢, en évidence
et la transformée de F’ dans S, est une surface cubique. Pour no-

tre objet, 11 faudra donc¢ supposer

Jo(l,0,0)+31=F0.

Désignons par F la surface, du quatrieme ordre, qui correspond

8 1 3 y 1

a F' dans S;. La surface F doit rencontrer la courbe y en sept

yoints confondus en x; en d’autres termes, s1 nous remplacons dans

1 y 5

I’équation de F les coordonnées z,,2,,25,2, par leurs expressions

q B it et S Mg | l

en £,n, le premier membre de cette équation ne peut comprendre

que des termes de degré sept en &,7. .
Observons maintenant que 81, dans l'équation (8), nous dési-

gnons par vy et dans léquation (9) par v’ le coefficient de A,, I'é-

quation de I’ sera nécessariament de la forme

Moy Ay 222 +Ay2522 - hgeg22 — R 28 - h222,=0.

1

Par consequent, ’équation de F sera la forme

. = 2 & 3 A
lowz4—|—k,(ziz4 22“’53)34_1_?&232‘4 '}‘3 2324_}"421_1(2124—“2‘3) = ()

Nous devrons ensuite exprimer qu’en remplacant les z par leurs
expressions en fonction de &,#n, les termes de degré inférieur a
sept disparaissent. Or, 81 nous faisons cette substitution, nous con-
statons que les coelticients de A, , A, ,1,,A;, sont du septiéme degré,
le coefficient de A, du huitieme degré et enfin celui de A du sixiéme
degré en &,n. On en conclut que les conditions imposées entraf-

nent A = 0. Par conséquent, la surface F' ne peut exister, comme
nous l'avions indiqué.

Liége, le 21 aolt 1953
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