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Dans une note récente (1), nous avons exposé une méthode per-
mettant de déterminer la structure des points unis isolés des involu-
tions cycliques appartenant b une surface algébrique et celle des points
de diramation correspondants de la surface image d'une de ces invo-
lutions. Nous nous proposons d'utiliser cette méthode dans un cas dé-
terminé, de maniére & en montrer les modalités d’ application,

Rappelons tout d’abord quelques points que nous avons établis
antérieurement (2).

Soient F' une surface algébrique contenant une involution eyeli-
que I,, dordre premier impair p et T la -transformation birationelle
de F' en soi génératrice de cette involution.

Supposons que l'involution posséde un point uni isolé 4, simple
pour la surface. A une courbe tracée sur I’ et passant simplement
par A, T fait correspondre une courbe passant simplement par A.
Faisons correspondre la tangente & la seconde courbe i la tangente
4 la premiére. Nous obtenons ainsi, dans le faisceau des tangentes
a2 F en A, une correspondance biunivoque qui est nécessairement soit
I'identité, soit une homographie de période p. Dans le premier cas,
le point est dit uni parfait, dans le second, uni non parfait. Dans le
premier cas, & une courbe passant par A, 7' fait correspondre une
courbe touchant la premiére en 4. C'est du second cas que nous allons
nous occuper.

Pour voir de plus prés ce qui se passe dans le second cas,
transformons birationnellement la surface /' en une surface F”de telle
sorte qu'au point A corresponde sur F” une courbe exceptionnelle a’
(On peut par exemple supposer que I’ appartient & un espace liné-
aire S, 4 » dimensions, » > 3, et projeter & de 4 sur une hyperplan
S,_; ne passant pas par ce point, Sur la projection £ de F), la courbe
a’ est une droite, trace du plan tangent & F' en 4 sur Ihyperplan
S,_1). A T correspond une transformation birationnelle 7" de I" en
sol, engendrant une involution 1,

#) Conférence faite i 1'Université Masaryk de Brno le 25 mai 1948.
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La transformation 7" laisse fixe la courbe a’ ot détermine sur
celle-ci une involution d’ordre p ayant deux points unis Ay, A). Ces
points sont évidemment des points unis isolés de I'involution I',. Les
points A,", Ay peuvent étre des points unis parfaits ou non parfaits
de 1,/ Dans le second cas, on peut recommencer le raisonnement pré-
cédent, et ainti de suite. Ce que nous appelons structure du point uni
4, c'est 'ensemble des points unis infiniment voisins suceessifs de A4,
que le passage de I' & F" et ainsi de suite, fait apparaitre comme
des points propres.

Nous aurons & nous servir d’un prineipe, quasi évident, que nous
rappellerons suceinctement. s

Supposons que nous eonnaissions sur F un systéme linéaire de
courbes | (| transformées chacune en soi par 7' et ayant en 4 une
certaine multiplicité ¢ inférieure & p. Les tangentes i ces courbes en
A doivent étre confondues avec les tangentes 7,, f, unies dans I’ho-
mographie déterminée dans le faisceau des tangentes 4 F en A. Soit
¢ le nombre des tangentes 4 ces courbes confondues avee ¢, par
exemple. Lorsque I'on passe de ¥ i F’, au point infiniment voisin
de A sur t, correspond I'un des points 4,’, Ay, par exemple A,’, et
les transformées (' des courbes (' passent par 4,. Si A, est un point
uni parfait de 1), il est multiple d’ordre ¢, pour les courbes C;, qui
ont en ce point des tangentes variables. Mais si 4," est uni non par-
fait, les courbes O peuveat avoir en ce point une multiplicité g, in-
férieure a4 g,. Dans ce cas, les courbes (’ ont en commun une suite
de points multiples unis, infiniment voisins successits de 4’, le premier
de ces points étant sur a’ etla somme des multiplicités valant 01— 0/
Naturellement, la multiplicité du premier de ces points ne peut excéder
le nombre des tangentes aux courbes €, en 4, qui sont en méme
temps tangentes & o,

Soit ¢ une surface image de I'involution 7,, ¢’est-i-dire une sur-
face dont les points correspondent aux groupes de l'involution. Au
point uni 4 qui, compté p fois, forme un groupe de I,, correspond
sur @ un point de diramation 4’ qui est singulier pour le surface.
Il s’agit de déterminer cette singularité. En général, le cone tangent
& ® au point 4’ se scinde en deux parties. Dans l'exemple que nous
considérons iei, il se scinde en trois parties et ¢'est ce qui fait l'intérét
de cet exemplé.

1. Soit F une surface algébrique contenant une involution I,
d'ordre 13, cyclique, ne possédant qu'un nombre fini de points
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unis. Nous pouvons transformer birationnellement la surface F en
une surface normale dans un espace linéaire S, 4 » dimensions,
sur laquelle I'involution Iy; est engendrée par une homographie cy-
clique H, de période 13, possédant 13 axes ponctuels (3). (Vest cette
surface que nous désignerons dorénavant par F. Soit || le systéme
de ses sections hyperplanes.

Désignons par oy, ay,..., 0, les axes ponctuels de I'’homographie
H et par 7y, ry,..., ri; leurs dimensions respectives. Soient &g, 2

.-y 2y les systémes linéaires d’hyperplans de S, définis de la maniére
suivante: Le systéme X; est formé des hyperplans passant par les
axes Oy, 0y, ..., 0jp sauf par ¢;. Les hyperplans dessystémes X, 2,

;. 213 découpent sur F' des systémes linéaires partiels G5l Els

.y | C1a|, appartenant & I'involution I,;. Nous avons montré que l'on
peut construire F' de maniére que seull'espace o, rencontre la surface,
aux points unis de linvolution I3 (4). De plus, on peut supposer r,
aussi grand quon le veut.

Le systéme | C,| est dépourvu de points-base et si I'on rapporte
projectivement les courbes de ce systéme aux hyperplans d’un espace
linéaire S" & r, dimensions, aux groupes de I;3' correspondent les
points d’une surface @, image de l'involution. :

Désignons par I’ les sections 'hyperplanes de &, par = leur
genre et par n l'ordre de la surface. Le systéme |C,| et par suite le
systtme | (| est de degré 13 et, d’'aprés la formule de Zeuthen, de
genre 137—12.

Aux systémes |y, |Cyl, ..., |Cial, qui ont comme points-base
les points unis de I,,, correspondent sur & des systémes linéaires com-
plets | Iy |, [Fs],. . .5 [Pag]-

A chacun des axes de ’homographie H, est attachée une racine
treiziéme de I'unité. Si & est une racine primitive d’ordre 13 de I'unité,
nous pouvons toujours supposer que les racines attachées a o, ol,

ot 613 sont respectivement 1, g, ..., &'4,

2. Soit 4 un point uni non parfait de l'involution I;;. Le plan
tangent o 4 I’ en A est uni pour H et s'appuie en un point sur
deux des axes ¢y, 0Oy, ...,0;5. Nous supposerons précisément au’il
s'appuie en un point sur o, et en un point sur o; Dans le plan a,
H détermine une homographie non homologique, de période 13, ayant
ces deux points d'appui et le point 4 comme points unis. Nous
désignerons par @, et a; les tangentes h F' en 4 s'appuyant resPectl-
vement sur ¢, g;.




Les courbes C, passant par 4 acquiéfent en ce point une cer-
taine multiplicité inférieure & 13 et ont leurs tangentes confondues
avec a,, a;. Nous désignerons par (', ces courbes.

Les courbes €y’ assujetties i toucher en 4 une droite du plan
« distincte de ay, a; acquiérent en ce point une multiplicité supé-
ricure & la précédente et au plus égale & 13. Soient C,” ces courbes.
Si les courbes C,” ont en 4 la multiplicité 13, elles ont des tangen-
tes variables en ce point. Dans le cas contraire, elles ont comme tan-
gentes @, a;. Nous désignerons par C,” les courbes C,” assujetties
i toucher en A une droite distincte de a,, a; et ainsi de suite.

Nous désignerons par A4’ le point qui, sur ®, correspond au
point 4. Soient I, I')”, ..., les courbes qui correspondent sur ®
aux courbes Cy, Cy", .... Elles sont découpées sur la surface par
des hyperplans passant par A’

3. Les hyperplans de 2, coupent le plan « suivant la droite a;
et les courbes C, ont done un point simple en A et y touchent la
droite aj.

Les hyperplans de ; coupent le plan « suivant la droite a, et
les courbes C; passent simplement par 4 en y touchant la droite e,.

Considérons les courbes

A0, + p G, (1)
et supposons que les entiers positifs A, u satisfassent aux conditions
A+ 5u=0, (mod. 13)

A+ p<13.

Les courbes (1) ont en A la multiplicité 2 4 p, 1 tangentes étant
confondues avec a; et u avec a,. Nous avons montré que parmi les
courbes Cy, C", ..., il en est qui ont en 4 la méme multiplicité
que les courbes (1) et inversement (5). En d’autres termes, les courbes

L0, +uCs— A4 u—1C,
appartiennent & l'un des systémes | Cy/|, | C,"|, ... et inversement, cha-
cun de ces systémes contient des courbes de cette sorte.

Les valeurs possibles ge 1, u sont:

A=38 p=2; =1, 8=>5; L =8, p=1;
).:6, y:45 /1:4, ‘u,ﬁ'i'; /1:2, M-—.I_O.

On en conclut que:

Les courbes Cy ont en A la multiplicité 5, trois tangentes étant
confondues avec a; et deux avec a;

Les courbes Cy” ont en 4 la multiplicité 6, une tangente étant
confondues avee a; et les cing autres avec a, ;
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Les courbes U, ont en A la multiplicité 9, huit tangentes étant
confondues avec a; et la derniére avec a,;
et ainsi de suite.

4. Le systéme | Cy| a la dimensions r,—1. Si nous rapportons
projectivement les courbes C,” aux hyperplans d’'un espace linéaire
& rp—1 dimensions, nous obtenons une surface @', projectivement
identique & la projection, & partir de A', de la surface & sur un hy-
perplan de I'espace ambiant. Nous pouvons considérer cette projection
comme identique & @'

Nous avons établi que les courbes (', (; rencontrent les courbes
Uy, G ... en 13 points confondus en 4.

Les courbes O ayant un point quintuple en A, les courbes C;
les rencontrent nécessairement en quatre points fixes A;,, Ay, Ays, Ay,
infiniment voisins successifs de 4, doubles pour les courbes €Y, le
premier A,; appartenant & la droite @,. Tout point infiniment voisin
de A,, est nécessairement uni pour l'involution I;, sans quoi les cour-

_bes C,, C; auraient encore en commun un point fixe infiniment voisin

de A;,. En d’autres termes, le point A;, est uni parfait pour I'invo-
lution Iis. Les points A,,, A5, Ay sont évidemment unis non par-
faits pour cette involution, 4 '

Les courbes C, ont en commun aveec les courbes Cy un point
fixc A;, double pour les courbes C,’, infiniment voisin de 4 sur la
droite @;. Au point A4;;, sont infiniment voisins, dans une direction,
8iX points fixes successifs Ay, Ag;,. .. , 457 et, dans une autre direc-
tion, un point fixe 4;;;. Ces points sont simples pour les courbes C,’
et les six premiers appartiennent aux courbes C;. Tous ces points sont
unis non parfaits pour I, sauf les deux derniers As;, Ay, qui sont
unis parfaits,

Aux points infiniment voising de A, correspondent, sur la sur-
face @', les points d’'une courbe rationnelle. Puisque A4,, est double
pour les courbes C,’, cette courbe est une conique que nous désigne-
TONS par @,.

Aux points infiniment voisins de 4, et de Aj, correspondent
respectivement sur ¢’ deux droites que nous désignerons par @3, 8,".

Sur la surface @', les courbes I’; rencontrent en un point va-
riable la conique a, et les courbes I, rencontrent la droite f, en un
point variable également.

En A’, la surface @ a un point quadruple, le céne tangent se
décomposant en un céne du second ordre projetant la conique @, et
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en deux plans projetant les droites @;, §,". Il en résulte que la sur-
face @' est d'ordre n-4 et que ses sections hyperplanes I'y’ ont le
genre 7-3.

Le systéme |Cy’| doit avoir le degré effectif 13 (n-4) et par
conséquent le point A4 doit absorber 4,13 points d’intersection de deux
courbes U, On vérifie qu'il en est bien ainsi,

D’autre part, le genre d’une courbe (" est égal &
137t —12 —15.
Dans la correspondence entre une courbe Iy et la courbe Oy
homologue, les points de diramation sont les points de rencontre de
Iy avee as, 3, 3. Ces points sont au nombre de 4 et la formule

=2 F

de Zeuthen donne
26 (w—3—1) + 4,12 =2(1371— 12— 15— 1),
ce qui est une identité. :

5, Considérons maintenant les courbes C,”. Elles ont en 4 un
point multiple d’ordre six, une tangente étant confondues avec a; et
cing avee a;. Ces courbes doivent étre rencontrées en 13 points réunis
en A par les courbes (), C;.

On en conclut tout d’abord que les courbes ;" passent simple-.
ment par les points A;y, Az, ..., As;. Mais ces courbes ne passent
pas par le point A;y,.

Le point 4,, ne peut plus étre double pour les courbes Cy”, car
alors les points 4,,, 4,,, 4,5 seraient doubles au moins pour ces cour-
bes et celles-ci seraient rencontrées en 14 points an moins confondus
en A par les courbes C;. Le point A,, est done simple pour les cour--
bes C,”. Ces courbes ont précisément un point quadruple en 4, et
des points simples en A, 4,3, 4;4. De plus, elles ont un point simple
A, infiniment voisin de 4,;, suivi de deux points simples B,, B,,
infiniment voisins successifs de A,;,, le dernier étant uni parfait pour I;.

Aux courbes (" correspondent sur @' des courbes I')”, décou-
pées par-des hyperplans passant par un point 4, de la surface. Les
courbes I',” rencontrent la conique 3 en un point, la droite 3; en un
point et ne rencontrent pas la droite §,", done le point 4, appartwnt
4 la conique @, et & la droite .

Deux courbes C,” ont 5.13 points d'intersection absorbés en A,
done la systéme |I","| a le degré effectivn-5 et le point 4," est simple
pour la surface ¢’
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La formule de Zeuthen permet de vérifier que les courbes I’,”
ont, comme les courbes I'y, le genre m-3.

Observons qu'aux points de #' infiniment voisins de B,, eorres-
pondent sur ¢’ les points infiniment voisins de A4,"

6. Passons i l'étude des courbes C,”. Elles ont en A4 la multi-
plicité 9, une tangente coincidant avec a, et huit avec qs.

Les courbes )" sont rencontrées en 13 points confondus en
4 par les courbes (), C;, par conséquent, elles passent une fois par
chacun des points 4, 4,5 A;;3 A,,. Elles ne peuvent d’autre part passer
par le point Ay, car alors les courbes C; les rencontreraient en 16
points au moins confondus en 4. Les courbes (!, ont nécessairement
un point quadruple en A, et un point quadruple en A,

Les courbes I';"”” sont découpées sur ®, par les hyperplans pas-
sant par 4," et par un second point 4" Elles rencontrent la conique
¢y en un point, mais ne rencontrent plus la droite 8;. Par conséquent
le point A, appartient i cette droite, mais non & la conique .

D’autre part, les courbes I'/” rencontrent la droite 8, en quatre
points variables, tandis que les courbes I';” ne rencontrent pas
cette droite. On en conclut que les hyperplans découpant sur @' les
courbes I';" doivent contenir f3;'. Le point-4y appartient done i cette
droite.

Le degré du bystcme [I)"| est égal &4 n-9 et, en utilisant la
formule de Zeuthen, on voit que les courbes I’y ont le genre -6,

Observons que si le point 4y était multiple pour la surface @’
les courbes I'y” passeraient par ce point et ne rencontreraient pas
la droite @#," en quatre points variables. On en conclut que ce pom!‘.
est simple pour la surface @'

7. Nous avons, sur la surface @', la relation fonetionnelle
Ly=Ty + a3 + 8, + 8,

En désignant par [a,, ;| le degré virtuel de la conique «y et en
tenant compte du fait que cette conique n’est pas rencontrée par les
eourbes I';, mais est rencontirée en deux points par les courbes Iy’
et rencontre en un point la droite 8, on a

0=2 + [tx?yaﬂ] ‘I_{) + 1:
d’olt [ay, @3] = —-3. La conique @y a done le degré virtuel — 3.

On trouve de méme que la droite 3, a le degré virtuel — 2 et
la droite §," le degré virtuel — 3.




10

Les courbes I'y” étant découpées par les hyperplans passant par
la droite 8,/, on a
Lo 25 Fonerrth
e’est-a-dire
Py=0""" + a + $;, + 24;/.

On retrouve, par les formules classiques sur le degré et le genre
de la somme de deux courbes, les résultats obtenus plus haut pour
le degré de [I'y”, pour son genre et pour le nombre des points
d’intersection des courbes I';” avec @,

8. Nous nous bornerons & énoncer les résultats pour les courbes
), Cy®), Oy, Cy("), et pour les courbes eorrespondantes sur la sur-
face 9@'.

Les courbes )*) ont en A la multiplicité 10, six tangentes étant
confondues avec @; et quatre avee a,. Ces courbes passent trois fois
par le point A,,, une fois par les points 4,,,, By, B, et trois fois par
chacun des points A;,, Aj;-

Les courbes I'(*) sont les courbes I';"" passant par le point
Ay, intersection de la conique «, et de la droite §,’.

Les courbes Cy® ont la multiplicité 11 en A, quatre tangentes
étant confondues avee a; et sept avec ;. Ces courbes ont des points
doubles en Aj, A;;;. Elles ont également des points doubles en A4,
Ay et en un point A4,; infiniment voisin de Ay ; elles passent en
outre simplement par un point 43 infiniment voisin de 4, et par
un point By, infiniment voisin de A,4;.

Les courbes I'y®) sont les courbes I'y” touchant en A,” la
droite §,".

Les courbes C® ont la multiplicité 12 en 4, deux tangentes
étant confondues avec a; et dix avee a;. Elles passent simplement
par les points A;, 45, et de méme simplement par A;; et par neuf
points infiniment voisins suceessifs Ay, A9y Ayys, - .., Ay

Les courbes I'y® sont les courbes I'y” ayant en 4," un con-
tact du second ordre avec la droite 3, ;

Enfin, les-courbes Cy(") ont en 4 an point multiple d’ordre 13,
a tangentes variables. Les courbes I sont les courbes I ayant
en A4, avec la droite 8, un contact d’ordre trois.

La figure ci-jointe donne un schéma des comportements des
courbes Cyf, €, ..., C® au point 4.
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9. Nous allons maintenant construire une surface algébrique con-
tenant une involution cyclique d’ordre 13, ayant des points unis du
type qui vient d’étre étudié.

Plagons-nous dans un espace linéaire S,, & dix dimensions et
considérons ’homographie H’ d’équations

B @ n i iwy my dyy =dy ry by g RS B e
ol & est une racine primitive treizieme de l'unité.

Représentons par ¢; un polynome homogéne de degré i et par
¥y un polynome homogéne de degré 13 par rapport & gz, a, ..
25 Considérons la surface F' d'équations

by

Ll 210" = @5, g Xye® = Py Xo® Byg = Py,
0g® %1yt = Pro, Be'¥10" = P11, Bo" 019'" = ¢,
Zo'® = @y, 21" = Wy,
Posons
(==ta e s R R B I S

La surface F' est d'ordre 13n et est transformée en elle-méme
par 'homographie H’. Celle-ci possdde trois axes: les points Oy, 0, et
Pespace & huit dimensions 0,0, . .. 0s.

Sur F, 'homographie H" engerfdre une involution 7,,, d’ordre
13, ayant 137 points unis:

;89:0, @y =0, 505:0! (PG:O; Seaty (Pl:-l:o? w13:O

On peut supposer sans restriction que 'un de ces points est le
point Op. On est alors conduit & poser

Gi=n""a + ...,
Yy =% fs + ...,
ol a; et B,; sont des polynomes homogénes du premier degré en
Ly Tay « ooy Hge {
Le plan tangent i la surface F' en 0, coincide avec le plan
0y 0y 0,y et dans ce plan, H' détermine ’homographie
By 2 2y 2 By = &yt EXy 1 85y,

ce (ui monfre que O, est bien un point'uni de l'espéce étudiée plus
haut. Il est d’ailleurs évident que tous les points unis de linvolution
considérée gont de méme nature.

10. Pour obtenir une image de l'involution I, il suffit de pro-
Jjeter la surface F' de la droite O, 0,, sur I'espace 0,0,. .. 0, c'est-i-
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dire d'éliminer w,, x;, entre les équations de F. On obtient ainsi une
surface @, d'ordre n, d’équations
. iP5 PoaE Lo Py ff‘]a‘ 7
[[Ps Pro Pu1 P12 Pz
P5* = P10y P5° = P13, Ps" = P5 P13, Pri” = Py Vi3,
P P = P115 Po Pro = Pi P13
Au point O, uni pour I, correspond sur & le point qui occupe
la méme position. Le cone tangent & la surtace ¢ en ce point ap-
partient & l'espace
Oy — OJ LT O, g = 0.
Il se compose du eéne quadratique
Olg? — o503 =0, 0t; =0, B, =0
et de deux plans
O = (0¥ 0y 5i=— (),
ty =0, a;3 =0, B13=0.
Le cone quadratique rencontre le second plan suivant la droite
oy == Oty = Gy3 = F13 =0
et les deux plans se rencontrent suivant la droite
05 = 0ty = g3 = 33 =0.
La surface ¢ posséde done bien au point de diramation 0, la
singularité obtenue plus haut.

Liége, le 26 juin 1948,
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