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A la mémoire de mon Pére. 

e surface peut être considérée soit comme lieu de ses 

points, soit comme lieu de ses plans tangents, soit 

enfin comme lieu de ses tangentes. Sous cette dernière 

forme, elle constitue un complexe de droites. Dans 

une série de notes publiées depuis 1927, nous avons systématique- 

ment utilisé le complexe des tangentes à une surface pour obtenir 

des propriétés de celle-ci. Notre point de départ est d’une part les 

profondes recherches de M. Demoulin sur la quadrique de Lie, 

d’autre part un théorème obtenu par MM. Bompiani et Tzitzeica, 

à savoir que les tangentes en un point aux asymptotiques d’une 

surface se correspondent dans une transformation de Laplace. Une 

invitation bienveillante de M. Hadamard nous a permis d’exposer 

nos recherches dans la séance du 6 décembre 1932 de son Sémi- 

naire du Collège de France ; c’est le développement de cet exposé 

qui fait l’objet de ce travail. 

C’est Darboux qui, dans ses magistrales Leçons sur la théorie 

des surfaces, a, le premier, mis en lumière le caractère projectif 

de la transformation de Laplace. Basées sur cette transformation, 

nos recherches appartiennent donc à la géométrie projective diffé- 

rentielle. Le lecteur trouvera les propriétés des suites de Laplace 

dont nous faisons usage soit dans les Leçons de Darboux, soit 

dans la Géométrie des réseaux de M. Tzitzeica. 

Nous avons d’autre part utilisé les propriétés de l’espace réglé 

et la représentation de cet espace sur une hyperquadrique appar- 

tenant à un espace linéaire à cinq dimensions. On trouvera, dans 

le bel ouvrage que G. Koenigs a consacré à ces questions (*), 

toutes les indications nécessaires. Il est juste d’ajouter ici que, par 

son mémoire Sur les propriétés infinitésimales de l’espace 

(1) G. Kormics, La géométrie réglée et ses applications, Paris, 1895. 
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réglé (*), G. Koenigs a fait, en Géométrie projective différentielle, 

œuvre de précurseur. 

A la fin de ce travail, nous avons donné la liste des mémoires 

dans lesquels les surfaces sont envisagées comme lieux de leurs 

tangentes ; nous avons joint à cette liste les titres de certains 

mémoires où ce concept n’est pas utilisé, mais dont les résultats 

sont nécessaires à notre exposé (*). Signalons que l’Introduction 

à la Géométrie projective différentielle de MM. Fubini et Cech, 

contient une liste très complète, arrêtée à 1929, des publications 

relatives à la Géométrie projective différentielle. 

Il nous reste à dire quelques mots de nos notations. Nous 

avons rcprësenté par f* la dérivée partielle d’une fonction f(u, v) 

prise i fois par rapport à u et k fois par rapport à v. Nous indi- 

quons par x" un point dont les coordonnées projectives homo- 

gènes sont les dérivées, d’après la notation précédente, de celles 

d’un point x dépendant de u, v. Ces notations ont été utilisées il 

y à plus de vingt ans par G. Segre ; elles ne sont pas conformes à 

celles du Calcul différentiel absolu qui, depuis, a pris un dévelop- 

pement considérable. Nous demandons cependant au lecteur la 

permission de les utiliser, aucune confusion n’étant possible. 

1. — Soit (æ) une surface rapportée à ses asymptotiques u, v, 

dans un espace projectif ordinaire Ss. Wilezynski a montré (72) 

que l’on peut choisir le facteur de proportionnalité des coordon- 

nées projectives homogènes x1, s, s, œ de manière à ce que ces 

coordonnées satisfassent au système complètement intégrable 

d’équations aux dérivées partielles 

2} 2ba" + ex =0, 
=æ*—2ax"cx=0, 

où a, b, c:, c, sont des fonctions régulières de u, v, au sens de 

M. Hadamard (*). Nous admettons donc que ces fonctions ont des 

) 

() Annales de l’Ecole norm. sup., 1882, pp. 219-338. 
(*) Les nombres en caractères gras, placés entre parenthèses dans le 

texte, renvoient à l’index bibliographique. 
() Le problème de Cauchy et les équations aux dérivées partielles 

linéaires hyperboliques. Legons professées à l'Université Yale (Paris, Her- 
mann, 1982). Voir p. 13, n° 9. 
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dérivées continues jusqu’à un certain ordre, d’ailleurs variable 

suivant les problèmes que nous considérons. 

Les conditions d’intégrabilité sont 

a®+c"+2ba"+4ab"=0, ( 
b4+ 2ab® 44 ba*=0, 2) 

%+ 2 ac,"* + 4 a'e, — 65°° + 2 be," # 4 b, . ‘ 

A un point æ non parabolique de la surface (z), attachons le 

tétraèdre ayant pour sommets les points 

z, m=æ=(loga)}""—22", n=uz (logb)" —22", 
y==[8 ab — (log a)"° (log b)""] æ + 2 &' (log b)" 

+ 22" (loga)® — 42" . 

Tout point de l’espace a des coordonnées de la forme 

2% + zm + an + 2y 

et nous dirons que les quantités zi, z., 2, Z sont les coordonnées 

locales de ce point. 

Nous avons 

22" =x (loga)®—m, 22"=2(logb)"—n, 

2 m” =z — m (log @) — 4 bn , 
2 m" — — 2 k,e H m (log b) * +y, 
2n =— 2hs-}n(log 0"* y, 3 
2n" = Bx — 4 am — n (log b)", 

2 y" — — 4 bz + 2 h,m — an — y (log a)"°, 
29°* = — 4 auz — Bm + 2 k,n — y (log b)"*, 

où l’on a posé 

h =— (log b" H 4ab, k, = — (log a)" +4ab, 

« —3 (log @+ Tog & + 4 (6" 4 6,), 
p 

8 —2 (log b)"* + (log b* + 4 (a* L e,). 
On en déduit les formules 

22, — — 7, (log à)"® — az, -+ 2 h,2, + 4 bfz, , 

22,9— 71 + 2 (log a) ® —2 hu , 
2 2519 — 4 bz, — 75 (log @) + az, , 

22,0 —— 25 + 2, (log ) 
et 

22" = — 7 (log b)" 4 2 k,2, — fz, + 4 auz, , 

2 2504 — — 23 (log b)" + 4 az; + fz,, 

22" — z, + 2, (log b)" — 2 k,z4 , 
22, — — 22 + 24 (log b)™ . 
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2. — Désignons par Q l’hyperquadrique d’un espace linéaire 

Ss à cinq dimensions dont les points représentent les droites de 

l’espace S;. Aux tangentes asymptotiques xæ"", æ" de la sur- 

face (x) au point x correspondent des points U, V dont les coor- 

données radiales sont respectivement 

Up=22," — 2,82, Va=—ax"— a2 (, k=1,2,8,4). 

Nous écrirons en abrégé 

U=lz 2", V=Iz a"|. 

En tenant compte des relations (1), on a 

U°4-2bV=0, V*+2aU=0. (4) 

La droite UV appartient à l’hyperquadrique Q et représente 

le faisceau des tangentes à la surface (z) au point . Lorsque u, v 

varient, la droite UV engendre une variété à trois dimensions, 

image du complexe des tangentes à la surface (x). 

Observons que si b est nul, les coordonnées du point U ne 

dépendent que de v. Par suite, sur la surface (z), les lignes u (sur 

lesquelles w varie seule) sont des droites et la surface (x) est réglée. 

De même, si a est nul, les lignes v de la surface (x) sont des 

droites. En particulier, si a et b sont nuls, la surface (x) est dou- 

blement réglée et est donc une quadrique. 

Nous supposerons à l’avenir, sauf avis contraire, que les fonc- 

tions a et b ne sont pas identiquement nulles. 

8. — Les points U, V sont consécutifs dans une suite de 

Laplace (Bompiani, 1, Tzitzeica, II). Représentons cette suite de 

Laplace L par 

cor Uny ooy, U, U, V, Vi, …… Vo o, (L) 

chaque terme étant le transformé du précédent dans le sens des u. 

Nous avons (17) 

U,* =U,,, +U, (log bh, … h,)" , 
U, =h U,-1> 
U," — U," (log bh, … h,)" — h, U, =0, 

où les quantités h sont définies par la relation 

b= —(log bhy...k,_,)"'+-h, = —(log b"h,""...h%, _oh, )4 ab 
Ces quantités sont les invariants des équations de Laplace 
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vérifiées par les coordonnées des points U, U, … Précisément, les 

invariants de l’équation 

U" — U" (log b)" — 4 ab U=0 

sont 4 ab et h.. Les invariants de l’équation de Laplace vérifiée 

par U, sont h,, haçr- 

On a de méme 

n41 + V, (log ak, … k,)"® , 
=k Vo, 

V1 —V, (log ak, ... k)1 — k,V,=0. 

Key = — (log a ky...k,))"" + nn = 
— (log a” k;" k2, Kn_1) * + 4 ab. 

Les invariants de l’équation de Laplace 

VH — V* (log ) —4ab V=0 

sont k: et 4 ab. Ceux de l’équation vérifiée par V, sont I, et k.. 

Dans la suite, lorsque le contraire ne sera pas spécifié, nous 

supposerons que la suite de Laplace L est illimitée dans les 

deux sens. 

Observons que la suite L ne peut appartenir à un hyperplan, 

car alors les tangentes à la surface (x) appartiendraient à un com- 

plexe linéaire, ce qui n’est possible que si la surface est un plan, 

cas que nous excluons. 

4. — Représentons par 

Qg =0 

la condition pour que deux points p, q de Ss soient conjugués par 

rapport à l’hyperquadrique Q. L’équation de celle-ci est alors 

9 (p,p) =0. 
Nous avons 

9 (U U =0, Q(U,V) =0 Q(V,V)=0. 

En dérivant ces relations par rapport à v et à u, on en déduit 

Q(U,U)=0, Q(U,V)=0, Q(U,V,)=0, Q(V,V,)=0, 
Q(U, V)=0, Q(U,V,)=0. 

Les points images des arêtes du tétraèdre zmny sur l’hyper- 

quadrique Q sont donnés par les formules 



8 LA THÉORIE DES SURFACES 

|z m|4+2U=0, |2 n|4+2V=0, 

|z y[+2(U+V)=0, 
[m n|+2(U—V)=0, 

[m y| —4V, — 4V, (log ak,)}® — 24V 
|n y]| — 4U, — 4U, (log bh,)" — 28U=0. 

Les points U, + Vi, U, — V, appartiennent donc à Q et on a 

Q (U, Vi) =0. 

En dérivant cette relation successivement deux fois par rap- 

portàu, ona 

Q (U, Vo) =0, Q (U,, Vo) = 0. 

Il en résulte que le pôle de l’hyperplan UVV,V:V; par rapport 

à Q est le point U,. Par suite La suite de Laplace L est autopolaire 

par rapport à l’hyperquadrique Q (17). 

L’hyperplan polaire de U, est V,_2 Vn-1 Vn Vo Vnis et celui 

de V,, Voo Un-1 Un Un41 Un2. En particulier, l’hyperplan polaire 
de U est U,UVV.V, et celui de V est V,VUU,U.. 

5. — Posons 

1 
A=|æ x" 2" x"| =-—1—6[æmny|, 

où les seconds membres désignent les déterminants obtenus en 

affectant successivement des indices 1, 2, 3, 4 les termes écrits. Le 

déterminant À ne peut être nul puisque æ n’est pas un point para- 

bolique. On a d’autre part 

A°—0, A" =0 

donc A est une constante. 

De la relation 

EU Hle yl+Im n|=0, 
on déduit 

Q (U, U) =— 2 A. 

On trouve de même 

Q (V,, V,) =2 À. 

Les points U,, Vi ne peuvent donc appartenir à l’hyperquadrique Q. 

Un calcul analogue au précédent montre que l’on a 
—— 

Q (U., U») —— 2 [B + (log bh)""] À , 
Q (Ux U) =+2A(log bh)", Q(U,, U)=24, 
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— 
2 (Vo, Va) = 2 [0+ (log ak)°] à , 

Q (Va V,)=—2 A (log ak,)", 2 (V2, V)=—2A. 

Ces relations permettent de trouver la liaison entre sept points 

consécutifs de la suite L. On a par exemple (34) 

2 U, 42U, (log b°h,*hy)” 2 6,0, + b (log b'B)" U 
— +a[aV 4V, (log ak)® + V,] =0, 

2V, + 2 V, (Iog @®k*k) + 3 a, V, -+ « (log a*a)! V 6) 
4 b [8U + U, (log bh* + U,] =0, 

où l’on a posé 

=P+ (log bh,)" + (log bl)"* (log b*h,)"" , 
« = « + (log ak,)* + (log ak,)" (log a°k,)" . 

La seconde des relations (5) se déduit de la première en déri- 

vant celle-ci par rapport à u et en tenant compte de l’identité 

ax 42 aa’® = b8"* —2 Bb", 

conséquence des conditions d’intégrabilité (2). 

6. — Tout point G de l’espace Ss peut être représenté par 

G= mVs | nU | qU | EV | BV, | &V.. 

Pour que le point G appartienne à l’hyperquadrique Q, on 

doit avoir 

9 (G, G) =0, 
c’est-à-dire 

B’ + [n + n2 (log bR — 2 n 12 — à E* — 
[ HE (dogak)"P +258=0. (6) 

Les quantités n, E peuvent être considérées comme les coor- 

données locales du point G et l’équation (6) est celle de l’hyper- 

quadrique Q. 

Lorsque la relation (6) est vérifiée, le point G est l’image 

d’une droite g de S,, intersection des quatre plans 

e [z, (log b)" + 2 B25] — miz) — 2 m25 4- 232, 4- En 
— & [n (log ak))'* 4- 2 az,] =0, 

e [25 (log b)) — 2] — 4125 - 282, — Bz, 
+ E [z (log ak,)"* — 2 az,] =0, 

e [22 (log bR)" — 2 fz,] — niz, + 2 m4 — iz, 
+ & [(æ210g ak,)"* — 2] =0, 

e [22 H 2, (log bI)"'] — mi24 Bz, — Es [25 4 2 (log ak,) '] =0 . 



10 LA THÉORIE DES SURFACES 

Supposons que les quantités n, E dépendent de u, v mais 
satisfassent à l’équation (6). Le point G décrit une surface (G) 
appartenant à Q et la droite g décrit une congruence (g). Le plan 
tangent en un point G à la surface (G) est tangent à l’hyperqua- 
drique Q et coupe donc celle-ci suivant deux droites g, g: passant 
par G. Les courbes de la surface (G) enveloppées par ces droites 
représentent les développables de la congruence (g). L’équation 
différentielle de ces développables est donc 

9(G*, G*) du* H 2 9(G", 6") dudv + Q(G”, G* )dv* = 0. (7) 

Les droites g1, ga représentent deux faisceaux de rayons ayant 
en commun la droite g et dont les sommets G,, G. sont les foyers 
de la droite g, leurs plans y., ys étant les plans focaux de cette 
droite. 

Soit C une courbe tracée sur la surface (G), passant par un 

point G déterminé, mais sans y toucher les droites g., g. corres- 
pondantes. Aux points de C correspondent les droites d’une 
réglée gauche R appartenant à la congruence (g) et contenant la 
génératrice g homologue du point G considéré. Les tangentes à 
la surface R le long de g forment une congruence linéaire repré- 
sentée par la section de Q par l’espace à trois dimensions conju- 
gué, relativement à Q, de la tangente r à C en G. Cet espace est 
l’intersection de l’hyperplan E tangent à Q en G et de l’hyper- 
plan £ polaire par rapport à Q d’un point P de r, distinct de G. 
Désignons par pui, Pra les plans de Q images des gerbes réglées de 
sommets G:, G et par pai, a les plans de Q images des plans 
réglés y:, Ys Les plans pu, Pai se coupent suivant gs, les plans 
Piz, paz suivant g.. Les plans pu, p:2 ayant en commun le point G, 
se coupent suivant une droite et appartiennent à un espace linéaire 
à trois dimensions. Cet espace coupe l’hyperplan & suivant le plan 
polaire de P par rapport à la quadrique formée des plans i1, Pas- 
L’hyperplan & passe donc par la droite puiÿss. Pour la même rai- 
son, il passe par la droite puzpa1. D’autre part, l’hyperplan E contient 
les plans pu, ..., ;. Il en résulte que la réglée R touche le plan v, 
au point G; el le plan y: au point Gi. Les plans tangents aux 
surfaces focales (G:), (G.) de la congruence (g) sont donc respec- 
tivement v,, Y. 

Lorsque le premier membre de l’équation (7) est un carré 
parfait, les droites g., g. sont confondues et la droite g est la 
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tangente asymptotique d’une surface. Cette condition est néces- 

saire et suffisante. Le plan tangent à la surface (G) en un point G 

touche l’hyperquadrique Q le long d’une droite, qui représente 

le faisceau des tangentes à la surface dont g est une asymptotique, 

au point de contact de celle-ci avec cette surface. 

C’est ce qui a lieu pour les point U, V. Le plan tangent en 

un point U à la surface (U), par exemple, c’est-à-dire le plan 

U,UV, touche l’hyperquadrique Q le long de la droite UV. 

7. — Représentons par S,, S, les développables ayant pour 

arêtes de rebroussement respectivement les lignes u, v de la sur- 

face (x) ; nous les appellerons développables asymptotiques de 

cette surface. Les surfaces S, sont représentées, sur Q, par les 

lignes u de la surface (U) et les surfaces S,, par les lignes v de la 

surface (V). 

Nous désignerons par R, une surface réglée engendrée par 

les tangentes aux lignes u aux différents points d’une courbe v 

de la surface (x), par R, une surface lieu des tangentes aux 

lignes v aux points d’une ligne u. Nous appellerons ces surfaces 

les réglées gauches asymptotiques de la surface (z). Les sur- 

faces R, sont représentées, sur Q, par les lignes v tracées sur la 

surface (U), les surfaces R,, par les lignes u tracées sur la sur- 

face (V). 

Cela étant, fixons l’attention sur un point æ de la sur- 

face (x) et sur les réglées S,, S,, Ry, R, relatives aux lignes u, v 

passant par ce point. Le complexe linéaire osculateur à la 

réglée S,, le long de la droite xx"", a pour image la section de Q 

par l’hyperplan osculateur à la ligne u de la surface (U), au 

point U correspondant au point æ considéré. Cet hyperplan est 

UVV,VzV; ; il a pour pôle U,. De même, la section de Q par 

I'hyperplan VUU,UzU; représente le complexe linéaire osculateur 

à S,, le long de zz*'. Ces deux complexes ont en commun une 

congruence dont les directrices ont pour image, sur Q, les points 

d’intersection de cette hyperquadrique avec la droite U:V., c’est- 

à-dire les points |z yl, |m n|. Les directrices en question sont 

donc les arêtes zy, mn du tétraèdre que nous avons attaché au 

point x. Ce sont les directrices de Wilezynski de la surface (z). 

La demi-quadrique osculatrice à la réglée R, le long de la 

droite x"" a pour image, sur Q, la section de cette hyperqua- 
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drique par le plan osculateur UU,U, au point U homologue de x, 
à la ligne v passant par ce point et tracée sur la surface (U). De 
même, la demi-quadrique osculatrice à la surface R, le long de la 
droite x"" a pour image la section de Q par le plan VV,V,. Mais 
les plans UU,U,, VV,V, sont conjugués par rapport à Q, donc ces 
deux quadriques ont même support ®. C’est là un théorème énoncé 
sans démonstration par Lie ; M. Demoulin en a donné deux 
démonstrations (6) ; celle qui précède coïncide en substance 
avec l’une de ces démonstrations. 

Le quadrique ® est la quadrique de Lie attachée au point x. 
Elle a pour équation, en coordonnées locales, 

2z, + 225 =0. (®) 

Les sommets du tétraèdre xmny sont les points d'intersec- 
tion de la quadrique de Lie avec les directrices de Wilezynski 
æy, mn. Ce tétraèdre est inscrit dans la quadrique. 

8. — Nous allons maintenant indiquer une propriété de cer- 
taines séries de quadriques (31). 

Soit X, un point de Ss dont les coordonnées dépendent de 
deux paramètres u, v et satisfont à une équation de Laplace. Il 
appartient à une suite de Laplace que nous écrirons 

Xow oo Xy Koy Xay oy Koy oy (o)) 
chaque point étant le transformé du précédent dans le sens des v. 
On sait que le point Y., pôle de l’hyperplan X_.X_,X,X,X, par 
rapport à Q, décrit un réseau conjugué ; il appartient à une 
suite de Laplace. 

oY <0s Y, Y, Y, ……> Y, (I 

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens 
des v. La suite (II) est la polaire de la suite (T) par rapport à Q ; 
le point Y, est le pôle de l’hyperplan X_,_2 X_,_, X_, X_gn p 
(n positif ou négatif) . 

Les plans X,_, X, X, et Y_,_, Y_, Y_ny étant conjugués par 
rapport à Q, coupent cette hyperquadrique suivant deux coniques 
représentant dans S, deux demi-quadriques ayant même sup- 
port @,. On obtient ainsi une suite de quadriques dépendant de 
deux paramètres u, v, n prenant toutes les valeurs entières. 

Deux quadriques consécutives de la suite, par exemple 6,, 
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@,-1, ont en commun les quatre droites représentées, sur Q, par 

les intersections de cette hyperquadrique avec les droites X,_: X,, 

Y_nss Y_n Par suite, deux quadriques consécutives de la suite se 

touchent en quatre points. 

Dans l’espace S, l’équation de la quadrique ©, aura pour 

coefficients les déterminants à neuf éléments tirés de la matrice à 

six lignes et trois colonnes formée avec les coordonnées des points 

Xn-15 X4 Xay1. Nous représenterons l’un de ces déterminants 

par |X,-1 X, X,;:| et nous écrirons l’équation de 8, dans la forme 

Eaty/Xner Xn Xapil = 0. (8) 

Mais on parviendra à la même équation en partant des 

points Y_,-1, Y_,, Y_nyi et l’équation de O, pourra également 

s’écrire 

EacitnlY_nda Yoo Y_neil = 0. (9) 

Pour avoir les points caractéristiques de la quadrique ©, 

lorsque u, v varient, dérivons (8) et (9) en premier lieu par 

rapport à v. Nous obtenons, en tenant compte de ces équations : 

5 200 | Xy X Xt | =0, £y | Y es Yoo Yoy | =0, 
Ceci montre qu’en dérivant l’équation de @, par rapport à v, 

on obtient une quadrique représentée, dans l’espace Ss, par deux 

plans conjugués par rapport à Q et passant l’un par X,.. Xn 

l’autre par Y_, Y_,-1. De même, en dérivant l’équation de ®, par 

rapport à u, on obtiendra une quadrique représentée, dans Ss, 

par deux plans conjugués par rapport à Q, passant l’un par 

X, Xn41, l’autre par Y_n4a Y_,. Par suite, les huit points caracté- 

ristiques de la quadrique ©, sont ses points de contact avec les 

quadriques 0,1, On+1- 

On observera que ce raisonnement est toujours applicable, 

même si la quadrique 0, était dégénérée. 

A une suite de Laplace de l’espace Ss (et à sa polaire par rap- 

port à l’hyperquadrique Q) correspond dans S, une suite de qua- 

driques telle que deux quadriques consécutives se touchent en 

quatre points, caractéristiques pour les deux quadriques. 

9. — Appliquons ce théorème à la suite L. Les plans U, U,y 

Uniz, Va Vaia Vnça, conjugués par rapport à l’hyperquadrique Q, 

représentent une quadrique @, de S;. Au point x de la surface (x) 
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est attachée une suite de quadriques ®, ®,, … dont la première 
est la quadrique de Lie, telle que deux quadriques consécutives 
de la suite se touchent en quatre points, caractéristiques pour ces 
deux quadriques. 

Examinons l’enveloppe de la quadrique de Lie ® lorsque 
u, v varient. Les droites UU,, VV. étant tangentes à Q respective- 
ment en U, V, le point æ absorbe quatre points caractéristiques 
de-la quadrique de Lie. La quadrique de Lie a donc au plus cinq 
points caractéristiques distincts, déterminés sur cette quadrique 
par les couples de plans. 

2 ezt =0, 2882* =0, 

passant respectivement par les tangentes asymptotiques æx", 
æx* de la surface (z). Ces couples de plans découpent sur ®, en 
dehors des tangentes asymptotiques, les côtés du quadrilatère 
gauche commun aux quadriques ®, ®, ; ces côtés sont les tan- 
gentes flecnodales des réglées gauches asymptotiques R,, R, rela- 
tives au point w. Ce quadrilatère ayant pour sommets les quatre 
points caractéristiques de la quadrique de Lie distincts du point z, 
est appelé quadrilatère de Demoulin ; c’est ce géomètre qui a 
le premier étudié l’enveloppe de la quadrique de Lie et établi les 
propriétés précédentes (5). Nous avons introduit la considération 
des quadriques ., ®., … (17). L’équation locale de la qua- 
drique ®, est 

3z B +ofré— 5158 (08 B a1z, 22) =0 . 
En vertu de la relation 

aa(log a’a)"* = bB(log b°8)*, (10) 

l’équation de ® est symétrique en «, B. 

10. — M. Demoulin a étudié les surfaces dont les quadriques 
de Lie n’ont que deux points caractéristiques (5, 12), étude que 
nous avons poursuivie en utilisant la suite L (18, 34, 40) et que 
nous allons résumer. 

Supposons que les quadriques de Lie de la surface (æ) 
n’aient que deux points caractéristiques. Les droites ULU., V.V, 
doivent être tangentes à l’hyperquadrique Q et, puisque les 
points U,, Vi ne peuvent appartenir à Q, les points de contact 
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ne peuvent être que U., V,. Ces points ne peuvent coincider, car 

alors la suite L aurait la période cinq et l’hyperplan polaire de U, 

par rapport à Q contiendrait ce point, ce qui est impossible. Pour 

la même raison, les points U,, Uz, Vi, V, ne peuvent être situés 

dans un même plan. 

Le plan U.U.Us, tangent à la surface (U:) en U. et le plan 

V,V.V,, tangent à (V) au point V., sont tangents à Q et coupent 

cette hyperquadrique suivant deux droites distinctes ou coinci- 

dentes. L’espace linéaire à trois dimensions U,U:V.Va coupe Q 

suivant une quadrique, Le plan polaire de U, par rapport à cette 

quadrique passe par Us, Vs, Vi et le plan polaire de V, passe par 

V., Us, U,. Or, la droite U.V. appartient à Q et la quadrique con- 

sidérée est donc formée de deux plans passant par U. V.. Par suite, 

les plans U,U,V,, V.V,U, touchent Q le long de cette droite. 

Il en résulte que les points Us, V. représentent les tangentes asymp- 

totiques de l’enveloppe de la quadrique de Lie ®, au second point 

‘caractéristique de celle-ci. De plus, le point U; coïncide avec Vs et 

le point V; avec U; ; la suite L a la période six. 

Les équations (5) doivent être identiques, ce qui entraine 

«=0,8=0, an 
U +2aV,=0, V.H2LU,=0. 

Des relations (11), on déduit 

(log bh)* =0, (log ak)" = 0, h. = h, ks = k.. 

De plus, on a 

Un" + U,(log b)* H 2a Vs =0, Va"" 4- Va(log a)"" 4 2b U, = 0. 

Si y' est le second point caractéristique de ®, les surfaces (æ), 

(y) ont même quadrique de Lie ® et mêmes directrices de 

Wilezynski æy, mn. Il en résulte que le point y' coincide avec y. 

La surface (y) a pour asymptotiques les lignes u, v ; les tangentes 

aux lignes u sont représentées par les points Vs, les tangentes aux 

lignes v par les points U,. On a d’ailleurs 

»4 0 (108 L \" 4 9 p My 4 [L qog ® 4 4 ogay * oy (log T 20729" 4| 5 (log @)+ (loga) , 
— 5 o @ (log fa)" + b 2 (log " y =0, 
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b\ k, 1 1 —— 
02 o1 o K 1o 1 o2 4 1 o ¥y <10g k,) +2aly +[2 (1og bj* 4- log &) 

— 3 Qog b)* (log k)" + a2 (log @) y=0. 
La quadrique ®, se réduit au plan ymn, tangent à la sur- 

face (y) en y, compté deux fois. 

Une surface dont les quadriques de Lie n’ont que deux points 

èamctéristiques donne lieu, dans l’espace Ss, à une suite de La- 

place L de période six, si par hypothèse cette suite est illimitée 

dans les deux sens. La surface et la seconde nappe de l’enveloppe 

ont mêmes quadriques de Lie et mêmes directrices de Wilczynski. 

Les asymptotiques se correspondent sur les deux surfaces. 

Au point U, correspond la droite yn et au point V. la 

droite ym. 

11. — Les directrices de Wilezynski zy, mn des surfaces (z), 

(y) donnent lieu à une configuration intéressante. 

Supposons en premier lieu que (log @) et (log b)" ne 

soient pas égales. Les développables des congruences (zy), (mn) 

sont données par u = c, v = c, 

Les foyers p, q de la droite xy sont donnés par 

p=y—2hæ, q=y+2 hx 

etona 

2 (n — ki) p* — [(n + k) (log a)"® + 2 h;"°] p 
+2 h (log ah)® q =0, 

2 (ke, — Tu) q* — [(a + M) (log 6)" 42 k*"] q 
+ 2k, (log bk,)* p=0. 

Les foyers de la droite mn sont les points m, n et on a 

2m'" 4 m (log a)®+4bn=0, 

2n* Æn (log b)"H+4am=0. 

Les points p, q appartiennent à une suite de Laplace 

vs AR Pay Ph O Qn <0s Qn m0 M 

et les points m, n à une suite de Laplace 

My, oy My, M, N, Ty 00 Ty, 00 qn 

Dans chacune de ces suites, un point est le transformé du 

précédent dans le sens des u.



PT L’ESPACE RÉGLÉ 17 

On trouve aisément les relations 

m=y—2hz, m=y—2ks. 

p=—p+n(ogah)" , q =q-+ m(logbk)". 
Tl en résulte que la suite (IT) est doublement inscrite dans la 

suite (I). Le point m appartient aux droites qq: et p,p: ; le point 

m aux droites pq et p.ps ; le point m, aux droites p,_, P et 

Pi4x Piss. De même, le point n appartient aux droites pp, et qaqa ; 

le point n, aux droites gp et g.q, ; le point n; aux droites ¢;_» qis 

et Gipr Qg 
De plus, on a 

@ypm)=—1, (zyqm)=—1 

Si l’on pose 

m=mä , X=nÿ5, 
on trouve 

m°'+4ayabn=0, n"4+2/abm=0o 

et la congruence (mn) est une congruence de Goursal (71). 

Inversement (20), partons d’une congruence de Goursat 

(mn) dont les foyers m, n satisfont aux relations 

m“Hgen=0, n" 4 em=0. 

Soient 

m=m* —m (log 9)", m=n"—n (log 6) ". 

Si les développables de la congruence (m,m) sont données 

par u= c", v= c° et si p, q sont les foyers de la droite mm, 

les points doubles æ, y de l’involution déterminée sur une droite 

MM par les couples pm,, qru, décrivent deux surfaces (x), (y) 

ayant mêmes quadriques de Lie, ces quadriques n’ayant pas 

d’autre point caractéristique que z, y. 

Supposons maintenant que l’on ait 

(log a)" = (log b)™. 

Les surfaces (z), (y) sont isothermo-asymptotiques. La 

droite xy passe par le point fixe p =y 4 h.z et la droite mn 

appartient à un plan fixe w. Les surfaces (x), (y) se correspon- 

dent dans une homologie harmonique de centre p et de plan w 

(&5). C’est le seul cas où deux surfaces ayant mêmes quadriques 

de Lie sont projectivement applicables. 
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12. — Certaines des propriétés dont il est question au n° 10 

peuvent s’étendre. Bornons-nous à les signaler. 

Si la suite de Laplace L est périodique, sa période est paire. 

Si les droites U,-:U,, V...V, sont tangentes à Q respectivement 

aux points U,, V, (sans appartenir à cette hyperquadrique), Un;1 

coïncide avec V, et, par suite, V,;1 avec U, ; la suite L a la période 

2 n+-2. Les points U,, V, représentent les tangentes asymptoti- 

ques d’une surface dont les quadriques de Lie sont les quadriques 

®,_, attachées à la surface (z). 

Tl importe de remarquer que les conditions imposées alors 

à la surface (x) peuvent être contradictoires. Nous avons pu dé- 

montrer (51) que l’on ne peut avoir n = 3 ou, en d’autres ter- 

mes, qu’il ne peut exister de surfaces ayant mêmes quadrilatères 

de Demoulin. Il est probable que l’on.ne peut avoir n > 2. 

13. — Proposons-nous d’étudier les surfaces (x) dont les 

quadriques de Lie ® n’ont que trois points caractéristiques, étude 

commencée par M. Demoulin (5). 

Dans l’hypothèse envisagée, l’une des droites U,U,, V.V, est 

tangente à l’hyperquadrique Q ; supposons que ce soit la pre- 

mière, le point de contact étant U.. Désignons par D,, D, les 

points de rencontre de la droite V,V. avec Q. 

L’hyperplan VV,V.V.V,, polaire du point U. par rapport à Q, 

contient les points U,, U.; Us et coupe Q suivant un cône de som- 

met U.. Le plan V:V:V,, conjugué du plan U,U.U,, passe par le 

sommet de ce cône ; les points U., Vi, V,, Vs sont donc copla- 

naires. Le plan V,V.V, coupe Q suivant les droites U, Dy, U, D. et 

la quadrique @, est donc dégénérée en deux plans distincts. 

Désignons d,, da les droites de S, représentées sur Q par D,, 

D. ; par d la droite représentée par U.. Les points caractéristiques 

de la quadrique de Lie ® sont, outre le point x, les points 

Ry = dd,, R, =dd.. La quadrique @, est formée des plans 

fi = ddi, p» = dd.. Les droites U, D,, U, D. représentent les fais- 

ceaux de rayons de sommets R, R; et de plans p:, pa. 

Si l’on exprime que la droite U, U, est tangente à Q en U, 

ona 

Q (Us, U,) =0, Q (U, U,) =0, 

c’est-à-dire 

8=0, (log bh)"=0. 
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La seconde condition est d’ailleurs une conséquence de la 

première, car on a 

@ =_—2 h (log bh)"* 

et, par hypothèse, h: n’est pas nulle. On a, en outre, h = h. 

Les équations (5) deviennent 

U, +2a [aV +V, (log ak) ° H V,] =0, 
V, - V, (log a°k,2k2)"" + 4 V, + 20U, =0 . 

On voit donc que le point U; appartient au plan VV.V; ei, 

comme nous l’avons déjà reconnu, le point U; au plan V,V,V,. 

I en résulte que le point U, (n>0) appartient au plan U, U,s 

U,-, le point Us au plan U,UV, le point U, au plan UVV,, le 

point U au plan V,V.V,, le point V, au plan V, Vo5 Voo La 

suite L est donc en quelque sorte circonscrite à elle-même, chaque 

point de cette suite appartenant au plan déterminé par trois 

autres. . 

Les points D, D, sont donnés par 

D = Vi* + ¢V, D= V — oV, 

où ¢ est une racine de l’équation 

¢ 4 a=0. 

Un calcul simple montre que les points D,, D, décrivent des 

réseaux conjugués à la congruence (V,V:) et que, de plus, le 

plan tangent en D, à la surface (D:) [ou en D. à la surface (D.)] 

touche l’hyperquadrique Q suivant la droite D,U, (ou D, Us). La 

droite D, U, (ou D, U.) est tangente à la ligne u de la surface 

(D:) [ou (D,)]. Par suite, les droites di, d. sont des tangentes 

asymptotiques respectivement des surfaces (R:), (R.) et sur ces 

surfaces, les lignes u sont des asymptotiques. 

La droite V,V; coupe l’hyperquadrique Q en des points situés 

sur les droites DU,, DaUz. 

Nous allons fixer l’attention sur la surface (R:), les proprié- 

tés de la surface (R:) étant analogues. Désignons par Ÿ le point 

de rencontre des droites V,V,, D,U, et, pour uniformiser les 

notations, représentons le point D, par U. Un calcul simple 

montre que les lignes u, v forment un réseau conjugué sur la 

surface (V) et que le plan tangent à cette surface en V touche Q 
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le long de la droite V U. De plus, cette droite est tangente en V 

à la courbe v située sur cette surface. Il en résulte que les lignes v 

sont des asymptotiques de la surface (R:). 

Si les quadriques de Lie d’une surface n’ont que trois points 

caractéristiques, il y a conservation des asymptotiques sur les trois 

nappes de l’enveloppe (22). 

14. — Les points U, Ÿ sont consécutifs dans une suite de 

Laplace que nous écrirons 

Uy, UV, V0 (0 

chaque point étant le transformé du précédent dans le sens des u. 

La suite (f) est à la fois inscrite dans la suite (L) et circonscrite 

à cette suite. Le point V appartenant à la droite V.V, et le point 

U à la droite V,V., le point U; appartient à la droite VV,, le point 

U. à la droite UV, … D’autre part, la droite UV passant par U, 

la droite VV, passe par Us, la droite V.V, par U, … 

Désignons par ® la quadrique de Lie attachée au point Ry 

à la surface (R:). Elle est représentée, dans Ss, par les plans 

UU,U,, V 

tiques de la quadrique ®, distincts de R:, sont les sommets du 

quadrilatère dont les droites sont représentées par les intersec- 

tions de Q avec les droites U,U,, V:V.. La première appartient au 

plan UVV,, qui touche Q le long de la droite UV, donc U.U: est 

tangente à Q en Us. La droite V,V. passe par U ; si elle était tan- 

» conjugués par rapport à Q. Les points caractéris- 

gente à Q en ce point, les quadriques © n’auraient que deux points 

caractéristiques et coïncideraient avec les quadriques ®, ce qui est 

impossible. Il en résulte que les quadriques ® ont trois points 

caractéristiques. 

Les quadriques de Lie d’une surface et les quadriques de Lie 

d’une nappe de l’enveloppe des premières, ont le même nombre 

de points caractéristiques (27). 

Les foyers de la directrice de Wilezynski æy de la surface (z) 

sont 

p=y+2hæ, g=y-+2ka. 

Les foyers de la droite mn sont le point n et le point 

m=2 (hä — k) m + an. 
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Supposons les quantités (log a)"!, (log b)™ distinctes ; les 

points p, q et m, n sont distincts et on a 

2 (ks — h) 9* + [2aa — (hy 4 k) (log 6}" — 2 k"* q 
+ 2 [k, (log bk,)" — az] p=0, 

2 (h, — k) n°* 4 [(h — Ke,) (log b)* — 2ag) n +2am =0. 

p est le transformé de Laplace de q dans le sens des v et m, 

celui de n dans le même sens. Si n, est le transformé de Laplace 

de n dans le sens de u, la droite nn, rencontre la droite xy au 

point y — 2 h.z. Les plans focaux de la droite mn coupent la 

droite wy aux points y — 2 h:x, y — 2 k. 

Supposons maintenant 

(log @)™ = (log b)"", 

d’où hy = k. Les foyers des droites xy sont confondus ; celui de 

la droite xy est y —- 2 fux, celui de la mn est n. Les points p, n 

décrivent des surfaces sur lesquelles les lignes v sont des asymp- 

totiques, les tangentes à ces lignes étant respectivement les droites 

æy, mn. 
Dans tous les cas, les directrices de Wilczynski s’appuient sur 

la droite d, joignant les points R, R.. Cette droite d engendre 

une congruence W, conformément d’ailleurs à un théorème clas- 

sique de Darboux. 

15. — Avant d’étudier les surfaces pour lesquelles les qua- 

driques de Lie ont cinq points caractéristiques, telles que les 

asymptotiques soient conservées sur les différentes nappes de 

l’enveloppe, nous étudierons les congruences W. 

Soit (j) une droite engendrant une congruence W dont la 

surface (x) est une nappe focale. D’après un théorème de Dar- 

boux, le point J qui représente la droite j sur Q satisfait à une 

équation de Laplace. Il résulte de plus d’un théorème de M. De- 

moulin (9) que si ce point, qui appartient à la droite UV, est 

représenté par 

J=AU—uV, 
ona 

A 2au=0, p" -2 bk = 0. (12) 
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Le point J satisfait alors à l’équation de Laplace 

F* _ T* (log p)* _ 1* (log V¥ 

+ [(log W™ (lug 1) — 4 ab] J =0. 

Le point J appartient à une suite de Laplace que nous écrirons 

vc Jny ey Jn LT, T <0s (3) 

chaque point étant le transformé du précédent dans le sens des u. 

La suite (J) est inscrite dans la suite (L); le point J, appartient 

à la droite U, U,, le point J_, à la droite V,-1 V,. 

Les équations (12) sont précisément les mêmes que celles 

auxquelles satisfont les coordonnées des points U, V. Cela étant, 

considérons un espace linéaire à six dimensions S, dont une des 

faces de la pyramide de référence soit l’espace Ss déjà considéré. 

Soient, dans cet espace, U un point dont les coordonnées sont 

celles de U et 1, Ÿ un point dont les coordonnées sont celles de 

V et À. Les points U, Ÿ sont consécutifs dans une suite de La- 

place £. La projection de cette suite sur Ss, à partir du sommet 

opposé de la pyramide de référence, est la suite (L). D’autre part, 

la droiteU Ÿ coupe S; au point J et la section de £ par l’espace 

Ss est donc la suite (J). On a donc 

J, = Pnor Un — Bn Uncrs T =My Va— M Vo, 

OÙ ,, À, se définissent par les relations 

Bn = Pn — Pn (10g bRy …. Mn ) f = By, 
=R — %_ (1og ak, ... ko), N == Kn Anct » 

analogues à celles qui servent à former les coordonnées des points 

Uy, Vn 

Le second foyer de la droite j est le point? défini par 

_ a\e p \ 
|/fÎz=)\logÎ ——plogî =—)\m+un, 

où l’on a posé 

e = 208 — 2 uu — RÉL uL 438 (60 ) — 47 (@ -H 6. 
Les asymptotiques de la surface (æ) sont les lignes u, v et 

ona 
—I 10_, _— 

E— %(logîî) P +cz=0, 
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_— à w0 _— e 47500 
où &, ¢, dépendent de a, b, ¢, Cz, À, u- 

Désignons par 

les points de Q qui représentent les tangentes asymptotiques 

de la surface (z). On a 

10 10 o 
T =#f(10g 2} 7 m_}( #}" U )\(Iogp) V,V__Plog)\ U. 

Les points U, V sont consécutifs dans une suite de Laplace 

S AL 1V Uj A AT A & 

dans laquelle est inscrite la suite (J). 

Le point P, pôle de l’hyperplan J_ J_: J J: J, par rapport à Q 

est donné par ; 

P=2(U—U)=p(V—V). 

En effet, ce point appartient à une suite de Laplace 

…. Py <… Pu, P, P, … P, — (æ) 

polaire de la suite (J) par rapport à Q ; cette suite est donc cir- 

conscrite aux suites (L), (L). 

Dans les suites (î), (2), chaque point est le transformé du 

précédent dans le sens des u. Le point P, est le pôle de l’hyperplan 

[ PTPR J0nons 
Les plans J,_1 Jn Jn+r, P_n-1 P_n P_ny1, conjugués par rapport 

à Q, représentent une quadrique W, de S. On obtient ainsi une 

suite de quadriques (pour n prenant toutes les valeurs entières, 

positives, nulle ou négatives) telle que deux quadriques consé- 

cutives se touchent en quatre points, qui sont des points carac- 

téristiques des deux quadriques (32). La quadrique W (pour 

n = 0) dégénère en deux plans : les plans focaux de la droite j. 

Considérée comme quadrique-enveloppe, elle dégénère en deux 

gerbes de rayons ayant pour sommets les foyers de la droite j. 

A toule congruence W est altachée une suite de quadriques 

telle que deux quadriques consécutives de la suite se touchent cn 

quatre points, caractéristiques pour chacune de ces quadriques. 
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16. — Le complexe linéaire osculateur à la congruence (j) le 

long de la droite j est représenté par l’hyperplan J_. … J., de 

pôle P. La polarité par rapport à ce complexe linéaire est repré- 

sentée, dans Ss, par l’homologie harmonique de centre P et d’hy- 
perplan J_2 … J. 

Les points U et T sont homologues dans cette homologie, par 

suite les plans UU,U., UU.U., qui se coupent suivant la droite J.J.. 

sont également homologues dans cette homologie. Il en est de 

méme des plans VV,V., VV.V,. Les plans UU.U., VV.V. représen- 

tent la quadrique de Lie ® attachée au point 7 à la surface (z). 

Les quadriques ®, ® ont en commun les quatre droites représen- 

tées sur Q par les intersections de cette hyperquadrique avec les 

droites J.J,, J_.J_, ; par suite ces quadriques se touchent en 

quatre points. Elles sont de plus polaires réciproques par rapport 

au complexe linéaire osculateur à la congruence (j) le long de la 

droite j==xx. Cette dernière propriété est due à M. Demoulin 

(11), qui l’avait obtenue par une voie différente (cf. 28). 

On remarquera que cette propriété ne peut s’étendre aux 

autres quadriques des suites que nous avons attachées à (x), (Ë). 

Le point P,, par exemple, cst l’intorscction des droites U,_: U,_1, 

U, U,, mais le point J,, que les droites U, U,, U, U, ont en 

commun, n’appartient pas à l’hyperplan polaire de P, par rap- 

portà Q. 

17. — Supposons que l’on nous donne deux congruences W, 

soient (j), (j'), ayant pour surface focale commune (æ). Nous 

adopterons, pour les éléments déduits de la seconde congruence, 

les mêmes notations que pour la première, mais accentuées. Nous 

aurons donc deux nouvelles suites de Laplace de Ss, (J7), (2), 

polaires par rapport à Q, la première inscrite dans (L), (L), la 

seconde circonscrite à ces suites. 

Les droites JJ_, et J'J'_,, situées dans le plan UVV,, se coupent 

en un point A et de même, les droites J Ji, J'J, se coupent en un 

point B. Lorsque u varie seule, les droites J J, J'J', engendrent 

des développables dont les plans tangents sont respectivement 

JJ1J_1, JUL L, qui se coupent suivant la droite BA. Cette droite 

est donc tangente à la ligne u tracée sur la surface (B). De même, 

la droite AB est tangente à la ligne v tracée sur la surface (A). Il 
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en résulte que les points A, B se succèdent dans une suite de 

Laplace 

=> Bu <0s By B, À, Ay An ve05 (@) 

chaque point étant le transformé du précédent dans le sens des u. 

La suite () est inscrite dans les suites (J), (J'); le point B, est 

l’intersection des droites J, J,41 et J’, J'nyi, le point A, celui des 

droites J_, J_n-r5 J_n J'Lnnte 

Représentons par 

AL AL A7, B B, L, LB, 00e (@) 

la suite polaire de (@) par rapport à Q. Chaque point de cette 

suite est le transformé du précédent dans le sens des u et A', est 

le pôle de l’hyperplan A, . ... A,.., B/, celui de l’hyperplan 

Bn-2 … Bnyz- 

La droite PP’ est la conjuguée, par rapport à Q, de l’espace 

commun aux hyperplans J_> … J, J_2, … J'a ; c’est-à-dire de 

l’espace B.BAA,. De même, la droite P,P", et l’espace BAA,A; 

sont conjugués par rapport à Q. Par suite, le point A’ est l’inter- 

section des droites PP/, P,P’,. De même, B’ est l’intersection des 

droites PP/, P_,P'_, ; et ainsi de suite. D'ailleurs, la suite (®') 

est circonscrite aux suites (@), (2). 

Les suites de Laplace (®), (®") donnent naissance, dans S;, 

à une suite de quadriques telles que deux quadriques consécutives 

se touchent en quatre points, caractéristiques pour les deux qua- 

driques (28). 
Les quadriques A,, A, représentées respectivement par les 

plans A,AB et A’,A/B'’, ABB, et A/B'B',, ont été considérées par 

M. Demoulin (11). Ces deux quadriques ont en commun la 

droite d, passant par #, commune aux plans tangents en z, &' aux 

surfaces (Ë), (F); la droite d' passant par ï, EU ; les directrices de 

la congruence linéaire commune aux complexes linéaires oscu- 

lateurs le long des droites j, j' aux congruences (j), (j')- 

Appelons, avec M. Demoulin, transformation de Guichard 

la transformation qui fait se correspondre les points focaux des 

droites d’une congruence W. D’après le théorème de permutabi- 

lité de Bianchi, il existe une infinité de points de d et une infi- 

nité de points de d’ qui se correspondent dans des transformations 

de Guichard. D’après M. Demoulin, la quadrique A, est le lieu des 
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tangentes aux lignes u aux points considérés des droites d, d' ; la 
quadrique À,, celui des tangentes aux lignes v aux mêmes points. 
M. Demoulin avait établi que les quadriques A,, A, se touchent 
en quatre points caractéristiques pour ces quadriques. La suite de 
quadriques à laquelle appartiennent A,, A, a été considérée simul- 
tanément par M. Demoulin (13) et par nous (28), suivant des 

méthodes différentes. 

Les considérations qui précèdent peuvent s’étendre au cas où 
l’on considère trois, quatre ou cing congruences W ayant (z) 
comme surface focale commune. Dans le cas de trois congruences, 
par exemple (30), on aura trois réseaux (J), (J'), (J") conju- 
gués à la congruence (UV) et le point commun aux trois plans 
JTJ2, 39", J"J",J", engendre un réseau conjugué (u, v). 

18. — Nous passerons à l’étude de l’enveloppe des quadriques 
de Lie de la surface (x) lorsque ces quadriques ont cinq points 
caractéristiques (21, 26). 

Désignons par C:, C; les points de rencontre de V.V, avec Q, 
par Dy, D, ceux de U,U, avec Q. Ces points sont distincts et les 

points U,, Va ne peuvent appartenir à Q. La droite C,D, appartient 
tout entière à Q et représente un faisceau de rayons de S, dont le 
sommet R, est un point caractéristique de ® et dont le plan pa 

touche ® en Ry. Le plan ç.1, par exemple, contient les points R, 
Ras. 

Pour abréger l’écriture, désignons par C un des points G, Cs, 
par D un quelconque des points D, Da, par R et p le point et le 
plan correspondants dans S,. Supposons que, sur la surface (R), 
les asymptotiques soient u, v. Les tangentes asymptotiques RR", 

RR°* sont représentées, sur Q, par deux points U, V de la droite 

CD, transformés de Laplace l’un de l’autre. Soit V, le transformé 

de Laplace de V dans le sens des u, U, celui de T dans le sens des v. 

Lorsque u varie seul, les droites UV, U,U, engendrent les 

développables dont les plans tangents sont respectivement U V V, 
U U, U.. Par suite, la tangente en D à la ligne u tracée sur la 
surface (D) doit être commune à ces plans et rencontre U U, en 
un point D', qui appartient également à V V,. Lorsque v varie 

seul, les droites U U,, V V, engendrent des développables dont les 

plans tangents sont U U; U, V, VU ; par suite, la tangente en D/ 
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à la ligne v tracée sur (D’) passe par D. Le point D décrit donc 

un réseau conjugué à la congruence (U Us). De même, le point 

C décrit un réseau conjugué à la congruence (V; V:) et les droites 

Vv, U U, se rencontrent en un point C'. 

Les points G, D sont représentés par 

C=V"~4 oV, D= U" U, 

où ¢, Ÿ satisfont à 

#+a=0, $HB=0, GHOB#0). 
On trouve aisément, par un calcul simple, que les conditions 

nécessaires et suffisantes pour que les points C, D décrivent des 

réseaux conjugués respectivement aux congruences (V. Va), 

(U,, U,) sont 

(log ap)* = 0, (log bb)"* = 0. 

Ces relations entraînent ‘ 

(log d'a)"* = 0, (log v'8)* = 0, (13) 

dont l’une est conséquence de l’autre en vertu de la relation (10). 

Réciproquement, si les relations (13) sont vérifiées, les points C,, 
Cz, Dy, D, décrivent des réseaux conjugués. 

Mais de plus, si les relations (13) sont vérifiées, un calcul 

simple montre que les asymplotiques de la surface (R) sont les 

courbes u, v. Les tangenles asymptotiques sont représentées par 

les points 

U=268D + h [$ - (log bh:)"] G, 
Ÿ = 2 aaC + k, [4 + (log ak,)"°] D ; 

Ÿ est le transformé de Laplace de Ü dans le sens des u. 

En tenant compte des résultats obtenus plus haut dans les 

cas où «, B sont nuls, on peut énoncer le théorème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les asymptotiques 

soient conservées sur les nappes de l'enveloppe des quadriques 

de Lie d’une surface, est que l’un des points de rencontre de l’une 

des droites U,U,, ViV, avec Q décrive un réseau conjugué (u, v). 

Les côtés du quadrilatère de Demoulin R.R::R:oRa: décri- 

vent des congruences W, dont les nappes focales sont les sur- 

faces (Ru:), (Riz), (Rzs), (Ba). Cette configuration a fait l’objet 

d’études récentes de M. Finikoff (14, 15). 
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19. — Les droites C: C:", Ca C:" se rencontrent, que les 
relations (13) soient vérifiées ou non, en un point À et les droites 
D, D,"°, D, D," en un point B. On a (40) 

2A"+2 A (log a)® +4 bB= V (log a° a)"° 
2 B" L 2 B (log b)* 44 aA = U (log b'g)". (4 

La droite AB coupe Q aux points images des droites joignant 
les sommets opposés du quadrilatère de Demoulin. 

Si les relations (13) sont vérifiées, c’est-à-dire s’il y a con- 
servation des asymptotiques sur les nappes de l’enveloppe des 
quadriques de Lie, et dans ce cas seulement, les points A, B sont 
transformés de Laplace l’un de l’autre. Ils appartiennent à une 
suite de Laplace 

o AL À, BB, …… O 
chaque point étant le transformé de Laplace du précédent dans 
le sens des u. 

Appelons C', C', les points de VV, transformés de Laplace 
de C:, Ca dans le sens des v ; G, C”, les points de UV trans- 
formés de C/1, G, dans le même sens ; Dy, D/, les points de UU, 
transformés de Dy, D, dans le sens des u ; D’,, D7, les points de 
UV transformés de D, D/, dans le même sens. Le point A, 
est l’intersection des droites C/.C", et C/.C", ; le point B, l’inter- 
section des droites D', D, et D', D”,. Les points C”,, G, décrivent 
des réseaux conjugués à la congruence (UV) et la suite de La- 
place (M) associée à ces points (cf. n° 17) coïncide (aux nota- 
tions près) avec la suite (I). Il en est de même de la suite associée, 
dans les mêmes conditions, aux points D.”, D,”. On déduit de 
cette remarque que les droites G:C:", C:C:"" passent par B et les 
droites D,D,”, D,D,* par A. 

Appelons A, la quadrique de S, contenant les droites repré- 
sentées sur Q par la section de cette hyperquadrique par le plan 
BAA,, A, la quadrique provenant, de la même manière, du plan 
B.BA. Les quadriques A,, A, se touchent en quatre points, carac- 
téristiques pour ces deux surfaces. Elles se rencontrent suivant 
les côtés d’un quadrilatère gauche. Deux côtés opposés de ce 
quadrilatère sont, comme on vient de le voir, les droites Ry B, 
Bus Ra. Les deux autres côtés sont représentés par les points de 
rencontre avec Q de la droite conjuguée à l’espace B, B A A, par 
rapport à Q. 
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- Désignons actuellement par U, Ÿ les points de la droite C, D, 

représentant les tangentes aux asymptoliques u, v de la surface 

(Bu). Les points C:, D décrivent des réseaux conjugués à la 

congruence (U V) ; les quadriques A,, A, sont les quadriques de 

Demoulin associées aux congruences (Ru Biz), (Ru R:1), puisque 

les droites C: C:*, D, D* passent par A et les droites C C:"", 

D, D1" par B. Il en résulte que A, et A, ont en commun les direc- 

trices de la congruence linéaire commune aux complexes linéaires 

osculateurs aux congruences (Ru R:z), (Rn Rn:). Mais on peut 

faire le même raisonnement en partant des surfaces (Riz), (Ra), 

(Ra), les quadriques A,, A, ne changeant d’ailleurs pas. Par con- 

séquent : Lorsqu’il y a conservation des asymptotiques sur les 

nappes de l’enveloppe des quadriques de Lie, les côtés du qua- 

drilatère de Demoulin engendrent des congruences W et les com- 

plexes linéaires osculateurs à ces congruences en des génératrices 

correspondantes, appartiennent à une même congruence 

linéaire (40). 

Signalons encore ce résultat, aisé à obtenir, que les qua- 

driques de Lie relatives à chacune des surfaces (R) ont cing 

points caractéristiques parmi lesquels se trouve le point . 

20. — Jusqu’à présent, nous avons supposé la suite (L) illi- 

mitée dans les deux sens. Abandonnons cette hypothèse et sup- 

posons que la suite (L) s’arrête au point U, en présentant le cas | 

de Laplace. Les tangentes aux lignes v aux points d’une ligne u 

de la surface (U,-1) forment un cône de sommet U,. Les coor- 

données du point U, ne dépendent pas de u et lorsque v varie, le 

point U, décrit une courbe (U,). Analytiquement, ces circons- Ë 

tances sont caractérisées par la condition h, = 0. Les différents 

cas qui peuvent se présenter sont obtenus en considérant l’espace 

linéaire de dimension minimum contenant la courbe (U,). 

Supposons en premier lieu que la courbe (U,) n’appartienne 

pas à un hyperplan. Il est aisé de voir que les relations de pola- 

rité des points de la suite (L) par rapport à Q subsistent, les 

points U,+1, ... étant remplacés par les points U,", … (37). On 

en déduit que sur la surface (V,_:), les courbes u sont situées 

dans des hyperplans ; sur (V,-1), les courbes u appartiennent à 

des espaces S, ; sur (V,), les courbes u sont planes ; sur (V,+) 

ce sont des droites, Enfin le point V.., pôle de l’hyperplan U, U,* 
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. U,°*, ne dépend que de w; il décrit une courbe (Vnte) 
lorsque v varie et les droites V,;1 V,;a sont tangentes à cette 
courbe. La suite (L) se termine donc, dans le sens des u, au 
point V,+, en présentant le cas de Goursat. 

Le cas où la courbe (U,) appartient à un hyperplan (mais 
non à un espace S.) se traite de la même manière, mais on trouve 
alors que le point V... est fixe, la surface (Vasi) étant un cône. 
La suite (L) se termine au point V,;. en présentant le cas mixte. 

Lorsque la courbe (U,) appartient à un espace linéaire à trois 
dimensions S,, mais non à un plan, la droite Va1 Vais, conjuguée 
de cet espace S, par rapport à Q, est fixe. Si le point V,;1 dépen- 
dait de v, les points V,, Vn1, … appartiendraient à la droite V,;1 
Va;a, ce qui est absurde. Donc la suite (L) s’arrête au point V, . 
en présentant le cas de Laplace et on a k,;, = 0. 

Supposons maintenant que la courbe (U,) soit plane. Alors 
les courbes u, sur la surface (V,), appartiennent à un plan fixe, 
conjugué par rapport à Q du plan de la courbe (U,). La suite (L) 
doit donc s’arréter au point V, en présentant le cas de Laplace 
(ks = 0). Le point V, ne dépend que de u et la courbe (Va) est 
plane. 

Si la courbe (U,) se réduit à une droite, les courbes u, sur 
la surface (V,-1), appartiennent à l’espace S, conjugué de cette 
droite par rapport à Q. La suite (L) s’arrête au point V,;1 en 
présentant le cas de Laplace (k,_ = 0); V,_, ne dépend que de u 
et décrit une courbe appartenant à l’espace S, dont il vient d’être 
question, 

Tl nous reste à examiner le cas où le point U, est fixe. Les 
courbes u, sur la surface (V,_.) appartiennent à l’hyperplan po- 
laire de U, par rapport à Q. La suite (L) se termine au point V,_, 
en présentant le cas de Laplace (K,_: = 0). Ce cas est analogue 
au second. 

L’analyse précédente donne la solution des questions qui se 
présentent lorsque l’on suppose que la suite (L) se termine en 
présentant le cas de Goursat ou le cas mixte, comme on le voit 
sans difficulté. 

Lorsque la suite (L) se termine au point U, elle se termine 
également en l’un des points Vntes Vnsis Vo, Vas OÙ Vs, et 
Anversement. 

Lorsque la suite (L) se termine au point U (b=0), la
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surface (w) est réglée. Lorsqu’elle se termine au point U, (h = 0), 

les asymptotiques u de la surface (æ) appartiennent à des com- 

plexes linéaires. En particulier, lorsque la suite (L) se termine 

aux points Uy, V1 (m& =0, k1 — 0), la surface (x) a ses asymp- 

totiques des deux familles appartenant à des complexes linéaires ; 

ces surfaces ont été déterminées par M. Terracini (63). Dans ce 

cas, la quadrique ®, est fixe et correspond aux plans U, U,* U, 

V, V 1* V,® ; elle forme, avec la surface (x), l’enveloppe des 

quadriques de Lie. 

Le cas où la suite (L) se termine aux points Us, Vs, ces points 

appartenant à Q, correspond à une surface (x) dont les quadriques 

de Lie sont tangentes en un point fixe à un plan fixe (50). 

21. — Supposons que (j) soit une congruence W dont () 

est une surface focale et soit J le point qui représente la droite j 

sur la droite UV. Qu’arrive-t-il lorsque la suite (L) se termine 

au point U, en présentant le cas de Léplace ? 

Reprenons les notations et les considérations du n° 15. Nous 

y avons construit une suite L qui, dans le cas actuel, doit se ter- 

miner au point U, en présentant le cas de Laplace, puisque 

h, — 0. Deux cas peuvent se présenter (46) : 

a) Les points U,, U, coïncident. Alors le point J, coïncide 

avec U, et la suite (J) se termine au point J, en présentant le 

cas de Laplace ; 

b) Les points U,, U, sont distincts. Dans ce cas, les droites 

U, U, U, U,™ se coupent en un point J,y et la suite (J) se 

termine au point J,,: en présentant le cas de Laplace. 

Analytiquement, ces deux cas correspondent respectivement 

À pn =0 et à p, fonction de v seule. 

Réciproquement, supposons que la suite (J) se termine au 

point J, en présentant le cas de Laplace. Les droites U,.. U,, 

U, U, doivent passer par J, et par suite les suites (L), (£) 

se terminent toutes deux au point U, = U,, ol elles se terminent 

aux points distincts U,_:1, U, et les droites U,_: Un_1", Un-i 

U,_," passent par J, 
Voyons maintenant ce qui a lieu lorsque la suite (L) se 

termine au point V,,: en présentant le cas de Goursat. La suite (£) 

se termine également au point Ÿ,;: en présentant le même cas. 

Si les points V,42, . sont distincts, le point J_, décrit une 

courbe appartenant à la surface réglée développable (V.;1), d’arête 
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de rebroussement (V,,.) et la suite (J) se termine au point J_,-2 
en présentant le cas de Goursat. Si au contraire les points V., 
Vnsa coincident, les droites V,;1 Vnis et V2 Wiz coincident et 
le point J_,_, appartient à cette droite ; la suite (J) se termine au 
point J_,_ en présentant le cas de Goursat. Analytiquement, ces 
cas correspondent à A, # 0 et à A, — 0 ; dans le dernier cas, le 
point J_ coïncide donc avec V,.…. 

Réciproquement, si la suite (J) se termine en présentant le 
cas de Goursat, il en est de même de la suite (L). 

Tl est facile de voir quelles conclusions on peut tirer de ce 
qui précède pour la suite (L) associée à la seconde nappe 
focale (z) de la congruence (j). 

Si la suite (L) se termine au point U, en présentant le cas de 
Laplace, par exemple, quatre cas peuvent se présenter : 

a) Le point J, coïncide avec U, et la suite (f) s’arrête au 

point U, = U, ; 

b) Le point J, coïncide avec U, et la suite (L) se termine au 
point U, la droite U, U, passant par U, ; 

e) Le point J,y, appartient à la droite U, U," et la snite (L) 
se termine au point U, la droite T, T, passant par le point J,y; ; 

d) Les points J,+1, U,;1 coincident, la suite (L) se terminant 
en Ü,‘…. 

Dans les quatre cas, la suite (L) présente le cas de Laplace. 
On vérifie sans peine, analytiquement, que les quatre cas 

peuvent effectivement se présenter. 
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