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Dans leur «Mémoive sur les surfaces hyperelliptiquess '), MM. Enriques
et Severi ont montré incidemment qu'entre une surface de Picard de
diviseur ¢ et une surface de Jacobi, existait une correspondance (J, 1).
Ce résultat se trouve établi par la réprésentation paramétrique des sur-
faces de Picard. Si l'on tient compte de la définition géométrique des
surfaces de Picard, le théoréme de MM. Enriques et Severi peut s’énoncer
de la maniére suivante: Si entre une surface de Picard F et une surface
de Jacobi F’ existe une correspondance (1, 9), il existe également une cor-
respondance (1, 0) entre les surfaces F' et F.

Nous avons cherché une démonstration géométrique de ce théoréme,
en nous limitant au cas ol F et F’ ont des modules généraux; la démon-
stration que nous avons réussi & trouver reposait sur les points suivants:

1. La correspondance (1, d) entre F et F’ détermine, sur F’, une involu-
tion d’ordre § privée de points unis et par suite cyclique.

2. Le diviseur ¢ de Severi 2) d’une surface de Picard est égal & 1'unité.

3. La surface dont les points représentent les co2? systémes linéaires
appartenant a un systéme continu complet tracé sur 1'une des surfaces
F, F', est birationnellement identique A la surface considérée.

Partant de 14, nous avons cherché 4 étendre le théoréme de MM. En-
riques et Severi 4 d’autres surfaces algébriques et nous sommes ainsi par-
venu au théoréme suivant, dont la démonstration fait ’objet de cette
note.

Si une surface algébrique F', d’irvégularité q>o, contient une involution
cyctique Iy, d’ordre p, privée de poinis unis, dont I'image est une surface F

Y Acta Mathematica, 1903, tomes XXXII et XXXIII.
%) Voir Severi, La base minima pour la totalité des courbes tracées sur une surface
algébvique. (Annales de 1’Ecole Normale supérieure, 1908).
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d'irvégularité q ayant le diviseur de Severi égal a Pumité, la variéié de
Picard de la surface F contient une involution @’ordve p privée de poinis
unis dont Vimage est la variété de Picard de la surface F'Y).

1. Soient F, F’ deux surfaces algébriques de méme irrégularité ¢ (g5 o)
entre lesquelles existe une correspondance (1, p). Les groupes de p points
de F’ qui correspondent aux points de F forment une involution 7, d’or-
dre p que nous supposons cyclique et privée de points unis. L’involution
I, est donc engendrée par une transformation birationnelle 7 de F’ en
elle-méme, de période p. ‘

Considérons sur F un systéme linéaire irréductible IC ], régulier, de de-
gré n et de genre 7, ool au moins, appartenant a un systéme continu com-
plet {C}, irréductible, formé de co? systémes linéaires tous réguliers. On
sait qu'’il existe stir toute surface des systémes linéaires possédant ces pro-
priétés 2).

Aux courbes C correspondent sur I’ des courbes C’ de degré pm, de
genre p (m—1)+1, non spéciales, puisque |C| est par hypothése non spé-
cial et que le systéme canonique de F’ est le transformé du systéme cano-
nique de F.

Le genre arithmétique de F’ est égal a4 p (po +1)—1, p, étant le genre
arithmétique de F 3). Les courbes C’ appartiennent 2 un systeme linéaire
complet |C’| dontla dimension 7" vérifie, d’aprés le théoréme de Rieman-
Roch, I'inégalité

Y Zp (pag +n—a+2)—1

D’autre part, la dimension 7 de [Cl est égale a

¥ =pg +n—ma-+ 1L

11 en résulte que, puisque 7 est au moins égal a I'unité, que 7’ est supé-
rienr A 7. '

Le systéme |C’| est irréductible.

2. La transformation T transforme en lui-méme le systéme |C’| et opére
sur ce systéme comme une homographie sur les points dun espace linéaire
a 7' dimensions. Le systéme |C’| contient un systéme linéaire partiel formé
de courbes transformées chacune en elle-méme par 7, c’est le systéme
formé par les courbes C' transformées des courbes C. Nous désignerons
ce systéme linéaire partiel par |C'y|; il est composé au moyen de l'invo-
lution I, .

D’aprés la théorie des homographies spatiales, |C'| contient au moins
un second systéme linéaire partiel composé au moyen de l'involution .

1) Dans un travail Sur une propriété des surfaces algébriques irréguliéres conlenant
une involution végulicve d’ovdre deux, en cours d’impression dans les «Bulletins de
I’Académie royale de Belgique» nous avons établi ce théoré¢me dans un cas parti-
culier. : X

%) Voir F. Severi, Nuovi contributi alla teovia dei sistemi continui di curve appar-
tenenti ad una superficie algebrica. (Rendiconti .della R. Accad. dei Lincei, 1916

I. sem., Pp..459—471L, 551—562). _ :
%) Severi, Sulle relazioni che legano. .. (Rend. R. Instituto Lomb., 1903). "
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Soit |C,'! ce systéme linéaire partiel. Chacune des courbes C, étant trans-
formée en elle-méme par T, ces courbes sont les transformées de cour-
bes C, de la surface F, ces courbes C, formant un systéme linéaire complet.
On al)

[8C | = 1| £CY'|.

Supposons que |C,| n’appartienne pas ausystéme continu complet {C}-
Lorsque |C| décrit le systéme complet {C}. |C,| décrit un systéme continu
04, iC| et I'on a, par le raisonnement précédent appliqué a chaque systeme
linéaire de {C},

{6 C} = {p€)s

Mais cela n’est pas possible, car, puisque le diviseur ¢ de Severi de F
est égal & I'unité, la division sur la surface F est une opération univoque
et par suite les systémes {C}, {C} doivent coincider. Il enrésulte que tout
systéme linéaire partiel de |C'|, composé au moyen de Iy, provient d'un
systéme linéaire appartenant a {C}.

3. Supposons que le systéme |C'| contienne précisément ¢ (1 <2 < ?)
systémes linéaires partiels composés au moyen de I'involution I . Soient
B LAy biis 16 | eeseyatemeni |l G5 ], <o 5 IC ¢ | les systemes linéaires
correspondants sur F. Ces systémes sont complets, appartiennenta {C}
et sont par suite de dimension 7. On a, d’aprés la théorie des homogra-
phies,

tr -t =7 41,
c’est-a-dire

(pa +n—at2)Zppa +n—a+2),
ou encore, puisque pg - # — 7 -+ 2 est positif par hypothese,
1 = p.

11 en résulte que ¢ = p et que |C'| contient p systémes linéaires partiels
composés au moyen de I,, toujours distincts.

4. Désignons par Vg, V,' les variétés de Picard attachées respective-
ment aux surfaces F, F’. Les points de V4 et les systémes linéaires de {C}
se correspondent birationnellement.

Lorsque le systéme linéaire |C| décrit le systeme continu {C}, le sys-
téme |C'| décrit sur F' un systéme continu {C'} non linéaire. A chaque
systéme linéaire de {C} correspond un systéme linéaire |C’| de {C’} et in-
versement, a chaque systéme linéaire de {C'} correspondent p systemes

Y L. Godeaux, Recherches sur les involutions douées d’un nombre fini de poinis
de coincidence appavienant & une surface algébrique (Bulletin de la Société mathé-
matique de France, 1919).
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linéaires de {C}, toujours distincts. Le systéme {C'} est par suite formé
de 00? systémes linéaires et est irréductible. La surface F’ ayant lirré-
gularité ¢, il existe une correspoundance biratinnnelle entre les systémes
linéaires de {C'} et les points de la variété V,’.

On en conclut qu'il existe, entre les variétés V,’ et V,, une correspon-
dance (1, p), c'est-a-dire sur V,, une involution d’ordre p dont V," est
I'image. De plus, cette involution est privée de points unis, puisyue les
systémes linéaires de {C} qui correspondent & un méme systéme liné-
aire de {C'} sont toujours distincts. Le théoréme énoncé au début de ce
travail est donc démontré.

Licge, Université, 12 aodit 1927.




