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SUR ON THEOREME O M. G. ROENIGS

L. GODERAUX
PROFESSEUR A L’UNIVERSITE DE LIEGE

Considérons une congruence de droites et appelons surfaces de cette
congruence les surfaces réglées formées de droites de la congruence. Appelons
demi-quadrique un des systémes de génératrices rectilignes d’une quadrique,
demi-quadrique osculairice a une surface réglée le long d’une droite de celle-
ci, la demi-quadrique ayant comme support la quadrique osculatrice a la
réglée le long de la droite considérée et contenant cette droite.

Dans sa théseV, M. Koenigs a démontré que les génératrices des demi-
quadriques osculatrices aux surfaces réglées d’une congruence de droites le
long d’une droite de celle-ci commune a toutes ses surfaces réglées forment
un complexe du second ordre.

Nous nous proposons dans cette note d’exposer une démonstration tres
simple du théoréeme de M. Koenigs, basée sur la considération de Phyper-
quadrique de Klein représentant, dans un espace linéaire a cinq dimensions,
les droites de P’espace ordinaire. Nous utiliserons a cet effet quelques consi-
dérations dues a C. Segre? sur les espaces osculateurs a une surface de
I’espace & cinq dimensions. Nos raisonnements nous donneront 1’occasion de
préciser le théoreme de M. Koenigs.

1. Soit ¢ une droite de l’espace engendrant une congruence (g). Les
coordonnées radiales g5, 8y4,..., g5, de g sont des fonctions analytiques
de deux parametres essentiels z, v.

Considérons ’hyperquadrique Q de Kleirn qui représente, dans un espace
linéaire a cinq dimensions S;, les droites de I’espace. L’équation de Q est

P1s Pss =+ Pis P+ Pia Pas = 0,

1) G. Koenigs. — Sur les propriétés infinitésimales de Pespace réglé (Annales
de PEcole normale supérieure, 1882, 2¢ série, t. XI, pp. 219—338). Voir #° 87. Voir aussi:
Wilczynski, Sur la théorie générale des congruences, p. 59 (Mémoires in-4° de ’Académie
roy. de Belgique, 2¢ série, t, III, pp. 1 — 86).

2) C Segre. — Su una classe di superficie degliperspazi, legata colle equazioni
lineari alle derivate parziali di 2° ordine (Atti della R, Accad. di Torino, 1907, t. XLII,
pp. 1047 — 1079).
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Dolata D astees =Dy interprétées comme coordonnées projectives homogenes de
’espace S;, étant les coordonnées radiales d’une droite de P’espace.

Aux droites ¢ de la congruence () correspondront des points G de
’hyperquadrique Q, formant une surface que nous représenterons par (G).
Nous écarterons le cas oit la congruence (¢) a Vordre ou la classe égaux a
un; dans ces conditions, la surface (G) n’est ni un plan de ’hyperquadrique
Q, ni la section de cette hyperquadrique par un espace linéaire.

Nous conviendrons de représenter par G!m le point dont les coor-
données sont

m ; 6l+m gi
gt e R G k=1 285 4k

‘De plus, nous représenterons, suivant un usage généralement admis, par
AA-uB un point dont les coordonnées sont 4 a4 ubi, (6 k=1,2,3, 4).
Ainsi, par exemple, le point 2G!°--u Gt aura pour coordonnées Agh —ugie

Nous distinguerons trois cas:

2) La surface (G) n’est ni une développable ni un cone :

b) La surface (Q) est une développable ;

¢) La surface (G) est un cone.

9. Placons-nous dans le premier cas et fixons Dattention sur une droite
ordinaire générique de la congruence () et sur le point ordinaire G corres-
pondant sur la surface (G). Une réglée de la congruence (g) contenant g sera
représentée sur (G) par une courbe C passant par le point G. Nous repré-
senterons une telle courbe en supposant u, v fonctions analytiques d’une
variable #, ces fonctions prenant pour une certaine valeur de # unique, des
“valeurs égales aux parametres u, v du point G. Nous représenterons par s
v, ... les dérivées de ces fonctions par rapport a 2.

Soit C une courbe tracée sur (G) et passant par G. La demi-quadrique
osculatrice le long de g a la réglée de (¢) représentée par C, a pour image
sur Q la section de cette hyperquadrique par le plan osculateur en G ala
courbe C. Ce plan osculateur est déterminé par les points: 3

G, Guda 4+ Gorv/,
G202 F2Gua'v 4 G p's - Grou” +Gorv”.

Nous supposerons tout d’abord que les coordonnées des points de (G)
ne sont pas solutions d’une méme équation linéaire aux dérivées partielles
du second ordre. Dans ces conditions les points G, G, G, G2, G, GO
sont indépendants et tout point de Pespace S; peut étre représenté par

a, G+ a, G+ @, G+ @, G20 4, G - a; Geo2.

Les quantités @, @;,..., @ peuvent s'interpréter comme coordonnées
projectives homogenes des points de S;.
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Le plan osculateur a la courbe C au point G sera dans ces conditions
représenté par les équations

R R RS AR R AP ¢

2

1 Ozt O 0 0 0
R Al 0 0
0 P L Ee PRR T R
C’est-a-dire par
— Ji==
2a, vV —a, =0, 20,8 —a, =0,
24 v (e v — ay o)+ e, (@' v — v a)=0.

Considérons le plan osculateur aux courbes C ayant méme tangente en’
G. Nous supposons donc a’: v' constant, u#” et " pouvant varier. Le lieu
de ces plans est Vespace linéaire S;, a trois dimensions, représenté par

! ! — / e gy —
2V a;—u e, =0, 24 a; v a, = 0.

Cet espace S; contient le plan tangent w”a la surface (G) au point G,
plan dont les équations sont

L’espace S, est completement déterminé par le plan o et le point
gy =0, =0, =0, @: e A h NS R
Le lieu de ce point est une conique I' dont les équations sont
a, =0, =0, =0, ai—4a3 a7y =0k

Le lieu des plans osculateurs au point G aux différentes courbes tra-
cées sur la surface (G) et passant par G, est donc le cone Vi, du second
ordre, projetant la conique I' a partir du plan »3 .

La section de ’hyperquadrique Q par le cone Vi est le lieu des points
images des génératrices des demi-quadriques osculatrices le long de g aux
surfaces réglées de la congruence (g) passant par g. Le lieu de ces généra-
trices est donc bien un complexe du second ordre et le théoreme de M.
Koenigs est démontré dans le cas envisagé.

3. — Considérons le plan » tangent en G a la surface (G). Ce plan
est tangent 3 Q en G ou, éventuellement, appartient en enter a Q. Trois
cas peuvent se présenter :

1) Le plan o est tangent a I’hyperquadrique Q et rencontre cette hy-
perquadrique suivant deux droites distinctes ;

(3) Cfr. Segre (loc. cit.) olt ce point est établi par une voie un peu différente.
(4) G. Tzitzeica, Géométrie différentielle projective des réseaux, n° 38, (Paris,
Gauthier-Villars, 1924).
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. 2) Le plan o est tangent a I’hyperquadrique Q qu’il touche suivant
une droite ;

3) Le plan w appartient en entier a I’hyperquadrique Q.

On sait¥ qu’une courbe tracée sur Q est image d’une surface dévelop-
pable si les tangentes a cette courbe appartiennent toutes a I’hyperqua-
drique Q.

Plagons-nous dans le premler cas. Par un point G de (G) passent deux
tangentes a la surface appartenant 3 Q; en d’autres termes par G passent
deux courbes tracées sur (G) et représentant des développables de la con-
gruence (g) contenant ¢. Nous supposerons que les parametres z, v aient
été choisis de maniere a ce que les développables de la congruence (g) soient
représentées par # = const., v==const. Alors les tangentes en G a la surface
(G) sont précisément les droites G G, G Goi.

Les points de la droite G G0 représentent les droites d’un falsceau dont
le centre est un des foyers de la droite g et le plan, un plan focal de cette
droite. Désignons par R ce foyer, ¢ ce plan focal. Le point R décrit une des
nappes (R) de la surface focale de (g). Le plan ¢ est le plan tangent a la
développable de (g) engendrée lorsque z varie seul. En d’autres termes, lorsque
u varie seul, le point R engendre une courbe tracée sur (R) et dont le plan
osculateur en R est le plan ¢o. Nous dirons que le faisceau de rayons (R, ¢),
de centre R et de plan ¢, est un faisceau focal de la congruence (g) relatif
a la droite g.

La droite GG représente le second faisceau focal (S, o) de la con-
gruence (g) relatif a la droite g.

Considérons un espace linéaire S, lieu des plans osculateurs aux courbes
de (G) passant par G et ayant méme tangente en ce point. La section de Q
par cet espace S, rcprésente une congruence bilinéaire. Les directrices de celle-
ci ont pour images les sections par Q de la droite polaire de cet espace S,
par rapport a Q. Puisque o est tangent a Q et appartient a S;, cette droite
polaire appartient au plan o et les directrices de la congruence bilinéaire
appartiennent I’une au faisceau (R, ¢), Pautre au faisceau (S, o). Les espaces
linéaires projetant du plan ® les points de la comique I' représentent les
congruences bilinéaires désignées par M. Koenigs sous le nom de congruences
osculatrices a la congruence (g) le long de ses différentes droites.

Envisageons le second cas. Les deux foyers et les deux plans focaux
de la congruence (g) sont actuellement confondus; il en résulte que (g) est
le lieu des tangentes aux courbes asymptotiques d’un systéme de la surface
focale (R) de cette congruence. Les deux directrices de la congruence bilinéaire
représentée par un espace linéaire S, projetant un point de la conique I' a
partir du plan w, sont 'une une droite de unique faisceau focal de la con-
gruence (g) relatif a la droite g, Pautre une droite infiniment voisine de la
premiére.

Passons au troisieme cas. Toutes les surfaces de la congruence (g) sont
des développables et par suite cette congruence est une gerbe de rayons ou




et s s
un plan réglé, cas qui ont été exclus et qui ne présentent d’ailleurs aucun
intérét. ’

4. — Nous allons maintenant supposer que les coordonnées des points
de la surface (G) satisfont a une équation linéaire aux dérivées partielles du
second ordre

(1) A G A, G A, Gor A, G20 A, G A, G2 =0,

ot Ay, A,..., A, sont des fonctions analytiques de z et v.

Les six points G, G,..., G appartiennent & un hyperplan X;.

Le plan osculateur au point G a toute courbe C tracée sur la surface
(G) et passant par G appartient a cet hyperplan X,. Par suite le lieu de ces
plans osculateurs coincide avec X,.

Les coordonnées radiales de la coungruence-(g) satisfaisant a une équa-
tion linéaire aux dérivées partielles du second ordre, (g) est une congruence
W 3. Par suite, les génératrices des demi-quadriques osculatrices suivant une
droite aux surfaces d’une congruence W contenant ceite droite forment un
complexe linéaire. : . z

Cette propriété est caractéristique des congruences W. En effet, si les
plans osculateurs au point G, aux différentes courbes tracées sur la surface
(G) et passant par G appartiennent a un hyperplan (quel que soit le point
G), il existe une relation de la forme (/) et (g) est une congruence W.

5. — Supposons que la surface (G) soit une développable; cette sur-
face est donc constituée par les tangentes a une courbe K appartenant a Q.
Les tangentes & K appartiennent également a Q et K représente donc une
développable de espace, ordinaire, c’est a dire le lieu des tangentes a une
courbe % de cet espace. La congruence (g) est formée de col faisceaux de
rayons dont les centres sont les points de la courbe % et les plans, les
plans osculateurs a cette courbe.

Désignons par x, (#), x, (@), x;(w), x,(z) les coordonnees projectives
homogenes d’un point x de la courbe %. Les points

x, x10 - v x20,
olt v a une valeur déterminée, déterminent une droite g de (g). Représen-
tons par U le point image sur Q de la droite xx°, les coordonnées de ce
point étant
10 Rl :
Us;p = X; Xp == Xz %; » (l) 13:1: 2 3: 4)
Nous écrirons en abrégé,
LF==f e~ £10] 3
Nous avons alors

U1°=Ix 120

(5) G. Darboux, Legons, sur la théorie générale des surfaces, t. 11, p, 345 Paris,
Gauthier-Villars, 1889). G. Tzitzeica, loc. cit,, p. 202.




et le point G image de la droite g est donné par:
G =U-}v U,

Le point U engendre, lorsque # varie, la courbe K, et la droite U Ute
la surface (Q).

Les plans osculateurs au point G aux courbes tracées sur (G) et passant
par G, appartiennent 2 un espace linéaire a trois dimensions, X,, déterminé
par les points U, U, U2, U, c’est-a-dire a l’espace linéaire osculateur de
la courbe K au point U considéré. En effet, un de ces-plans osculateurs est
déterminé par les points

G=U - pu,
Goy! + Go1yl = Yo (u/+ V’) + v U2,
Geon's +2Gua v - Goa” + Gy’ =U (0" +u") +
U2 (w2 -2/ v - va”) 4-Usov u’

Les génératrices des demi-quadriques osculatrices le long de la droite
g aux surfaces réglées de (g) contenant cette droite, forment donc une con-
gruence bilinéaire. 1

Tout ponit de espace X, peut &tre représenté par

2, U+ a, Ut 4 e, U2 4-a; U,

@, @y, %, @, pouvant étre interprétées comme les coordonnées projectives
homogeénes de ce point-
Posons

Q(p, 9) = P12 Iss ~+ Psy Gra 4 P15 Gt o Pas Qi

de sorte que, Si pig, Prgyy -+, Psa SONt les coordonnées projectives homogénes
des points de S;, ’équation de Q soit
Q(p, p)=0.

Les points p, ¢ sont conjugués par rapport a Q.
Moyennant ces notations, 1’équation de la quadrique section de Q
par X, est

a: 9 (U2, U2) 4 £2Q (Use, Ut) +2a, a; Q (U0, UsY) + 2@, a, @(U?, Us) =0. -

Cette quadrique est donc un cone de sommet U et par suite, elle re-
présente une congruence bilinéaire de droites ayant comme directrices la tan-
gente 2 la courbe % au point x et une droite infiniment voisine de cette

tangente.
On remarquera que Iespace X; est tangent 2 Q le long de la droite UU?.
6. — Il nous reste & considérer le cas oi la surface (G) est un cone.

Soient A le sommet de ce cone, a la droite dont A est I'image. La con-
gruence (¢) est formée de oo faisceaux de rayons ayant leurs sommets sur
la droite @ et dont les plans passent par cette droite.
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¢ (1) étant une fonction analytique de u, les coordonnées d’un point x
de la droite @ peuvent s’écrire

Xi=a;P (ll) "*‘ 17,‘, (l: 1’ 2, 3’ 4)

Soit d’autre part y;(z) les coordonnées d’un point y d’une courbe L.
Nous pouvons considérer la congruence (g) comme engendrée par un faisceau.
de rayons de sommet x dont le plan passe par la droite a et le point y,
lorsque z varie. Une droite g est déterminée par les points

X, X104 py,
Considérons sur Q les points
A=|x xt|=|agp+b a¢'|=¢'|bal,
B=r
La droite AB engendre, lorsque # varie, le céne (G).
Un point G est donné par
G=A-+}vB.

Les plans osculateurs au point G aux courbes tracées sur le cone (G)
. . 7 ol 3 ~ . . . W’ 7
et passant par G ont pour lieu un espace linéaire a trois dimensions X3 dé-

terminé par les points

A, B, B0, Bz,
En effet, un de ces plans est déterminé par les points
G=A +}+vB,

Gy + Gv'=u ¢" A+ vu' B4 v'B,
G2ou2-2G1a' v 4 G2yt 4 Glog” + Gy =
(@" " +u29"yA+v" B+ (" v 42 v')Blo4 v u/2 B2,
Tout point de Y5 est représenté par 4
a, A+ o, B4 a, B0+ a, B20
et l’équation‘ de la section de Q par Y5 est
2a, a, Q(B, B2) 4 a3 Q (B, BY) + 24, @, 2(B1, B2) +ajQ (B2, B20) = 0.

Cette section est donc un cone du second ordre de sommet A. Ce cone
représente une congruence bilinéaire ayant comme directrices la droite a et
une droite infiniment voisine. Actuellement encore, P’espace 2’3 est tangent a
Q le long de la droite AB.

7. — Nous pouvons résumer les. recherches précédentes dans I’énoncé
suivant :

On considere une congruence de droites (¢) ayant au moins Pordre

\

ou la classe supérieur @ lunité.
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Le lieu des génératrices des demi-quadriques osculatrices aux surjaces
réglées de la congruence (g) le long d’une droite de celle-ci commune ad
toutes ces surfaces réglées, est en général un complexe du second ordre.
[l y a exception lorsque :

1) La congruence (g) est une congruence W. Le liew en question est
alors un complexe linéaire et cette propriété est caractéristique pour les
congruences W.

2) La congruence (g) est le liew de oot faisceaux de rayons dont les
centres sont sur une courbe k et dont les plans sont les plans osculateurs
de cette courbe. Le liew considéré est alors une congruence bilinéaire de
droites dont les directrices sont une tangente d la courbe k et une droite
infiniment voisine.

3) La congruence (¢) est le lieu de oo faisceaux de rayons dont les
centres sont sur une droite a et dont les plans passent par cette droite a.
Le liew considéré est une congruence bilinéaire dont les directrices sont la
droite a et une droite infiniment voisine.




