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II. GEOMETRIE

L. GODEAUX

Professeur & 'Ecole Militaire de Belgique.

A

SUR UNE PROPRIETE DES COURBES GAUCHES
EN GEOMETRIE CAYLEYENNE ELLIPTIQUE

~ On sait que, en géométrie cayleyenne elliptique, on peut mener par
un point deux paralléles & une droite (parallélisme de Clifford); cha-
eune de ces paralléles dépend d’ailleurs rationnellement de la droite
donnée. On peut done envisager les paraliéles de Clifford d’une espéce
déterminée. .

501t C une courbe gauche. Par un point fixe Y, menons des parallé-
les de Clifiord d’espéce déterminée aux tangentes & cette courbe et,
sur chacune de ces paralleles, déterminons un' point H tel que la dis-

: R : :
tance YH soit égale a %— En chaque point du lieu de H, menons la
fangente a ce lieu et déterminons sur cette tangente, un point N dis-.

1
tant de H de —— (la courbure de I’espace étant ) Dans cette note,

R2
nous demontrons que : *
10 Les tnangles YHN snnt tnrectangles .
20 Dans le systéme de parallélisme de Clifford ch0151, la droite YN
est paralléle & la normale principale, la tangente HN & la binormale,
au point correspondant de la courbe C.
I. Considérons I'espace cayleyen elliptique a trois dimensions dont la

quadrique de P'absolu a pour équation, en coordonnées homogénes,
To2 + 1y + 2,2 + 22 =0,

Fixons le facteur de proportionnalité des coordonnées ponctuelles

et tangentielles de Pespace par la condition que la somme des carrés

de ces coordonnées soit égale & l'unité (Xz? = 1, Z{2=1). Dans

1

ces condltlons, 1 — R des,lgne la courbure de I'espace, I'élément linéaire

est donné par .
ds? = R2 (dzy® + dxy® + da,? + dxg?).
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Ue droite est déterminée par un de ses points X (xy, Tp, Zas l73)
et un second point Z (&, &, %, &3) tel que le plan polaire de ce point
par rapport a I'absolu passe par X et y soit perpendiculaire & Ia droite

considérée. La distance entre les points X, E est égale & 7:_2R

Par un point Y (yy, 41, Yas Ys) passent deux paralleles de Clifford &
la droite X Z. La paralléle de la premiére sorte passe par le pomt H

donne par
%o — — Byr — Cys — Duys,
it = Byo — Dy, + Gy, 0
he = Gyo + Dy, — CGys, \ |
M = Dyo — CGyy - Byss |
la paralélle de seconde sorte par le point H’,
o= — By, — Cyy, — D'?/a,
e Bf?jt + D'y; — C’ys,
w's = C'yo — D'y 4 B'ys,
'y =D'yo + Gy, — By,
Sil’on pose pa = ;8% — z:§;, on a
B = Pa: "[— Pas, G 1'-5]?0: 4 Pat, D = Pos 'I‘ P12,
B’ = Po1r — P23, ¢’ = o2 — Pat, D/ = Pos — P,
B4+ G+ D=1, B*-40*4D*=1.

Dans ce travail, nous n’utiliserons que les paraliéles de la premiére
sorte, mais les propriétés établies sont vérifiées lorsque I'on considére
~le parallélisme de la seconde sorte.

II. Soit C une courbe donnée par les équations
x; = x7 ($), (s=20,1, 2, 3)

le paramétre étant I'abselsse curviligne s.
La tangente en un point X de la courbe G passe par le pomt

(E, — R dx;

a Pabsolu.
Par un point Y de l'espace, menons les paralléles de Clifford (de

premiére sorte) aux tangentes & C (les pomts de cette courbe étant
supposés ordinaires). Ces paralléles sont déterminées par les divers
points H d’une courbe I' représentée par les formules (1).
L’élément, linéaire d¢ de I' est donné par
dns\ %
(ds) |

(%) = me [ (%) 4 (L) 4 (%)’

(1) G. Furiny, Il parallelismo de Clifford neglt spaz*u ellittici. Annali della R.
Scuola Normale di Pisa, 1900, vol. Ix.

) pble du plan normal & la eourbe en X par rapport
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.La courbe I' peut étre appelée la premiére indicalrice de C. La

1 - :
courbure ; de la courbe C en un point X est donnée par
O | ds
e Rds’

et on trouve sans difliculte,

d T d*x\*?
‘dst K -4:?;‘"_>

I1]1. La tangente en un pomt H & la courbe I' passe par le point
N de coordonnées

Vo —R< +?h +JdD> |

dB dD dC
v’—“—*—R(yoda _I_‘/ ds)
iC  dD dB 2)
"=:+R< +Ji__J3d>
- dD . dC . dB
bR (52 2y 20 40
. : | KWR
La distance des points Y, N est égale & 5 car.on a
| | COS8 XS = Xy;v; = 0.

Le triangle Y H N est trirectangle ; on a en effet, par exemple,
cos NYH = Zy,;v;= 0.

IV. Menons, par le point X, la paralléle de Clifford (de premiére sorte)

4 la droite YN. Cette droite passe par X et par le point N' de coordon-
nees

Vo = — B,z — C; 23 — Dyxy,

vy = Bizg — Dy xy 4 Gy x5, ’ (3)
vy = Cyzy 4+ Dz, — B, 72y, ‘

v'3=D1.1:,—C1.:E, -+ Bz, |

ou I'on pose
B, —= o1 + q23, G = Joz -+ 31, D1 — o3 —I" g2,
| 9ix = YiVk — Yk
En tenant compte des formules (2), on a

dB dB dC dD
=Ry =eg G=eg Di=ege
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On en deéduit, en tenant compte des valeurs de B, G, D,

'V 0 dz I ) H dle dﬂ.'B2 d’$3
o _R[ ger T ) — (‘”‘ g T gE T g )jl

¢’ est-a-dire

0.4.3
Vo o d’x, adir,
?“_Ra’s2 Rxozm, ds®
Mais on a
d.
e + x4z 22 =1, Za:,-—f—{:()
ds
z, dlx; (d:r; 1
st T ) — RY’
par conséquent
an . dﬂx(] ' 1
F =R 4t T RO
On trouve de méme |
| '; d*z; A .
%::Rd; Fean (i=0,1,2.3).
ce qui peut encore s’écrire
v dE 1 . . |
—5- = + p i (:=0,1, 2, 3). (4)

Il en résulte que la droite passant par les points X et (3) est préci-
sément, la normale principale de la courbe C, les formules {4) définis-
sant précisément les coordonnées v/ du plan passant par X et perpen-
diculaire a cette normale principale (1).

V. Considérons maintenant la paralléle de Clifford (de la premiére

sorte) a la droite HN, menée par le point X. Cette droite passe par le
point Z de coordonnées

o= — Box, — Cyxy — Dyz;,
§t = Byxy — Dyxy, 4 Gy, 2 (5)
Ly = Coxy —f— Dsxy — Bg-fl?ay \
Cs = Dyzy — C,Jf»’i + By, /

ou I'on pose

By = 7 ‘I- V93, Cs = Pou + 3y, D, —= 04 -+ 744,
Vik = NiVg — GV

(1) Braxcri, Sulle superficie a cuwatum nulla in geometria ellittica. Annah di
Matematica, 1896 vol. xXXIv.
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On a

dD _dC dB dD dG dB
B-,:;.o(C > Dds)’ G’:P<DE§-_B_J§>’ D!:P(BE Gds>'
Pour démontrer que la droite XZ est la binormale & la courbe C,
il suffira de démontrer que cette droite est perpendiculaire & la tan-
gente et 4 la normale principale.
Le cosinus de I'angle de la tangente et de la droite XZ est donné
par 25;§;. Or, on a

2£% = BB, 4 CG; + DD. =0.

Le cosinus de Pangle de la normale principale et de la droite XZ
~ est donné par 2v/{;. On a

dB , . dC | _ dC
Z ‘J#f;:f: BiBg + Cicg —l— DiDg = (Bg -(-f; +1 Cz -(—1,; + D, (?S) =0.

La droite XZ est donc bien la binormale de Ia courbe C au pomnt X-

Professeur J. RICHARD

Chéateauroux.

PRINCIPES DE LA GEOMETRIE DANS LEURS RAPPORTS
AVEC L’ENSEIGNEMENT

On prétend quelquefoils que la géométirie élémentaire ne saurait
étre enseignée aux débutants d’une facon bien rigoureuse et logique,
et qu’'il faut se contenter de démonstrations imparfaites.

Cette opinion est suggérée par la géométrie rationnelle de Halsted,
conforme au meémoire d’Hilbert sur les fondements de la géométrie.
Dans cet ouvrage on ne fait pas usage des déplacements, et I'on se
hite trap de conclure gque l'usage des déplacements est incompatible
avec la rigueur.

D’autres géomeétres cependant, et notamment M. Peano ont étu-
dié¢s les fondements de la géométrie et ont considéré le déplacement
comme une notion importante, qu’ils se sont bien gardés de bannir. -

Les géométries usuelles ne manquent point de rigueur, mais les



