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SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES DE GENRES NULS A COURBES
BICANONIQUES IRREDUCTIBLES

par Lucien Godeaux (Liege)

Lorsque G. Castelnuovo recherchait les conditions de rationalité d’une surface
algébrique (p, = P, =0), il fut conduit & construire des surfaces ayant les
genres p, = p, = 0, P, > 0. Effectivement, il construisit une surface de genres
p.=p,=0, p¥=1, P,= 2. De son coté, F. Enriques a montré que la surface
du sixiéme ordre, passant doublement par les arétes d’un tétratdre, a les genres
p.=p,=0, p? =1, P,=1. Le probléme de déterminer toutes les surfaces
non rationnelles, de genres p, = p, = 0, éfait ainsi posé. Ces surfaces peuvent
se partager en deux catégories: celles dont les courbes bicanoniques et pluri-
canoniques sont composées au moyen des courbes elliptiques d’un faisceau et
celles dont les courbes bicanoniques (et pluricanoniques) sont irréductibles. Ce
sont ces dernieres qui retiendront notre attention ici. Quelques exemples en ont
été construits, en 1931, par M. Campedelli et par nous, oli 'on a P, =2 ou
P, =3. (). D’autres exemples, ol P, atteint jusqu’a la valeur sept, ont été
construits récemment par M. P. Burniat, dans un mémoire encore inédit. Nous
avons d’ailleurs établi que la valeur maximum de P, était égale a dix.

Revenons a l'exemple d’Enriques. Celui-ci a montré que toute surface de
genres p,=p, =0, P, =1, 4 courbe bicanonique d’ordre zéro, était une trans-
formée birationnelle de sa surface et que celle-ci était I'image d’une involution
du second ordre, privée de points unis, appartenant a une surface dont tous

{!) On trouvera la bibliographie de ces questions dans notre exposé sur Les surfaces
algébrigues non rationnelles de genres arithmétique et géométrigue nuls. Actualités scientifiques
IN® 123 (Paris, Hermann, 1934).
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les genres sont égaux a Punité (p, = P, = 1). Partant de ce dernier fait, nous
avons cherché a construire des surfaces de genres p, = p, = 0 comme images
d’involutions cycliques, privées de points unis, appartenant 4 une surface algé-
brique. C’est par ce procédé que nous avons pu construire des surfaces de
bigenre P, =2, P, =3 dont les courbes bicanoniques sont irréductibles. La
premiére de ces surfaces est Pimage d’une involution d’ordre cing appartenant
a une surface de genres p, = p, =4, P, =10. Nous avons pu prouver récemment
que toute surface ayant les caractéres de cette premitre surface pouvait s’y
ramener par une transformation birationnelle (*). La seconde est image d’une
involution d’ordre huit appartenant 4 une surface de genres p, = p, = 7 ().

L’objet de ce travail est de rechercher dans quelles conditions une surface
algébrique 7 contient une involution cyclique privée de points unis, dont I'image
est une surface /" de genres p, == p, =0, P, > 0, les courbes bicanoniques
étant irréductibles.

1. Soit F une surface algébrique réguliere, de genres p,, p
involution cyclique / d’ordre p, dépourvue de points unis. Nous désignerons
par | K| le systtme canonique de F et par 7 la transformation birationnelle de
F en soi génératrice de I'involution. Nous supposerons que le systéme canonique
| K| est simple, c’est-d-dire qu'il n’est pas composé au moyen d’une involution
ou d'un faisceau et qu'il est dépourvu de composantes fixes. De plus nous
supposerons p, > 2, c’est-a-dire que K| n’est pas un faisceau.

La transformation 7' change le systéme canonique en soi et il existe donc
au moins une courbe canonique, soit K, transformée en elle-méme par 7. Si
nous désignons par F’ une surface image de Pinvolution /, il correspond a K
sur cette surface une courbe X d’un certain genre = La formule de Zeuthen
donne

“ contenant une

p{h :p(ﬂ: . 1) + I.
Drautre part, entre le genre arithmétique p, de F et celui p, de 7, nous
avons la relation (3)

p.+1=p(p,+1).

() Sur les surfaces de genres géométrique et arithmétigue nuls possédant un faisceau de
courbes bicanoniques irréductibles (Bulletin de ’Académie Roy. de Belgique, 1958, pp. 738-749).
(*) Sur la construction de surfaces non rationnelles de genres zéro (Bulletin de I'Académie
" royale de Belgique, 1949, pp. 688-693).
(!) Voir notre exposé sur Les involutions cycligues appartenant & une surface algébrigue.
Actualités scientifiques, N° 270 (Paris, Hermann, 1935), ou encore notre Mémoire sur les surfaces
multiples (Mémoires in-8" de I’Académie Roy. de Belgique, 1953, pp. 1-80).
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Supposons qu’il y ait dans |K], {(f << p) systémes lindaires partiels | K|,
| K|, ..., |K,| appartenant & Pinvolution I et soient r,, r,, ..., r, leurs dimen-
sions. D’apres la théorie des homographies, on a

r1+r2+ +!‘,—I—f=pa.

Les systemes |K,|, |K,|, ..., |K,| sont de degré p” —1=p(= —1).
Soient |I'|, [I,], ..., |T,| les systemes linéaires (complets) qui leur correspondent
sur F. Ces systemes ont le degré (p” —1):p == —1 et le genre ©. Un seul
de ces systémes peut étre spécial et est alors le systéme canonique de F’. Les
autres systemes sont non spéciaux et d’aprés le théoréme de Riemann-Roch,
leurs dimensions sont toutes égales a p..

Nous avons donc deux hypothéses & examiner suivant que F’ posséde un
systéme canonique ou non. :

2. Supposons en premier lieu que F* posséde un systéme canonique,
c’est-a-dire que p, > 0. Soit précisement |I,| ce systéme canonique, de dimen-
sion r, =p, — 1.

L’adjoint [T a |T,| est le systéme bicanonique de F’ et a la dimension
P, —1=p, 4 = — 1, puisque le genre linéaire de F’ est égal a =.

Sur une courbe I'), les courbes I, découpent une série paracanonique com-
plete g7 et par conséquent le systeme |T,—T| a la dimension p.+75—1—(n—1)=
p,. A ce systeme correspond sur F un systeme de courbes canoniques composé
au moyen de l'involution /, distinct du systéme |K,|, c’est-a-dire un des systémes
(KL KL [ K

Observons que les systemes |I, — I |, [T, — I,| ne peuvent coincider, car
cela entrainerait I'=T,. Il en résulte que les systémes |I'—T,|, [T, —T,|, ...,
I =T, |, de dimension p,, coincident, dans un certain ordre, avec les sys-
temes |I',|, |T,], ..., [TI,_,]. On en conclut r, =r,= .-+ =r,_, = p. et

t—Dp.+1D)+p.=p.=pp,+1)—1,
d'oit { = p.

Par conséquent: Si une surface algébrique reguliére F de genre p,>> 2 con-
lient une involution cyclique d’ordre p privée de points unis et si la surface F’
image de cette involution a le genre arithmétique p, > 0, le systéme canonique de
F contient p systémes linéaires partiels appartenant & Uinvolution, p — 1 ont la
dimension pa et le dernier, auquel correspond le systeme canonique de F’, la di-
mension p, — 1.




312 LUCIEN GODEAUX

La surface F” est réguliére et son genre linéaire est égal a .

3. Supposons maintenant que la surface F’ soit dépourvue de systéme ca-
nonique, c’est-a-dire que l’on ait p, = 0. On a alors p = p, -+ 1.

Les courbes I adjointes aux courbes I', découpent sur une de celles-ci Ia
série canonique compléte g7.",, donc, puisque |I'j| ne peut contenir [T\, la di-
mension de |I'| est @ — 1. Sur une courbe I',, |T| découpe une série paraca-

nonique g5.~, compléte, donc le systeme |I'—T,| a la dimension ®#—1— (7 —1)=0.
Le systeme |I, — I',| coincide avec un des systemes |I,|, |I,], ..., |T,. De
méme, les systemes |T; — T,|, |T; —T,f, ..., |T; — T,| et d’'une manitre géné-

rale |T; —T,| sont des courbes isolées et coincident dans un certain ordre avec
!FIL |I‘2|s “‘rlI‘t|' .

Observons que les systemes |Iy — I,|, I} — I,|, par exemple, sont des
courbes distinctes.

Cela étant, les systemes |1} — I,| [I] — I, ..., [T} — T,| reproduisent,
dans un certain ordre, les systéemes |I,|, |I,|, ..., |T,| et ces systemes ont la di-
mension nulle. Parmi les systémes |I, — I'|, [T, — I,], ..., [Ty — I,| se trouve

certainement le systéme |I'||, donc ce systéme a également la dimension nulle.
On en conclut

tmpnzp_l'

Par suite: Si une surface algébrique réguliére F de genre p, > 2 contient
une involution cyclique d’ordre p = p, - 1 dépourvue de points unis et ayant
comme image une surface F’ (réguliére) de genre p, =0, le systéme canonique
de F contient p — 1 courbes isolées appartenant @ Uinvolution.

Le genre linéaire de F’ est égal 4 © et celui de F a

p’=(p,+ D= —1)+1.

4. Nous nous placerons désormais dans les cas ot p, = 0 et nous dési-

gnerons par K,, K,, ..., K,_, les courbes canoniques de F appartenant a l'in-
volution, par I', I',, ..., I',_, les courbes, de genre =, qui leur correspondent
sur F7.

Si e désigne une racine primitive d’ordre p de l'unité, on peut attacher a
chacune des courbes K, une puissance de e Précisément, nous attacherons a
K, le nombre .

Le systeme bicanonique de F contient p systémes linéaires partiels appar-
tenant a Pinvolution et auxquels sont attachés les nombres ¢" =1, ¢, ..., &
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Le systéme auquel est attaché le nombre 1 contient les courbes
K+ K, ,, K, + K, ,, ....

Le systéme auquel est attaché le nombre ¢ comprend les courbes
K,+K,,, K, +K,,, ....

Ce dernier systéme ne contient aucune courbe contenant K, comme partie.
Par contre, tous les autres systémes contiennent une courbe dont K, ait partie.
Sur F”, il correspond au systéme considéré un systéme contenant les courbes

F2+ ]'.‘_9_1? P3+ I‘.u—Z! tery

mais aucune courbe contenant I'| comme partie. Par contre, les systémes cor-
respondant sur F’ aux autres systémes appartenant a V'involution / et compris
dans le systeme bicanonique de F contiennent une courbe contenant I, comme
partie. Puisque p, = p, = 0, aucun d’eux ne peut étre I'adjoint 2 T,. On en
conclut que cet adjoint est nécessairement le systéme qui correspond au nombre e.
On a done¢, pour I'adjoint |I7] a T,
PIEI‘Q—!—PP_I ‘Era—‘—rp_z‘*:— e
Un raisonnement analogue montre que Padjoint & la courbe I', est celui des

systemes linéaires correspondant au systéme linéaire partiel du systéme bica-
nonique de F auquel est attaché le nombre €. On a

I‘: = Ile'»ﬂ + I‘.ﬂ—l = Ff+2 + Pp—z = .
Les systemes adjoints [I}[, [T5], ..., [T'_,] sont réguliers (théoréme de
Picard) et découpent respectivement sur I, T,, ..., T, la série canonique
complete. Ils ont donc, puisque p, = 0, la dimension = — 1.

Le systéme linéaire comprenant les courbes I'' 4-T,_ I, +T , ... cor-
respondant & ¢ =1, est le systéme bicanonique |C,| de la surface F”. On a

donc
C,=T,4+0,_ =I,+T,,=--.
Le systéme tricanonique |C,| de F’ est 'adjoint a4 [C,|; on a donc
C,=C,=T,+T, =T,+2I = ...

A ce systeme est attaché le nombre ¢* = 1.
5. Pour poursuivre cette étude, nous allons considérer séparémént les cas

ot p, est pair ou impair, c’est-a-dire olt p est impair ou pair.
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Supposons en premier lieu p, pair et posons p, = 2s, d'oit p = 2s 1.
Nous avons

C,=0 4+, =T,+0, =...=04T_,.

Ensuite, nous avons

N=r4+0,=I 4T, =...=[4TI_,=2T_,.
IN=2=I4+I,=...=0+TI_,=I_,++T,.,.

Plus généralement, nous avons
r,=r+70,,=I,4+T1,,=...=0I_ 4T, =2T,
r,=nL+40,=0,+T1,,= .- =2T_,.,.

Chacun des systemes |C,|, [T}, [T5], ..., |Ty| contient s courbes formées

de deux courbes I. _
Observons que nous avons § > 1, puisque par hypothése p, > 2.
Rapportons projectivement les courbes canoniques K de F aux hyperplans

d’'un espace linéaire S,,_; 4 25— 1=p, —1 dimensions. Puisque par hypothése

le systéme canonique est simple, nous obtenons une surface simple F, trans-

formée birationnelle de F. Si nous rapportons l’espace S,_;, a une figure de

référence formée par les hyperplans découpant sur F les courbes K, K,, ..., K, .,

la transformation 7 donne une homographie dont les équations peuvent s’écrire

X X _ X

= c= ]
£x, X, e x,,

Les hyperquadriques de S, linéairement indépendantes sont au nombre
de s(2s + 1). Les hyperquadriques découpent sur F le systéme bicanonique, de
dimension P, —1=p, —p® —1=(2s+1)m — 1. On en conclut que les
hyperquadriques contenant F forment un systéme linéaire de dimension (2s-1)
(s — =) — 1. Par suite, on a s = =.

Supposons s > =. Le systéme |[C,| a la dimension m= — 1 et parmi les
courbes I', +T,,, I', +- T, ... de ce systéme, il y en a = qui sont linéaire-
ment indépendantes. On peut supposer que ce sont les = premieres.

Considérons les hyperquadriques de S,,_, dont I’équation, lorsque I'on opére
Phomographie T, se reproduit exactement (multipliée par ¢ =1). Elles ont pour
équation '

ll Xy X + lzxzxzs—x + et + lsxst-l =0
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&
i

Les hyperquadriques du systéme
§ llxlxzs Jl_ 12x2x25-—1 —}_ et + )"rl:x:ver;-:n:q-I = O |

découpent sur F les courbes bicanoniques transformées des courbes C,. Les
hyperquadriques

ll‘(-i-l Ky Xog o + o + lsxs Xepg = 0

doivent donc contenir F. Mais parmi ces hyperquadriques il y en a qui sont

décomposées en deux hyperplans. La surface F serait donc dégénérée ou ap-
partiendrait a un hyperplan, ce qui est absurde. On doit donc avoir © = s,

Les courbes TI',, I',, ..., I, ont le genre ==, donc les systémes |I],
T, ..., I%.| ont la dimension s — 1 comme |C,|. Le nombre des hyperqua-
driques linéairement indépendantes passant par F est égal & 2s+1)(s—mn)=0.
Donc:

Si une surface algébrique réguliére F de .genre arithmétique p, = 2s > 2
contient une involution cycliqgue d’ordre p = 2s 41, dépourvue de points unis, la
surface F’ image de cette involution est dépourvue de courbe canonique mais pos-
séde des courbes bicanoniques irréductibles. Pour la surface F’, on a p,=p,=0,
pY =P, =s. .

Le modéle projectif de la surface F dont les sections hyperplanes constituent
le systéme canonique ne peut appartenir ¢ une hyperquadrigue.

6. Supposons maintenant p, impair et posons p, = 2s — 1, d’oti p = 2s.
Le systéme bicanonique de F’ est

\ IC2|EI‘1+I‘2$-IEI‘2+P25—QE e EI‘S—I+I‘S+152P$'

\ Les systémes adjoints ||, [I,], ..., [T%,_,, aux courbes T, T, ..., L, ,
‘ sont donnés par

; I‘; == I‘2 + I‘Zs—l = Ps + Fzs—a = = l—‘::—l + I1s+2 = Ps —f_ Ps-w-l?

I‘; = 2F1 = 113 + st—l = = Ps—l + 1134-3 = Fs —f— Ps+2 = 21—‘5+l:I

P;r+| =TI, Iy=1I,+ Pyy=--+ = T, 4 FH-I = = P2i+s + Ps+n

=2l = I+ly,=-- = 2.

Observons que le systéme |C,| contient s courbes formées de couples de
courbes T'. Les systemes |I'[|, |I}[, ..., I_,| contiennent chacun s —1 courbes
formées de deux courbes I, enfin les systémes [T;|, |T5], ..., |I._,| en con-
tiennent chacun s. Parmi les systemes |C,|, |T;|, |T,, ..., |I%_,| il y a donc s qui
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contiennent s courbes formées de deux courbes I' et s qui n’en contiennent
que s — 1.

Rapportons prejectivement les courbes K aux hyperplans d’un espace li-
néaire S,_, et appelons F la surface qui correspond 4 F. Rapportons I'espace a
la figure de référence formée par les hyperplans qui découpent sur F les courbes

K,, K,, ..., K,_,. A la transiormation 7 correspond I’homographie
T T 155 T
ex, €'x, o

Les hyperquadriques de S,_, linéairement indépendantes sont au nombre
de s(2s — 1). Les courbes bicanoniques linéairement indépendantes de F sont
au nombre de P, = 2sm. Par conséquent, il existe s(2s — 2= — 1) hyperqua-
driques linéairement indépendantes contenant F. On doit donc avoir = <s—1.

Considérons le systeme |I'|; il a la dimension = —1, donc il y a ® courbes
de ce systéme, formées de deux courbes I, linéairement indépendantes. On peut
supposer que ce sont les © premiéres. Aux courbes I’ correspondent sur F des
courbes bicanoniques découpées par les hyperquadriques dont I'équation, lorsque
Pon effectue I’homographie 7, se reproduit multipliée par e. D’une maniere
précise, ces courbes sont découpées par les hyperquadriques

11 Xy Xogy + l2x‘3x2£—2 + o A X X =0
et il en résulte que les hyperquadriques
lx+1xn+2 Xpsnm1 + e + l.'z—lxar‘xsﬂ =0

contiennent la surface F. Mais cela est impossible, car parmi ces hyperquadri-
ques il en est qui sont dégénérées en deux hyperplans et F serait, ou dégénérée,
ou située dans un hyperplan. On doit donc avoir ©# = s — L.

Considérons alors le systéme |[C,[. Il a la dimension = —1==s — 2. Les
courbes bicanoniques qui correspondent sur F aux courbes C, sont découpées

par les hyperquadriques
>“1x1.3':2s_1 + l2x3xzs—z 'l" e _5'“ ls—ixr—1xs+1 + lsxi = 0.

Puisque ce systeme, de dimension s — 1, doit découper sur F un systéme
de dimension s — 2, la surface appartient & une hyperquadrique (irréductible)
du systéeme.

On peut reprendre ce raisonnement en partant de chacun des systemes
|, 1T, ..., |T5,_,| et on en conclut que la surface F appartient & s hyper-

25—

quadriques linéairement indépendantes.
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Si une surface algébrique réguliére F de genre arithmétique impair p,==25—1
contient une involution cyclique d’ordre pair p = 2s privée de points unis, la sur-
face F’ image de cette involution est dépourvue de courbes canoniques mais posséde
des courbes bicanoniques irréductibles. La surface F’ a les genres p, = p, =0,
p’ =P, =s5—1.

Le modéle projectif de la surface F dont les sections hyperplanes constituent
le systéme canonique appartient a s hyperquadriques linéairement indépendantes.
Chacune de ces hyperquadriques est représentée par une équation qui, lorsque I'on
effectue I’homographie T, se reproduit multipliée par une puissance pair de ¢, ces
puissances étant différentes pour ces hyperquadriques.

7. Comme nous lavons dit au début, nous avons déja considéré deux
exemples des constructions précédentes.

Dans le premier exemple, la surface F est du cinquiéme ordre dans S, et
est transformée en soit par une homographie de période cinq ayant quatre points
unis n’appartenant pas a la surface. On a donc p, =p,=4, p=>5. La surface
F’, de genres p,=p,=0, P,=2, P,=4 aun modele fricanonique intéressant.
C’est une surface du septieme ordre ayant comme droites doubles tacnodales les
cotés d’un quadrilatére gauche. Les diagonales du quadrilatere appartiennent a la
surface et sont des droites exceptionnelles. Les courbes bicanoniques sont dé-
coupées par les quadriques passant par les cOtés du quadrilatere gauche; ce
sont des courbes d’ordre six et de genre quatre. La partie variable des courbes
tricanoniques engendre le systéme des sections planes.

Comme nous lavons dit plus haut, nous avons pu démontrer que toute
surface de genre p, = p, = 0 possédant un faisceau de courbes bicanoniques
irréductibles est une transformée birationnelle de la surface F".

Dans le second exemple, la surface F est l'intersection de quatre hyperqua-
driques dans S; elle est transformée en soi par une homographie T de période
huit, aucun des points unis pour 7, T*, T' n'appartenant a la surface. Cette

surface a les genres p, = p, =1, p” = 17 et le systéme canonique est celui
des sections hyperplanes. La surface F’ a les genres p.=p,=0, p? =3,
P,=3, P,=T1.

8. Dans ce qui va suivre, nous supposerons que p = 2s -1 est un nombre
premier. On peut observer que si p n'est pas premier et par exemple €gal a
qgq,, ot g est premier, il suffirait de considérer la surface F, image de linvo-
lution d'ordre g, engendrée sur F par T7 et dont les caracteres pouvent étre
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obtenus en appliquant le théoréme du début de ce travail, Sur cette surface
Fy, on aurait alors une involution analogue & celle que I'on va considérer.
Le systeme tricanonique |C,| = |C,| de F’ a la dimension

Pi—1=3(m—1)=3(s — 1),
Considérons Padjoint || au systeme |T'|. Nous avons
P;’_I‘1EC21 P:ECB—,_FD

Sur la courbe T}, le systeme | T | découpe une série linéaire compléte d’ordre
3(s —1), donc non spéciale et par conséquent de dimension 2s — 3. Les courbes
passant par 2s — 2 points de I', contiennent cette courbe et sont complétées
par les courbes de |C,|, de dimension s — 1. Il en résulte que |I7] a la di-
mension 3(s — 1) comme |C,].

A une courbe C, correspond sur F une courbe bicanonique, 4 I, une courbe
canonique, donc a I'" une courbe tricanonique. D'autre part, on a

CZ = PE + P25~I! I‘; = I‘3 + I‘Zs—?.
et
C;ECSEI1;+P29—1! P;,EP;+F25—2E2F1+I‘25—2:

donc |I'| ne peut coincider avec |C,|.

Les adjoints [I%|, |TY[, ..., |I%| ont la méme dimension 3(s — 1) que
|Gl et [T7]. A ces systémes correspondent sur F des courbes tricanoniques. Ces
systémes sont distincts et distincts de |C,|, [T7]. 1l en résulte quily a sur F, p
systémes linéaires appartenant i linvolution / et formés de courbes tricanoni-
ques. Nous les désignerons par |(3K),|, |(3K), L oo+, [(3K),|, ces systemes

correspondant respectivement a |C,|, [I']. ..., |TV.].

On observera qu’a ces systémes sont respectivement attachés les nombres
25

=16 ..., ¢

Le systéme lricanonique de F contient p systémes linéaires partiels de méme
dimension 3(x — 1) = 3(s — 1) appartenant @ Uinvolution I,

Comme le trigenre de F est Po=p+3prx—1)=p3s— 2), ce résultat
est d’accord avec la théorie des homographies.

9. Nous voyons donc que le systeme tricanonique de F, de méme que le
systeme Dbicanonique, contient p systémes linéaires partiels appartenant a I’invo-
lution 7 et ayant la méme dimension. Ce résultat peut étre étendu aux systémes

pluricanoniques.
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Le systeme n-canonique |C,| de F’ a la dimension

P—1= (;)(s* 1)
et n'est autre que le systéme adjoint d’ordre 7 — 2 au systéemes | C,I.
Nous avons

In;u—i) - Pl — C

=17 I‘;n_ll = Cn—l + I‘] ¥
C,_, étant une courbe (7 — 1)-canonique de F’.

Les courbes I'"™" découpent sur I, une série linéaire d'ordre n(s — 1), de
dimension (n —1)(s—1) —1. Donc les courbes I'"™" qui passent par (n —1)(s —1)
points de I, contiennent cette courbe et sont complétées par les courbes C,_;.

Le systéme (n — 1)-canonique de F’ ayant la dimension
" n—1
Proi—1=("7")s .

on en conclut que I'Y"™" a la dimension P, — 1. _

Les systemes Iy, Ty ..., I'w" ont également, pour la méme raison, .
la dimension P,_,, sont distincts et distincts de |C,l, [I"™”[. A ces systemes '
correspondent sur F des systémes linéaires partiels de courbes n-canoniques
appartenant a P'involution 1. Donc:

Le systéme n-canonique de F contient p systémes linéaires partiels apparte- !
nant & Uinvolution I et ayant la méme dimension P, — 1. |

Aux systemes [C,|, |Iy™"|, [T77"|, ..., [T "] sont respectivement attachés
les nombres ¢ =1, ¢, &, ..., €. Nous représenterons leurs homologues sur F
par [(nK),l, [(nK),|, |(nK),|, ..., (nK),].

10. Dans l'espace S,_,, 'nomographie 7 engendre une involution d’ordre
p que nous désignerons par I. De ce qui précéde résulte que parmi les hyper-
quadriques de cet espace, il y a p systémes linéaires appartenant a P'involution
I’ et que ces systemes ont la méme dimension. Nous allons montrer qu’il en
est de méme pour les systémes d’hypersurfaces algébriques.

Désignons par

P =0 ¢=0 ..., 9 =0
les équations des systémes d’hyperquadriques appartenant a 'involution I/, étant
entendu qu’au systéme g, = 0 est attaché le nombre ¢’. Parmi les hypersurfaces
cubiques de S,,_,, il y a évidemment p systémes linéaires composés au moyen
de linvolution I. Ecrivons leur équations sous la forme
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LI"O=0) LI)_l:O? R ] Lpz;:D)

le nombre ¢ étant attaché au systéme ¢, = 0.
Considérons ’homographie H,.

X, X, x;

xzs xzs:i x25+l-¢' 1

Au terme

H

Xixgoxp, Gt iy =3)
H, fait correspondre le terme
XXl L X,

Lorsque 'on applique 7" au premier terme, il se reproduit multiplié par la
puissance i, + 2,4+ - +2si,, de ¢, le second par la puissance 2si -+ --- + 1,
de e. La somme de ces deux nombres est congrue d zero, modulo p. On en
conclut qu'au systeme ¢, = 0, A, fait correspondre ¢, =0, au systéme Y, =0,
le systtme ¢, , =0, ces deux derniers syst¢mes ont donc la méme dimension.

Nous pouvons écrire

LI"& =X, %, + L’J;,

ott ¢, ne contient plus x,.
Considérons alors, dans I'hyperplan x, = 0, I'homographie H,,

X X K X X X
xzs x2s— 1 xs-'-z xs-v«l xs x?
Au terme
£ 1. ."2
XZXF .0 xpk,

H, fait correspondre le terme
X2XE ... xp.
Si le premier terme appartient a ¢, on a
20,4+ 30,4 - - - + 280, =k, {(mod. p). (n ¢

Lorsque P'on applique 7, le second terme se reproduit multiplié par la
puissance

2si, +(2s — iy + -+ - =+ 20, (2)
de . En ajoutant les premiers membres de (1) et (2), on trouve
hti+ - i, =3, (mod. p).
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On en conclut que le second terme appartient a ¢, , si k=<3, a {,.,, , si
k > 3. Par conséquent, $, et ¥, ., , ont le méme nombre de termes. Comme
9, et 9,,., , ont le méme nombre s de termes, ¢, et
de termes.

2esqy Onit le méme nombre

On peut reprendre le raisonnement précédent en considérant les hyperplans
x=0,.,., x,, =0 et on voit finalement que les ¢ ont le méme nombre de
termes. En appliquant la théorie des homographies au systéme d’hypersurfaces

cubiques de S,,_,, on voit que le nombre de ces termes est %3(34‘ 1), ce

qui est un entier puisque, p étant premier, s ne peut étre de la forme 3¢ - 1.
Le raisonnement précédent s’étant sans difficulté aux hypersurfaces d’ordre
quelconque et par conséquent:
Les hypersurfaces d’ordre n de S,,_, se répartissent en p systémes linéaires
appartenant & Uinvolution I’ engendrée dans cet espace par homographie T. Ces
systémes ont la méme dimension '

2s+n—1)2s+n—2)... (25 + 2)3s

n!

11. Reprenons la surface F de S,,_, et pour plus de simplicité typographi-
que, désignons-la par F.

Nous avons vu que le trigenre de F est P, = p(3s — 2), par conséquent
le nombre des hypersurfaces cubiques de S,, , qui contiennent F est

(233+ 2) — p(3s — 2):%;:(3_2)(23_3).

Ce résultat peut étre précisé. Considérons sur F le systéme [(3K),|. Il est
découpé sur F par les hypersurfaces cubiques dont 1’équation, lorsque 'on ap-
plique 'omographie 7, se reproduit multipliée par ¢, c’est-a-dire par les hyper-
surfaces ¢, = 0 ne contenant pas F. Or [(3K),| a la dimension 3(s — 1)e

b, = 0, la dimension —g—s(s + 1) —1, donc il y a

25641 =36 —1)=3(— 225 —3)

hypersurfaces cubiques linéairement indépendantes de ¢, =0 qui contiennent F.
La surface F appartient ¢ p systémes linéaires d’hypersurfaces cubiques de

méme dimension Lz(s —2)25s —3) — 1= %—(23 — 13(s — 3). Lorsque 'on ap-
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plique 'homographie E, ces p systémes se reproduisent multipliés respectivement
par les p premiéres puissances de e.

Le méme raisonnement peut étre appliqué aux hypersurfaces d’ordre quel-
conque n > 2. On trouve ainsi que la surface F appartlent aux hypersurfaces
d’ordre n de p systémes linéaires de dimension

42s+n—1@Cs+n—2) ... s +3)(s+1)s nr—1(—1)
n! : 2 '

Les équations de ces p systémes se reproduisent, lorsque ['on effectue
I’homographie 7, multipliées par les p premiéres puissances de e. Il convient
cependant d’observer que les hypersurfaces de ces systémes linéaires ne sont
pas toutes irréductibles pour n > 3.

En particulier, la surface F appartient aux hypersurfaces du quatriéme ordre

de p systémes linéaires de dimension %(s — 2)(2s* + 95 — 15) — 1.

12. Dans le cas s==2, p=2>5, I'application des résultats précédents appelle
une observation. La surface F est dans ce cas du cinquiéme ordre dans un
espace S,. Les surfaces du cinquieme ordre de S, linéairement indépendantes
sont au nombre de 56. Si I'on enléve la surface F, il reste cing systémes li-
néaires de surfaces du cinquiéme ordre, de dimension dix, qui découpent sur
F les systémes |(5K),|, |(5K),|, ..., |(BK),. :

Dans le cas s = 3, p = 7, la surface F est du quatorzieme ordre dans S,
et ses sections hyperplanes sont de genre quinze. Elle doit satisfaire aux condi-
tions suivantes:

1%) Elle n’appartient & aucune hyperquadnque

2%) Elle appartient & sept hypersurfaces cubiques linéairement indépendantes
qui, lorsque I'on appl;que I’homographie T, se reproduisent multipliées respec-
tivement par 1, g, €%, ..., €

3% Les equahons des six dernieres de ces hypersurfaces contiennent res-
pectivement les termes en X, Xi, Xi, X,, Xi, X,, puisque la surface ne peut
passer par les points unis de I’homographie 7.

Liege, décembre 1958.




