REMARQUES SUR UNE INVOLUTION APPARTENANT
A UNE SURFACE DU CINQUIEME ORDRE
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Poursuivant nos recherches sur les involutions cycli-
ques n’ayant qu'nn nombre fini de points unis appartenant
a une surface algébrique (1), nous nous proposons, dans cette
note, d’'étudier un cas particulier qui nous semble présen-
ter un certain interét. Il §’agit d’une-involution cyclique
du troiziéme ordre, ayant trois points unis, appartenant &
une surface algébrique. La surface imags de l'involution
possede une senle courbe canonique, dont nous étudions
la formation,

1. Désignons par F la surface du cinquiéme ordre
d'équation

iy .’{'14."(.'3 -1— 2y .'",'3'1.'?.-'3 + a%:}?f £y + 0’4-’?’345 ‘-'[-* 2Rt &'333’,‘42 —_ 0.

Cette surface est en général dépourvue de points multiples
ot est par conséquent de genres quatre (j, = p,—4, pV =6);
ses sections planes en sont les courbes canoniques.

Le surface 7 est transformée on ello-méme par mne
homographie # de période treize, dont les équations sont

wyraly ity al g ==y emy s Wy Sy

(1) Voir sur co suject nobre exposé sur Les involutions cyeli-
ques appartenant & une swrface algébrique, « Actunal, Secient», n® 270.
Paris, Hesmann, 1935; Sur les surfaces multiples ayant un nombre fini
de points de dinemation, « Annales de I'Ecole normale supeérieur », 1938,

p. 193-222. Voir aussi diverses notes parnes cette année (1930) dans
es «Bulletins de 'Académie royale de Belgique» et dans les « Bul-
letins de la Société royale des Sciences de Lidge», ainsi qu'une note
on cours d'impression dans le <Bulletin des Sciences mathématiques s,
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e étant une racine primitive treizidme de 'unité. Cette
homographie engendre sur la surface une involution d'ordre
treize que nous désignerons per 1.

Linvolution 7 posséde trois points unis, & savoir les
sommets Oy (1,0,0,0), 05(0,1,0,0), 05(0,0, 1,0) du tétraédre
de référence.

Pour obtenir une surface-image de I'involution 7, posons

Xyt Xg: Xy Xy =Sy s ovgtacg n gty 2 )

et interprétons les X comme coordonnées de I'espace. L'éli-
mination des x entre les équations précédentes et celle de
la surface 7 donne

(a1 Xy + ay Xy +4- a3 Xz 4~ 0, Xy 5+ 05 X; Xy L X2=0.

Clest I'éqnation d'une surface @ image de l'involution 7.
Nous poserons, pour abréger,

¢=a Xy +a Xyt as Xy 4a, X,

La surface ® posséde comme seules singularités la droite
double #
¢=0, Xy=

et les trois points doubles

A (Xy=X3=9¢=0), 4y(X3=2X,=0=0),
A3( X=X, =¢=0).

Le plan X;==0 coupe la surface ® snivant la droite r
comptée cing fois, par conséquent, dans ce plan, la sur-
face @ posséde une droite double ' infiniment voisine de r
et une droite simple 7'/ infiniment voisine de #’.

Observons que les points By (X; = X, =9 =0), By (X, =
Xy=¢=0), By(X3=X;=1¢=0), appartenant & la droite »,
sont triples pour la surface ®@. Les cones tangents en By,
By, By & la surface ont respectivement pour équations

X14Y42-T: f Xg 74230, Xg.;YE: .

La droite X, == X;=10 coupe la surface ¢ suivant cinq
points confondus en A;, par conséquent il existe sur cette
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droite un point double de la surface infiniment voisin de Ay,
On voit d'ailleurs que 4, est un point double biplanaire
pour @, le céne tangent en ce point & cette surface étant
Xy Xy=0. On arrive & des conclusions analogues pour 4,
et Ag.

Les points doubles isolés n’ayant aucune influence sur
les surfaces adjointes, la surface ®, du cinguiéme ordre,
posséde un seul plan adjoint, le plan X; =0, et est donc
de genres un (p,=py,=1).

2. A la courbe canonique de la surface ® correspond,
sur la surface F, une courbe canonique transformée en
elle-méme par 'homographie H. Il existe quatre courhes
canoniques de ¥ transformées en elles-mémes par H, ce
sont les sections de la surface par les plans du tétraddre
de référence. '

La section de F par le plan @ =0 posséde nn point
quadruple en Og et est donc rationnelle; il lui correspond
donc sur & une courbe rationnelle qui ne peut étre la
courbe canonique de cette surface. Cette courbe rationnelle
appartient précisément an domaine du point double 4,.

e méme, aux sections de F par les plans axg=0, 23=0
correspondent respectivement sur ® des courbes rationelles
appartenant aux domains des points 4y, 4, et qui ne peu-
vent donner la courbe canonique de .

La section de © par le plan #,=0 est irréductible
et dépourvue de points multiples; elle est donc de genre
six. A cette courbe correspond sur @ le domaine de la
droite double . Sur la courbe en question, A détermine
une involution d’ordre treize, présentant trois points unis.
En appliquant la formule de ZrutHEN, on voit que cette
involution est elliptique. Par conséquent, le domaine de la
droite » sur ® est équivalent & une courbe elliptique et la
surface ® est de genre lindaire p =1.

3. Nous allons maintenant analyser la structure des
points unis de linvolution 7. Etant donnée la symétrie de
Péquation de la surface F par rapport & wy, oy, 23, il suffira
d’ailleurs d'étudier un seul de ces points, par exemple le
point Oy,

A cet effet, considérons le systéme lineaire do surfaces

ety hywytacg 4 hystay Tyl by g =0 (1)
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contenant la surface F" et posons
Xl ! Xg : Xg . X,g H X5 = 21714:1;2 . .'13243,'3 i xg'l.?fl \ &74:' Ly 1’2@733’}42 (2)

Aux groupes de treize points de l'espace engendrés par
I'homographie H correspondent les points de la variété V,
d'équation

_--Yl ‘Xy.z X3 X‘ig —_— X55

ot la surface ® n'est autre que la section de V par I'hyper-
plan

¢+ a3 X5 =0.

Au point Oy, les surfaces (1) touchent le plan z; =0 et
dans ce plan, /A détermine une homographie non homolo-
gique. Les points infiniment voisins de O; sur les droites
0,05, 0,04 sont unis pour 'involution I.

Iiffectuons, sur le systéme (1), la transformation qua-
dratique

Ty oyt wy W= Y Yl i Ys el

gui fait correspondre au point infiniment voisin de Oy sur
0,05 le point 0/;(1,0,0,0).
Au systéme (1) correspond le systeme

My s+ vty Sy 4+ Mty d 4 by Pty =0

En effectuant encore deux fois de suit la transformation
précédente sur ce dernier systéme, on obtient

My 4fs Ry ot ysl® - Ra 1S s 4 g st yf‘-{- ks Uf" o 1/s" yf =={

On en conclut que l'involution engendrée par H dans
1'espace posséde trois points unis infiniment voisins suc-
cessifs de Oy, dont le premier est sur la droite (,0;5. Le
domaine du dernier de ces points contient une infinité de
points unis. Il en résmlte que le point uni O sur la sor-
face F posséde trois points unis successifs dont le dernier
ost parfait.
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Les équations paramétriques (2) de la variété VpeuVent
étre remplacées par les équations

ANy X Xy Xy =

=y Py yl et vs Py Rl s vl

Aux points du domaine du quatriéme ordre de U;, unis
pour l'involution, correspondent sur V les points de la
droite

;Y.;;:X_,ixxﬁzo.

Cette droite est rencontrée par I’hyperplan découpant
sur V la surface ® un point By (X, =X, =0=0), triple
pour la surface et qui appartient & la courbe canonigue
de celle-ci.

4. Effectuons maintenant la transformation
@y drytmg Ly = YR Yo Yat Y Yat Y Va,

faisant correspondre au point infiniment voisin de J; sur
la droite 040y, le point yy=1, =3 =19, ="0. Au sys-
téme (1) correspond le systéme

MyPys -+ loyet syt hayi st P by Pyl st yaysy S =0.

Effectuons encore, sur ce systéme de surfaces, trois fois
de suite la transformation précédente; nous obtenons

M ye -+ Mt ysydS 4 syl vt vt 3‘43;’120 Yst
+ 5y Py sy =

On voit done qu'an point O; font suite quatre points
unis successifs dont le premier est sur la droite 0;0y, les
points du domaine du dernier point étant tous unis pour
I'’homographie H. Sur la surface F il existe donc quatre
points unis pour l'involution 7, infiniment voisins succes-
sifs de Oy, le premier étant sur 0,0; et le dernier étant
uni parfait.

= T e
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Les équations paramétriques de la variété V peuvent
s'écrire

X]_:XQ:A%:JY,;:XE’:

=y et s v P sty Py B s vaE.

Aux points du domaine du guatriéme point uni qui
vient d'étre rencontré correspondent sur la variété V les
points de la droite

X224Y3$X5=0.

L’hyperplan découpant la surface @ sur le variété V
rencontre cette droite an point 44 (X; = X3=¢=0), dou-
ble pour la surface.

Un voit done qu’an point uni O; de l'involution 7 sur
la surface F fout suite deux séries de points unis, 1'une
formée de trois points dont le premier se trouve sur 0;0s,
I'autre de quatre points dont le premier est situé sur U;0;.
Les deux se terminent par les points unis parfaits de l'in-
volution. Au point final de la premiére suite correspond
sur la surface @ une courbe infinitésimale du domaine du
point By, rencontrée en un point par la courbe canonique
de cette surface. Au point final de la seconde suite corres-
pond sur ® une droite infinitésimale du domaine du point
double biplanaire 4.

Toulouse, le 16 juillet 1940.




